Tengelyes tiikrozések az euklideszi és a gombi
geometriaban

Szakdolgozat

[rta: Dér Lilla Anna

Matematika BSc, Matematikai elemzd szakirany

Témavezeto:

Dr. Kertész Gébor, egyetemi adjunktus
Geometriai Tanszék
Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, Természettudomanyi Kar

Budapest, 2020



Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Dr. Kertész Gabornak,
aki ebben a nehéz, rendkiviili helyzetben is barmikor rendelkezésre allt, szakér-
telmével, tanacsaival munkdmat nagymértékben segitette. Tovabba hélds vagyok
a csaladtagjaimnak, akik mindenben tdmogattak az egyetemi tanulmédnyaim alatt,
illetve a szakdolgozat megirdsa sordn nyugodt, békés koriilményeket biztositottak
szamomra.



Tartalomjegyzék

1.

2.

Bevezetés

Axioémarendszer

2.1. Euklideszi geometria . . . . . . . .. ... ... ...
2.2. Elliptikus geometria . . . . . . . . .. ...
2.3. Alapfeltevés . . . . . . . ..
2.4. Az alapfeltevés szemléletes jelentése . . . . . . .. ... ... ..
2.5. Az abszolit geometria axiomarendszere . . . . . . . .. ... ..

27 2

Az axiomarendszerbdl levezethet6 allitasok

3.1. Az axiémarendszer kovetkezményei . . . .. ... ... ... ..
3.2. Azaxidmdk kiegészitéset . . . . . ... ..o L
3.3. Kiilonbozd tiikrozések szorzata . . . . . ... Lo oL oL L

Magassagtétel
Osszegzés

Irodalomjegyzék

17
17
22
24

27

30

31



1. Bevezetés

Egyetemi éveim alatt a Geometriai Tanszék targyai, kurzusai kototték le legjob-
ban a figyelmemet, keltették fel az érdeklédésem. Tanulmanyaim vége felé halad-
va egyre jobban tudatosult bennem, hogy szakdolgozatom is ehhez a témakorhoz
kapcsolddjon. Sokat gondolkodtam azon, hogy mely részteriiletre koncentraljak.
Végiil a tengelyes tiikrozések mellett dontéttem a kiilonb6z6 geometridkban. Mi-
vel magyar nyelvi forrdsanyagot csak alig taldltam, igy arra az elhatdrozasra ju-
tottam, hogy rendszerezem az idegen nyelvi forrdsanyagot, és ezéltal elmélyedek
az adott témaban.



2. Axiomarendszer

Ebben a fejezetben atvessziik, hogy mit értiink euklideszi, illetve elliptikus geo-
metridn. Majd ratériink az alapfeltevésre és az abszolut geometria axiomarend-
szerére.

2.1. Euklideszi geometria

sy

A geometria axiomatikus felépitése Euklidesz (i.e. 365-300) nevéhez fliz6dik,
amiket az Elemek cim{i munkdjdban foglalt 6ssze. Ez egy 13 részbdl, igynevezett
konyvekbdl 4ll6 értekezés volt. Az elsd hat konyv sikgeometridval, az utolsé hé-
rom térgeometridval, a tobbi pedig aritmetikaval foglalkozik. A bizonyitas nélkiili
allitdsokat posztulatumoknak, illetve axiomdknak nevezte.

Az 5. posztulditumként emlegetett parhuzamossdgi axioma a bonyolultsdga
miatt rengeteg fejtorést okozott a késdbbi matematikusok szamdra. Végiil az euk-
lideszi geometria ma haszndlt axiomarendszerét 1899-ben fogalmazta meg David
Hilbert német matematikus. Axiémadi 6t csoportot alkotnak. Ezek az illeszkedési
axiomak, a rendezési axiomak, az egybevagdsigi axiomadk, a folytonossdgi axio-
mdk és a parhuzamosséagi axioma. Ekkorra mér az axiomatikus szemléletmédot a
matematika mas teriiletein is alkalmazni kezdték.

2.2. Elliptikus geometria

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) német matematikus nevéhez fG-
z0dik az elliptikus geometria felépitése. LegfGbb ismérve, hogy barmely két egye-
nes metszi egymdst, azaz nincs parhuzamossdg. Két kiillonboz6 tipuséat érdemes
megkiilonboztetni, az egyszeres-, illetve a kétszeres elliptikus geometridt. Mivel
egy gomb felszinén értelmezhetd legegyszeriibben ez a modell, a késébbiekben is
ezt hasznilom.

e Egyszeres elliptikus geometria

A gomb két atellenes pontjat egynek tekinti, azaz csak egy fél gombfeliile-
ten dolgozik. A f6kornek is pontosan csak a felét tekinti a modell részének.
Ebben az esetben két egyenesnek pontosan egy metszéspontja van. A ké-
s6bbiekben erre a modellre elliptikus geometriaként hivatkozok.

o Kétszeres elliptikus geometria

A gdomb két dtellenes pontjat kiillonboz6nek tekinti, azaz barmely két egye-
nesnek két metszéspontja van, ami a két atellenes pont. Amig az euklideszi
geometridban két pont kozott pontosan egy egyenes huzhatd, addig ebben



az esetben két atellenes pont kozott végtelen sok egyenes megy keresztiil.
A szakkonyvek ezt a modellt nevezik gémbi geometridnak.

s

A kés6bbiekben bemutatott definicidk és tételek az egyszeres elliptikus geo-
metria modelljére érvényesek, igy a tovabbiakban ezt fogom hasznélni és csak
néhdny esetben térek majd ki a gdmbi geometridra.

2.3. Alapfeltevés

Ezek utdn magaval az alapfeltevéssel, illetve a késobbiekben is gyakran hasznélt
jelolésekkel ismerkediink meg.

Alapfeltevés. Legyen G egy csoport, illetve S C G ugy, hogy minden a € S
elemre a®> = 1 # a. (Tehdt S elemei involiiciék, azaz masodszori alkalmazas-
ra visszakapjuk az egységet.) Legyen tovdbbd minden a € S-re és a € G-re
érvényes a kovetkezd:

a€S=a":=ataa €S (1)
A o laa szorzatot az a elem «-val vett konjugéltjdnak nevezziik.

Jelolés. Ha o, 5 € G és (a3)* = 1 # af3, akkor ezt a késGbbiekben a kivetkezs-
képpen jeloljik: a | S.

1. Allitas. Ha o és 3 (a = B) involiicio, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
o aff
° fla

o o kommutdl [3-val, azaz felcserélhetd vele.

1. Megjegyzés. Az dllitdsban fel kell tenniink, hogy o és [3 kiilonbozd (o # ).
Ha megegyeznének, akkor a vonalreldcio feltétele nem teljesiilne. Ugyanis hogyha
o | «, akkor teljesiilnie kell, hogy aa # 1 = (a)?, viszont az alapfeltevésbél az
kovetkezik, hogy o # 1 = (a)? = a, mert o involiicid.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy o | 3 teljesiil. Ekkor a3 # 1 és (a3)* = 1.
Egyrészt ha az els6 egyenletet megszorozzuk jobbrol elészor 5-val, majd «a-val,
akkor a kovetkezdt kapjuk: 1 # Ba(, mert « és 3 involici6, azaz a? = 1 és
(% = 1). Mdsrészt ha (o3)? = 1, akkor a8a8 = 1. Szorozzuk meg az egyenletet
jobbrdl eldszor [-val, majd a-val, ekkor a8 = Pa. Tehat a kommutdl [(-val,
azaz felcserélhetéek. Ha megint megszorozzuk az egyenletet jobbrdl 5-val, majd
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a-val, akkor 1 = Bafa = (Ba)?. Osszegezziik a kordbbiakat, azaz Ba # 1 és
(Ba)? =1, tehdt 3 | a.

A fenti logika alapjan 5 | «a-bdl kovetkezik, hogy § kommutal a-val, tehat
a | B is teljesiil. O

1. Definicié. Egy P halmazt definidljunk a kovetkezd modon:

P:={ab|a,be Sésa|b}. (2)

Tovabba ha GG az egybevagdsagok csoportja, akkor a kovetkezéekben értelmezziik
S-t, mint egyenesre valo tiikkr6zések halmazat, illetve P-t, mint pontra valo tiikro-
zések halmazat. S = {a, b, c, ...} alatin 4bécé kisbetdivel, mig P = {A, B, C, ...}
a latin 4bécé nagybetiivel jeloljiik.

2. Megjegyzés. Euklideszi geometridban az el6z0 jelolések konnyen értelmezhe-
toek, viszont gombi geometridban két egyenesnek két kiilonbozd metszéspontja
van, a két dtellenes pont. Ez a f6 oka annak, hogy a tovdbbiakban az egysze-
res elliptikus geometria modelljét alkalmazom, illetve erre lesznek érvényesek a
késobbiekben bemutatott dllitdsok és tételek is.

2.4. Az alapfeltevés szemléletes jelentése

A kovetkezd szakaszban a vonalreldcid két véltozatat mutatom be az objektumok
fliggvényében.

1. Eset.
Ha a,b € S két egyenes és a | b teljesiil, akkor ebben az esetben az egyenesek
merdlegesek.

3. Megjegyzés. A fenti jelolések alapjdan a és b két kiilonbozd egyenes. A vonal-
reldcio feltétele csak ekkor teljesiil.



As = Ay

1. dbra. Ezen az dbran a | b, azaz a és b két, egymdsra merGleges egyenes az
euklideszi geometridban. A példan jol lathatd, hogy abab = 1, azaz valéban az
identikus leképezést kapjuk.

Ay Ay \ o
o -I-o oy, As# A

2. é4bra. A fenti dbrdn egy példat lathatunk arra az esetre, amikor két egyenes
metsz6, de nem merdleges (euklideszi geometridban). Ekkor nem teljesiil a vo-
nalrelacio feltétele, azaz a tikkrozések kétszeri alkalmazdsanak az eredménye nem
az identikus leképezés.

a b a b a b a b
A | Ay Ay | Ay Ay Ay Ay As#A;
P Y o|e o — |- -|e o - —|--fF---- ®

3. dbra. Ha az egyenesek parhuzamosak, akkor sem teljesiil involiici6 ((ab)? # 1).
Ebben az esetben eltoldsrol beszélhetiink.



4. 4bra. A fenti dbrdn egy példat l4thatunk elliptikus geometridban, amikor két
egyenes merdleges. Ekkor abab valéban az identikus leképezés.

- . --.“A_d ‘ﬁ

- ‘_ﬁ,t

5. dbra. Ha a és b metszd, de nem merdSleges egyenesek az elliptikus geometria-
ban, akkor a tiikrozések kétszeri alkalmazdsa esetén nem kapjuk vissza az egysé-
get.



4. Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy szdmit-e a tiikrozések sorrendje, azaz az
ab megegyezik-e a ba-val?

A3 By ‘ Bs

A, A, B,

6. dbra. Ha a | b, akkor ezzel ekvivalens a b | a (az 1. allitas szerint). Euklideszi
geometridban (elliptikusban is) konnyen latszik, hogy ekkor teljesiil a kovetkez6
egyenldség: ab = ba.

2. Eset.

Ha a € S egyenes és B € P pont, illetve teljesiil, hogy a | B (vagy ami ezzel
ekvivalens: B | a), akkor a B pont illeszkedik az a egyenesre. Nézziik meg a
kiilonboz6 eseteket az euklideszi geometridban.

A® ] @ A, oA

® - ° oA,

7 oz

7. éabra. Legyen B = ab. Az els6é dbran az a egyenesre tiikkroztiink, majd a

madsodikon a B pontra. Ezutidn megismételtiik az el6z6eket. Az eredmény az
identikus leképezés.
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8. dbra. Ezeken az dbrdkon B = bc. J6l lathat6, hogy aBaB = 1 ebben az

esetben is.

a b a b a b A
4
043 - — —|- - z e
I Ay 3 N
! N
c B c B c B c ~| B
1 N
1 S
A | Ay 1 N
@ 1 -0 [} ‘@
Ay As#A;

9. édbra. Legyen B = bc ugy, hogy b parhuzamos a-val. Ezeken az dbrdkon a
B pont nem illeszkedik az a egyenesre. JOl lathatd, hogy ebben az esetben nem

kapjuk vissza az egységet.

10. dbra. Itt B = bc és nem illeszkedik az a egyenesre. JOl lathatd, hogy ezen
tilkkrozések eredménye sem az identikus leképezés.

Elliptikus geometridban hasonl6 abrakkal beldthat6, hogyha a € S egyenes és
B € P pont, illetve teljesiil, hogy a | B (vagy ami ezzel ekvivalens: B | a), akkor

a B pont illeszkedik az a egyenesre.
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5. Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy szdmit-e a tiikrozések sorrendje, azaz az
aB megegyezik-e a Ba-val?

A® 04, B, ®

11. dbra. A két abran jol lathatd, hogy aB = Ba, azaz a | B ekvivalens a
B | a-val.

2.5. Az abszolit geometria axiomarendszere

Vegyiik fel a kovetkezd, tiikkrozésekre vonatkozé axidmarendszert.

1. axioma: Minden A-hoz és B-hez létezik olyan c, amire érvényes, hogy
A B |ec

Euklideszi geometridban az illeszkedési axiomdak koziil az egyik pont ezt
fejezi ki, azaz két kiilonb6z6 ponthoz mindig tartozik egy egyenes, amelyre
mindkét pont illeszkedik.

Elliptikus geometridban is érvényes az axioma. Viszont ha a teljes gomb-
felszinen nézziik, illetve a két pont a két atellenes pont, akkor azokhoz nem
egy, hanem végtelen sok egyenes illeszthetd.

2. axiéma: Ha A, B | ¢, d, akkor abbdl kovetkezik, hogy A = B vagy ¢ = d.

Euklideszi és elliptikus geometridban is igaz az, hogyha van két kiilonboz6
A és B pont, ami illeszkedik a ¢ és d egyenesekre is, akkor az csak gy
lehetséges, hogyha a két pont megegyezik vagy a két egyenes egybeesik.

12



12. abra. Euklideszi geometridban a két eset igy abrazolhat6. Az 1. ab-
ran a két egyenes kiillonboz6 (nem muszdj merdlegesnek lenniiik), tehat a
pontoknak meg kell egyezniiik. A 2. dbrdn a két pont kiilonboz6, igy a két

egyenes egybeesik.

A=8

13. 4bra. Elliptikus geometridban igy dbrdzolhat6 a két eset. Az 1. dbran a
pontok, a 2. dbrdn az egyenesek esnek egybe.

GOmbi geometridban ez az axiéma nem teljesiil, mivel ha A és B két atel-
lenes pont, akkor azokhoz l1étezik két olyan egyenes, amelyek dtmennek a

pontokon és nem egyeznek meg.
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3.

axiéma: Haa,b,c| D, akkor abc € S.

Ha harom egyenes vonalreldcioban van egy D ponttal, akkor szorzatuk ten-
gelyes tiikkrozés. Ez mindhdrom, kordbban emlitett geometridban érvényes.

14. 4bra. A fenti dbrdkon euklideszi geometridban szemléltetem a 3. axi6-

27 2

mat. Itt A, = By, valamint Ay = B,. Az els6 dbran el6szor az a, majd a b
és végiil a c egyenesre tiikroztiink, majd megismételtiik az el6z6eket. Lat-
hat6, hogy (abc)?> = 1. A mdsodik dbrén az el6z§ tiikrozéseket (a-t, b-t €s
c-t) helyettesitettiik egyetlen eggyel. Lathatd, hogy abc € S, azaz egyenesre

valé tiikkrozés.

Elliptikus, illetve gdbmbi geometridban hasonlé dbrdkkal belathaté az axid-
ma.

axioma: Ha a, b, ¢ | d, akkor abc € S.

Ha hirom kiilénb6z6 egyenes vonalreldcioban van egy negyedik egyenes-
sel, akkor szorzatuk tengelyes tiikrozés. Ez mindhdrom, kordbban emlitett
geometridban érvényes.

14



a b c abe

>

Al=Ar [ Ay | Ay Ay Ag By =By
- L L @ L J L ] [

o

15. abra. A fenti abrdkon euklideszi geometridban szemléltetem a 4. axio-
mat. Itt Ay = By, valamint A; = B,. Az els6 dbréan el6szor az a, majd a b

P a

és végiil a c egyenesre tiikroztiink, majd megismételtiik az el6z6eket. Lat-
hat6, hogy (abc)? = 1. A mdsodik abrédn az el6zd tiikkrozéseket (a-t, b-t és
c-t) helyettesitettiik egyetlen eggyel. Lathatd, hogy abc € S, azaz egyenesre

valé tiikrozés.

Elliptikus, illetve gdmbi geometridban hasonl6 dbrdakkal beldthat6 az axio-
ma.

. axioma: Létezik olyan a, b, ¢, amelyre a | b és c t a, b, ab.

Az euklideszi, az elliptikus, illetve a gombi geometridban is igaz, hogyha
van két, egymdsra mer6leges a és b egyenes, akkor taldlhat6 egy harmadik,
az el6z6 egyenesekre nem merdleges c egyenes ugy, hogy a c egyenes nem
megy it a metszésponton.

15



b ab /

S/

16. dbra. Az 5. axioma jelentését lathatjuk az euklideszi geometridban.
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3. Az axiomarendszerbol levezetheto allitasok

7 2z

A kovetkezd szakasz az axiomarendszerbdl levezethetd allitasokat és ezek bizo-
nyitdsait tartalmazza.

3.1. Az axiomarendszer kovetkezményei

El6szor egy olyan lemmat mutatok be, amit a késébbi bizonyitdsok sordn is hasz-
ndlni fogok. Majd ratériink néhdny egyszeri tételre és ezek bizonyitisaira.

1. Lemma. Minden a és b egyenes esetén ab | a, illetve a | ab.

Bizonyitas. Egyrészt ab # a (mert b # 1), igy ab | a ekvivalens az a | ab-vel az
1. allitas szerint.

Masrészt ha ab | a, akkor teljesiilnie kell a kovetkezGknek: aba # 1, illetve
(aba)* = 1.

Nézziik meg elGszor, hogy aba # 1. Mivel ab | a ekvivalens az a | ab-vel, igy
elég beldtni, hogy aab # 1. Mivel a involicid, ezért aab = a?b = b # 1.

Az (aba)? = 1is teljesiil. Tudjuk, hogy a és b is egyenesre valo tiikkrozés, ezért
a’? = 1és b* = 1. Tehit (aba)? = abaaba = aba*ba = abba = ab*a = a* = 1. O

6. Megjegyzés. Hasonléan beldthatd, hogy minden a és b egyenes esetén ab | b
(vagy ami ezzel ekvivalens: b | ab) is teljesiil.

1. Tétel. Legyen a | b és C' | a,b. Ekkor C = ab, azaz a C pont az a és b
egyenesek metszéspontja.

Bizonyitas. A pontok halmazdnak definiciéja (P = {ab | a,b € S ésa | b})
szerint tudjuk, hogy ab € P. Tovabba az 1. lemma alapjan ab | a, b is teljesiil.
Osszegezve a kordbbiakat, illetve a feltételeket a kivetkezdt kapjuk: ab, C' | a, b.
Mivel a # b két kiilonbozG egyenes, igy a 2. axiéma szerint (, ahol A, B | ¢, d,
akkor abbdl kovetkezik, hogy A = B vagy ¢ = d) ab = C. Tehat C' az a és b
egyenesek metszéspontja. []

7. Megjegyzés. Euklideszi geometridban konnyen dbrdzolhato az 1. tétel, azaz
haa|bésC | a,b, akkor C = ab.

17



A® - Ay B,®

17. abra. Euklideszi geometridban ha a | b és C' | a,b, akkor a két, egymasra
merdleges egyenesre vald tiikrozés szorzata megegyezik a két egyenes metszés-
pontjdra valé tiikrozéssel.

2. Lemma. Ha A pont, b és c két kiilonbozd egyenes, illetve Ab = ¢, akkor A | ¢
és b | c is teljesiil.

Bizonyitas. ElGszor nézzikk meg, hogy A | ¢ kovetkezik-e. Az 1. allitas szerint
tudjuk, hogy A | ¢ ekvivalens a ¢ | A-val. Ahhoz, hogy a lemma teljesiiljon be kell
14tni, hogy cA # 1és (cA)? = 1. A feltételbdl tudjuk, hogy Ab = c. Szorozzuk
jobbrdl az egyenletet b-vel. Ekkor Abb = cb, azaz A = cb. Most szorozzuk az
egyenletet balrdl c-vel. Ekkor a kovetkezdt kapjuk: cA = ccb = ¢?b = b # 1.
A (cA)? = 1 is kivetkezik, mert (cA)? = cAcA = (Ab)A(Ab)A = AbA?DA =
AbbA = A’ A = AA = A% = 1. Tehit c | A teljesiil, valamint A | c is.

Most nézziik meg a b | c-t. Ekkor egyrészt be # 1, mert b # ¢. Mésrészt mivel
c = Ab, ezért (bc)? = bebe = b(Ab)b(Ab) = bAV*Ab = bAAD = bA%b = bb =
b?> = 1. Tehat b | c s teljesiil. O

8. Megjegyzés. Beldthato, hogy a lemma megforditdsa nem feltétleniil igaz. Te-

hdt ha A | ¢ és b | ¢, akkor abbol nem kévetkezik, hogy Ab = c. Euklideszi
geometridban ez konnyen ldtszik, a kovetkezd dbra ezt szemlélteti.

18



@ A2

Ay By By

o 43

18. dbra. Ha A | ¢ és b | ¢, akkor az Ab tiikr6zés nem feltétleniil egyezik meg a ¢
egyenesre valo tiikrozéssel.

2. Tétel. Minden A ponthoz és b egyeneshez létezik olyan c egyenes, amelyre tel-
Jesiil a kovetkezd: ¢ | A, b. Tehdt c az A ponton dthaladd, b-re merdleges egyenes.

Bizonyitas. Hirom esetet kiillonboztethetiink meg.

1. Eset: A | b.

A pontok halmazédnak definicija (P = {ab | a,b € S és a | b}) szerint
1étezik olyan d és e egymadsra merSleges egyenes, amelyre A = de. Ekkor az
1. lemma szerint A | d, e, illetve az 1. esetben feltettiik, hogy A | b. Osszegezve
az el6zdeket az A | d, e, b-t kapjuk, amivel ekvivalens a d,e,b | A az 1. allitas
szerint. Ekkor a 3. axiémabél (, ami kimondja, hogyha a, b, ¢ | D, akkor abc € S)
kovetkezik, hogy deb € S. Legyen ¢ := deb = Ab. Ekkor a 2. lemma szerint
c|Aésc|b.

2. Eset: Atbés A+ A

Az alapfeltevésbdl tudjuk, hogy A® = b=1Ab = bAb. (Ha b?> = 1, akkor az
egyenletet jobbrél megszorozva b inverzével b = b~'-t kapjuk.) Be kell ldtnunk,
hogy A® pontra valé tiikkrozés. Legyen A = de, ahol d | e. Ekkor A® = bAb =
bdeb = (bdb)(bed) = d°c®. Mivel d és e egyenes, igy az alapfeltevésbsl kovetke-
zik, hogy d°, e® € S. Teljesiil, hogy bdbbed = bdeb # 1 (mert d | e és de # 1), il-
letve (bdbbeb)? = (bdeb)? = bdebbdeb = bdeb*deb = b(de)*b = bb = b* = 1. Te-
hat d® és e’ két, egymdsra merdleges egyenes, igy d’c® = A® pontra val6 tiikrozés.
Az 1. axiéma alapjan létezik olyan c egyenes, amelyre ¢ | A, A°. Beléthatd, hogy-
ha c | A, akkor ¢® | A is teljesiil. Egyrészt c®A® = bebbAb = beb? Ab = beAb. Mi-
vel cA # 1 (mert ¢ | A), igy bcAb sem lehet az identikus leképezés. Masrészt vi-
szont (?A%)? = (bcbbAb)? = (beb?Ab)? = (bcAb)? = bcAbbcAb = beAb*cAb =
beAcAb. Mivel (cA)? = 1 (mert ¢ | A), ezért bcAcAb = b(cA)*b = bb = 1* = 1.
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Hasonléan beldthat6, hogyha ¢ | A®, akkor abbdl kovetkezik, hogy c® | (A°)®,
ahol (A%)" = b(A%)b = bbAbL = b2Ab* = A. Tehdt c,c® | A, A’. A 2. axiéma
szerint (, ami kimondja, hogyha A, B | ¢, d, akkor vagy A = B vagy ¢ = d) mivel
A # A’ (ezt tettiik fel a 2. esetben), igy ¢ = c*. Tovébb4 tudjuk, hogy A { b és
A | ¢,igy b # c. Tehat teljesiil, hogy ¢ | b (mert cb # 1 és (cb)? = cbeb = cc® =
cc=c?=1).

3.Eset: Atbés A=Al

Tehat A = bAb. Az egyenletet balrdl szorozva A-val a kovetkez6t kapjuk:
AA = AbAD, azaz 1 = (Ab)%. Mivel A t b és (Ab)? = 1, igy mindenképpen
teljesiilnie kell, hogy Ab = 1. Tehat A = b. Legyen c olyan egyenes, amelyre
igaz, hogy ¢ | A. Ekkor teljesiil a ¢ | bis. O]

3. Tétel. Legyen A #bésc,d | A,b. Ekkor teljesiil, hogy c = d.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztethetiink meg.

1. Eset: A | b.

Egyrészt mivel A | b (1. eset) és A | ¢, illetve ¢ | b (3. tétel feltétele), igy
A = bc az 1. tétel alapjan. Mdsrészt A | b (1. eset) és A | d, illetve d | b (3. tétel
feltétele) is teljesiil, igy A = bd. Osszegezve az el6zSeket a kivetkez6t kapjuk:
bc = bd. Ez csak ugy lehetséges, hogyha c = d.

2. Eset: A 1.

Ha ¢, d | A, ezért a kordbban ldtottak (2. tétel bizonyitasanak 2. esete) alap-
jén c®, d* | A is teljesiil. Mivel ¢ | b, igy cb # 1 és (cb)? = cbcb = 1. A mésodik
egyenletet balr6l szorozva c-vel a kovetkez6t kapjuk: ccbehb = ¢, azaz beb = c.
Tehét ¢ = c. Hasonl6an beldthat6, hogy d° = d (mert d | b). Tehét felirhat6 a
kovetkezd: ¢ = c*,d = d° | A®, A. Beldthato, hogy A® # A. Indirekt médon
tegyiik fel, hogy A® = A. Ekkor bAb = A, illetve az egyenletet balrél szorozva
A-val a kovetkezdt kapjuk: AbAb = AA, azaz (Ab)? = 1. Viszont Ab # 1, mert
A # b (3. tétel feltétele). Ekkor A | b teljesiil, ami ellentmondds. Tehdt A® # A.
A 2. axiéma (kimondja, hogyha A, B | ¢,d, akkor vagy A = B vagy ¢ = d)
szerint mivel ¢, d | A, A®és A® # A, igy c = d. O

9. Megjegyzés. Az eldzd tétel alapjdan nyilvdnvald, hogyha c,d | A,bés ¢ # d,
akkor A mindenképpen megegyezik b-vel.

4. Tétel. Legyen A | b. Ekkor az Ab szorzat az A ponton dthaladd, b-re meréleges
egyenesre valo tiikrozést jelenti.

Bizonyitas. A pontok halmazdnak definiciéja (P = {ab | a,b € S és a | b})
szerint l1étezik olyan c és d egymadsra merGleges egyenes, amelyre A = cd. (A
3. axiéma kimondja, hogyha a, b, ¢ | D, akkor abc € S.) Ennél a konkrét esetnél
tudjuk, hogy A | b, illetve az 1. lemma szerint A | ¢ és A | d is teljesiil. Tehat
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az axiéma alapjan cdb = Ab € S. Legyen e := Ab. Ekkor a 2. lemma szerint
e = Ab| Aése= Ab | b. Osszegezve az el6bbieket ezt kapjuk: Ab | A, b. Ebbsl
mar kovetkezik maga a tétel. [J

10. Megjegyzés. Euklideszi geometridban a kovetkezdképpen lehet dbrdzolni az
eloz0 tételt.

A3 ® ) .Az

A1 Bl

19. dbra. Itt A | b. Ekkor az Ab tiikr6zés megegyezik az A ponton dthaladd, b
egyenesre merdleges c egyenesre valo tiikrozéssel.

5. Tétel. Legyen a | bésb | ¢, valamint ¢ | a. Ekkor abc = 1, azaz megegyezik az
identikus leképezéssel. A tétel megforditdsa is igaz, vagyis ha abc = 1, akkor a | b
és b | ¢, valamint ¢ | a kovetkezik.

Bizonyitas.

= A pontok halmazédnak definicija (P = {ab | a,b € S és a | b}) szerint
ab € P. Az 1. lemma alapjan tudjuk, hogy ab | a, b, illetve a feltételbdl tudjuk,
hogy ¢ | a ésc | b. Mivel a | b, ezért ab # 1, azaz a # b. Osszegezve a
kordbbiakat: ab,c | a,bés a # b. A 3. tétel szerint ab = c. Az egyenletet jobbrdl
szorozva c-vel a kovetkez6t kapjuk: abc = cc = 1.

< A tétel megforditdsa is igaz. Ha abc = 1, akkor az egyenletet jobbrol
szorozva c-vel a kovetkezSt kapjuk: ab = ¢. Ekkor a | b, mert ab = ¢ # 1 és
(ab)?* = ¢* = 1. Tovébb4 ha az abc = 1 egyenletet elGszor jobbrol megszorozzuk
c-vel, majd balr6l megszorozzuk a-val, a kovetkezd egyenlet teljesiil: b = ac.
Ekkor a | ¢, mert ac = b # 1 és (ac)* = b* = 1. Végiil az abc = 1 egyenletet
szorozzuk meg balrdl a-val. Ekkor bc = a, amibdl kovetkezik, hogy b | ¢, mert
be=a#1és (bc)? =a>=1.0
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6. Tétel. Legyen a,b,c egyenesek az 5. axiomdban szerepld tulajdonsdgokkal,
azaz a | b és ¢ t a,b,ab. Legyen tovdbbd x € S tetszdleges egyenes. Ekkor
x 1 a, vagy x 1 b, vagy = 1 ¢, azaz nem létezik olyan egyenes, amely mindhdrom
egyenessel vonalreldcioban lenne.

Bizonyitas. Legyen x € S olyan egyenes, amelyre x | a és x | b is teljesiil. Ekkor
beldtjuk, hogy z 1 c. (Az 5. tétel kimondja, hogyha a | b és b | ¢, valamint ¢ | a,
akkor abc = 1.) Ebben az esetben a | b és b | x, valamint = | a. Tehat abx = 1,
amit x-szel szorozva jobbrdl a kovetkez6t kapjuk: ab = x. Viszont a feltétel
szerint ¢ { ab. Igy ¢ { , ami ekvivalens az x 1 c-vel. OJ

7. Tétel. Nem létezik olyan X pont, amely minden egyenessel vonalreldcioban
lenne.

Bizonyitas. Az 1. tétel kimondja, hogyha a | b és X | a,b, akkor X = ab.
Az 5. axioma szerint 1étezik olyan a, b, c egyenes, amelyre a | b és ¢ 1 a,b, X.
Ezekbdl mar kovetkezik maga a tétel. [

8. Tétel. Az a egyeneshez létezik olyan B pont, amire B | a.

Bizonyitas. Az 5. axiéma szerint 1étezik olyan a, b, c egyenes, amelyre a | b és
c 1 a,b,ab. Tehét az igy definidlt P = {ab | a,b € S és a | b} halmaz nem lehet
tires. (A 2. tétel kimondja, hogy minden X ponthoz és y egyeneshez létezik olyan
z egyenes, amelyre teljesiil a kovetkezs: z | X, y.) Ebben az esetben is létezik
olyan d egyenes, amelyre d | a. Ekkor legyen B := ad, tehit B | a az 1. lemma
szerint. []

3.2. Az axiomak kiegészitései

A kovetkezd szakasz a 3. €s a 4. axidma kiegészitéseit és ezek bizonyitdsait
tartalmazza.

Emlékezteto.
A 3. axiéma kimondja, hogyha a, b, ¢ | D, akkor abc € S.
A 4. axiéma szerint ha a, b, ¢ | d, akkor abc € S.

9. Tétel. (A 3. axioma kiegészitése) Ha a, b, c | D, akkor abc € S és abe | D.

Bizonyitas. A 3. axiéma szerint abc € S.
Beléthat6 tovabba, hogy abe | D is teljesiil, azaz abcD # 1 és (abcD)? = 1.
Kezdjiik el6szor az abcD # 1-gyel. Indirekt médon tegyiik fel, hogy meg-
egyeznek egymadssal. Ekkor az egyenletet jobbrol megszorozva D-vel, majd c-
vel a kovetkezot kapjuk: ab = Dc. Emeljiik négyzetre mindkét oldalt. Ekkor
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(ab)?> = (Dc)* = 1, mert ¢ | D. Mivel (ab)?> = 1 és ab # 1 (két kiilonbozd
egyenes), igy a | b. Az 1. tétel (haa | bés C | a,b, akkor C' = ab.) szerint
ab = D. Ekkor viszont ¢ = 1, ami ellentmonddas. Tehat abcD # 1.

Most nézziik meg, hogy (abcD)* = 1 teljesiil-e. MielStt megvizsgalnank,
érdemes megfigyelni, hogyha a | D, akkor aDaD = 1. Jobbrdl D-vel szorozva
az egyenletet a kovetkezGt kapjuk: aDa = D* = D. Mivel b | D és ¢ | D, igy
Db = D és D¢ = D. Ezeket az egyenleteket felhasznalva a kovetkezot kapjuk:
(abeD)* = abcDabcD = DD = ((D*)%)D = (D®)°D = DD = DD =
D?=1.

Tehét abc € S és abc | D. O

10. Tétel. (A 4. axioma kiegészitése) Ha a, b, c | d, akkor abc € S és abe | d.

Bizonyitas. A 4. axiéma szerint abc € S.

Beldthat6 tovabbad, hogy abe | d is teljesiil, azaz abed # 1 és (abed)? = 1.

Kezdjiik el6szor az abed # 1-gyel. Indirekt médon tegyiik fel, hogy meg-
egyeznek egymdssal. Ekkor az egyenletet jobbrdl szorozva d-vel, majd c-vel a
kovetkez6t kapjuk: ab = dc. Emeljiik négyzetre mindkét oldalt. Ekkor teljesiil,
hogy (ab)? = (dc)? = 1, mert ¢ | d. Mivel (ab)? = 1 és ab # 1 (két kiilonb6z8
egyenes), igy a | b. (Az 5. tétel kimondja, hogyha a | b és b | ¢, valamint ¢ | a,
akkor abc = 1.) Ebben az esetben a | b és b | d, valamint d | a, igy abd = 1, azaz
ab = d. Ekkor viszont ¢ = 1, ami ellentmondds. Tehat abcd # 1.

Most nézziik meg, hogy (abcd)? = 1 teljesiil-e. Mieldtt megvizsgdlnank, ér-
demes megfigyelni, hogyha a | d, akkor adad = 1. Jobbrdl d-vel szorozva az
egyenletet a kovetkezSt kapjuk: ada = d* = d. Mivel b | d és ¢ | d, igy
d® = d és d° = d. Bzeket az egyenleteket felhaszndlva a kovetkez6t kapjuk:
(abed)? = abedabed = d*d = ((d*)*)°d = (d°)¢d = d°d = dd = d* = 1.

Tehadt abc € S és abe | d. O

11. Tétel. (A 3. axioma megforditdsa) Legyen a # b és a,b | D, tovdbbd abc € S.
Ekkor c | D.

Bizonyitas. Legyen b’ olyan egyenes, amelyre teljesiil, hogy ' | D, c. Tovébba
legyen a’ := abl/. A 9. tétel szerint mivel a | D és b | D, valamint ¥’ | D,
ezért a’ € S, illetve @’ | D. A feltétel alapjan tudjuk, hogy a # b, igy teljesiil a
kovetkezs: o' = abb'b’ = ab # 1. Ugyanigy a feltételbdl ismert, hogy abc € S,
tehat a’'b'c € S. Ebbdl kovetkezik, hogy o' | V'c (d'Vc € S, igy a'b'c # 1 és
(a'b'c)? = 1). Az 1.lemma szerint mivel ¢ és & két kiilonbozs egyenes, ezért
V | bc. Osszegezve az el6zdeket felirhaté a kovetkez6: o/, b | Ve, D. Erdemes
megfigyelni, hogy O’ | ¢, tehdt 'c € P. Tudjuk tovdbbd, hogy a'b’ # 1, igy
a # . A 2. axioma szerint igy b'c = D. Az 1. lemma alapjan mivel ¢ és O’ két
kiilonb6z6 egyenes, ezért ¢ | b'c, azaz ¢ | D. [
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12. Tétel. (A 4. axiéma megforditdsa) Legyen a # b és a,b | d, tovdbbd abc € S.
Ekkor ¢ | d.

Bizonyitas. Legyen E | ¢. Tovédbbd a 2. tétel szerint minden F ponthoz és d
egyeneshez létezik olyan a’ egyenes, melyre @’ | E,d. A 10. tétel szerint mivel
a,b,a’ | d,ezért b := a'ab € S és b | d. A feltétel alapjan tudjuk, hogy a # b,
igy 't/ = d'd’ab = ab # 1. Marmost a feltétel szerint abc € S, igy c-vel vett
konjugdltja is S-beli, azaz (abc)® € S. Tehdt (abc)® = cabcc = cab = ca'll € S.
A 11. tétel szerint mivel o', ¢ | E és ca'll € S, ezért vagy V' | E vagy a’ = c¢. A
madsodik esetben, azaz amikor a’ = ¢, akkor abbdl kovetkezik, hogy @’ = ¢ | d. A
elsd esetben viszont tudjuk, hogy o', 0" | E,d. Mivel a'b’ # 1, igy o’ # b'. Tehat
3. tétel alapjan kovetkezik, hogy £ = d. Mivel E-t az elején ugy valasztottuk
meg, hogy ¢ | E, ezért c | d is teljesiil. [J

3.3. Kiilonbo6zo6 tiikkrozések szorzata

2. Definici6. SP jelolje a kovetkezd tiikrozések halmazdt: SP = {aB}, ahol
acSésBeP.

2. Allitas. SP = PS, azaz a két halmaz egyenlé.

Bizonyitas. Legyen a € S és B = {bc | b,c € S ésb | c}. Ekkor abc € SP.
A 2. tétel szerint minden a egyeneshez és B ponthoz 1étezik olyan d egyenes,
amelyre d | a, B. (Euklideszi geometridban ezt a 20. dbra szemlélteti.) Ekkor
abc = addbc, mert d* = dd = 1. Beldthat6, hogy ad € P, mert a,d € S és a | d.
Tovabba teljesiil, hogy dbc € S, mert d,b,c | B (3. axioma és 1. lemma). Tehat
addbc = abc € PS. U

20. 4bra. Egy a egyeneshez és egy B ponthoz mindenképpen 1étezik olyan d
egyenes, amelyre d | a, B.
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13. Tétel. Legyen c | a, B és D adott.
Ekkor létezik olyan o' és B', melyre o/, B' | ¢ és aB = a'B’, valamint a’ | D.

Bizonyitas. Mivel D pont és c egyenes, igy a 2. tétel (minden A ponthoz és b
egyeneshez 1étezik olyan c egyenes, amelyre teljesiil a kovetkezd: ¢ | A, b) szerint
1étezik olyan a’ egyenes, amelyre a’ | D, c. Tudjuk tovdbbd, hogy ¢ | B, igy a B
pont felirhaté a kovetkezd mddon: B := {dc | d,c € S és d | c}. Legyen tovabba
B’ olyan, amire teljesiil a kovetkezd: aB = a'B’, azaz adc = o/ B'. Szorozzuk
meg az egyenletet balrdl a’-vel: a’adc = B’. Mivel d' | ¢ és a | ¢, valamint
d | ¢, igy a 4. axiéma (Ha a, b, ¢ | d, akkor abc € S.) szerint a’ad € S. Legyen
e :=d'ad, igy B’ = ec. Az 1. lemma szerint mivel ¢ és e két kiilonb6z6 egyenes,
ezért ¢ | ec. Tehét ¢ | B’ is teljesiil. O

14. Tétel. Legyen c | a, B és D adott.
Ekkor létezik olyan o' és B', melyre o/, B' | ¢ és aB = B'd/, valamint a’ | D.

Bizonyitas. Mivel D pont és ¢ egyenes, igy a 2. tétel (minden A ponthoz és b
egyeneshez létezik olyan c egyenes, amelyre teljesiil a kovetkezd: ¢ | A, b.) szerint
1étezik olyan a’ egyenes, amelyre a’ | D, c. Tudjuk tovdbbd, hogy c | B, igy a B
pont felirhaté a kovetkezd mddon: B := {dc | d,c € S és d | c}. Legyen tovdbba
B’ olyan, amire teljesiil a kovetkezd: aB = B’'d’, azaz adc = B'a’. Szorozzuk
meg az egyenletet jobbrdl o’-vel: adca’ = B’. Mivel ' | ¢, igy add’'c = B'.
Tudjuk tovabba, hogy a | cés d | ¢, valamint @’ | ¢, igy a 4. axiéma (Ha a, b, ¢ | d,
akkor abc € S.) szerint ada’ € S. Legyen ada’ := e, igy B’ = ec. Az 1. lemma
szerint mivel ¢ és e két kiilonbozs egyenes, ezért ¢ | ec. Tehét ¢ | B’ is teljesiil. O

Jelolés. Az A ponton dthaladd, b egyenesre merSleges egyenesre valo tiikrozést a
késobbiekben igy jeloljik: (A, b).
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A _
o c=(A,Db)

21. abra. A c egyenesre val¢ tiikkrozés megegyezik az (A, b)-vel.
15. Tétel. Legyen Ab = Cd # 1. Ekkor teljesiil, hogy (A,b) = (C, d).

Bizonyitas. Mivel Ab = (Cd, ezért szorozzuk meg az egyenletet balrél A-val,
majd b-vel. Ekkor a kovetkezét kapjuk: bACd = 1. Majd szorozzuk meg az
egyenletet jobbrol d-vel, majd C'-vel, tehat bA = dC'. Legyen tovabbd e := (A, b).
Ekkore | Aése | b. A13. tétel szerint Iétezik olyan d egyenes és C pont, amelyre
bA = dC és d,C | e. Mivel C | eésd | e, igy e = (C,d). Osszegezve az
el6zeket a kovetkezot kapjuk: (A,b) = e = (C,d). O

16. Tétel. Legyen Ab = dC' # 1. Ekkor is teljesiil, hogy (A,b) = (C, d).

Bizonyitas. Ha Ab = dC, akkor balrél szorozva az egyenletet el6szor A-val,
majd b-vel a kovetkezét kapjuk: bAdC' = 1. Ezutdn szorozzuk meg az egyenletet
jobbrdl C-vel, majd d-vel, tehdt bA = Cd. Legyen tovdbba e := (A,b). Ekkor
e | Aése | b A 14. tétel szerint létezik olyan d egyenes és C' pont, amelyre
bA = Cdés C,d | e. Mivel C' | eésd | e, igy e = (C,d). Osszegezve az
el6zbeket a kovetkezdt kapjuk: (A,0) = e = (C,d). O
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4. Magassagtétel
A magassagtételt az el6z06 jelolések alapjan definidlhatjuk a kovetkezd modon.

17. Tétel. Legyen a,b,c,u,v,w € S adottak, illetve teljesiiljon, hogy abc # 1.
Legyen u | a ésv | b, valamint w | ¢, tovdbbd buc, cva, awb € S. Ekkor teljesiil,
hogy uvw € S.

11. Megjegyzés. Egyrészt mivel buc € S, igy c-vel vett konjugdltja is S-beli, azaz

cbucc € S. Az alapfeltevés szerint nyilvdnvalo, hogy ¢? = 1, igy cbu € S. Ezen

logika alapjdn beldthaté, hogy ucb € S is teljesiil. Mdsrészt mivel buc € S, igy

ennek inverze is S-beli, azaz cub € S. Tovdbbd ubc € S és bcu € S is teljesiil.
Ez nemcsak a buc € S-re igaz, hanem a cva, awb € S-re is.

Bizonyitas.
Legyen U = au; V = bv; W := cw, tovabba p := buc; q := cva és
r = awb.
Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
o Up® = aup® = aucpc = aucbucc = aucbu = abc,
mert ¢ = 1;

uch € S és (uch)? = ucbuch = 1, igy ucbu = be.

o p’U = pbau = bpbau = bbucbau = ucbau = ucbua = bca,
mert b* = 1;
ula,igy U = au = ua;
uch € S és (uch)? = ucbuch = 1, igy ucbu = be.
o UpW = aup‘cw = aucpccw = aucbucccw = aucbucw = abccw =
abw = abwaa = wba = aawba = ara = r?,
mert ¢ = 1;
uch € S és (uch)? = ucbuch = 1, igy ucbu = be;
a’> =1;
abw € S és (abw)? = abwabw = 1, igy abwa = wb.
o p’Uq® = pPauq® = bpbauaqa = bbucbauacvaa = ucbavacv = ucbuaacy =
ucbucv = becv = bv =V,
mert b> = bb = 1és a® = aa = 1;

u | a,igy U = au = ua;
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uch € S és (uch)? = ucbuch = 1, igy ucbu = be;

2 =cc=1.

o UgW = auqcw = aucvacw = uacvacw = uvccw = uvw,
mert u | a, igy U = au = ua;
acv € S és (acv)? = acvacv = 1, igy acva = vc;

2 =cc=1.

22. abra. Magassagtétel. (A bejelolt szogek derékszogek.)

Mivel abc # 1 és Up® = abce, igy Up® # 1. Ha megszorzunk az egyenletet
U-val balrél a kovetkez6t kapjuk: p© # U.

Masrészt mivel abc # 1, igy a-val vett konjugaltja sem az identikus leképezés,
azaz 1 # (abc)® = aabca = bea. Tehdt bea # 1 és p°U = bea, ezért pPU # 1.
Szorozzuk meg az egyenletet jobbrdl U-val, vagyis p® # U.

A tovdbbiakban legyen b’ := (U, p°), illetve ¢’ := (U, p°).

Beldthat6, hogy ¢® = V. indirekt médon tegyiik fel, hogy nem egyeznek
meg. Tudjuk, hogy ¢® = ac'a és ¢V = ¢** = quac aua, igy ac'a # auac aua.
Szorozzuk meg az egyenletet balrol €s jobbrol is a-val, ekkor a kovetkez6t kapjuk:
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¢ # uac au. Mivel a | u, gy au = ua. Tehdt ¢’ # uvac'au = aucau = ™ = Y.

Viszont ¢/-t gy valasztottuk, hogy megegyezik az (U, p°)-vel, igy ¢’ | U. Ekkor
(U)? = JUJU = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢V = /. Kordbban viszont
az jott ki, hogy ¢ # 'V, vagyis ellentmonddsra jutottunk. Tehat beldttuk, hogy
A = C/Ua.

Tehdt @ = Ve = Jowa = Juwa = v = (U, p*)* = (U, p*). Nyilvan
(U¥, p*) = (U, p*°), mert U = uUu = uauu = ua = au = U, illetve p = buc
miatt p** = bupbu = pcppe = pPe. Tovéabba tudjuk, hogy pP* = (pP)¢ = (ppp)¢ =
p°, igy (U, pP©) = (U, p°) = V. Tehdt belattuk, hogy ¢’* = b'.

Az Up*W = r®-bél kovetkezik, hogy Up® = r*W # 1. A 16. tétel szerint
ekkor b’ = (U, p®) = (W, r®). Ebbdl kovetkezik, hogy W | I/, azaz cw | I'.

Hasonl6an ldthatd, hogy p’Uq® = V, igy Vq® = p’U # 1. A 16. tétel szerint
ekkor ¢ = (U,p°) = (V,q%). Ebbdl kovetkezik, hogy ¢* | ¢’. Nyilvédnvald,
hogyha ¢* | ¢, akkor ¢ | ¢ is teljesiil (mert gac’a = aagac'a = (agac’)® # 1 és
(qaca)? = qacaqac a = a(aqac aqac )a = aa = a* = 1).

Mivel * = b ésq | ' igyq | V.

Tehat osszegezve a kordbbiakat U | b’ és W | I/, valamint ¢ | ' is teljesiil.

Legyen x olyan egyenes, amelyre teljesiil, hogy = | a és x | u. Tovdbbd tudjuk,
hogy u | a. Az 5. axiéma szerint ekkor aux = 1. Tehdt Uz = 1, azaz U = .

Legyen y olyan egyenes, amelyre teljesiil, hogy x | ¢ és y | w. Tovabba tudjuk,
hogy w | c. Az 5. axiéma szerint ekkor cwy = 1. Tehdt Wy = 1, azaz W = y.

Tehdt 6sszegezve a kordbbiakat x | ¥’ és y | b/, valamint ¢ | V/ is teljesiil.

Igy a 4. axiéma szerint kovetkezik, hogy zqy € S, amibdl kovetkezik, hogy
xqy =UqW =wvw € S. [J
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5. Osszegzés

Szakdolgozatom f6 célja a tengelyes tiikr6zések bemutatdsa volt az euklideszi,
illetve az elliptikus geometriaban.

A 2. fejezetben ismertettem a kiilonb6z6 geometridkat, majd dolgozatom ki-
indulépontjat, az alapfeltevést. Ezek utdn egy szemléletesebb képet probaltam
alkotni magérdl a témér6l, majd az axiomarendszert mutattam be.

A 3. fejezetben az axidmarendszerbdl levezethet6 legfontosabb lemmakat,
allitasokat, tételeket €és ezek bizonyitdsait gylijtottem Ossze.

Végiil a 4. fejezetben a magassagtételt mutattam be a kordbbi tételek segitsé-
gével.

Szakdolgozatom végén megdllapithatd, hogy ezek az eredmények kozelebb
visznek minket ehhez a témdhoz. A torténelem sordn azonban bebizonyosodott,
hogy nincsenek 6rok értékek, minden valtozik, szdmos 1j szemszogbdl kozelit-
hetd meg és értelmezhetd. Napjainkban, rohamosan véltozé vildgunkban még
ink4bb aktudlis a valaha ,.k6be vésett” problémak mds szemszogbdl torténd meg-
kozelitése, djraértelmezése. Ugy gondolom, hogy ebben a témdban még rengeteg
kérdés var megvalaszoldsra, szdmos feltevés kiaknazasra.
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