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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Valkd Evanak, hogy feltarta elGttem a diffe-
rencialegyenletek vilagat, szakértelmével pedig végigsegitette a szakdolgozatom elkészitésének
menetét. Koszonet a konzultaciokért, a tanacsokért, és a sok munkaért, amit az elmult héna-

pokban kaptam.

Héalas vagyok még a csaladomnak, bardtaimnak és a baratomnak a sok segitségért és tdmoga-

tasért, amit tanulményaim alatt kaptam téliik.
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Bevezetés

A differencidlegyenletek egy nagyon érdekes teriilet, azt hinné az ember, amikor elGszor hall
rola, hogy bonyolult matematikai feladatokhoz kapcsolodnak, illetve ezeknek a megoldasahoz
hasznaljak, ami egy hétkéznapi embert nem érint. Ez viszont nagy tévedés. Differencidlegyen-
let nagyon sok helyen lelhet6 fel a magunk kornyezetében is. Ilyen példaul a viz lehiilésének a
folyamata, egy targy leejtésének szabadesése, az elektromos dramkoérokben 1év6 aramerdsség

mérése, hGvezetési jelenség, és még sorolhatnam.

A differencidlegyenleteket Sir Isaac Newton (1642-1727)-nak koszonhetjik. A felfedezést egy
anagramma forméajaban is kiadta, melynek forditasa a kovetkezs: "A természet torvénye-
it differencidlegyenletek fejezik ki. Differencidlegyenleteket megoldani hasznos" (forditotta:
Vladimir Arnold).[I] A differencidlegyenletek legtobbszor ugy jonnek létre, hogy valamilyen fi-
zikai, kémiai, miiszaki, bioldgiai stb. probléma leirasa vagy tanulmanyozasa soran 6sszefiiggést

talalunk az ismeretlen fliggvények és ezek derivaltjai kozott. [2]

Az els6 fejezetben szerepelnek a differencialegyenletek megértéséhez sziikséges definiciok, té-

telek és az elsérendd differencidlegyenletek nevezetes tipusainak megoldési modszerei.

A mésodik fejezetben az Gsszetett reakciok kinetikajarol olvashatunk. Taglalni fogom a par-
huzamos, a sorozatos és a reverzibilis reakciokfajtékat. Ismertetem az egyes reakciotipusokhoz
tartozo differencialegyenlet-rendszereket, valamint ezek megoldasait. Reakcidkinetikai példa-
kon keresztiil bemutatom a reakcidtipusokra jellemzé megoldasgorbék viselkedését. A sziiksé-
ges abrakat és szamitésokat a Matlab program felhasznalasaval készitettem. Végezetiil meg-
emlitem az elsérendd reakcidlépésekbdl allo reakciomechanizmusok két lehetséges megoldasi

modszerét is.

A harmadik fejezet a radioaktiv bomlasrol szol. A bomlasi folyamat, mint reakcio, a reakcio-
kinetikdhoz sorolando, de annyi érdekesség tartozik a radioaktivitashoz, hogy kiilon fejezetet
szenteltem ennek a jelenségnek a bemutatésara. Raadasul a természetes és mesterséges bom-
lasi folyamatoknak élettani hatasai vannak, ezért igen fontos az ismeretiik. A bomlasi torvény

levezetése mellett sz6 lesz a bomlasok tipusarol, és a radioaktiv izotopok felhasznalasairol is.



Az utolso fejezet kicsit kiilonbozik az el6zGektsl. A Lambert-Beer torvényt ismerteti, amely
Osszefiiggést tar fel a fény elnyel6dés és azon kozeg kozott, melyben a fény halad. A torvény
mellett szerepelni fognak annak el6feltételei és szarmaztatasa, illetve két példa is a torvény

alkalmazasara.



1. fejezet

Matematikal bevezetés

A matematikai bevezetés fejezet kidolgozasa Pfeil Tamés 2018-as differencialegyenletek elGada-
sa [3] és Valko Eva 2018-as differencidlegyenletek gyakorlata [4] alapjan késziilt el, de forrasul
szolgaltak még az [1] [2] [5] [6] [7] [8] és [9] differencidlegyenletek jegyzetek és tankonyv.

1.1. Differencialegyenletek

1.1.1. Definicié. (Differencidlegyenlet) A differencidlegyenletek olyan egyenletek, ahol az is-
meretlen fiiggvény és annak derivaltjai kozott all fenn Osszefiiggés. Szerepelhetnek benne
konstansok, egy vagy tobb fiiggetlen valtozo, ezek valamilyen fiiggvénye vagy fliggvényei, és a
legfontosabb, hogy szerepelnie kell e fliggvény vagy fliggvények fiiggetlen valtozo, vagy valtozok

szerinti kozonséges, illetve parcidlis derivaltjanak vagy derivaltjainak.

1.1.2. Definici6. (Kozonséges és parcialis differencialegyenlet) Ha a differencialegyenletben
egyetlen fliggetlen valtozo van, akkor kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik, ha kettd
vagy tobb fliggetlen valtozd van, akkor pedig parcialis differencidlegyenletnek. Abban az
esetben, ha az ismeretlen fliggvények szama egynél tobb, akkor az ismeretlen fiiggvények
szaméaval egyenld szamu differencidlegyenletbsl allo differenciadlegyenlet-rendszerrsl van szo.

Legyen az kozonséges, vagy parcialis.

1.1.3. Definicié. Legyen D € R? 6sszefiiggd nyilt halmaz, f: D — R folytonos fiiggvény. Az

els6rendd kozonséges differencidlegyenlet alakja:

() = f(E,x(t)).

1.1.4. Definicié. (Differencialegyenlet rendje) A differencidlegyenlet rendje a benne el6for-

dul6 legmagasabb rendi derivalt rendszamaval egyenld.
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1.1.5. Definici6. (Az n-edrendii kozonséges differencidlegyenlet) Legyenn € N és F : R"2 —

R folytonos fliggvény. Ekkor n-edrendii kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik az
F(t, z(t),2'(t), ..., ™ () =0
alakt egyenletet.

1.1.6. Definici6. Az explicit n-edrendii kozonséges differencidlegyenletek éltaldnos alakja

2() = [t x (1), (1), .., a"7I(1),

ahol az egyenlet jobboldalanak nevezett f fiiggvény folytonos egy 2 C R*™! tartomanyon, a
keresett x fliggvény pedig valamilyen I C R nyilt intervallumon értelmezett n-szer folytonosan

differencialhato fiiggvény.

1.1.7. Definicié. (Linearis differencialegyenlet) A kézonséges difierencialegyenletek koziil azo-
kat, amelyekben az ismeretlen fiiggvény és ennek derivaltjai legfeljebb csak az els§ hatvanyon
fordulnak el és szorzatuk nem szerepel, linearis differencidlegyenleteknek nevezik. Altalanos
alakja

b(z) = an(t)z™ 4 ap_y ()Y + 4 ar ()2’ + ao(t)x,

ahol a,, # 0.

1.1.8. Definicié. (Inhomogén és homogén differencialegyenletek) Ha a kézonséges differenci-
alegyenletben van olyan tag, amely allando, vagy amelyben csak a fliggetlen valtozo szerepel,

akkor a differencidlegyenlet inhomogénnek, ha nincs, akkor homogénnek nevezziik.

1.1.9. Definicié. (Differencidlegyenlet megoldéasa) Differencidlegyenletet megoldani annyit
jelent, mint meghatarozni mindazokat a fiiggvényeket, amelyek a derivaltjaikkal egyiitt azono-
san kielégitik az adott differencidlegyenletet. Ezek a fiiggvények a differencidlegyenlet megol-
dasai. Mivel a differencidlegyenleteket altalaban integralassal oldjuk meg, a megoldast szokés a
differencialegyenlet integraljanak is nevezni és a megoldasok megkeresését a differencidlegyen-

let integralasédnak.

1.1.10. Definicio. (Egyértelmiiség) A differencidlegyenlet megoldasa globalisan egyértelmd,
ha barmely ponton at legfeljebb egy megoldasgrafikon halad at, illetve lokélisan egyértelmii,
ha minden pontnak van olyan kdrnyezete, ahol minden megoldés grafikonja egybeesik, amelyik

atmegy az adott ponton.

1.1.11. Tétel. (Peano-tétel) Ha f: R x R — R folytonos figgvény, akkor @(t) = f(t,x(t))
differencidlegyenletnek barmely kezdeti feltétellel van megolddsa. Ha a kezdeti feltétel x(ty) =

Do, akkor a megoldds ty eqy kornyezetében értelmezve van.
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1.1.12. Definicio6. (Lipschitz-feltétel) A ¢ fliggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha létezik
olyan L > 0, hogy |g(z) — g(y)| < L|z —y|, ahol z,y € D(g).

1.1.13. Tétel. Ha f = f(t,x) a mdsodik vdltozéjiban Lipschitz tulajdonsdgi akkor az & =
f(t,x(t)) differencidlegyenlet megolddsa globdlisan egyértelmi.

1.1.14. Definicié. (Altalanos megoldas) Egy f fiiggvényt az n-edrendi differencidlegyenlet
altalanos megoldasdnak neveziink, ha derivaltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencial-
egyenletet és pontosan n db egymastol fliggetleniil megvalaszthato szabad paramétert tartal-

maz.

1.1.15. Definicié. (Partikularis megoldas) Egy f fliggvényt az n-edrendd differencialegyenlet
partikularis megoldasdnak neveziink, ha derivaltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differenci-
alegyenletet és legfeljebb n — 1 db egymaéstol fiiggetleniil megvalaszthatd szabad paramétert
tartalmaz. A szabad paraméterek helyébe egy-egy valos szamot helyettesitve a differencial-

egyenlet valamely megoldasat kapjuk.

1.2. Elsérendii differenciadlegyenletek nevezetes tipusai

1. Kozvetleniil integralhato
Ezeket a differencidlegyenletek a legegyszertibb megoldani, ugyanis semmilyen megoldasi

mechanizmust nem igényelnek. Azonnal elvégezhetd az integralas. Altalanos alakja
(t) = g(1),
ilyen példaul az x(t) = e differencidlegyenlet is.

2. Szétvalaszthato differencialegyenlet

A szétvalaszthatd, vagy masnéven szeparabilis differencidlegyenletek az

alakban talalhatoak meg. Megoldasanal kiilon oldalra rendezziik a t-t6l, illetve kiilon az

x-t8] fliggs tényezdket. Ehhez le kell osztani h(x(t)) # 0-val.

— g(t) <= H(a(t)) = G(t) + C += z(t) = H L (G(t) + O),

ahol G =g, H =1 /hés C € R. A megoldéashoz sziikséges még, hogy H injektiv fiiggvény
legyen.
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3. Els6rendii lineéris differencidlegyenlet

Legyenek a,b : I — R adott folytonos fiiggvények az I intervallumon, ekkor az
&(t) = a(t)x(t) + b(t)

alaku egyenletet elsérendd linearis differencidlegyenletnek nevezziik. A feladat megol-
désa el6all z(t) = x1(t) + x2(t) alakban, ahol z;(t) a homogén feladat megoldésa, z5(t)
pedig az inhomogén feladat egy partikularis megoldasa. FElGszor az &(t) = a(t)x(t)
homogén feladat megoldasat keressiik meg z,(t) = K - e*® alakban, ahol A’ = a és
K € R. Ebbdl az allandok varialasanak modszerét alkalmazva az xo partikularis meg-
oldast z5(t) = K(t) - e*® alakban keressiik. Ezutan x5(t) = K(t) - eA®) egyenletet
behelyettesitem a kiindulasi i (¢) = a(t)x(t) + b(t) egyenletbe. Igy megkapjuk K (t)-t és

Ig-t.

4. Homogén kozonséges differencidlegyenlet

Az f fiiggvény homogén, ha f(at, ax(t)) = f(t,x(t)) Osszefiiggés minden o € R esetén

fennall. Az 0
. x(t
o(t) =g (T)
z(t)

egyenletet homogén differencialegyenletnek nevezziik. Az y(t) = =~ helyettesitést el-
végzve egy szeparabilis differencidlegyenletet kapunk, melynek mar ismert a megoldési

modszere.

5. Bernoulli-féle differencidlegyenlet
Ha a,b : I — R adott folytonos fiiggvények az [ intervallumon és a € R adott szam,

akkor az

() = a(t)z(t) + b(t)x(¢)

alaki egyenletet Bernoulli-féle differencidlegyenletnek nevezziik. Az y(t) = x'~%(¢) he-

lyettesitéssel egy y-ra linearis differencidlegyenletet kapunk.

6. Egzakt differencidlegyenlet
Az egzakt egyenletekkel az

M(t,z(t)) + N(t, 2(t))i(t) = 0

alakban talalkozhatunk, ahol M, N : R? — R adott differencidlhaté fiiggvények és
OoM = O;N. Legyen F : R? — R differencialhato fiiggvény, ha igaz, hogy 01 F = M és
0o F = N, akkor I’ az egzakt differencialegyenlet megoldasfiiggvényét adja.
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2. fejezet

Osszetett reakciok kinetikaja

A fejezet alapjaul Keszei Erné 2016-o0s A reakciokinetika alapjai [10] cimii egyetemi tankonyve,

Turanyi Tamaés el6adasa [11], illetve, Dr.Karacsonyi Rezs6 Fizikai-kémiai példatara [12] szolgal.

Bevezetés

A koriilottiink zajlo kémiai folyamatok termékeit altalaban tobb elemi reakcié eredményezi,
amelyek valamilyen moédon kapcsolédnak egymaéashoz. Az 6sszekapcsolt elemi reakcidkat egyiitt
Osszetett reakciomechanizmusnak hivjuk. Ezen mechanizmust tobbféle moédon lehet szemlél-
tetni. A reakciokinetikiban minden egyes elemi reakciot sztochiometriai egyenlet alakjaban

kiilon-kiilon kell felirni, és szemléltetni kell a reakciok kozott 1évs kapcesolodasi modot is.

2.1. Elemi reakciok kapcsol6dasa

Elemi reakciok a kovetkezdféleképpen jatszodhatnak le.

1. Parhuzamosan, ahol ugyanabbdl a reaktansboél kiindulva kiilonb6z6 termékek képzédnek.

Szokas még elagazo vagy versengé reakcionak is hivni. A versengd elnevezés arra utal,
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hogy két vagy tobb reakciout versenyzik egymaéssal a kiindulési anyag atalakitasaért.

B C+D

A/ A+B4;+F
\

.

C G

A bal oldali abréan egyazon reaktansbol két kiilonbozd termék keletkezésének kapcso-
lodasi modja lathatdé unimolekulés (a reakcid sordn a sebességmeghatarozo lépésben
csak egyetlen molekula entitas jatszik szerepet) folyamatokban. A jobb oldali dbran
egy bonyolultabb eldgazast lathatunk, itt a lejatszo6dod folyamatok méar nem feltétlentil

unimolekulédsak.

. Sorozatosan, vagyis egymast kévetGen.
A sorozatos reakciokat szokas még soros, egymast kovets, vagy kaszkadreakcioknak is

hivni.

A—B——C

Az abran két unimolekulas folyamat sorbakapcsolasa lathato. Ebben az 6sszetett reakci-
6ban az A reaktansboél egy B atmeneti termék vagy masnéven tranziens keletkezik, majd
abbol keletkezik a C végtermék. Nyilvan a sorozatos reakciokat is lehet bonyolitani, ha
nem csak unimolekulés 1épések taldlhatok benne. Ekkor a reakcidban szerepld tobbi
reaktanst a reakciot jel6l nyilra szokas feltiintetni. Ennek megfelel6 a kovetkezd soros

reakecio.

A c——-D

. Megfordithatoéan, vagy reverzibilisen, ahol ugyanaz a reakci6 mindkét irdnyban lejat-
szodhat.
Ezen fajta reakciokat megfordithato, illetve egyenstlyi reakcidknak is nevezik. Amikor
egy unimolekulas reakcié reverzibilis az azt jelenti, hogy a reakcié mindkét iranyban
lejatszodhat. A kovetkezd abran A és B anyagfajta kozott 1évé megfordithato reakciod
lathato.



A reverzibilis reakciok is lehetnek bonyolultabbak.

A+B=C+D

Végiil fontos azt is tudni, hogy ezen reakcidfajtak egyiittesen is el6fordulhatnak, ahol a kiilon-

b6z6 elemi reakciok tetszdleges modon kapcsolédhatnak egyméashoz.

2.2. Parhuzamos reakciék kinetikaja

Els6 példaként tekintsiik a legegyszertibb esetet; amelyben egy kiindulasi anyagbol két unimo-

lekulés reakcioban két kiilonbozs termék keletkezik:

B
v
A
S

C

Az Osszetett reakcidok sebességi egyenlete egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszert alkot.
Minden komponensre felirjuk annak idébeli megvaltozasat, és minden olyan reakcid, amelyben
az adott komponens szerepel, az adott differencidlegyenlet egy tagjaként szerepel. A koncent-
raciokat az anyagok nevének szogletes zardjelbe tevésével jeloljiik. Ezaltal a kévetkezd harom

sebességi egyenletet lehet felirni.

d[A]

o —k1[A] — k2[A]
dB]

T k1[A]

d[C]

Tl ka[A]

c s

beli fliggését megado fliggvények. Az elsé egyenlet azt irja le, hogy az A komponens a ki és ko
sebességi egylitthatoval jellemezhetd reakciolépésben a sajat koncentracidjaval ardanyosan fogy.
A B komponens a ki-gyel jellemezhets 1épésben az A reaktéans koncentraciojaval arédnyosan
keletkezik, mig a C komponens a ks-vel jellemezhets 1épésben ugyancsak az A reaktans kon-

centraciojaval aranyosan keletkezik. A hérom egyenlet egymastol fliggetlen, ezért megoldasuk

a kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldésa is egyben. Az els6 egyenletet a kivetkezs
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modon lehet atalakitani, majd megoldani.

diA] _
~ = Uk + k)[A]

/%:—/(k’ﬁk?)dt

In[A] = —(k; + k2)t + C (C €R)
[A] = e~aith)t . (K €R)

Az integralast elvégezve

Ha feltessziik, hogy a t = 0 id6pillanatban mas termék nem volt a reakcivegyenletben, csak

az A komponens [A]y koncentracioban, ami azt jelenti, hogy [B]o = 0 és [C|op = 0, akkor a

T stz

[A] = [A]ge kel (2.1)

Ezzel egyszertien megkaphato a termékek koncentracioja is. Figyelembevéve, hogy az A reak-

tansbol mindig ky : ko ardnyban keletkezik a B és C termék, a kdvetkezd megoldasfiiggvényeket

kapjuk.
B] = [AJo (1 — et ha) (22)
(k1 + ko) '
ko
C] = [Alpm— (1 — e~ (nth2)t 2.3
0] = (Ao gy (L= e+ 23)
Ezekben az egyenletekben a (kolilkz) és (kolf@) hanyadosokat elagazési aranynak nevezziik.

A megoldast konnyedén le lehet vezetni n darab elagazasra, ahol csak els6rendi reakciok

szerepelnek. A reaktanst jelolje A, a termékeket pedig Py, P, ..., P,,. Ezek alapjan a sebességi

egyenletek
diA] _
= Uk ket k) [A
dPy] _
T k1 [A]
d[Py] _
T ka[A]
dlP,] _
= kAl
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A sebességi egyenletek megoldasfiiggvényei

[A] — [A]O 67(k1+k2+...+kn)t

k1 -
Pij=1A 1 — o~ (kithoto )t
Pl = e )
k
[P2] = [Ao 2 (1-— 6*(k1+k2+...+kn)t>

(k1 + ko + o+ k)

Ky,
(kv + kot ...+ k)

[Pn] = [Alo (1 — e~ (hthartotn)ty

ki

Az i-edik elégazasi ardnyt tehat a (e

hanyados hatarozza meg.

Parhuzamos reakcié bemutatasa

Az ecetsav 916°C-on egyrészt széndioxidra és metanra, masrészt etenonra és vizre bomlik. Az
egyes reakcioutakat jellemzd sebességi egyiitthatok értéke ky = 3,74 - 1/s és ko = 4,65 - 1/s.

Ezt a kovetkezs dbran lehet szemléltetni.

CHy + COy

3,741 /s
CoH 0,

4,65-1/3

C,H,0 + H,0

A sebességi egyiitthatokat felhasznélva és feltéve, hogy [Alp = 1 mol/cm?, [Bly = [C]y =
mol/cm? egységnyi a kiinduldsi anyagmennyiség, alkalmazni lehet a (2.1) és (2.2)) megoldas-
fiiggvényeket. A bomlési folyamatot sordn a koncentrécio fiiggvények alakulasa leolvashato a

kovetkezs abrarol.
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A parhuzamos reakcio koncentracio-idé gorbeje
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2.3. Sorozatos reakciék kinetikaja

Vizsgaljuk meg két egymast kdvets unimolekulés 1épésbdl allo Gsszetett reakcié mechanizmu-

sat.
AL B P

Felirva a sebességi egyenleteket az alabbi differencidlegyenlet-rendszerhez jutunk.

d[A]

a — A

B

S = hilAl = ka[B]
d[C]

c st

fliggvény

A] = [Ag] e, (2.4)
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A mésodik egyenlet megoldasédhoz fel kell hasznélnunk az els§ eredményét.

% = ki[A]pe ™" — kyo[B] (2.5)
Ezzel a behelyetesitéssel kaptunk egy elsérendi inhomogén differencialegyenletet. Az elsérendii
inhomogén egyenlet megoldasahoz elGszor a homogén egyenlet részletet oldjuk meg, majd az
allandok varialasanak modszerével megkapjuk a partikuléris megoldast. A homogén feladat
megoldasanak és a partikularis megoldas Osszege elGéllitja az inhomogén egyenlet megoldaséat.

A homogén differencidlegyenlet tehét

B _
0 = kBl

melynek megoldasa
[Bltiom = Te "2 (I € R). (2.6)

Az inhomogén feladat megoldasa soran az allandok varidldasanak modszerét alapul véve a

partikularis megoldast
[Blpar = 1(t) e *2! (2.7)

alakban keressiik. Ehhez behelyettesitiink a (2.5 egyenletbe.

d(I(t) e*2t)

d = k‘l [A]Oe_klt — k?g[(t) €_k2t

A bal oldalon elvégezziik a szamlaloban 1év§ szorzat derivalésat.

dr(t
%Mzt — I(t)kge ™" = k1[A]ge ™" — kyle "2

Egyszertisités és atrendezés utan.

dI(t) _
7 — kA (k1—k2)t
dt 1[Aloe
Az integraléast elvégezve.
FalAlo (ks
I(t) = ——— ¢ i-k)t L CeR
(t) oy ( )

Visszahelyettesitve a ([2.7)) egyenletbe megkapjuk a partikularis megoldast.

KAl e ke — ki[Aly  _
B ar = e (kl kz)te kot — e k1
Ble — (k1 — ko) (k2 — k1)

18



Ezen megoldashoz hozzédadva a homogén egyenlet megoldasat kapjuk meg az inhomogén dif-

ferencidlegyenlet megoldasat.

k?l [A]O

Bl = (ko — k1)

e M 4 Tem k2t (I eR) (2.8)

Igy megkaptuk a megoldasfiiggvényt, ahol a kezdeti feltételnek megfelelGen

]{71 [A]O

I= k)

(2.9)

A (2.9) kifejezést beillesztve a ([2.8))-ba megkapjuk az inhomogén differencidlegyenlet végss

megoldasat.

[B] = ﬂe%’l _ Me*kzt — kr[Alo (e—klt . e—kgt)
(k2 — k1) (k2 — k1) (k2 — k1)
A C anyagfajta koncentracioja az anyagmennyiség megmaradasa alapjan kifejezhets az

[A]+[B]+[C]=[A]o egyenletbdl.

(2.10)

0] = A~ [Aa] 74— (et - R )

(k2 — k1) (k2 — k1
Kompaktabb alakra hozva, a C anyagfajta koncentraciojanak idébeli fliggését leird fliggvény

[C] = [Alo (1 L Y + L)e’fﬁ) . (2.11)

Sorozatos reakcié bemutatasa

A glikol-diacetat képzddésére felirhatd sorozatos reakcio szemléltetése kovetkezik.

CoH409 C2oH402
CyoHgOq C4HgO3 > CeH1004

kl k?2

Az egyes reakcidlépéseket jellemz6 sebességi egyiitthatok értéke ky = 10,656 - 1/s és
ke = 5,328 - 1/s. Feltéve, hogy kezdetben az A anyagfajta volt csak jelen a rendszerben [A]g

mennyiséghen, az egyes anyagfajtdk koncentraciofiiggvényének felirdsdhoz alkalmazhatjuk a

(2.4)),(2.10) és (2.11)) megoldasfiiggvényeket.
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A sorozatos reakcio koncentracio-ido gorbeje
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2.4. Reverzibilis reakciék kinetikaja

A reverzibilis vagy megfordithaté reakciok mechanizmusat ugyanigy elsérendd példan muta-
tom be.

k1
A = B

Ismét felirhatoak a sebességi egyenletek a komponensekre.

% —k1[A] + k_y[B] (2.12)
dB] _
o = FilAl -~ ko [B) (2.13)

A megoldas sordn a sebességi egyenletnél vegyiik figyelembe a kezdeti feltételeket, miszerint
t = 0 id6pillanatban [A]=[A], és [B|o=0. Vegyiik észre, hogy barmilyen ¢ > 0 idgpillanatban
igaz, hogy [B|=[A]o—[A], mivel a kezdetben taldlhato [A]y anyagmennyiség vagy A anyagként

marad meg, vagy B anyagga alakul at. Ezt felhasznélva az (2.12)) egyenletiinkben a kévetkezét
kapjuk.
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Ezzel a helyettesitéssel kaptunk egy elsérendd inhomogén differencidlegyenletet. A megoldés
el6tt rendezziik at a differencialegyenletet.
d[A
T b+ kAL
Ezutan az egyenlet jobb oldaldn talalhato (k_i[A]y) tagot bovitjiik (k; + k_;) taggal. Igy
méar kiemelhetd —(ky + k_1) és alkalmazhatjuk a szeparabilis differencidlegyenletek megoldasi

modszerét.

dA] ko,
R CRA I (SR iy

/[A] d[ﬂ Ay _/(k1+/€1)dt

T kitk_y

A bal oldalon egy [ fTI alakt integral szerepel, a jobb oldalon pedig a valtoz6 szempontjabol

egy konstans talalhato.

In ([A] - ﬁwo) = (b +k)t+1  (I€R) (2.14)

Fejezziik ki [A]-t.

k1

Al = *(k1+k71)t,7 T JA
Al=c +

(2.15)

Az I integracios allandot kifejezhetjiik a (2.14)) egyenletbdl a kezdeti feltételek felhasznalasaval
([A](0)=[A]o és [B](0)=0).

k_q
I=In([Alp———F—[A
)
Amelybél I az I exponencialisat véve megkaphato.

k1

I= [A]o - m[A]o

Az T allandot behelyettesitve a(2.15) egyenletbe megkapjuk a partikularis megoldast.

ke ke
A= —<’f1+’“>t<A - A ) Aly———
(Al =e Alo = =7 Ao ) + Ao ——

Latszik, hogy a jobb oldalon kiemelhetd [A].

k_ k_
Al = [Alqe—(Fitk-1)t <1 _ —1) Al =t
[A] = [Aloe ki + k_y +1 ]0k1+k,1
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Az (1 — klli;kl) tagot kozos nevezdre hozom és atirom az egyenletben.

ky k_q

A] = [A]pe k-t __ 2 4 A ——— 2.16
[A] = [Aloe e Al (2.16)
Megint kiemelve, a megoldas egy masik alakjara jutunk.
[Alo iy
Al = —— (ke k-0t 2.17
Al = e B k) (2.17)

A B anyagfajta koncentraciojanak meghatarozasahoz felhasznaljuk a méar bevezetett
[B]|=[A]o—[A| Osszefiiggést.

[Alo

[B] = [A]o - m

k k_
A (R S DU M /' B I TR 2 S (R S U e S
(kre + k1) = (Al ki + /{:_16 ky+k_q

Ko6z0s nevezdre hozas és kiemelés utan.

ki
B] = [Alp——— (1 — ¢~ (rth-)t 2.18
[ ] [ ]0 kl + k—l ( ) ( )
Ezt is hozhatjuk a ([2.16])-hoz hasonlé formara, amelyen latszik, hogy amennyivel névekszik az
A komponens koncentraci6ja, ugyanannyival csékken a B komponensé, és forditva.
k1 Ky _
Bl =[Aly———— — [A]lp————¢ (k1+k_1)t
Ezt a levezetést olyan feltétel mellett végeztiik el, hogy a reakcié elején csak az A kom-
ponens van jelen a reakcidelegyben. Ez azonban nem tul életszerd. Tekintsiik a korabban
vizsgalt differencialegyenlet-rendszert olyan kezdeti feltételek mellett, hogy [A](0) =[A]y > 0
és [B](0) =[B|op > 0. A sztochiometria értelmében fennall az [A] + [B] = [A]o + [B]o egyen-
16s¢g. Ebbdl kiejezhets, hogy a B komponens koncentracioja [B] = [Alo + [Blo — [A]. Ezt
felhasznalva frjuk 4t a sebességi egyenletben [A]g helyére [A]y + [B]o kifejezést.
d[A
T A+ k(Ao + Blo - [A)
A feladat partikularis megoldasahoz ugyanazt a mechanizmust kell alkalmazni, mint a [B]o=0
kezdeti feltételii egyenlet megoldasa soran. Az [Aly = [A]o + [Blo és [A]=[A]o helyettesitéssel

az integralast elvégezve

In ([A] - ﬁ(wo + [B]0)> — (b + k)t + T

egyenletet kapjuk, ahol az allando értéke a kezdeti feltételek alapjan
r=n (1) = S (Ao + )
=1In - :
. 0 0
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Ugyanazon atalakitasokat elvégezve a kovetkezd partikularis megoldashoz jutunk.

k?_l k—l

Al = ¢~ Ratk-n)tray L —_—
(Al =e [Alo it ko ey + by

([Alo + [Blo)e~ 10" ([AJo + [Blo)

Az eredmény kompaktabb alakra hozva.

k1

[A] = m([ ki[A]o — k_1[B]o€_(k1+,Ll)t

Alo +[Bly) + =

Tudjuk, hogy [A] + [B] = [A]o + [Blo. Ebbdl [B]-t kifejezve [B] = [A]o + [Blo— [A]. Ezt az
Osszefiiggést felhasznalva B anyagfajta koncentracioja konnyedén megallapithato.

Fi[Alo = k-1[Blo - (r,4x.1)e
ki+k_q

ok k

[B] ([Ao + [BJo) +

Reverzibilis reakcié bemutatasa

Tekintsiik a kdvetkezs egyensulyra vezetd reakciot.

k
C2H402 —+ CQHGO k—_ll’ C4H802 + HQO

Az egyes reakciolépések sebességi egyiitthatoja ky = 1,92 - 1/s és k_y = 0,48 - 1/s. Jelolje
[A](t) a CoH4O9 + CoHgO anyagfajtak koncentraciojanak osszegét és [B](t) a C4HgOy + HoO
anyagfajtak koncentraciojanak osszegét a reakcio kezdetétsl szamitott t-edik id6pontban. Az
[A](0)=1 mol/cm?, [B](0)=0 mol/cm?® kiindulasi feltételeket felhasznilva a és
megoldasfiiggvények segitségével megkapjuk a egyes anyagfajtak koncentraciojat.

A folyamatot abrazolo idé-koncentréacio fiiggvényeken latszik, ahogy az id6 el6rehaladtaval a

rendszer beéll az egyensiilyi allapotra.

23



A reverzibilis reakcio koncentracio-idé gorbeje
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2.5. Az els6rendii reakcidélépésekbdl all6 reakciomechaniz-

musok megoldasa

Tegyiik fel, hogy egy mechanizmusban csak els6rendd elemi 1épések szerepelnek, ekkor a me-
chanizmusnak mindig létezik zéart alaki megoldasa. Ez a megoldéas felirhatdé exponenciélis
fiiggvények linearis kombinéciojaként. Az analitikus megoldés elGéallitasdhoz kétféle modszert

ismertetiink.

1. Operator szamitas.
A Laplace-transzformacio segitségével az allando egyiitthatos linearis differencidlegyen-
letet at lehet alakitani egy lineéaris algebrai egyenletté. A Laplace-transzforméacio az

idofiiges c(t) fuggvenybdsl allit els egy C(s) s-t6l fiiggs fliggvényt a kovetkezd modon.

C(s) = /000 c(t)e*dt

A mechanizmusban szerepld Osszes differencidlegyenletre alkalmazva ezt a transzformé-
ciot megkapjuk a linearis algebrai egyenletrendszert. Mivel a lineéris algebrai egyenletek

Laplace-transzformaciokat tartalmaznak, ezért a megoldasat az F'(t) fliggvények fogjak
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meghatarozni. Ebben az esetben tigynevezett inverz Laplace-transzformaciot kell végre-
hajtani. Ez egy eléggé Osszetett mivelet, ezért ehhez szimbolikus szamitasokat elvégzs

programcsomagokat hasznalnak, mint példaul a Maple programcsomag.

. Métrix és vektor tulajdonsagok kihasznalasa
Ebben az esetben is linearis algebrai egyenletrendszer adja a megoldast, amely ugyancsak
exponencidlis fliggvények linearis kombinécidjaként all el6. Nézziik meg ezt a sorozatos

reakcio példajan, ahol két elsérendi 1épés szerepel.
AL B C

Az ehhez tartozo sebességi egyenleteket

el —k1[A]

d[B]

O k1[A] — ko[B]
d[C]

A _

Az egyenletrendszert az alabbi matrix miiveletekkel irhatjuk le.

k0 0\ [[A]
) - kl — k2 0 [B]
0 —k 0/ \[C]

d[A] d[B] d[C]
( dt dt dt

Ezzel az atalakitassal a bal oldalon kaptunk egy sorvektort, melyben a koncentraciok
idGszerinti derivaltjai szerepelnek, a jobb oldalon pedig egy kinetikai méatrix és egy osz-
lopvektor szorzata talalhato. A kinetikai matrix a differencialegyenlet-rendszer egytitt-
hatoit tartalmazza, az oszlopvektorban pedig a koncentraciokat talaljuk meg. Ezt felirva

altalanositva

d
&QIKQ

ahol a bal oldalon az n elemt kocentracidovektor derivaltja taldlhato, a jobb oldalon pedig

egy n x n-es K matrix és a ¢ koncentraciévektor szorzata taldlhat6. Ha megoldjuk a
(K=X)r=0

egyenletet, megkapjuk a K matrix sajatvektorait és sajatértékeit. Tehat a differencial-

egyenlet altalanos megoldésai



alakban keresendGek. Akkor kaptuk meg a differencidlegyenlet-rendszer partikularis
megoldasat, ha az egyenlet kielégiti a c(t = 0) kezdeti feltételt is. Ezen megoldasi mod
is bonyolult szamitasokhoz vezet, melyet ugyancsak szimbolikus programcsomagokkal

lehet konnyedén kiszamolni.

Mindkét modszer nagyon hatékony, de vannak olyan bonyolultabb reakciémechanizmusok,
melyeknél a szimbolikus programcsomagok sem vezetnek egyértelmii eredményre. Ha nem
csak els6rendii 1épéseket tartalmaz a mechanizmus, akkor eléfordulhat, hogy nem létezik ana-
litikus megoldasa. Ebben az esetben kozelité megoldast lehet keresni numerikus modszerek

segitségével.
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3. fejezet

A radioaktiv bomlas

A radioaktiv bomlés cimi fejezet kidolgozasa soran sok irodalom, jegyzet és elGadas volt a
segitségemre. A torvényhez és definiciokhoz leginkabb a [13] [14] és [15] szamu irodalom
szolgalt forrasul, de sok informéciot és érdekességet hasznaltam fel a [16] [17] és [18] szam alatt
talalhatd irodalomjegyzékekbdl is. A radioaktiv bomlasi torvény alkalmazésara bemutatott

példa a [19] szammal ellatott példatarban is megtalalhato.

3.1. Bevezetés

3.1.1. Definici6. (Radioakivitas) Olyan magfizikai folyamatot, amely soran nagy tomegsza-
mu atommagok més atommagokka véalnak, bomlasnak nevezziik. A bomléas sordn tehat egy

nagy tomegi atommag mas atommagokka "alakul 4t”. A folyamatot radioaktiv sugarzas kiséri.

3.1.2. Definicié. (Izotop) Izotopoknak nevezziik azokat a kémiai elemeket, amelyek atom-
magjai azonos szamu protonbol, de eltérd szamu neutronbdl épiilnek fel, ezaltal a tomegszam-

ban eltérs a kiindulasi anyagtol.

3.1.3. Definici6. (Felezési id6) A bomlasok "sebességét", vagy gyorsasagat felezési idgvel
mérjiik. A felezési id6 adja meg azt az idGtartamot, ami alatt az atommagok fele elbomlik.
Jele: T 1

3.1.4. Definicié. (Atommagok szama) A radioaktiv bomlasnal a kezdeti atommagok szamét
Ny-nal, és a t id6 eltelte utan még bomlatlan atommagok szamat N-nel jeloljiik. Dimenzio-

mentes mennyiség.
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3.1.5. Definicié. (Bomlasi aktivitds) A radioaktiv atommagok idGegység alatt bekovetke-
z6 bomlasanak szama. Definicié alapjan a dimenzidja 1/s, amely megegyezik 1Bq-rel. Az

aktivitas jele A.

3.1.6. Definici6. (Aranyossagi tényezs) Bomlasi folyamatokra bevezetett bomlasi allando,
melyet A-val jeloliink. Aranyossagot ir le a bomlési sebesség és a radioaktiv részecskék szama
kozott.

A radioaktivitast 1896-ban Henri Becquerel francia tudos fedezte fel az urannal valo kisér-
letezés kozben. Kimutatta, hogy a sugarzas intenzitasa arédnyos a koncentracidval, igy arra
kovetkeztetett, hogy ez a sugérzas az uranatom tulajdonsaga. Azonban Pierre és Marie Curie
1j, sugarzo6 elemek utéan kutatva fedezték fel, hogy a torium is sugéroz. Az uranércbdl kivon-
tak még két erésebben sugarzo elemet, a poléniumot és a radiumot. A t6bb mint 3000 izotép
kozott csak 265 stabil izotop van, az Osszes tobbi radioaktiv. A Curie hazaspar és Ernest
Rutherford kisérletei a radioaktiv sugarzasnak két dsszetevjét mutatta ki. A nagyon révid
hatotavolsagi alfa-sugarzéast és a béta-sugarzast. 1900-ban fedezte fel Paul Ulrich Villard a
gamma-sugarzast. Késébb bebizonyitottak, hogy a gamma-sugarzas valojaban nagyenergiaju
elektromégneses sugarzas.

A radioaktivitas instabil atommagok bomlasanak folyamatat jelenti. A bomlasi folyamatra
felirhato egy differencidlegyenlet, amely megadja a t-edik id6pontban az aktualis atommagok
szamat. A radioaktiv bomlés az atomok nukleéaris atalakulésa, melyet elektromégneses su-
garzas, vagy részecske kibocsatas kisér. A radioaktiv instabil izotopok bomlésanak lefrasara
alkalmazhatjuk a koévetkezé modellt.

dN

A= _—1
dt

Tehat aranyosséag lelhetd fel a bomlasi sebesség és a radioaktiv részecskék szama kozott. Ezt

az aranyossagot A aranyossagi tényezével lehet kifejezni.

dN
—— = AN
dt
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3.2. A bomlasi torvény

Az idGegységenként szétes6 atomok szamara a kovetkezd differencidlegyenletet irhatjuk fel A

bomlési allando6 segitségével.

AN AN
WY v v =
at RTINS

Ezaltal atrendezéssel kaptunk egy szeparabilis differencidlegyenletet

aN
N

1
—dN = [ —=)dt
=]

Elvégezve az integralast a kovetkezd eredményt kapjuk

— )\t

melyet kozvetlen lehet integralni.

InN=-X+C (C eR)
Az egyenlet exponencialisat véve
N=e?™ K (K € R)

A kezdeti feltételt felhasznalva, miszerint N (0) = Ny megkaphato, hogy a K intgracios kons-
tans értéke K = N,. Ezéltal megkapjuk a bomlési torvényt, amely megadja, hogy adott

mennyiségd kiindulasi anyagbol ¢ id6 elteltével mennyi marad bomlatlan.

N =N, e

A felezési id6t behelyettesitjiik a bomlési térvénybe (t = T%). A felezési id6 elteltével az anyag

No

fele elbomlik, tehat a méasik fele megmarad. Igy a megmaradt atommagok széma N = 5

Ezt kihasznélva

NO —\T1
—_— = NO e 2.

A felezési idére az alabbi Gsszefliggést kaptuk.

Ini In2
Th = ——2=—"2£
2 A A

A X bomlési allandé minden anyagra nézve egyedi, a felezési id§ az elem minGségétdl fiigg.
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3.3. A bomlasok tipusai

1. Az alfa-bomlés
Nagy tomegszamu atommagoknéal kdvetkezik be. A folyamat soran az atommagbol a hé-
lium leggyakorobbik izotépjanak a *He-nak atommagija 1ép ki, ezt hivjak alfa részecské-
nek. Tomegiik és energiajuk miatt az alfa-részecskék csak maximum néhany centimétert

tesznek meg levegében.

2. A béta-bomlés
Harom fajta béta-bomlas létezik. A negativ béta-bomlasnél az atommagban egy neutron
protonna alakul at és az ekozben keletkezs elektron kilép az atommaghol, elektron-
sugarzast eldidézve. A pozitiv béta-bomlés soran az atommagban egy proton neutronné
alakul 4t és ennek hatasara pozitron és neutriné keletkezik. Ezt a folyamatot is elektron-
sugarzas kiséri. Végiil az elektron-befogéas, amely sordn egy proton az elektronburokbol
befog egy elektront, és igy neutronna alakul at. A folyamat kovetkeztében az elektron
benn marad az atommagban és egy neutrind keletkezik. FEz a toltés nélkiili részecske

viszi el a maradék energiat.

3. A gamma-sugarzas
Egy nagy athatoloképességli és energiaju elektromagneses sugarzas. Az alfa- és/vagy
béta-bomlésok kisérGjelensége. Gamma-sugarzas soran a gerjesztett allapoti atommag
visszajut az alapallapotba gamma-fotonok sugarzasaval. Sebessége a fénysebességgel
megegyezik, azaz megkozelitGleg 300 000 km/s a levegében. A ~y -sugar toltéssel nem
rendelkezik, ezért athatoloképessége a legnagyobb. Képes athatolni betonfalon és tobb

széz méter levegdn is.

3.4. Radioaktiv izotépok és felhasznalasaik

Létezik természetes és mesterséges eredetii sugéarzas is. Az ionizacio kivaltasara képes sugarzo
anyagok jelen vannak a kornyezetiinkben, az élettelen anyagokban és az élslényekben, ezaltal
az emberekben is.

A természetes eredet sugarzas két forrasa az tr és a foldkéreg. A kozmikus, amely a Napbol és
a tavoli trbdl jon, illetve a foldkérgi sugarzasok, melyek az élet kialakulasa el6tt is hatottak. A
természetes radioaktiv anyagok kisztirhetetleniil és adllanddan jelen vannak a kérnyezetiinkben,
példaul a talajban, az épitGanyagokban, a leveg6ben, az élelmiszerekben, az ivévizben és a

szervezetiinkben. Hihetetlennek tiinik, de minden masodpercben &atlagosan 75 000 sugarzo
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részecske éri a testiinket. A Fold népessége természetes forrasokbol évente atlagosan 2,4 mSv

sugarterhelést kap.[I§]

A mesterséges eredetii sugarzas a mult szédzad ota létezik és az emberi tevékenységnek koszon-
hets. Mesterséges sugarzas példaul a rontgensugarzas, az atomrobbanasokbol visszamaradt
sugarzas vagy nuklearis ipar altal létrehozott sugarzas. A mesterséges forrasokboél szarmazo
Osszes sugarterhelésiink, melynek legjelentGsebb Gsszetevije a sugarforrasok orvosi alkalmaza-
sa, évente atlagosan 0,4 mSv. Erdekesség, hogy a katonai tevékenységek és a nuklearis ipar
altal kibocsatott radioaktiv sugarzas elenyészé a természetes és az orvosi sugarzas mellett.

A természetes és mesterséges radioaktiv sugéarzas felhasznalasai.

1. Foldtorténeti és torténeti korok meghatérozésa
A legelterjedtebb a szénizotopos kormeghatarozas, amely C izotopot hasznélja a szén-

tartalmi anyagok kordnak meghatérozasara koriilbelil 60 000 évre visszamenGen.

2. Orvostudomény
A legelterjedtebb a rontgensugarzas, de hasznalatos diagnosztikai modszerként, mely-
ben emberi szervezetbe juttatnak radioaktiv anyagokat és ahogyan nyomon kovetik a

szervezetben, fontos informaciokhoz jutnak az orvosok.

3. Energiatermelés
Ez a legnagyobb alkalmazasi teriilet. Alapja hogy az atomreaktorban a maghasadas
altal termelt g6z miikodésbe hozza a turbindkat és meghajtjak a generatorokat, mellyel
elektromos aram keletkezik. Legtobbszor a felhasznalt anyag az uran, mellyel egységnyi
anyagra szamitva lényegesen nagyobb energia allithaté el§, mint a hagyomanyos erém-

vekben.

4. Egyéb foldtudomanyi alkalmazasok
Az 6ceanok keveredési folyamatanak vizsgalata. Az atmoszféraban, a hidroszféraban
és a litoszféraban lejatszodo kornyezeti folyamatokat megfigyelése, mellyel a légtomegek

eredetét, mozgasiranyat és a felhGcseppek keletkezését tudjak vizsgalni.

3.5. A bomlasi torvény alkalmazasa
Egy kinetikailag elsrendd példat néziink a kormeghatarozasra. A C izotop segitségével kell

megallapitani egy minta korat, melynek izotop tartalma 72%-os. A C izotép B bomlasanak

felezési ideje 5720 év.
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A torvény alkalmazasa elGtt szamitsuk ki a A ardnyossagi tényezét.

In2 In2 In2
= — A= =— =12 2107 ¢
3 — T% 5730 ,20968 - 107" év

T

2

Ennek ismeretében mar alkalmazhat6 a bomlasi torvény
N = Noe ™

N és Ny értéke nem ismert, csak a kozottiik fennallo Nﬁo arany, ezért a kovetkezd alakra hozzuk

N

2 —1,20968-10~4¢
No

eM=0,72=¢
Természetes alapi logaritmusat vessziik mindkét oldalnak

0,3285 = 1,20968 - 107 - ¢
t =2715,6

Megallapitottuk tehat, hogy a minta 2715,6 éves.
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4. fejezet
Lambert-Beer torvény

A Lambert-Beer torvényt, eléfeltételeit és szarmaztatasat leginkdbb Gudrun Scholz és Fritz
Scholz cikke [15], illetve Dr. Német Béla cikke [20] és a [21] [22] szamu forrés alapjan dolgoztam
fel. A torvény alkalmazasara bemutatott példak Jim Clark [23] példai koziil kertiltek ki.

4.1. Torténete

A torvényt Pierre Bouguer fedezte fel 1729-ben. Egy optikai tapasztalati Osszefiiggést talalt
a kozeg tulajdonsagai és a fény elnyeldése kozott. A torvény bemutatasa el6tt a kivetkezs

fogalmakat és mennyiségeket fogom bevezetni.

Neve Jele Mértékegysége
Abszorbancia A Dimenziémentes
Transzmittancia T Dimenziémentes
Abszorpcios egylitthatod « 1/em

Molaris abszorpciés egyiitthatod € cm? /mol
Koncentracio c mol /cm?
Részecskestirtiség N 1/cm?
Abszorpcios keresztmetszet o cm?

Uthossz l cm

4.1.1. Definicié. (Abszorbancia) Elektroméagneses sugarzas elnyel6dése anyagi kozegben (ga-
zokban, folyadékokban, vagy szilard anyagokban). A fény hullam- vagy részecsketermészetétdl

fiiggen lehet értelmezni részecskefolyamatként, vagy hullamtani modellben is. Definici6 sze-
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rint
I
A= —log, —,
€k A
ahol Iy a bees6 fény intenzitasa, vagy az energiaja és I a méar athaladt fényé. A logaritmus

alapja k = 10, ha a torvényt folyadékokra hasznaljuk és k = e, ha gazokra.

4.1.2. Definici6. (Transzmittancia) Vagyis ateresztSképesség, amely azt mutatja meg, hogy
a minta a beesS fény hanyadrészét engedi at. Ertéke az 1, ha nincs fényelnyelés és a 0, ha
minden fény elnyel6dik. Mivel az értéke 0 és 1 kozott mozog, igy szokas az ateresztGképességet

szazalékos értékben is megadni. A definicié szerint

1

T=—
Iy

Az abszorbancia és a transzmittancia kozotti Osszefiiggés
- 1ng_ T - 147
vagyis a transzmittancia reciprokanak logaritmusa megadja az abszorbancia mértékét.

4.1.3. Definici6. (Abszorpcios egyiitthatd) Az abszorpcids egyiitthatd egy anyagi allando,
amelynek nagysiga az adott atom szerkezetétél fiigg. Ennek nagysagat befolyasolni nem
lehet.

4.1.4. Definici6. (Molaris abszorpcios egyiitthatd) A molaris abszorpcios egyiitthaté az ab-
szorbedalo anyagon athalado fény, vagy elektromagneses sugarzas abszorpciojat jellemz6 mennyi-

ség. Dimenzidja 1/(koncentraci6 - hossztsag).

4.1.5. Definici6é. (Koncentracio) A koncentracio egy Osszetételi arany egy komponens és az

egész rendszer kozott. Jelen esetben a térfogatra esd részecskék szama.

4.1.6. Definici6. (Részecskesiirtiség) Az egységnyi térfogatra juto részecskék szamat adja

meg.

4.1.7. Definicié. (Abszorpcios keresztmetszet) A keresztmetszet az titkozésre merdleges ki-

terjedési sikon elfoglalt teriiletet jelenti, tehat az a feliilet, ahol az iitkdzés bekovetkezik.

4.1.8. Definicié. (Uthossz) Egy tavolsagot jellemzé mennyiség, mely a fénysugar altal a ko-

zegben megtett Gt hosszat jeldli.

Az abszorpcios egylitthatot kétféleképpen is kifejezhetjiik. Felirhaté a molaris abszorpcios
egyiitthato és koncentracié szorzataként, valamint az abszorpcios keresztmetszet és a részecs-

kestirtiség szorzataként is.



4.2. A torvény

4.2.1. Lambert-Beer-torvény érvényességének eltfeltételei

A Lambert-Beer torvény alkalmazhatosagahoz a kovetkezd feltételek teljesiilése sziikséges.

Amennyiben nem az Osszes feltétel teljesiil, hamis eredményeket kaphatunk.

1. Az abszorbeal6 részecskéknek egymaéstol fiiggetleneknek kell lenniiik.

2. Az abszorbeal6 kozeg eloszlasanak egyenletesnek kell lennie a vizsgalt térfogatban, és

nem szorhatja a fényt.

3. A beesd fénynek parhuzamos sugarakbol kell allnia, és minden sugarnak ugyanakkora

utat kell megtennie az elnyel6 kozegben.

4. A beest fénynek lehetSleg monokromatikusnak, vagy legalabbis sokkal kisebb sévszéles-

ségtinek kell lennie, mint amekkora az abszorpcids atmenet savszélessége.

5. A bees6 fényaram nem hathat az atomokra vagy molekulédkra, a vizsgidlandd részecs-
kének csak a valtozast nem okoz6 kimutatasara lehet képes. A fény kiilondsen nem
okozhat optikai telitést vagy pumpalast, mivel ezek a hatasok csokkentik az alacsonyabb

energiaszintid allapot betoltottségét és indukalt emissziot eredményezhetnek.

4.2.2. Esetleges hibak el6fordulasanak oka

e Az abszorbancia és az abszorpcios egyliitthato értéke mas a folyadékokra, mint a gazokra.
Ez az eltérés abbol adodik, hogy az abszorbancianak két definiciéja van. A folyadékokra
a 10-es alapu logaritmust és a gazokra pedig az e alaptu logaritmust hasznéljuk. Ezaltal

a gazok és folyadékok kozott log, 10-szeres eltérés van.

e Nagyon nagy koncentriciok esetén a torvény méar nem pontos, kiilonosen akkor, ha az

anyag erdsen szorja a fényt.

e Rendkiviil intenziv fény alkalmazasakor a nemlineéris optikai folyamatok is okozhatnak

eltéréseket.
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4.2.3. A Lambert-Beer torvény levezetése

Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a korabban leirt fizikai és kémiai feltételek. Ekkor a Lambert-Beer
torvény folyadékokra

I
T=—=10"=10""
Iy ’

valamint gazokra

Az abszorbancia és a transzmittancia kozotti kapcsolatot felhasznéalva folyadékokra (A) és
gazokra (A’)

Tehat észrevehetjiik, hogy az abszorbancia és a koncentracioé kozott egyenes aranyossag van:

A=c¢ccl=al

A'=0Nl=dl

Koncentracié meghatarozasa
A els6 egyenletet atrendezve lathato, hogy ha ismert az tGthossz és a molaris abszorbancia, és

mérjiik az abszorbanciat, akkor az anyag koncentracioja meghatarozhato a kovetkezé modon:

C—é
el

Az abszorbanciat az abszorpcios spektroszkopia segitségével lehet mérni. A mérés soréan a
vizsgéalt kozeg a fényforras és a spektroszkop kozott helyezkedik el. A fényforrds hullam-
hosszat folyamatos hangolés soran figyelve az athalado fény gyengiilését megallapithato az

abszorbancia mértéke.

4.3. A Lambert-Beer torvény szarmaztatasa

Legyen z a fény fotonjainak haladasi iranyaval parhuzamos tengely, A a feliilet, amelyen a

fény belép a kozegbe és dz az a kozeg vastagsaga, amelyen a fény athalad. Feltessziik, hogy a
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4.1. abra. A fénysugarak athaladésa a dz vastagsagu kozegen

részecskék leirhatok a kozegen athalado fény atjara merdleges o abszorpceios keresztmetszettel,
melyben a foton elnyel6dik, ha nekimegy a részecskének, és tovabbhalad, ha nem talalja el.
A részecskék szamét pedig jeldlje N. Ebbdl kovetkezik, hogy az ebben a térrészben elnyel6dd
fotonok aranya megegyezik az itt taldlhato részecskék o - A - N - dz feliilletének és a térrész A

feliiletének héanyadosaval, leegyszeriisitve o - N - dz-vel.

Az elnyelt fotonok szamat dI.-vel, a térrészbe es6 Gsszes foton mennyiségét Iz-vel jelolve, az

elnyelt fotonok aranyéara felirhato, hogy:

dl,

z

= —oNdz.

Igy tehat kaptunk egy differencialegyenletet, amelyet mindkét oldalon integralunk és megkap-
juk z fliggvényében I,-t:

In(I,) = —oNz+ C.

A fényintenzitas kiilonbsége valos [ vastagsagu réteg esetén z = 0-nal Iy, z = [-nél I;. A fenti

egyenletbe behelyettesitve az intenzitasok kiilonbsége:
In(Zy) —In(f;) = (=oON + C) — (—olN + C) = olN,
melyet atrendezve és a logaritmus tulajdonsagait felhasznélva

T =2t _ e—olN — e—al
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Igy a kivetkezs Osszefiiggéseket kapjuk:

I 'l
A = —log, (I_(l)) = 1310 =al =c¢lc

Ez azonban csak akkor érvényes, ha minden abszorbeal6 részecske egymastol fliggetleniil 1ép
kolesonhatéasba a fénnyel. Ez abban az esetben nem fog teljesiilni, ha a részecskék hatnak
egymaésra, mert ugyanazon fényutban helyezkednek el, igy némelyik részecske mas részecskék

arnyékaban talalhato.

Hig oldaltok esetében megfelel6 a pontossag, de a koncentracié novelésével egyre nagyobb
lesz az eltérés. Az abszorbancia és a fényelnyel6 anyag oldatbeli koncentracidoja kozott jo
kozelitéssel linearis kapcsolat van. Nagyobb abszorbanciaknal a koncentraciot alulbecsiiljiik.
Ez kikiiszobolhetds, ha az abszorbancia és a koncentracié koézott nem lineéris Osszefiiggést

hasznalunk.

4.4. A torvény alkalmazasa atomabszorpcids kisérletek so-
ran
1. Koncentracié meghatarozasa.

Egy nukleinsavnak, a guanozinnak, abszorpcidja soréan ismertek a kovetkezs adatok, ahol

az abszorpcié mértéke spektrofotométerrel lett megéllapitva.

Neve Jele Ertéke ‘ Meértékegysége
Abszorpcio A 0,70 Dimenziémentes
Moléris abszorpcios egylitthatd € 8400 cm? /mol
Uthossz l 1 cm

A koncentracié megallapitasahoz az

A:<<=:cl:>c:é
el

képletet hasznaljuk. Behelyettesitve az értékeket

0,70

—8,33-10~° mol/cm®
8400 cm®/mol - L em mol/cm

0,70 = 8400 cm?/mol -c¢-1 cm = ¢ =

Tehat ismerve a molaris abszorpcios egytlitthatot, az optikai tthosszt és mérve az ab-

szorbanciat megkaphatjuk a koncentraciot.
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2. A molaris abszorpcids egyiitthaté meghatarozasa
Tudjuk, hogy a 2 cm vastagsigi kozegben 4 mol/cm?® koncentracioju az oldat. A spekt-
rofotométer szerint a kimend fénysugar csak 50% -a a bemend fénysugaraknak, melybdl

kénnyedén megéallapithaté a transzmittancia.

A Lambert-Beer torvényt alkalmazva folyadékokra, kiszamithatjuk a molaris abszorpcios

egyiitthato értékét.

A= —log,,(T) =ele — A= —log,,(0,5) = -2 cm - 4 mol/cm®

- 10g10 (0: 5)

~ 2cm -4 mol/cm® = 0,0376 cm® /mol
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban valos fizikai és kémiai problémak megoldésara irtam fel differencidlegyen-
leteket. A dolgozat elsé fejezetében bemutatom az ezen egyenletek megoldasahoz sziikséges
legfontosabb fogalmakat, tételeket és modszereket.

A mésodik fejezetben reakcidkinetikai reakciok harom lehetséges kapcsolodasi tipusat muta-
tom be. Ismertetem az egyes kapcsolddasi tipusokhoz tartozo differencialegyenlet-rendszereket,
valamint ezek megoldésait is. Mindharom tipus esetén eredményeimet valos példédkon szem-
léltettem, a sziikséges abrak elkészitését a Matlab program segitségével végeztem.
Dolgozatom harmadik fejezetében a radioaktiv bomlés jelenségét mutattam be. A sziikséges
fizikai alapfogalmak ismertetése utan targyaltam a radioaktiv bomlast leir¢ differenciél egyen-
let megoldésat, illetve a radioaktiv izotopok felhasznélasainak lehetGségét, melyre példat is
adtam.

A negyedik fejezet a Lambert-Beer torvény bemutatésarol, levezetésérsl, valamint alkalmaz-
hatosaganak feltételeirsl szol. A témakort két valos, atomabszorpcios kisérlet eredményinek

bemutatasaval, elemzésével zartam.
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