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Koszonet

Szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Tothmérész Lilldnak mindazt, amit a szakdolgo-
zatom megirdsa sordn kaptam td6le. K6szonom, hogy véllalta egyedi 6tletemet, €s oly sokat
segitett a szakirodalom felkutatdsdban. A konzultacids alkalmakat, melyeket ebben a nehéz és
felfordult id6szakban is rendszeresen biztositott szimomra. Biztat6 szavait, melyek minden
konzultaci6 sordn dj lendiiletet adtak. Koszondm a rengeteg segitséget és tdimogatdst. Nélkiile
ez a dolgozat nem sziilethetett volna meg.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

1.1. Afeladatismertetése . . . . . . . . . . ..

2. Egydimenziods eset
2.1. Alsékorlatok . . . . . ...
2.2. Dudlis megengedett fiiggvények . . . . . . ... ... oL
2.3. Also korlatok dudl megengedett fiiggvények segitségével . . . . . . . . . ..

3. Kétdimenzios eset
3.1. Geometriai érvelésti als6 korlatok . . . . . . . ... ...
3.2. Egy gréfos kritérium a bepakolhatésagra . . . . . . ... ... ... .. ...

3.3. Konzervativskalak . . . . . . . . . . . . e

15
25



1. fejezet

Bevezetés

Sok évvel ezel6tt egy ajandékba kapott varrégéppel kezd6dott hobby varrd tevékenységem.
Szabadidémben szivesen bongészek €s tervezek szabasmintdkat. Az azonban mindig is fejto-
rést okozott, hogy az eltervezett munkdhoz mekkora méretli anyagra van sziikkségem. Nem
szeretném, hogy feleslegesen megmaradjon, de legf6képpen azt probdlom elkeriilni, hogy
utélagosan pétolni kelljen. Sok esetben, ha mar megvolt az anyag, akkor elakadtam a szabds-
mintdk elhelyezésénél. Hogyan tudndm ugy elredezni 6ket, hogy a hulladék anyag a lehet6
legkevesebb legyen? Igy mikor az egyetemen optimalizaldsi feladatokrdl tanultunk felmeriilt
bennem a kérdés. Vajon fel tudom-e irni matematikailag a kérdésemet, €s lehet-e r4 megol-
dést taldlni? Témavezetom vilagitotta meg szdmomra, hogy ami nekem csak kdsza otletnek
tlint, az egy valdban 1étezd és vizsgalt feladat. A packing problem egy olyan optimalizalasi
probléma, amely a szdllitmanyozas, szamitastechnika és a ruhaipar szdmos teriiletén felmeriil.
A dolgozatban azt mutatjuk be, hogy a pakoldsi probléma egy specidlis esetére hogyan lehet
alsé korlatot adni.

1.1. A feladat ismertetése

A csomagoldsoknak nagyon sokféle valtozatat kiilonboztetjiik meg. EI6szor csoportosithatjuk
a targyak megjelenése szerint. On-line csomagolasrdl beszéliink, ha a targyak egymads utdn
érkeznek, azonnal el kell 6ket helyezniink a tobbi targy ismerete nélkiil, és ezt az elhelyezést
késdbb nem moédosithatjuk. Ezzel szemben az off-line véltozatndl eldre ismerjiik az 9sszes
elem méreteit.

Fontos paraméter, hogy hany dimenzidsak a targyaink. A dolgozatban el6bb az egy- majd a
kétdimenzids esetrdl lesz szo.



Tovabbi valtozatok a targyak formdja alapjan kiiloniilnek el. A valé életben tetszSleges forma-
kat is vizsgdlnunk kell, de igy egy meglehet6sen nehéz feladatot kapunk. Ennek elkeriilésére
most feltessziik, hogy a targyaink téglalap alakdak és nem elforgathatdak. Ez alapvet&en nem
all nagyon messze a szabds valdsagétdl, hiszen az anyag szélirdnya meghatdrozza a szabas-
iranyt, €s az egyszer(ibb ruhadarabok szabasmintdjanak készitésekor is téglalapokbdl indulunk
ki.

Az eddig elmondottakat igy formalizalhatjuk: Ortogondlis csomagoldsnak hivjuk a targyak
azon elrendezését, amikor megfelelnek a kovetkezd feltételeknek:

1. A targyak minden oldala parhuzamos a konténer oldalaival.

2. Nem lehet két targy egymdssal atfedésben.

3. A targyakat nem szabad elforgati.

4. A targyak teljes méretiikben el kell férjenek a csomagolasi teriileten.

Az ortogonélis csomagoldsnak harom tipusat kiilonboztetjiikk meg:

e Strip packing: Szalagcsomagoldsnél adott egy végtelen hosszi szalag, és ugy szeretnénk
a targyakat elhelyezni, hogy minimalizdljuk a sziikséges magassagot.

e Bin packing: Tartdlycsomagolésrdl beszéliink, ha az tdrgyakat azonos méretli konténe-
rekbe szeretnénk elhelyezni, gy hogy minimalis szimu konténert haszndlunk fel.

e Knapspack Problem: Hatizsdkcsomagolds esetén pedig minden targynak van egy értéke,
és ugy szeretnénk egy konténerbe targyakat helyezni, hogy az 6sszértékiilk maximalis
legyen.

Mivel a feladat NP-nehéz az optimalis értéket alsé és felsd korlatokkal szoktuk kozeliteni.
Célunk olyan korlatot taldlni, ami az optimédlis megold4shoz lehetd legjobban kozelit.

Ebben a dolgozatban az off-line ortogonadlis bin packing alsé korlataival foglalkozom egy és
két dimenzidban. El6szor az egydimenzids feladat geometriai megkozelitését vizsgadlom, majd
bevezetem az ugynevezett dudlis megengedett fiiggvényeket. Harom dudl megengedett fiigg-
vényt mutatok be, valamint ezek felhaszndlhatésdgat az alsé korldtok javitdsara. Ugyaneb-
ben a sorrendben haladva targyalom a kétdimenzids esetet. E16szor geometriai indoklasokkal
kapunk alsé korlatokat, majd megismerjiik a konzervativ skaldkat, melyek a dudl megenge-
dett fiiggvények tobbdimenzids véltozatai. A konzervativ skaldk bevezetéséhez sziikségiink
van adott targyak egy konténerbe vald bepakolhat6sagdnak vizsgalatira. Ez altaldnosan, ma-
gasabb dimenzidkra torténik, majd lathatunk egy példat a kétdimenzids konzervativ skalak
hasznélatéra.



2. fejezet

Egydimenzios eset

Az egydimenziés bin packing feladatban adott n darab, xi,...,x, méret elem, valamint
azonos C kapacitasu konténerek. Minimadlis szdmu konténer felhasznaldsdval szeretnénk az
0sszes elemet konténerbe helyezni. Az egyszerliség kedvévért ebben a fejezetben normalizal-
juk a konténerek és az elemek méretét is, vagyis x; € [0, 1] minden i—re és C = 1. Ez a fejezet
az [1, 6] cikkek valamint a [7] konyv feldolgozasabol jott 1étre.

2.1. Also korlatok

A korlédtok josdganak mérésére, definidlhatunk egy teljesitmény mutatot, melynek 1ényege,
hogy az adott approximaciot hasznélva az optimalis érték hdnyszorosat tudjuk megadni.

2.1.1. Definicié. Legyen L egy P minimalizacidos problémara alsé korlatot adé eljaras. Jelolje
OPT (I) az optimalis értéket a P egy I példanydra, L(I) pedig az L eljardssal kapott megoldas

értékét. Ekkor az L
r(L) = inf )
OPT(I)

értéket versenyképességi hdnyadosnak nevezziik.

Tehét keressiik azt a legnagyobb alsé korlatot, amely minden I példanyon teljesiil az L([)
és az optimélis megoldds ardnydra. Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy a minimalizacids
problémara adott L algoritmus r versenyképes, ha L(I) > r- OPT(I).

A bin packing nyilvanvalé alsé korlatjat kapjuk, ha csak az elemek Osszméretét vessziik fi-
gyelembe. Tehét a legegyszer(ibb alsé korlat az

Li(I) = [24 :
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2.1.2. Allitas. r(L;) = 3

Bizonyitds. Vegylink egy optimalis megoldast, a sziikséges konténerek szdma legyen m. Ek-
kor legfeljebb egy olyan konténeriink lehet, ahol az elemek Osszege legfeljebb % Ha lenne
két ilyen konténer, akkor azokat dsszepakolhatnink egy konténerbe, igy nem lenne optimélis

megoldads. Legyen ez az m-edik, utols6 konténer: ) x; < % Lathatd, hogy
i€By,

m—1
Y xi> ) in>%(m—1)

icl j=1i€By
ZZx,' >m—1

icl

2{24 +1>2Y xi+1>m

icl iel

Az L és az optimalis érték ardnya tetszélegesen meg tudja kozeliteni az % —es versenyképes-

séget. Erre j6 példa ha 2k darab elemet vesziink, melyeknek % + %{ a mérete.

1 1
Ly =2k| -+ ) =k+1
1 <2+2k) +

Mivel a konténerek kapacitdsa 1, igy az elemek mérete miatt minden elemnek kiilon konté-
nerre van sziiksége, ezért az optimdalis megoldas 2k. Tehat,

Ly k+1

11
oPT ~— 2k 2

miatt ha k kelléen nagy, akkor tetszélegesen megkozelithetem az %—et.

[]

Egyszeriisége okan az L; approximdacid nagyon gyorsan szamithato, ezért kézenfekvé lenne
gyakori alkalmazdsa. Ellene sz6l azonban, az a tény, hogy csak addig ad j6 kozelitést, amig
elegendd kissebb méretli elem van, amelyekkel a konténerben, a nagy elemek mellett maradt
helyeket ki tudjuk tolteni. Ha til sok a nagyméretdi elem, akkor —ahogy a fentebbi példan

8



lathat6— az optimdlis megoldést nem kozeliti meg eléggé. Ezeket a kritikus eseteket orvoso-
land6é Martello és Toth [6] 0j korlatot vezetett be.

Az elgondolés alapja, hogy osszuk be az elemeket méretiik szerint kiilonb6z6 csoportokba,
és nézziikk meg, hogy az adott csoportok hogyan tudnak egyiitt miikodni. Az egészen kicsi
elemeket elhanyagoljuk, és csak a nagyobbakkal foglalkozunk.

2.1.3. Tétel. Vegyiink egy 0 < & < % szdamot. Legyen

le{iEI:xl'>1—8}

1
sz{i61:1—82Xi>§}
. 1
N3:{ZEI:§Z)C,'Z£}

Ekkor az

L(€)=|N|+ |V, +max{0, {Z X — <|N2| -Y xlﬂ } .1

iEN;3 iEN,

egy érvényes also korldat OPT (I) —re.

Bizonyitds. Mivel mindegyik N1 UN; beli elem mérete meghaladja az %—et, a kapacitds pedig
1, ennek a halmaznak nincs két olyan eleme, amelyeket azonos konténerbe lehetne tenni.
Ezért |[Ni| + |N2| darab konténerre biztosan sziikségiink lesz. Ugyanezen a gondolatmenet
alapjan az N; beli elemek mellé mar az N3 beli elemek sem férhetnek be. Nézziik meg, hogy
az N, beli elemek mellett fenmaradd helyre hogyan tudunk elhelyezni N3 beli elemeket. Az

N, elemek mellett marad még C = |[N;| — ¥ x; hely. A legjobb esetben ezt a C maradék
iEN,

helyet ki tudjuk tolteni N3 beli elemekkel-ha N3 feldarabolhatd, vagy kellGen kicsik—, és csak
az azon feliil fennmaradé elemekhez lesz sziikségiink Gjabb konténerek létrehozasara. Ezek
alapjan S = Y x; —C a fennmarad6 elemek mérete, amelyekhez tj konténer kell. Tehat, ha

iEN3
S > 0 akkor sziikségiink van még [S]| darab konténerre. ( Ha S < 0 akkor az dsszes elemet
bepakoltuk, ezért O darab konténerre van sziikségiink.) [

2.1.4. Megjegyzés. Ha a feladatunk nincs normalizalva, a megfelel6 helyeken kiegészitve
a kapacitassal ugyanigy igaz a tétel. A konténerkapacitast C—vel jelolve a kovetkezképpen
irhatjuk fel :

1
€ egész szam, ) < g < EC



le{ielzxi>C—s}

1
sz{iEIic—EZX[>§C}

1
N3:{iEI:§C2x,~ZS}

5 5 (|N2|c— y )

iEN3 iEN,

L(g) = |Ni|+|Nz| +max < 0, c

A bizonyitds sordn pedig figyelembe kell venniink, hogy az N3—bdl fennmarad6 elemek héany-
szorosat adjdk a kapacitasnak.

2.1.5. Kovetkezmény. Az L, = max (L(€)) egy valds alsé korlat OPT (I)-re.

1
0<e<;

2.1.6. Kovetkezmény. L, > L;

Bizonyitds. Vizsgéljuk meg az € = 0 esetet. Mivel
N :{iEIZx,'> I}ZQ
M={iel:1>x>1}
N3:{i61:%2x,~20},1’gy

L(0) :0+]N2\—|—max{0, |VZ X — (\Nzl— Y xi)} } _
. IEN3 iEN,
— |N2|+max{0, Y xi— N+ Y sz } _

IEN; iEN,

= ‘N2| —Hnax{O, in— |N2|“ } =

icl

= |Nz| + max {0,L; — |[N,|} =
= max(|Nz|,L)

Ebbdl kovetkezik, hogy

L, = max (L(S)) > L(O) = max(]Nz\ ,L]) > L

1
0<e<;
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[]

Felmeriilhet a kérdés, hogy ki tudjuk-e szamitani az L, korlatot. Hogyan tudjuk megtalalni a
megfeleld e—t anélkiil hogy az 6sszeset végig kellene nézniink?

2.1.7. Tétel. Legyenek xi,...,x, a bepakolando elemek, és V az dsszes kiilonbozd x; < %
elemmeéretet tartalmazo halmaz. Ekkor

n, haV =10
L= 2.2)
max{L(a): o €V}, kiilonben.

Bizonyitds. Mindkét eset a (2.1) alapjan belathaté. Ha V = 0 az pontosan azt jelenti, hogy
N3 = 0 és eldobott pici elem sincs, ezért Ly = |[Ni|+ |N2| = n.

Tegyiik fel hogy V # 0. Bebizonyitjuk, hogy ha adott oy < o, amelyek ugyanazt az N3 hal-
mazt hozzak létre, akkor L(oy) < L(0g).

1. |Ni|+ |N| értéke fiiggetlen a—t6l

2. Mivel 1 — op < 1 — @ ezért az o altal 1étrehozott N;‘ 2 halmaz részhalmaza az o éltal
1étrehozott N;“ halmaznak. Ezért

V= Y ] <[ - ) % (2.3)
JjEN;? jen,!
Y xi— (M- Y 5= Y- (IM]- X x (2.4)
JEN JEN2 JEN3 jENX

Mivel L(a) > L( ), igy ha az elemek nemnovekvé sorrendben rendezettek, vagyis x| > xo >
.-+ > x, akkor o = x; domindlja az dsszes & € (xj;1,x;) valasztissal kapott értéket. Valamint
csak a kiilonbozd x; < % elemeket haszndljuk mint o és ezek kiilonb6z6 N3 halmazokat hoznak
létre. Igy

max{L(a): o €V} = max (L(¢€)).

1
0<e<;

O

2.1.8. Kovetkezmény. Ha az elemek méretiik szerint csokkend sorrendben rendezettek, akkor
L, korldt O(n) id6 alatt szamithato.
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Bizonyitds. Legyen
1
j*:min{je {L,...,n}:x; < 5}
A 2.1.7 Tétel alapjan L, meghatdrozhat6 L(x;) kiszamitdsaval j = j*, j*+1,...,n esetén, ahol

csak a kiilonbozd x; értékeket vessziik figyelemb. Mivel [N |+ |N,| dllandd, ezért minden Uj
L(x;) szdmitdsdhoz csak az |[Np|, ¥ x; és Y. x; értékeket kell frissiteni. Mivel ezek 4lland6

iEN;3 iEN,
id6nek felelnek meg minden j = j*, j* + 1,...,n esetén, ezért az Gsszes frissités O(n) id6ben
kiszamithato. L

2.1.9. Megjegyzés. Fekete és Schepers az [1] cikkben az Lr—nek egy egyszertibb felirdsast
emliti, mely szerint
Ly = max (|Ni|+Li(N2UN3)). (2.5)

0<e<;

Vajon miért egyezik meg a kett6? Ehhez vizsgdljuk meg, hogy a (2.1) milyen ekvivalens
alakban irhato fel, altalanos € esetén.

L(g) = |Ni|+ |N2| +max < 0, in—<|N2|—Zx,~)—‘}:

iEN3 ieEN,

{
:\le+|Nz!+maX{°’ _in—|N2|+ Zx,-“ } _
{

iEN3 iEN,

:|N1|+|N2|+max 0, Z x,-—\N2| =
1EN,UN3

:|N1|+|N2|+max{0, Z x,} —|N2|}:

iENLUN;

= |N1| + |N2| + max {0,L; (N, UN3) — | N2 |} =
I EAR ha L; (N> UN3) < ||

{\N1|+L1(N2UN3), ha Li (N, UN3) > |N,|

Tehdt a (2.5) felirds megegyezik az Li(N, UN3) > |N>| esetén kapott értékkel. Akkor lehet
probléma, ha L (N, UN3) < |N,|, hiszen akkor az |[Nj| + L; (N, UN3) rosszabb értéket ad. Ezt
a problémdt azonban orvosolja, az € szerinti maximaliz4l4s.

Vegyiink egy I pakolasi feladatot. Ekkor erre az adott feladatra az N, U N3—beli elemek da-
rabszdma fix, az € fliggvényében csak az viltozik, hogy Ni—be vagy N,—be keriil egy adott
elem. Tehat, ha van egy olyan € értékhez tartoz6 eset, amikor L; (N28 ! UN3€ N < |N28 I, akkor

12



megfeleld € megvdlasztasaval az Nfl beli elemekbdl “at tudunk tenni” le '—be. Ha &-vel az
0sszes NZS ! beli elemet atpakolom”, akkor

NP+ N = [N (2:6)

Biztos hogy van ilyen megfelel$ &, mivel € = % esetén az egész N, halmaz iireshalmaz bar-
mely I feladatra. Igy (2.5) és (2.6) alapjan,

L, = max (|N1| +L1(N2 UN3))
O<£<7

> |N{?|+Li(N5? UN3?) =
= NP+ Li(N?) =
> [N+ [Ny

Tehat az L, korlat a (2.5) alakban is felirhato.

Az L, > L 4llitds miatt L, versenyképességi hanyadosa legalabb olyan j6 mint L;—€. Emiatt
biztosan legaldbb az optimum felét adja, de ennél jobb értéket is be lehet latni.

2.1.10. Allités. r(Ly) = 2

Bizonyitds. Legyen I egy pakolasi feladat, és m az optimalis megoldashoz sziikséges konténe-
rek szama. Tudjuk, hogy L, > L(0), igy elég belatnunk, hogy L(0) > 3m Ennélfogva legyen

€ =0, melyre adédik
0
{l el: - < x,}

1
iel: 0<x,_2}.

Ha N3 = 0, akkor L(0) = |Nz| = n = m, tehat készen vagyunk. Ezért tegyiik fel hogy N3 # 0.

Legyen az [ az a feladat, amikor az N3-beli elemekre megengedjiik a feldarabolést. Ekkor az
L(0) optimdlis megolddsa az I-nak, melyet a kovetkez8képpen kaphatunk. El§szor Iétreho-
zunk |N; | darab konténert, amelybe belepakoljuk a N, elemeit. Jelolje i* azt a legalacsonyabb
indexet, amelyhez tartozé konténert még nem toltottiikk meg teljesen. Ha nincs ilyen konté-
ner, akkor hozzuk létre egy tjat, és legyen az i*. Ennek a konténernek a maradék kapacitésa
c(i*) < 1. Ekkor vegyiik a j € N3 elemeket, és ha x; < ¢(i*) akkor a j elemet betessziik az i*
konténerbe. Ha nem fér be, akkor felbontjuk két kisebb elemre, tigy hogy teljesen megtoltsiik
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a konténert. Létrejon ji, jo melyre xj = c(i*) és x;, = xj —x;,. A ji-et betessziik a konté-
nerbe, és a j, elemmel kezdve végrehajtjuk ugyanezt a metédust a maradék elemekre. Mivel
L(0) darab konténerbe csomagoltunk, legfeljebb L(0) — 1 darab elemet darabolhattunk fel.

Most ebbdl kiindulva, csindljuk meg az egészértékii megoldast, mely az optimdlisnal rosszabb
értéket adhat (m, > m). Csak azokkal az elemekkel van baj, amelyeket feldaraboltunk, igy ta-
volitsuk el dket, és rendeljiik hozza 6ket 4j konténerekhez. Az N3 definicidja miatt keriilhetnek

kettesével a konténerbe. Legfeljebb [%-‘ darab plusz konténerre lesz sziikségiink.

Ha L(0) paros — @ egész

L(0)—17 _[L(O) 17 _L(0) _|L(0)
el

2 2 2

Ha L(0) pératlan — L(ngl egész

WO){W :L(0)2—1 ) V(O)z_l%J ) {L(O)EIJAJ ) {@J
Tehat
mgmegL(O)—i—V@J S;L(O)
L©) | 2
m — 3

A %—os versenyképesség elérésére jo példa ha 6k darab elemet vesziink, melyeknek % + &
a mérete, €s a konténerek mérete tovabbra is 1. Ezek az elemek semmilyen € esetén nem
lehetnek az Ny halmazban. Ezért

I 1
Ly=Li{x;el:e<x; < 1—8}:6k<§+a€> =2k+1
Az elemek mérete miatt egy konténerbe legfeljebb 2 elem férhet el, és ezt a 2—t ra is tudjuk
pakolni, igy az optimélis megoldds 3k.
Ly  2k+1 2 1 k5?2

OPT ~ 3k 3 3% '3

Mivel van ilyen példa, amikor az arany %—hoz konvergél, ezért nem tudunk jobb teljesitményt
mondani, amelyet minden esetben elér. ]

Az egydimenzids bin packing probléma alsé korlétai javithatéak dudlis megengedett fiiggvé-
nyek felhasznéldsaval. A kovetkezd fejezetben errdl lesz szo.
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2.2. Dualis megengedett fiiggvények

Vegyiik az elemek lehetséges halmazait, amelyek egyiitt beférnének egy konténerbe. Konst-
rudljunk egy matrixot, igy hogy minden oszlop egy halmaznak felel meg, a sorok pedig az
elemtiptisoknak. Ekkor az i—edik sor j—edik oszlopédba az a szdm keriil, ahdnyszor az i elem
a j halmazban szerepel. Ekkor a pakolasi feladat felirhat6é a kovetkezd linedris programozdsi
feladatként,

min lx

Ax>b

x>0,

ahol b az egyes tipusokbol el6fordul6 elemek szdma, és az x, hogy melyik bepakoldsbol hanyat
vegyiink. Ennek a feladatnak fel tudjuk irni a dudlisat,

max yb
yA <1
y>0.

Ezek az y fiiggvények adjdk a dudl megengedett fiiggvények alapotletét, melyet Johnson [4]
kezdett el6szor vizsgalni.

2.2.1. Definicié (Dual megengedett fiiggvény). Az u : [0,1] — [0, 1] fiiggvényt dudl megen-
gedettnek nevezziik, ha a nem negativ valds szamok barmely S részhalmazdra létezik
Zx§1:> Zu(x) <1
x€S§ x€Ss
kozotti rel4cid.
A dudl megengedett fliggvények alkalmazasa alsé korldtokra, az aldbbi kulcsfotossdgu lem-
man alapszik.

2.2.2. Lemma. Legyen I := (x1,...,x,) egy pakoldsi feladat, és u egy dual megengedett fiigg-
vény. Ekkor az u(I) := (u(x1),...,u(x,)) trenszformdlt pakoldsi feladat bdrmely alsé korldtja
also korldt az I feladatra is.

Bizonyitds. A lemma jelentése egyszer(ibben megfogalmazva, hogy ha az u(xy), ..., u(x,) fel-
adathoz legalabb b konténerre van sziikségiink, akkor az xi, ..., x, feladathoz is kell legalabb

b konténer.

Tegyiik fel indirekten, hogy az I példany beférne b — 1 konténerbe. Vegyiik ezt a b — 1 kon-
ténert, és igy alkalmazva az elemekre u—t, a dual megengedett fiiggvény definicidja miatt
mindegyik konténerbe ugyaniigy beférnek az elemek. Igy az u(I)-re is elég lett volna b — 1
konténer [

15



A fenti lemma alapjdn a dual megengedett fiiggvényeket hasznalhatjuk az egydimenzids bin
packing alsé korlatainak javitasdra. Most bemutatok par dudl megengedett fiiggvényt, és a
kovetkezd fejezetben lathatunk példat az alkalmazasukra.

Adott egy i) fiiggvény, mely a [kfl, ;;i—]l)—bél az é—ba, valamint az 1-bdl az 1-be képez
(keNési=0,..., k). Ezegy ugynevezett 1épcsss fliggvény, mely az identitdshoz képest néhol
noveli, néhol csokkenti a fligvény értékét. A 2.1. dbra mutatja az i fiiggvényt k € {1,2,3}
esetén, valamint az identitést, a [0, 1] intervallumon.

y

2/3 L4

1/2 [ ~ ©

13 *— ©

2.1. dbra. Az i®) fiiggvény, rendre k € {1,2,3} esetén

Els6 ranézésre dual megengedettnek tlinik, hiszen szimmetrikusan kerekiti az értékeket. Vagy-
is ahol egy x; értékét megnoveli, ugyanannyival csokkenti az 1 — x; értéket. Viszont a balrdl

zartsdg miatt probléma lehet. (Amig egy x| = }1 és egy xp = % méretd elem be tud férni egy

konténerbe, addig a rajuk kapott i) (x;) = 1ésaz i) (x2) = 1 mar nem fog beférni.) Az

alabbiakban ennek egy tovabbfejlesztett valtozatot 14tjuk, ahol az ugrdspontokhoz az identi-
tast hozzarendelve orvosoljak a fenti problémaét.

2.2.3. Tétel. Legyen k € N. Ekkor az

u®: 70,1 = [0,1]

X, hax(k+1) e Z
X = 1 g
[(k+1)x]| ¢, kiilonben

egy dual megengedett fiiggvény.

16
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Bizonyitds. Legyen S a nemnegativ valds szamok véges halmaza, melyre ) x; < 1. Ekkor
x;€S

megmutatjuk, hogy ¥ u®(x;) < 1is igaz.
X, €S

Legyen T := {x; € S| x(k+1) € Z}.
Ha § = T, akkor u™®) (x;) = x;, amib&l kivetkezik, hogy ¥ u®(x;) < 1.

X €S
Ha S # T, akkor
(k+1) ) ul® (x;) +k ) ul®)
x5 €T x;€S\T
1
= (k+1) X;Tx,+k ) ( | (k+1)x; k) =
i X,ES\T
=k+1) Y xi+ Y [(k+Dx]<
x;€T x,ES\T
<(k+1) Y xi+ Y (k+1)x=
x; €T x€S\T
=(k+1) Y x
X €S
vagyis
(k+1)2u( (xi)+k Z utk <(k+1) Zx,
x;eT X,ES\T x;€S

A Y x; < 1 alapjan a jobb oldal legfeljebb k + 1, az u*) definici6ja alapjan pedig a baloldal
x;€S
két egész szam Osszege.

k+1) Y D) +k Y a® () < k+1) Y 5 <k+1
xeT X ES\T X €S

(. ~~ 7 g -~ J/ N’
egész egész <1

Mivel a bal oldal egy k + 1-nél kisebb, egész szam, igy
k+1) Y uP)+k Y u® () <k
x€T x€S\T

A bal oldalt pedig csokkentem, ha a k + 1-es szorzé helyett csak k—t veszek. (Egyenl6ség
abban az esetben allhat fenn, ha 7 iires halmaz.)

(k+1) Z u® (x;) +k Z u® (x) > k Z u® () +k Z u® (x) =k Z ul® (x

x €T x€S\T x€T x€S\T X €S

17



A fenti két egyenltlenség alapjin

x;i€S
Z u®(x) <1
xi€S
O
y y y
1 ! 1 ¢
[c} ; ] [ ®
| ]
o 2/3 [} ©
o 1/2 (e} . © o
P 1/3 e ©
v
o X x
0 1/2 1 0 113 2/3 1 0 1/4 12 3/4

2.2. dbra. Az u® fiiggvény, rendre k € {1,2,3} esetén

Az ul®) 1épesésfiiggvénnyel kapott értékeket, és az identitdst lathatjuk a 2.2. dbrdn, k € {1,2,3}
esetén. Altaldban egy dual megengedett fiiggvénnyel ndvelni szeretnénk a méreteket, mert igy
a 2.2.2. lemmara hivatkozva egyre nagyobb alsé korlatokat érhetiink el. Ehhez a néveléshez
pedig az kell, hogy minél tobb elem keriiljon nyereséges intervallumba. A kovetkezd fejezet-
ben latunk egy példat, u¥) haszndlatira az alsé korlat novelése céljabol.

A most kovetkezd dudl megengedett fiiggvény a fentebb leirt L, korldt alapja. Az egészen
kicsi, e-ndl kisebb elemeket hanyagoljuk el, a kdzepeseket hagyjuk valtozatlanul, és a kicsik
kompenzéldsara, az 1 — €—ndl nagyobbakat noveljiikk meg. A 2.3. dbra mutatja az igy kapott
nyereségeket €s a veszteségeket.

18



o O

1—c¢ 1

2.3. dbra. Az y = U'®)(x) és az y = x fiiggvények

2.2.4. Tétel. Legyen € < [O, %] Ekkor az

U®:00,1] = [0,1]

I, hal—e<x
x—=x, hae<x<l-—¢g¢
0, hax<ege

egy dual megengedett fiiggvény.
Bizonyitds. Legyen S a nemnegativ valos szamok véges halmaza, melyre ) x; <1.
xi€S

Ha S—nek van olyan eleme, amire x; > 1 — €, akkor az 0sszes tobbi S—beli elemre x; < € az
Osszegkorlat miatt. Ekkor

YU )=0Ox)+ Y UD)=1+0+0+...40)=1.
X €S xi€S\{x;}

Ha pedig az 6sszes S—beli elem legfeljebb 1 — &, akkor

YU )<Y x<t

x; €S X €S

19



2.2.5. Megjegyzés. Ha az U'®) fiiggvénnyel kapott értékekre szamolom az L; korlatot, akkor
valéban az L(&)-t kapom. Igy lathat6, hogy az L, konnyen megfogalmazhaté dual megenge-
dett fiigvény segitségével.
Ly(I) = max L(U®)(I))
e<[0.}]

A harmadikként vizsgdlt dual megengedett fliggvény kdzéppontjdban az € paraméter all. Az
e-nal kisebb elemeket tovdbbra is elhanyagoljuk. Az [g, %) intervallumon egy €—t6l fiiggd
konstans értéket, az (%, 1]-en pedig az € és az x; bonyolult kombinécidjabdl kapott értéket

vesz fel.

2.2.6. Tétel. Legyen € € [O, %] Ekkor a

¢:[0,1] = [0,1]

( _ —1
1—%, ha%<x
1 1
X z,l hax=§ 1
=ik ha€§x<§
L0, hax <é&

egy dual megengedett fiiggvény.

Még a bizonyitas el6tt kicsit vizsgdljuk meg, mit tudunk az egyes szakaszokon felvett fiig-
vényértékekrdl. Az [e, %) intervallumonon felvett értékek nem fiiggnek x—t6l, csak e—tdol. Az

adott e-hoz tarozo értékek lathatdak a 2.4. abran. Ha tehat e—t % alakunak valasztjuk, akkor a
¢)(8) fliggvény az %—nél kisebb értékekre csak “veszteséget” jelent, egyéb € esetén pedig lesz
egy kis "nyereséges teriilet” is.

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz egy segédalitasra, ezért el6szor nézziikk meg azt.
’ ’a s 1
2.2.7. Allitas. [§]| <5 lal.

Bizonyitds. Ha |a| = 2k, akkor a = 2k+¢€ (0 < € < 1), tehdt

4[24 g

valamint
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1/2 [c] &

13 e o
1/4 o—=
1/5 o—¢
X
0 1/5 1/4 1/3 1/2

2.4. abra. Az € — ﬁ fliggvény

Ha |a] =2k+ 1, akkor a = 2k + 1 + €, tehdt

2k+1 1
o] = |2 te - fes 12| =

2 2 2
——
<1
valamint . k1)
+
E LaJ = 2 = k + =

2.2.6. Tétel bizonyitdsa. Legyen S a nemnegativ valos szdmok véges halmaza, melyre

infl.

X, €S

Legyen T := {x; € S| € <x; < 5 }. Innent&l legnagyobb elem mérete szerinti esetszétvélasz-
tast néziink.
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1. Ha minden elem kisebb mint %:
Ekkor T—beli és e-ndl kisebb elemeink vannak. Az €—ndl kisebbeket elhagyva, és az T
definicigjat felhasznédlva
1> ZXiZ ZXiZ|T|€
xi€S x;eT
igaz, melybdl kovetkezik,hogy é > |T].

Mivel |T| egész szdm,

T| < [1] is igaz lesz. A ¢(¢) minden T-beli elemet —L&‘ll ] —ba

képez, igy

Y 0@ =Y 0@+ Y &0 =18 <[ =1
xi€S x;eT X <€ Lg J LS J
0

adddik, mellyel ezt az dgat belattuk.
2. Ha van % meéretl elem:

Legfeljebb 2 darab % méretd elem lehet, hiszen ) x; < 1.
X €S

e Ha van két ilyen elem, akkor mds elem mar nem lehet ugyanezen megfontolds
alapjan. A ¢(8) az %—et pedig %—be képezi, tehat

Y, 9 () =

1
+-=1
xi€S 2

| =

megfeleld.

e Ha csak 1 darab ilyen elem van, akkor azon kiviil lehetnek még %—nél kisebb
elemek. (A bizonyitds hasonlé a minden elem kisebb mint % esethez.)

1
1> > _ > —+1|T|e
xlgsx’ +X;sz 2+| |
1>|T|£
52
Lo
2e —

Mivel |T| egész

A ¢(8) leképezés alapjén
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1
Y 0 (x;) = 5t Y 0 (x;) + Y o) (x;) =
Xi€S x;€T x; <€
0
L SN
=5t |L£*1J =

< 1 N 1 1
—2 2] e
A 2.2.7. éllitas miatt a jobb oldalt tovabb novelhetjiik.
1 n 1 1 < 1 4 1|1 | !
2 |2 let] T2 2| e

Tehat Y, ¢(8)(x;) < 1 valéban igaz.
x;€S

3. Ha pontosan egy elem van, amelynek mérete y > %:

1> Y xi>y+ ) xi>y+|T|e

x;€S x;eT

l—y>|T|e

FSJJ > |T|

A ¢€) leképezés alapjan, és felhaszndlva a fentieket,

Mivel |T'| egész

L 0w =00+ X oW )+ X 9w =

x;€S xieT xXi<€
0
_1_L(1_—M+|T|L<
N le~!] le~!] —
[(I=y)e '] |1-y| 1
=1 e % e JLE”J_
—1.
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2.5. dbra. A ¢(®) fiiggvény

P

A ¢(8> dual megengedett fiiggvény eltér az el6z6ektdl. A fentebb bemutatott mindkét fiig-
vény esetében, a kerekitéssel nyert és veszitett teriiletek kiegyenlitették egymast, itt azonban
nem. A 2.5. dbrdn megfigyelhetjiik, hogy kisebb € értékek esetén a vesztett teriiletek mérete
meghaladja a nyert teriileteket.

Tovébbi € értékekhez tartoz6 dbrdk a https://www.geogebra.org/m/rgac5uze ci-
men lathatéak. (Itt a k csuszka allitdsaval tudunk kiillonb6z6 e—okat megadni.)
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2.3. Alsé korlatok duil megengedett fiiggvények segitségével

Ebben a fejezetben azt mutatom meg, hogy a dual megengedett fiiggvények hogyan hasznal-
hatok fel jobb hatarok elérése érdekében. Fentebb mar szé volt rdla, hogy az L, alsé korlat
megfogalmazhat6 dual megngedett fiiggvény segitségével.

Ly(I) = max L (U¥)(I))
e€(0,5]

Ennek a legnagyobb eldnye, hogy a 2.2.2. Lemma és a 2.2.4. Tétel alapjan, azonnal l4thatjuk,
hogy az L, egy érvényes alsé korlat.

A 2.2.2. Lemma miatt dltaldban is igaz, hogy ha u egy dudl megengedett fiiggvény, akkor
Li(u(I)) egy alsé korlat. Ebben az alfejezetben ilyen tipusu alsé korldtokat fogunk vizsgélni.

A 2.1.10. Allitas bizonyitdsdban lattuk, hogy az L, rosszul miikodik ha az elemek egy kicsit
nagyobbak mint % Ezt most javitani tudjuk dual megengedett fiiggvények kombindlasaval.

Legyen k € N
1) = max L (w® oU®) (1)) 2.7)
e€0,4]
és p > 2 esetén
Lip)([) = max{Lz(I),kn%ax Lgk)(])}, (2.8)
=2,...,p

Vizsgéljuk meg, mit jelent az u®) o U(®) fiiggvény.

, hal—e<x

, hae<x<l—¢eésx(k+1)eZ
(k+1)x|4, hae<x<l—gésx(k+1)¢Z’
, hax<e¢

u® o U® (x) = u®(U®) (x)) = (2.9)

SO — = =

Az eddig [g,1 — €] interrvallumon identitdst felvevé U(€)-t gy alakitja 4t, hogy ezen az in-
tervallumon is egy 1épcsds fiiggvényt kapunk. Erre latunk példat, k = 4 és € = % esetén
a2.6. dbran.

2.3.1. Tétel. Legyen I := (xi,...,x,) egy bin packing feladat, ahol az dsszes elem mérete

nagyobb mint % Ekkor LSFZ) (I) megegyezik az OPT (I) optimdlis megoldds értékével.

Bizonyitds.

LP(1) = max {Lz ), L2 (1) }
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2.6. dbra. Az u® o U0 (x) fiiggvény

Legyenek az elemek méret szerint rendezve, x| > xp > --- > x,. Vegyiink egy optimélis meg-
olddst, jelolje a sziikséges konténerek szamét m := OPT (I). Mivel minden elem mérete na-
gyobb mint %, ezért minden konténerben 1 vagy 2 elem lehet. Minden konténerben nevezziik
el a nagyobb elemet alsénak, a kisebbet felsének. Ahol csak egy elem van, az alsé lesz. Most
alakitsuk 4t ezt az optimdlis megoldast igynevezett normalformaba.

1. Rendezziik a konténerket az alsé elem mérete szerit csokkend sorrendben. A novkvs
konténerindex megfelel az als6 elemek méret szerinti csokkend sorozatdnak.

2. Tegyiik a felsdnek cimkézett elemeket a lehetd legnagyobb indexli konténerekbe.

3. Ha sziikséges, megfeleld cserék végrehajtasaval gy6z6djiink meg réla, hogy két elemet
tartalmazo konténerekben az index novekedése megegyezik a felsé elem méretének no-
vekedésével.

Ezzel megkapjuk a 2.7. dbrdn szerepld normalformét. Az x; elem az i konténerbe keriilt, ha
i < m, ha pedig i > m akkor visszafele tolti fel a konténereket. Azm—+1,m—+2,...,n elemek
rendre az mym — 1,...,m — (n— (m+ 1)) konténerekbe keriilnek, vagyis az i > m elem a
2m+ 1 — i konténerbe. Legyen g := 2m+ 1 — n az els6 olyan konténer indexe, ahol 2 darab
elem van. (A plusz 1 az 1-t6] kezd6d6 indexelés miatt kell.)
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Bin 1 2 eee g—1 q g+1 eee m—1 m

2.7. abra. Az %—nél nagyobb elemméretii bin packing feladat normélforméja

Mivel feltettiik, hogy x; > % minden i-re, €s csak x = % esetén x(2+1) € Z,

3
\_3x J 2
u(z)(xj) = ZJ ha x; # 3
igyie{l,...,n}
u® (x;) > % (2.10)
Han >2m— 1, akkor Lgk) definicid6ja és (2.10) alapjan
11> 14 (u? U0 (1)) = L)1) =
n
= Z u®(x) | > [(Zm - 1)——‘ =
i=1
=|m— L. m
= 5| =
Mivel ng) (I) egy alsé korlét, igy az optimalis értéket adja, n > 2m — 1 esetén.
A tovédbbiakban tegyiik fel, hogy
n<2m-—1. (2.11)

Ekkor
g=2m+1—n>2m+1—-2m—1)=2

miatt legalabb az els6 két konténer csak egy darab elemet tartalmaz.
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e Ha x,,, > % akkor az elemek csokkend mérete (x; > xp > -+ > xp, > -+ > X,) miatt

x; > % minden i < m indexre, valamint U (3) (x;) = 1. Ekkor minden als6 elem nagyobb
mint % és tudjuk hogy m konténerbe be kell férjenek, igy nem lehet %—el egyenld elem,
minden fels§ elem kisebb. gy,

L) =L (VD)) = {f U@)(x,-)l =m-1]=m (2.12)
i=1

Mivel L,(I) egy alsé korlat, igy ebben az esetben megegyezik az optimdlis értékkel.
e Feltessziik, hogy x,, < %
- Hax,,—1 +x,, > 1, akkor legyen € := x,,,. Ekkor i < m — 1 indexre

Xi>xp_1>1—x,=1—¢

,

igy
u®oU® (x;) =uP(1) =1, (2.13)

Ezenkiviil, % <xm < % miatt
u®oU® (x,) = u® (x) = =. (2.14)

A (2.13) és a (2.14) felhasznédlasaval

Py >L, <u<2) oU® (1)) -

= ZM(Z)OU(e)(X,) >
i=1

> ZM(Z)OU(E)(X,) —
i=1
- 1

= (m—l)—l—i-‘ -

:]/)1'7

igy ng) (1) ebben az esetben is megegyezik az optimdlis értékkel.

— Most vizsgéljuk meg az
X1 +xm <1 (2.15)

28



esetet. Ezért 1étezik i* € {2m —n,...,n} index, melyre
Xix 4+ Xom_i—1 > 1. (2.16)

Szemléletes jelentését a 2.8. dbran lathatjuk, vagyis hogy legalabb egy olyan fel-
s6 elem van, amely nem 6sszekombindlhat6 a t6le kettdvel balra taldlhaté alsé
elemmel.

1 " 2 m

2.8. dbra. Az i* szemléltetése

A (2.16) konnyen beldthaté. Tegyiik fel idirekten, hogy minden i* € {2m—n, ..., n}

esetén
Xt +Xom—i—1 < 1. (2.17)

Mivel (2.11) miatt az els6é két konténer csak alsé elemet tartalmaz, mindegyik
felsG elemet 4t tudnank rakni, a mostani konténeriikhoz képest kettGvel balra. Igy
az utolsé két konténer mar csak alsé elemet tartalmazna, és (2.15) szerint ezek is
osszepakolhat6ak. Ekkor elegendd lenne m — 1 konténer, de ez ellent mond annak,
hogy az optimédlis megolddshoz m konténer sziikséges.

Tehdt, € := xp,,;+—1 megvdlasztéssal, (2.16) alapjan az 6sszes i € {1,...,i*} idex-
re

Xp>xp>1—¢€

z

igy
u?oU® (x) =uP (1) =1 (2.18)

valamintha i € {i*+1,...,2m —i* — 1}, akkor

Xi 2 Xom—ir—1 = €
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és mivel minden elem nagyobb mint 1, igy

u®oU® (x;) > u? (x;) > %
A (2.18) és (2.19) alapjin Osszesitve
) i 2m—i*—1
Lg )(I) > u? o U (x;) + Y u? o U® (x) | >
i=1 i=i*+1
[ 2m—i*~1
> 1 —| =
SPRESD I
i= i=i*+1
L 2m—2i" —1
=|{f+— | =
2
=m,

igy ng) (I) erre az esetre is az optimumot adja.
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3. fejezet

Kétdimenzios eset

A két dimenzids bin packing problémanal adott egy n darab, téglalap alaku elemet tartalmazo
J={l,...,n} halmaz. A j € J elem szélességét w;, magassdgit h; jeloli. Valamint adot-
tak végtelen szdmu azonos méretli négyszogletes konténerek, W szélességili és H magassagu
paraméterekkel. Szeretnénk az Osszes elemet konténerbe helyezni, ugy hogy a felhasznalt
konténerek szdma minimdlis legyen. Ez a fejezet a [2, 3, 5] cikkek alapjan késziilt.

3.1. Geometriai érvelésii also korlatok

Az optimalis megoldas értékének alsé kozelitésére, most is legyegyszerlibb gondolat az ele-
mek Ossztérfogatat nézni, tehat ha folytonosan tudndm oket pakolni, akkor

n
Y. wjh;
j=1

L =
WH

3.1)

als6 korlatot kapom. Sok esetben ez azoban nagyon messze van az optimumtdl, igy az egydi-
menzids esethez hasonldan az elemek kategorizaldsaval javasoltak jobb alsé korlatot. E16szor
vizsgédljuk meg az elemeket csak a sz€lességiik szerint.
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Adott 1 < g < %W, q egész szam esetén legyen
Ki={jeJ:W—qg<w,},
) 1
Kzz{]EJZ§W<Wj§W—q},

) 1
Ksz{JEJICISWjSEW}-

N

K3

K>
q

W—gq

3.1. dbra. Ha csak a szélességiik alapjin osztdlyozom az elemeket

Mivel szélességiik alapjan K; U K> halmaz elemei nem pakolhatéak egymas mellé, a cso-
magolasukhoz sziikséges als6 korldtot csak az elemek magassdga hatdrozza meg. Igy ezekre
alkalmazhatjuk barmelyik egydimenziés alsé korldtot, amit most L! jelol. Az L! szdmitésa-
hoz elemméretnek h;—t (j € K1 UK3), kapacitasnak pedig a H-t tekintjiik. Igy a sziikséges
konténerek teljes teriilete L' HW.

A Kz—at figyelembe véve, azt sem tudjuk K| mellé csomagolni, ezért az L! csomagolsiban a
Y. h;W teriilet mar nem felhasznalhat6, a hasznosan fennmaradé teriilet L'HW — Y h iW.

JEK] JEK]

Az L'-ben K, mellé azonban tudunk K3 beli elemeket elhelyezni, ezért csak az ezen feliil

fennmaradé elemek szdmadra kell 4j konténereket nyitnunk. Igy a az 6sszes elem csomagola-

sara a kovetkezd korldtot kapjuk.

Y wihj— (L'HW — ¥ hjWw)
JEKLUK3 JEK

V(g =1L 0
> (q) +max ¢ 0, WH

3.2)
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Ha a fenti megfogalmazdsban felcserélem a szélességet a magassdggal, akkor az leq korla-
tot kapom, ahol az el6zdre szimmetrikusan a magassag szerinti csoportositasbol indulok ki.
Ennélfogva az éltaldnos alsé korlat megfogalmazhat6, mint ennek a kettének a maximuma.

L, = max < max {LY ()} 71r>r1a>x1 {Lg@)}) (3.3)
Zq4=3

1
126125

Martello és Vigo (az [5] cikkben hivatkoznak rd) egy bonyolultabb korlétot is bevezetett, mely
bizonyos esetekben képes javitani az L, korldtot, mivel a csomagolandé elemek szélességét
és magassagat egyszerre veszi figyelembe.

q %W W—q W

3.2. dbra. Elemek I, I, I3-bdl, valamint m(j, p,q) szemléltetése

Legyen barmely egész (p,q), 1 < p < %W, 1<¢g< %H par esetén
L={jeJ:H-p<h; ¢é W—g<w;},

. 1 , 1
L= ]GJ\I]Z§H<hj €s §W<Wj ,

(3.4)
; 1 , 1
;= ]GJ:pSh]-gEH és qgijEW .
Megfigyelhetd, hogy

e [ U, fiiggetlen a (p,q)-tol

e az I} U, halmazbdl nem lehet két elemet ugyanabba a konténerbe pakolni.
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e nincs olyan I3 beli elem, amely beférne egy /; elemet tartalmazé konténerbe, de I»
mellett még elférhet.

Az I-hoz sziikséges tovabbi konténerek megdllapitasdra vegyiik figyelembe azt az esetet,
amikor minden i € I3 elem minimdlis méretd, azaz h; = p és w; = q. Ha egy konténer tartal-
mazza a j € I, elemet, akkor a mellé pakolhaté p x g méretii elemek maximalis szdma

o= 2[5 2] 555 s

Ezért legaldbb |I3| — Y, m(j,p,q) darab elemnek kell 4j konténerbe keriilni, egy konténerbe
Jel

pedig legfeljebb {%J L%J elem fér el.

Igy barmelyik (p,q) pér esetén

1] — X m(j,p.q)
JED

gl

Bizonyos esetekben az L3(p,q) korldt jobb eredményt ad az L,—nél, de ez nem é&ltalanos ér-
vényd. Jelentds hatrdnya, hogy nem csak az egészen apré elemeket hagyja figyelmen kiviil.
Ha csupa keskeny és magas, vagy alacsony és széles elemem van, akkor az L3(p,q) = 0 alsé
korlatot kapom. Habar ez egy helyes 4llitds, nem nyertiink vele 0j informaciot.

L3(p,q) = [ UL|+ (3.6)

egy érvényes alsé korlat.

3.2. Egy grafos kritérium a bepakolhatosagra

Az eddig targyalt als6 korldtokhoz geometriai megkozelités dtjan jutottunk el. A most kovet-
kezd részben egy masik megkozelitéssel foglalkozom, és az egydimenzids esetben targyalt
dudl megengedett fiiggvényes modszert vizsgdlom tobbdimenzids esetben.

J6 lenne megérteni az alapproblémét, hogy néhany elem bepakolhat6-e ko6zos konténerbe.
Egydimenziés csomagolds esetén, annak eldontésére, hogy egy adott elemet be tudunk-e pa-
kolni egy konténerbe, elegendd volt ismerniink a mar konténerbe helyezett elemek 6sszmé-
retét. Két dimenzidban ez mar nem elegendd informécid, ugyanis sziikségiink van az elemek
elrendezésének ismeretére is. Erre a [3] cikkben egy grafelméleti megkozelitést vezettek be.
A cikk magasabb dimenzidkrol szdl, ezért sziikségiink van az alapvetd magasabb dimenzids
fogalmak bevezetésére.

Adottak d—dimenziés dobozok, melyeket szeretnénk konténerekbe csomagolni. Jelolje V a
dobozok véges halmazat, és adott egy w: V — Q(J{ d méretfiiggvény, mely leirja a dobozok
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méretét minden dimenzi6 szerint. A konténer méretét egy vektor adja meg: W € Q1. Feltéte-
lezziik, hogy az 6sszes doboz befér a konténerbe, vagyis w(b) < W minden b € V dobozra. Ha

d
b €V, éshaw egy V-n definidlt méretfiiggvény, akkor a vol,,(b) := [] w;(b) mennyiséget a b
i=1
doboz w szerinti térfogatanak hivjuk. A konténer térfogata ugyanigy meghatdrozhatd, vagyis
d

voly = [ W..

i=1
3.2.1. Definicio. (OPP) Ortogonal Packing Problémaénak nevezziik annak eldontését, hogy a
V dobozhalmaz becsomagolhat6-e egy konténerbe.

3.2.2. Definicié. (OBPP) Az Ortogonal Bin Packing Problémanal szeretnénk meghatarozni az
azonos méretli konténerek, minimélis szamat, amely sziikséges a dobozok csomagoldsédhoz.

A konnyebb formalizalds érdekében bevezetiink egy derékszogi koordinata rendszert, mely-
nek tengelyei parhuzamosak a konténerek oldalaival, a konténert pedig tigy helyezziik el, hogy
egyik sarka az origéban legyen, és az egész konténer az els6 siknegyedbe keriiljon. A dobozo-
kat egy csomagoldsban az origohoz legkozelebbi csticsuk koordindtdjaval fogjuk jellemezni.

3.2.3. Definicié. Adott egy V elemhalmaz, egy w:V — Qar 4 méretfiiggvény és egy W =

(W1,...,W,) konténer méret. Ekkora p:V — Qg 4 fiiggvényt pakoldsnak nevezziik a (V,w,W)—
re, ha

Vb eV :p(b)+w(b) <W (3.7)
Vb,ceV,b#c,Jie{l,....d}: IF(b)NI(c) =0 (3.8)

1

ahol 17 (D) jeldli a [p;(b), pi(b) + wi(b)) intervallumot.

A definiciéban megfogalmazott els6 feltétel jelentése, hogy minden doboz befér a konténerbe,
a masodiké pedig, hogy a dobozok nem metszenek egymdsba. Az elhelyezés mddja biztositja,
hogy elforgatds nélkiil, tengelyparhuzamosan helyezziik el a dobozokat.

Vegyiink egy pakoldst. Minden tengelyre vetitsiik le a dobozok elhelyezését, és a vetitéseket
abrazoljuk egy-egy grafként. A dobozokat megfeleltetjiik a graf csucsainak, és két csucsot
pontosan akkor kotiink Ossze, ha a két doboz adott tengely szerinti vetiiletének van k6zos
metszete. Formdlisan az x; tengelyre valé vetités indukdl egy G; intervallum gréafot, melyet

Gi=(V.E;)):{b,c}€E, < I'(b)NI(c)#0

hatdroz meg. (A grafokban {v,w} irdnyitatlan élt jelol v és w kozott, mig (v, w) egy irdnyitott
élt v—bdl w-be.)

Egy kétdimenzios feladat esetén ez a vetités a 3.3. dbran lathaté médon néz ki.

Most nézziik meg, hogy milyen grafokat kaphatunk érvényes bepakoldsokbdl. A (3.8) alap-
jan nem lehet két olyan doboz, amelyet minden vetiilete szerint él kot 6ssze. Egy tovabbi
tulajdonsdg megfogalmazdsahoz el6szor sziikségiink van egy definiciora.
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—_
—_ V4 .
g V3 V2 V]
> @
—
g G2 V5 O
V4
S ——
V3 V1
Gl Vs

3.3. dbra. Egy kétdimenzids bepakolés vetitése

3.2.4. Definicié. Az S CV dobozok halmazat x;—-megengedettnek nevezziik, ha Y w;(b) <W;.
beS

Ez pontosan azt jelenti, hogy a dobozok az x; tengely szerint elhelyezhetoek egymds mellett,
ugy hogy beleférjenek a konténer x; szerinti szélességébe.

3.2.5. Kovetkezmény. Barmely megengedett pakoldsra a G; = (V,E;), i = 1,...,d graf a ko-
vetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

P1: Minden G; = (V, E;) egy intervallum graf.

P2: A G;—nek minden fiiggetlen csucshalmaza x;—megengedett.

d
P3: ﬂ E; = 0
i=1

1

3.2.6. Definicié. Legyen V egy dobozhalmazt reprezentdl( csticshalmaz. Ekkoraz E = (Ey,...,Ey)
élhalmazt csomagolasi osztdlynak nevezziik a (V,w)-n akkor és csak akkor, ha a P1, P2, P3
feltételek teljesiilnek.

Szerencsés modon a 3.2.5. Kovetkezmény forditottja is teljestil.
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3.2.7. Tétel. Bdarmely E csomagoldsi osztdly egy megvaldsithato csomagoldst reprezentdl.

Vagyis ha egy tetsz6leges dobozhalmazra 1étezik csomagolési osztdly, akkor a dobozhalmaz
bepakolhat6 a konténerbe. A bizonyitdshoz még sziikségiink van tovdbbi definicidk bevezeté-
sére.

Jelolje a G; = (V, E;) graf komplementerét G; = (V, E;). Mivel G; azokat a dobozokat kototte
ossze, amelyek az x; tengelyre nézve egymdsba metszenek, igy a G; pontosan azokat koti
ossze, amelyek pakolhatéak egymds mellé az x; irdnyaban. Nevezziik G;—t 6sszeill§ grafnak.

3.2.8. Definici6. Egy iranyitott F = (V,A) grafot a G = (V,E) gréf tranzitiv irdnyitottjanak
neveziink ha létezik O : E — A bijekcié melyre

(a,b) e AN (b,c) eA=(a,c) €A
tulajdons4g teljesiil.
Nem minden irdnyitott grafnak létezik tranzitiv irdnyitdsa, azonban tény, hogy az interval-

lumgrifok komplementereinek van ilyen irdnyitdsa. Mivel G; minden i esetén intervallumgraf
volt, minden G;—nak létezik tranzitiv irdnyitasa.

V4 V4. V4 ®
Gl Vs G] V5O Vs O (V,Al
V4. V4 V4

G 5O Gz Vs Vs (V7A2

3.4. abra. Komplementer és irdnyitds a kétdimenzids példankra

3.2.9. Definicié. Legyen E egy csomagoldsi osztdly, valamint F; a tranzitiv irdnyitottja a G;
0sszeilld grafnak. Ekkor azt mondjuk, hogy F = (F1,...,F;) az E csomagoldsi osztaly tranzi-
tiv irdnyitasa.
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Az irdnyitas j6 modszer a csomagolson beliil, egymas mellé pakolhat6 dobozok, egymas-
hoz viszonyitott helyzetének a lefrdsdsra. Ha van egy irdnyitott €l u—bol v—be, akkor az adott
tengelyen felsorakoztatva a dobozokat, az u kozelebb van az origéhoz, mint a v. A kdvetkezd-
ekben pont azt le’ltjuk be, hogy ezek a tranzitiv irdnyitdsok megadnak egy csomagolast. Ehhez
bevezetiink egy pl V= (@ +d lekézpezést, ahol

pi (v) == max {p{ (u) +wi(u)|(u,v) € F;}

veV,ic{l,...,d}. gy a pf'(v) megadja az i tengelyen azt a koordinatat, aminél hamarabb
biztos nem lehet a v dobozt elhelyezni.

3.2.10. Definicié. Egy pakoldst hézagmentesnek neveziink, ha minden v € V és minden i €
{1,...,d} esetén
piv)=0 VvV FueV:pi(v)=pi(u)+wiu).

3.2.7. Tétel bizonyitdsa. Megmutatjuk hogy az E csomagolasi osztilynak létezik F' tranzitiv
irdnyitasa, és az ehhez tartozé pf : V — Q +d fliggvény egy hézagmentes csomagolast ir le.

Vegyiink figyelembe egy E csomagolasi osztdlyt. Mivel minden G; = (V, E;) egy intervallum
graf, komplementere a G; egy Osszeill§ gréf, igy 1étezik F; tranzitiv irdnyitdsa. Legyen F =
(Fi,...,Fy), ez pedig idukal egy p’ leképezést. Ha minden v dobozt a p* (v) szerint megadott
helyre tesziink, akkor annak megmutatiséhoz, hogy p! egy pakolas, be kell litnunk, hogy

1. egyik doboz sem 16g ki a konténerekbdl,
2. semelyik két doboz nem 16g egymadsba.

Az 1. megéllapitashoz legyenv € V,ésic {1,...,d}. A p¥ definiciéja miatt a (V, F}) irdnyitott,

kérmentes graf tartalmaz egy irdnyitott utat (v(), ... v(")), ahol degt(v(?)) = 0 és v(") =,
tgy, hogy 1
_
=Y wi(v®). (3.9)
k=0

Az F; tranzitivitdsa miatt, S := (v(?) ... v(")) indukél egy klikket G;—on. Mivel S a G;—nek egy
olyan részhalmaza, ahol minden cstics szomszédos, ezért a G;—n egy stabil halmaz. Ekkor a
P2 feltétel miatt S x;—megengedett, vagyis

pE(v)+wi(v Z wi(V) < W (3.10)

Igy tehat minden koordinita szerint beférnek a dobozok.

A 2. feltételhez pedig vegyiik figyelembe u,v € V, u # v dobozokat. A P3 alapjan van olyan
i€l,...,d ahol {u,v} ¢ E; igy {u,v} € E;. Mivel az F; az E; egy irdnyitédsa, ezért (u,v) € F;
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vagy (v,u) € F;. Ekkor a p" leképezés alapjan
pi (v) 2 pf () +wilu) vV pi () = pi (v) +wiv).

Mindkét esetben az u és v elvélaszthat6 egy x;—re merdleges hipersikkal, igy az u és v dobo-
zok diszjunktak. Tehat pf egy csomagolast ir le, és a p! definiciéja miatt ez a csomagolas
hézagmentes. L

3.3. Konzervativ skalak

Az egydimenziés dudl megengedett fiigvényeket felhaszndlva fel tudunk épiteni magasabb
dimenzids transzformdcidkat is, melyeket konzervativ skdlanak hivuk. Az igy attranszformalt
példanyok bepakolhatdk, ha az eredeti példany is bepakolhat6 volt, €s az egydimenziéhoz ha-
sonldan ezzel mddszerrel kereshetiink jobb als6 korlatokat. A dobozok méretét €s a konténer
kapacitasit most is normalizdltnak tekintjiik.

3.3.1. Definicié. Barmely i koordindtara, legyen

F(V,w;) = {ngyzgw,-(x) <1}, ie{l,...,d}

az i—mevaldsithaté dobozkészletek csalddja, vagyis a dobozok azon részhalmazai, melyek i
szerinti sz€lességeinek 0sszege nem haladja meg a konténer szélességét.

3.3.2. Tétel. Legyenek (V,w) és (V,w') OPP példdnyok. Ha minden i € {1,...,d} esetén
F(V,wi) € FZ(V,w)) (3.11)

akkor (V,w) bdrmely csomagoldsi osztdlya, csomagoldsi osztdly a (V,w')-re is.

Ez azt jelenti, hogy ha a méretfiiggvényt ki tudjuk cserélni anélkiil, hogy a dobozkészletekbol
elvesztenénk, akkor a csomagolési osztalyok sértetlenek maradnak.

Bizonyitds. Ahogy fentebb lattuk, egy csomagolds 1étezése ekvivalens egy csomagoldsi osz-
taly 1étezésével, vagyis a G; = (V,E;), i = 1,...,d grafok rendelkeznek a

P1: Minden G; = (V, E;) egy intervallum graf.

P2: A G;—nek minden fiiggetlen csicshalmaza x;—megengedett.

d
P3: ﬂ Ei=0
i=1

1
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tulajdonsdgokkal. Azt szeretnénk beldtni, hogy ha a (V,w)-hez tartozé G; = (V,E;), i =
1,...,d grifok teljesitik a P1, P2, P3 feltételeket, akkor ugyanazek a grafok (V,w')-re is
teljesiteni fogjadk. Mivel a csomagoldsi osztdlyra vonatkozo feltételek koziil csak a P2 fog-
lalkozik a dobozok méretével, ezért csak ebben lehet valtozas. Barmely stabil halmaza a G;
grafnak i-megengedett kell legyen, vagyis az elemek i—sz€lességének 0szege nem haladhatja
meg a konténer i—szélességét. Ez azt jelenti hogy a G; barmely fiiggetlen csucsohalmaza eleme
F (V,wj)-nek és ezért a feltétel szerint .7 (V,w!)-nek is. Tehit E = (E|,...E;) csomagolasi
osztalya a (V,w')-nek is. O

3.3.3. Kovetkezmény. Ha (V,w) bepakolhat6 és teljesiil a (3.11) feltétel, akkor (V,w') is
bepakolhato.

3.3.4. Definici6. A 3.3.2 Tétel feltételeit kielégits w' fiiggvényt (V,w) konzervativ skéldjanak
nevezziik.

3.3.5. Kovetkezmény. Ha w' egy konzervativ skéla a (V,w) OPP példanyra, akkor

Z vol,(b) <1

beV

sziikséges feltétele a (V,w) csomagoldsi osztalydnak létezésére.

Ahogy mar fentebb is emlitettem, a konzervativ skaldkat fel tudjuk épiteni dudl megengedett
figgvényekbdl. Most nézziik meg, ez hogyan lehetséges.

3.3.6. Lemma. Legyen (V,w) egy OPP példdny és u,...,u, dudl megengedett fiiggvények.
Ekkor w' := (uy(w1),...,ug(wq)) egy konzervativ skdla (V,w)-re.

Bizonyitds. Mivel u; i € {1,...,d} dudl megengedett igy

SeZWV,wi) < Ywib)<1l = Y u(wi(b) <1 & Se.Z(V,w). (3.12)
besS beS

]

3.3.7. Lemma. Legyen V egy dobozkészlet, w egy méretfiiggvény V-n, W pedig a (V,w)
kozervativ skdldinak egy véges részhalmaza. Ekkor az

Logpp(V,w) := max {Z volw/(b)—‘ (3.13)

WV | pev
egy also korldt a normalizdlt (V,w) OBPP példdnyra.
Bizonyitds. Azonnal kovetkezik a 3.3.3. Kovetkezménybdl. ]

40



Most térjiink vissza egy kétdimenzids problémahoz. Mivel a 3.1. fejezetben targyalt L3 als6
korlatot fel tudjuk irni konzervativ skalak segitségével, igy a lemma alapjan geometriai bizo-
nyitas nélkiil is lathatjuk, hogy egy érvényes alsé korlat. Ezt Fekete és Schepers a [2] cikkben
mutatta be.

El6szor is vegyiik a (3.4) és (3.5) normalizalt alakjat.
A p,q € (0, 1] paraméterekre

Li(p,q):={beV | 1-p<wi(b) N 1-g<wa(b)}

12<p,q>::{beva,q> | Lwm®) A §<wz<b>}

1
L(p,q) = {bEV | p<wi(b) < 3

o 2 -

Erre egy érvényes also korlat

|I3(p7Q)|_ Z m(b7p7Q)

bel;(p,
LPD(v,w) = |L(p,q) Uk(p,q)| + 16 3(171[1)
Hia

3.3.8. Tétel. Legyen p,q € (0, %] Ha
WP = (9P oy 9D owy)

akkor
LPD(V,w) = [vol, (I (p,q) UL(p,q) UL (p,q))]

Bizonyitds. A ¢(¢) duil megengedett fiiggvény és I (p,q) definiciGja alapjin

Vb e i(p,q) : vol ypq(b)=1-1=1

valamint I3(p,q) alapjan

Vb € (p,q) : vol ,pqg (D) = .
(p.4) W(M( ) Lp_lj M_lj
Tovéabba b € I ( D, q) esetén
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(- [(1—wi(b)p~"] . [(1=wa(b))g™ | _
P la~!]

_q1_ [(L=wi(®)p~']  [(1=wa(b))g""] N [(L—wi®)p~! | [(1—wa(b))g™"| _

iz - g~ lp~t g7t
L EJ {l—vy(b)J + BJ 1—Zz(b)J _ Ll—vgl(b)J Ll—vgz(b)J )
lp~ ' g
_ _m(b,p,q)
lp~t g7t

Mindent dsszevetve:

{VOZW/(,,_,,,) (I] (p,Q) UIZ(P,Q) UI3(p7Q))—‘ =

= Z vol i (D) + Z vol g (D) + Z VOlw/<P-,q)(b)“ =

beli(p,q) beh(p,q) beh(p,q)

—

[ m(b,p,q ) 1 w
e ) R

el sapal- § e

beh(p,q)

=LP9)(V,w).
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Kitekintes
Az elmult hénapok munkdjaval kozelebb keriiltem az dltalam megfogalmazott probléma meg-
valaszoldsdhoz, de a dolgozat adta valaszok még nem teljesértékiiek.

Legalapvet6bb kiegészités lenne, megismerni a felsd korldtokat hiszen a valé életnek lehetnek
egyszeri esetei, mikor mar ezek is elegendd informécidt szolgaltatnak. Sok esetben azonban
ennél bonyolultabb feladatokrdl van sz6. Ilyen lehet, amikor a tdrgyak nem téglalap alakuak,
vagy a szabdsi példamra visszagondolva meghatérozott szoggel elforgathatéak. Hogyan vél-
tozik a feladat, ha a konténerek nem azonos méretliek? Ezen érdekes megkozelitések, tovabbi

ismereteket rejtenek szamomra, melyeket a késébbiekben érdemes volna tovabb tanulmanyoz-
nom.
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