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1. fejezet

Bevezetés

I now understand the need for faith—pure, blind, fly-in-the-face-of-
reason faith—as a small life preserver in the wild and endless sea of
a universe ruled by unfeeling laws and totally indifferent to the small,
reasoning beings that inhabit it.”

- Dan Simmons, Hyperion

Szakdolgozatomban az n-dimenzios gomb térfogatanak kiszamitasaval foglalko-
zom. A dolgozati témavalasztasomat illetGen egyértelmiien befolyasolt az érdeklddés
a végtelenek, a végtelenség gondolatkorével foglalkozo témak. Mivel tgy gondolom,
hogy a matematika legszebb és legfigyelemreméltobb szakteriilete az analizis, ezért
kézenfekvs volt, hogy egy olyan toposzt emeljek ki, mely modfelett inspirald sza-
momra. A dolgozat irasa soran szem el6tt tartottam tovabbéa azt is, hogy az elkésziilt
munka akar egy nem szakmabeli szdmara is gondolatébreszté erével birjon.

A dolgozat négy {6 részre oszlik fel. Az els6 részben egy 3-dimenzids gémb
térfogatanak integrallal torténd kiszamolasaval foglalkozunk, ahol a térfogat alapde-
finiciojat is bevezetjiik, valamint megvizsgaljuk kapcsolatat a felszinnel. A masodik
részben ratériink az improprius integral fogalméra, valamint megnéziink néhany ér-
dekes példat végtelen testekre vonatkozolag. Ezutan ratériink a Gamma fliggvény-
re, ahol kis torténeti bevezetés utan legfébb tulajdonsagait elemezziik. Az utolso
részben pedig az eddig bevezetett fogalmakat, tételeket és definiciokat felhasznalva
adunk altalanos képletet az n-dimenzioés gomb térfogatéra.

Munkam elkésziiléséért koszonetet mondok témavezetémnek, Fehér Laszlo tanar
urnak a rendkiviil inspirdlo otleteiért, odaadé munkajaért, hogy elméleti, gyakorla-
ti informaciokkal segitette munkédmat, valamint megosztotta velem tapasztalatait,
észrevételeit, ezaltal értékes gondolatokkal gazdagithattam tudésomat és elkészit-
hettem dolgozatomat. Koszonom tovabba mindazoknak, akik segitettek, motival-
tak, tamaszt, segité kezet nyujtottak szamomra az évek soran.

Valamint koszonom Apéamnak, aki mindvégig hitt bennem.



2. fejezet

A Gomb térfogatanak kiszamitasa
integrallal

,---assuming that the galaxy’s most advanced civilizations are proto-
plasmic. But beings whose chemistry is based on molten copper, say,
would want a hotter environment. They might have evolved faster, in
temperatures where chemistry and biochemistry would move far faster.
There might be a lot more of them than of us. And their red-hot Dyson
spheres would look deceptively like red giant or supergiant stars. One
wonders. "

- Larry Niven, Bigger Than Worlds

2.1. Térfogat definicioja, kapcsolata a felszinnel

Kezdjiik a legelején a gomb definiciojaval. Ebben segitségemre volt Hajos Gyorgy -
Bevezetés a Geometridba |3] c. konyve.

1. Definici6. Gombfeliiletnek (szféra) nevezziik az n-dimenzios tér olyan pontjainak
meértani helyét, amelyek egy megadott ponttol megadott (0-t6l kiilonb6z6) tavolsagra
vannak. A gémb kozéppontja (centrum) az a pont, amelyiktdl a gomb pontjai egyenld
tavolsagra vannak. A gémb sugara (rddiusz) épp ez a kozos tavolsag, de ugyanigy
nevezziik azokat a szakaszokat is, amelyek a kozéppontot a gombfeliilet pontjaival
Osszekotik.

A gombot (ahogyan a kort is) egyértelmiien meghatarozza a kozéppontja és a
sugara, vagy pedig a kozéppontja és egy pontja. Ha egy R sugarti gombre igaz,
hogy R = 1, abban az esetben egységgombrél beszéliink.

Egy pont a gombfeliileten beliil vagy kiviil van aszerint, hogy a gdmbkézépponttol
sugarnyi tavolsagnal kissebb, vagy nagyobb disztancidra van. A gombfeliileten beliil
elhelyezked6 pontok a gombfeliilet pontjaival egyiitt a gombfeliilet altal hatarolt
gombtestet (témor gomb, golyo) alkotjak.

1. Megjegyzés. Hasznalni fogjuk a késébbiek sordn még az tin. n-gomb fogalmat.
Ez lényegében egy altaldnositasa a gomb definicidjanak a tér magasabb dimenzidira
vonatkozolag. Vesziink egy olyan n-dimenzids teret, mely n + 1 dimenziés térbe
agyazhato. Ez alapjan példaul egy 0-gomb felfoghato tgy, mint egy pontpar, az 1-
gomb, mint egy korvonal, és a 2-gomb, mint egy altalanos gombfeliilet alakzataként.

2



2. FEJEZET. A GOMB TERFOGATANAK KISZAMITASA INTEGRALLAL 3

Lényegében egy n + 1 dimenzioés Euklideszi térbe agyazva az n-gomb egy n + 1-
dimenzios, tomér golyo kiilss feliiletét, kiilsejét adja meg. Igy barmely n természetes
szamra definidlhatunk egy r sugara n-gémb -6t, melyre ugy tekinthetiink, mint egy
n 4+ 1 dimenzios Fuklideszi térbe valo beagyazast, amely ponthalmazt hataroz meg
egy centrumtol r tavolsagra, ahol r € R tetszéleges.

Igy S,-t definidlhatjuk, mint:

S, ={x € R |z|| = r}

A tovabbiakban &ltaldnos definiciot adunk a térfogatra. Ebben segitségemre a
Thomas’ Calculus [1] c. konyv volt.

Vegyiink egy pozitiv f(x,y) kétvaltozos fiiggvényt egy négyzetes R tartoményon
az xy-sikban. Ekkor az f fliggvény R feletti kettds integraljat tekinthetjiik ugy,
mint azt a 3-dimenziés térfogatot az zy sik f6lott, melyet alulrol R, feliilrél pedig
az f-fliggvény altal meghatarozott feliilet hatarol.

Z
z=f(x,y)
| /
|
¥ i
// | (xk,yk)

R ® 4
x Yl
AA,

Crs Vi)

2.1. dbra. Térfogat meghatarozéasa kozelits oszlopok térfogataval

Minden egyes f(xy, yr) - AAy szorzat az S = > f(xg, yr) - AAy Osszegben megadja
a térfogatat egy négyzetes oszlopnak, ami kozeliti a térfogatat a test azon részének,
amely kozvetleniil AA, folott all. Igy az S Osszeg kozeliti a test teljes térfogatat.
Ha az alapnégyzetet n x n részre osztjuk, akkor a definicionk az alabbi:

2. Definicié.
V=lmS, = //f(:v,y)dA,
n—oo
R

ahol n — oo esetén AA;, — 0.
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Igy ezen oszlopok finomitéasaval kaphatjuk meg a térfogatot.

(a)n =16 (byn =64 (c)n =256

2.2. abra. A térfogatkozelits oszlopok finomitasa

A toviabbiakban megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolatban all a gomb térfogata
a felszinével. Folytassuk gondolatmenetiinket R sugard gémbre.

A kozépiskolabol is ismert képletiink a gomb felszinére 4 R?7, amely sokat sejte-
t&en kapcsolatban all a térfogat % ismert képletével - latszolag éppen a derivaltja.
A kovetkez feladatban Fehér Ldszlo - Felszin szarmaztatdsa térfogatbol |4] jegyzete
volt segitségemre.

2.1.1. Feladat Mutassuk meg, hogy a gomb felszine definialhat6, mint a gomb
térfogatdnak derivaltja!

Vegyiik a kovetkezd példat. Van egy R sugart gombiink, amit d vastagsagban
befestiink. Nyilvan, mivel egy feliiletet szeretnénk kapni, ezért d-vel mindenképp le
kell osztanunk, mivel a dimenziénknak valamilyen négyzetes mértékiinek kell lennie.
Azt feltessziik azonban, hogy d nagyon kicsi.

)

2.3. dbra. R sugari gomb lefestése d vastagsdgban
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Ekkor, ha a felhasznalt festék térfogatara vagyunk kivancsiak, akkor ki kell sza-
molnunk az R, és az R + d sugari gombok térfogatanak kiilonbségét. Jeldlje A a
gomb felszinét.

1 (4R+d)>3r  4R3n 1 4rm 5 g AT, )
A_d( 3 3 )—d-S((R+d) R)—3(3R + 3Rd + d°).

Mivel feltettiik, hogy d nagyon kicsi, ezért a d-s szorzatok elhanyagolhatoak, s igy
megkapjuk a gdmb felszinének ismert képletét: 4R?7. Eme intuitiv allitas precizebbé
tehetd, ha atfogalmazzuk a példat, tehat azt mondjuk , hogy d-vel tartunk 0-hoz.
Legyen V(R) az R sugari gomb térfogata, mig A(R) annak felszine. Mindezt atirva
kapjuk, hogy

A(R) = lim V(R4 dc)i — VIR _ gy, (2.1)

2.2. A Gomb térfogata integrallal

A gomb térfogatat integralas segitségével fogjuk kiszamolni, ehhez felhasznéljuk az
analizis egyik alaptételét, mas néven a Newton — Leibniz tételt.

1. Tétel. (Newton-Leibniz-tétel) H f folytonos [a, b] minden pontjaban és F az
f primitiv fiiggvénye [a, b]-n, akkor

/ f(@)dz = F(b) — F(a).

2.2.1. Feladat Mutassuk meg integralds segitségével, hogy az R sugarti gémb
térfogata %!

A térfogat kiszamitasahoz sikmetszetek Osszegét fogjuk venni. Egy S térbeli test
sikmetszetének nevezziik azt az alakzatot, mely az S-et metsz6 stk ad meg.

y
A
R(x) sikmetszet
P, A(x) tertilettel
S /

’ I
~ I |
a I

2.4. dbra. Az S test x pontban vett sikmetszete

Egy test térfogatanak kiszamitasahoz az aldbbi lépésekre van sziikség:
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1. Vidzoljuk fel a testet és eqy dltaldnos sikmetszetét
2. Taldljunk képletet A(x)-re, ami a sikmetszet teriilete lesz
3. Allapitsuk meg az integrandus hatdrait

4. Az analizis alaptételének megfelelden hajtsuk végre az integrdaldst A(x)-en

Definialjuk gémbiinket az alabbi képlettel:

2yt = R
ahol = és y a kor centrumat, mig R annak radiuszat hatarozzak meg.
A stkmetszeteket tigy képzeljiik most el, mint a gdbmbot az x tengelyre meréleges

sikokkal, vékony korlemezekre valo felbontasat. Ezen sikmetszetek Gsszege megadja
a gomb teljes térfogatat.

2.5. abra. A Gomb és sikmetszete

Egy ilyen sikmetszet teriilete valamely = helyen, —R és R kozott
A(z) = my? = m(a® — 2?).
Igy a térfogatunkra az alabbi képlet adodik:

V= /_R Alw)da = /_R (@ = a)do = 7 [(123: - %31 ]; _

R R

. (2.2)

2.3. Forgastest felszine

Amennyiben szeretnénk mas geometridju feliiletek kiszamitasat is végrehajtani,
gy némiképp méas modszert kell alkalmaznunk. Szamolasunkat ugyanis megnehe-
zitheti, hogy a d tavolsag-ra 1év§ fiiggvény nem minden esetben tartja meg az eredeti
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alakzatunk forméjat. Gondoljunk csak pl. egy paraboléra, ahol a fels6 hatarnal méar
nem ugyanaz a fliggvénytink lesz d tavolsagra, mint amibdl eredetileg elindultunk.

A megoldashoz az ivhossz-t fogjuk visszavezetni teriiletre, vagyis besatirozzuk a
gorbénket d vastagon, ahol d nagyon kicsi, és a satirozott tartomany teriiletét osszuk
d-vel.

Legyen f : [a,b] — R egy derivalhato fiiggvény és ki akarjuk szamolni a grafikon
ivhosszat. Tegyiik fel, hogy d olyan kicsi, hogy ezen a skalan mar f grafikonjat egy
adott x-re az x-beli érinté jol kozeliti.

2.6. abra. Egy fiiggvény erintje adott a pontban, és ennek d tavolsagra 1év§ eltoltja

Ebben az esetben az abran lathato derékszogl hasonlé haromszogek oldalaira
kapjuk, hogy

h e+ (e fa)? TP
A ~ VTGP

£

tehat © = a-ban a d-tavolsagra 16v6 parhuzamos gorbe nagyjabol h = d/1 + f'(a)?-
tel van "feljebb".
Definialjuk ekkor f-nek a d-vel valo eltoltjat az alabbi formulaval:

fa(z) == f(x) +d/1+ f'(z)%
Ekkor kis d-re fy(x) grafikonja jol kozeliti a d tavolsagra 1évé parhuzamos gorbét.

Az f(x) és fy(zr) kozti normaltartoméany teriiletét integrallal tudjuk meghatéaroz-
ni, a mar ismert moédon:

b b
T(d) = / (fule) — f(a))de = d / VIt F@)ida.
T(d)

Az tvhosszt igy }liH(l)T fogja adni, igy kapott formulank
—

/ V1+ fl(x)dx (2.3)

lesz.
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A tovabbiakban térjlink ra a forgastestek felszinére. ElGszor vegyik egy f :
[a,b] — R derivalhato fiiggvény grafikontjanak megforgatottjat az x-tengely koriil.
Ekkor felhasznaljuk a forgastest térfogatara ismert képletet:

V= ﬁ/ab A (x)dz.

Alkalmazzuk tovabb el6z6 gondolatmenetiinket, és fessiik le a kapott alakzatot d vas-

tagsagban, tehat tekintsiik az fq(x) := f(x) +dy/1 + f'(z)? fiiggvény grafikonjanak
megforgatésaval keletkezett forgastestet. Igy ennek térfogata az alabbi lesz:

b
Vy= 7r/ fi(z)dx

Ekkor a felhasznalt festék térfogata az alabbiak szerint alakul:

b b
VeV = [(f30) = Pla)de =7 [ () + ayTF PP - P (o)de =

b b
d-27r/ f(x)\/1+f’(m)2dx+d2-7r/ (1+ f'(2)?)da.

Hasonloképp most is d-vel osztunk, majd d-vel tartunk 0-hoz, igy a felszinre kapott
képletiink

A= hded—V = lim (2w/abf(x)mda:+d-w/ab(1+f'(x)2)da:) -

d—0 d—0

b
= 27?/ flx)\/1+ f'(z)%dz (2.4)

2.3.1 Példa Vegyiik az f : [a,b] — R, f(z) := V1 — 22 fliggvény grafikonjanak
megforgatottjat az z-tengely koriil:

14{7 I
12 .
05

2.7. dbra. Az /1 — x? és annak z-tengely koriili megforgatottja

Ekkor f'(z) (a lancszabaly) miatt:

—XT

oy L 2\-1/2 _
fi(x) = 5(—2&:)(1 — 2?72 = it

Igy
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tehat az integralando fiiggvényiink a felszinképletbdl

1
1— 22

)1+ f(x)2 =1 —a2. =1

Igy a feliilet felszine

A=2m 1 f(:t?)\/l—l—f’(l’)QdZL':Qﬂ'/l ldx = 4m,
-1

-1

ami jelenleg R = 1 esetre megegyezik a (2.2.1.) Feladatban kapott eredménnyel.

2.4. Fubini tétel, szukcessziv integralas

A tovabbiakban a teriilet, térfogat fogalmaira kézosen a mérték szot fogjuk hasz-
nalni, melynek definidlasahoz Laczkovich Miklos - T. Sdos Vera - Analizis I1. |2] tan-
konyvét vettem alapul. Valojaban a mértéket mindegyik R™ térben definialni fogjuk,
és a terliletet, illetve a térfogatot az igy kapott kozos fogalomnak az n = 2, illetve
n = 3 specidlis eseteként kapjuk meg.

Nyilvanvalo, hogy n > 3 esetén nehéz idealizalnunk a tér fogalmét, de szerencsére
matematikai eszkozeink segitségével R™ -re altalanositva idealizalhatjuk a sikban és
térben megalkotott fogalmaink nagy részét barmilyen n esetre. A legkézenfekvébb
eset a tengelyekkel parhuzamos téglalap, illetve téglatest fogalma. Mivel a sikban,
illetve a térben ezek az [a1,b1] X [ag, bs], illetve [ay, b1] X [ag, bo] X [as, bs] alaku hal-
mazok, ezért R™ ben tengelyparhuzamos téglatestnek, roviden téglanak fogjuk
nevezni az

[al, bl} X ... [an, bn]

alakt halmazokat, ahol a; < b; minden 7 = 1,...,n-re. Az n = 1 esetre igy a
tégla fogalma egybeesik a nem elfajulé, korlatos, zart intervallum definiciojaval.

Ahhoz, hogy tobbszoros integralokkal is tudjunk szamolni, az alabbiakban né-
hény fontos tételt fogalmazunk meg, melyek szerint majd minden integralt vissza-
vezethetiink alacsonyabb dimenzioju integralokra.

2. Tétel. (Fubini-tétel) Legyen f folytonos az R = X [c,d] C R? téglan, ekkor

//fa:ydA //fxyda:dy—//fxydydx

Igy a tétel azt mondja ki, hogy a kettds integralja egy folytonos fiiggvénynek vala-
mely normaltartomanyon kiszamithaté az integralas egymas utani végrehajtasaval,
a sorrendtd] fiiggetleniil.

A tétel tobbszori alkalmazasaval kovetkeztethetiink egy tjabb tételre.

3. Tétel. (A szukcessziv integralas tétele) Legyen f folytonos az R = [ay, b;] X
- X [an, by] C R™ téglan. Ekkor

/fdx:/abn...(/bQ( blf(xl,...,xn)dxl)dxg)...dxn.
J . o \Ju
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2.4.1. Példa Az e*V fiiggvény integralhato a [0, 1] x [0, 1] négyzeten, mert foly-
tonos. A szukcessziv integralas tétele szerint itt az integralja

1/ 1 1 1
/ e Vdadr = / (/ e“ydy) dx = / e’ (/ eydx) dx =
o \Jo 0 0

[0,1]x[0,1]

/Olef”‘(e—l)da::(e—l)Z.

A feladatbol kovetkezik annak altaldnositésa, miszerint, hogy ha az egyvaltozos
f:la,b] = R és g : [c,d] — R fiiggvények integralhatoak, akkor az f(x) - g(y) fiigg-
vény integralhato [a, b] X [c, d]-n és az integraljanak értéke (f; f(a:)d:v) : (fcd g(y)dy) .

2.5. Integraltranszformaci6é polarkoordinatakka

A tovabbiakban bevezetjiik a poldrkoordindtdk fogalmat. A polarkoordinita megha-
tarozéasahoz elGszor is rogzitiink egy O origot, és egy 0-t, amely az O P félegyenesnek
az x tengely pozitiv felével bezart szoge.

P(rcos©,rsin®)

Origo /=)
@)

X

2.8. abra. A polérkoordinata meghatarozasa kezdeti O centrummal és 6 szoggel

Az abra szerint tehat P polarkoordinatai (r,0), s igy Descartes-féle koordinatai
(rcosf,rsinf) lesznek. Az origo polarkoordinatéi (0, 6), ahol 6 tetszleges.
Mindez gombi koordinatakra az aldbbiak szerint néz ki:

(x,y,2)=(0,6,p)

2.9. 4bra. Gombi koordinatak
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2.5.1. Feladat Szamitsuk ki az R sugari gomb térfogatat polarkoordinédtas alak-
ban!
El6szor is nézziik az alapképletiinket:

2’ +y’+2° =R
Megoldasként azt a megkozelitést fogjuk alkalmazni, hogy csak a fels félgombre
vonatkozolag a szamitjuk ki a térfogatot, igy a végén elég lesz, hogy csak megdup-
lazzuk az eredményiinket.

Mivel gémbi koordinatakat hasznalunk, ezért tudjuk, hogy hérom féle valtozonk
lesz: két szogvaltozo, és egy sugar-valtozo. Az integralunk igy valamilyen D tarto-

manyra:
o Jlfo
D

2.10. abra. A félgomb paraméterezése

Az abrarol leolvashato, hogy a 6 paraméter egy teljes kort jar végig az xy sikon,
igy [0,27], a ¢ csak a zz sikon [0, 7], illetve a o sugar paraméter a [0, R] intervallumon
mMozog.

Ahhoz, hogy a dV infinitezimélis térfogatelemet meghatarozzuk, kicsit at kell
fogalmaznunk a térfogatrol alkotott definiciénkat. Azt lattuk, hogy Descartes-féle
koordinata-rendszerben az infinitezimalis térfogatelemekre tigy gondoltunk, mint kis
négyzetes oszlopelemekre. Gémbi koordinaték esetén azonban tgy kell ezeket elkép-
zelni, mint kicsit gorbitett objektumok, amik "korbedlelik" a gdbmbot.
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2.11. dbra. A gémb egy térfogateleme

Mivel a tobbszoros integralas soran minden egyes kiilonallo integral a téle kii-
16nb6z6 valtozojut konstansként kezeli, éppen ezért ha szeretnénk azt latni, hogy a
darabkékat hogyan rakja 0ssze a harom integral egyiittese, akkor érdemesebb arra
gondolni, hogy ezen darabkak térfogata kifejezhet6 a kiilonb6z6 koordinatdk meg-
valtozéasaként.

Ahogyan ezen kis blokkok 0-hoz tartanak, tigy a gorbiiletiik olyannyira elhanya-
golhatova valik, hogy négyzetes elemként kezelhetGek.

Az egyik oldal hosszban pici valtozast reprezental a kézépponttol.

2.12. dbra. R valtozéasa a kozépponttol

A maésik két oldal pedig a méasik két koordinatabeli valtozasokat, vagyis df és
dy valtozast mutatja. Mivel azonban 6 és ¢ csak szoget ad meg, ezért be kell Sket
szoroznunk egy hossz mértékegységgel is, hogy megfelel6képpen tudja a négyzetes
kis objektumunk méretbeli valtozasait reflektalni. Igy példaul az az oldal, mely a ¢
valtozo szerinti valtozast reprezentalja rdy hosszi lesz.
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2.13. &bra. ¢ valtozasa

Az oldal, mely 6 megvaltozasaval van Osszefliggésben egy olyan korvonal része,
mely a z-tengelyt korbefutja, de ennek méar nem r a hossza, hanem a hajlasszog
valtozasanak fiiggvényében r-sin . Igy kis valtozasra a 6 valtozohoz tartozo ivhossz
rsin pdf lesz.

2.14. abra. 0 valtozéasa

Igy a dV infinitezimalis térfogatelemre adodik a
0% sin pdodfdyp

Osszefiiggés. A félgomb térfogatanak kiszamitasara tehat az alabbi képletet hasz-

naljuk:
5 2 R
V= /// dV = / / / 0% sin Ododfdp.
D ¢=0J0=0Jo=0
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z rorp 37R 3 5 2 3 I3
/ / [Q—} sin pdfdyp = & / / sin pdfdyp = & / [9]37r sin pdp =
o Jo 3 o 3 Jo Jo 3 Jo

2R3 [T 2m R3 z 23 T
3 /0 sin pdyp = 3 [—cos g = 5 [— cos (5) - (- 003(0)} =

2R3m
3

Igy tehat a teljes gomb térfogatara kapjuk, hogy
AR3T
3

)

ami természetesen megegyezik (2.2)-vel.



3. fejezet

Az improprius integral

LAn interesting idea,” Professor Johnson said. “I had not thought of
it, and it will be interesting to try. Very well, I shall not ...” There
was no paradoxr at all. The cube remained. But the entire rest of the
Universe, professors and all, vanished.

- Fredric Brown, Fxzperiment

3.1. Az improprius integral

A tovébbiakban olyan integrélokat fogunk vizsgélni, melyek hatarai nem korlato-
sak. Ahhoz, hogy tudjuk ezeket mégis értelmezni, bevezetjiik az improprius integrdl
definiciojat Laczkovich Miklos - T. Sos Vera - Analizis I11. |2] alapjan.

3. Definici6. Legyen f értelmezve az [a,00) félegyenesen, és tegyiik fel, hogy f
integralhato [a, b] — n minden b > a-ra. Amennyiben a

b
lim/ flzx)de =1
b—o0 a
hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény [a, co)-beli
improprius integrdlja konvergens és értéke I. Ezt ugy jeloljik, hogy faoo flz)dx = 1.
Amennyiben a blim fab f(z) dx hatarérték nem létezik, vagy létezik, de nem véges,
— 00

akkor azt mondjuk, hogy az improprius integrdal divergens. Ha

b—o0

lim /b f(z)dz = o0 (vagy — o0),

akkor azt mondjuk, hogy az fab f(z)dz improprius integral létezik és az értéke
00, (illetve — 00).
Hasonloképp értelmezziik a [*_ f(x)dz improprius integralt.

Sziikségiink lesz még egy olyan tételre is, amely konvergenciara, divergenciara
vonatkozo igen erds feltételt fog tudni megadni szamunkra. Segitségével bonyolult
integralszamitasi feladatokat tudunk megoldani anélkiil, hogy hosszasabb szdmolga-
tasokba bocsajtkoznank.

15
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4. Tétel. (Majorizacids-elv) Legyen f és g integralhato [a, 5) minden korlatos és
zéart részintervallumaban, és tegyiik fel, hogy van olyan by € [a, 3), hogy |f(x)| <
g(x) minden = € (by, §)-ra. Ha ffg(x)dx konvergens, akkor ff f(x)dx is konver-
gens.

2. Megjegyzés. A majorizacios tétel a divergencia kimutatésara is alkalmas: ha
g(x) > |f(z)| minden x € (by, B)-ra és ff f(z)dz divergens, akkor ebbdl kévetkezik,
hogy ff g(x)dx is divergens. Persze nyilvanvalo, ha az utobbi konvergens lenne,

akkor ff f(x)dz is konvergens lenne. Igy a tételt ilyetén formajaban minorizdldsnak
szokas nevezni.

3.2. Gabriel harsonaja

A kovetkezd példa Evangelista Torricelli (1608-1647) nevéhez kothets, aki Gali-
leo Galiler (1564-1642) tanitvanya volt, és leginkdbb a barométer feltaldlasa miatt
ismerhetjiik nevét. Azonban szintén hozza kéthets a Gabriel Harsondja, avagy "festd
paradoxon" néven is ismert feladat.

Tekintsiik az 1 fliggvényt az [1,00) intervallumon, majd vegyiik ennek az -
tengely koriili megforgatottjat.

e

25

3.1. abra. Az % és annak x-tengely koriili megforgatottja
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A forgastestiink ekkor tehat egy végtelenbe futo alakzat. Azt szeretnénk kisza-
molni, hogy mi lehet ennek a testek a térfogata, illetve a felszine. A forgéastestiink
felszinének képletére (2.4)-es egyenletet hasznaljuk fel, térfogatara pedig a mar ko-
rabban latott tételt:

5. Tétel. Ha f nemnegativ és integralhato az [a, b] intervallumon, akkor az f altal
meghatarozott forgastest mérhetd, és a térfogata

V. /ab[f(x)]de.

Ahhoz, hogy a feladatot megoldjuk, a 4. Tételen kiviil sziikségiink lesz még
egy, konvergenciat biztosito feltételre is.

6. Tétel. Az floo Iipda: integrél akkor és csak akkor konvergens, ha p > 1. Azaz:

> 1 L hac>1,
—dr =4 P71
,aP oo haz<1.
Fentieket felhaszalva szamitsuk ki az alapfiiggvényiinkbdl az x -tengely koriil
megforgatott forgastestiink térfogatat, vagyis

1 <1 <1
—:>VGH:7T/ —dxr =7 lim —dx =
x ;22 boo ;a2

. 1
bkﬁﬂ(l—z)—ﬂ

Most nézziik a testiink felszinét. A (2.4) -es egyenletbe behelyettesitve kapjuk,
hogy

b
1
27r/ -V 1+ z4dx
LT

A gydkjel alatti kifejezést vizsgaljuk meg. Mivel jelenleg = € [1,00), ezért nyilvan
2~% > 0. Ahhoz, hogy a felszinre kapjunk egy értéket felhasznaljuk a 4. Tételt,
tehét keresilink egy olyan fliggvényt, amely kissebb egyenld, mint a mi fliggvényiink,
de emellett divergens is. Egy ilyen fiiggvény a 6. Tétel szerint

b1
27r/ —\/Idac.
1T

Ennek eredménye 27 - In(b), amely lim, ., esetén oo.

Tehét azt az kiilonos eredményt kaptuk, hogy mig a testiink felszine végtelen,
addig ezt a végtelen feliiletd testet egy véges mennyiségi festékkel, m -vel, mégis
be tudjuk beliilrsl festeni" tgy, hogy beledntjiik a festéket, és az a bels6 oldalara
tapadva bemézolja. Mi lehet az intuitiv magyarazat minderre? Két dolgot kell
figyelembe venniink: egyrészt a valésagban nincs olyan objektum, amelynek nincs
vastagsaga, de mégis be lehetne festeni, mésrészt viszont a festéknek maganak van
minimélis vastagsdga, ami az atom atmérdje (1071° m), igy lesz egy olyan tavoli
pont az x-tengely mentén haladva, ahol olyan kicsi lesz a harsona atmérGje, hogy
ezt a szik rést a festék ,betomiti".
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3.3. A Pszeudoszféra

A kovetkez6 példankban segitségemre volt a Szolcsanyi Endre - Defferencidlgeomet-
ria és Vektoranalizis [5] cimi jegyzet. Ebben a részben egy olyan feliilettel fog-
lalkozunk, mely egy specalis gorbe megforgatésaval keletkezik, és mellyel legel6szor
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foglalkozott. Az alapfeladat a kévetkezs-
képp volt megfogalmazva: Mi az Gtvonala egy objektumnak, amely egy parhuzamos
allasbol indul, mikozben egy alland6 hosszisagu fonallal van régzitve, és egy egye-
nes, horizontalis vonalon huzzuk végig? Szemléletesen tgy képzelhetjiik el, hogy
az objektumnak egy kutyét, az éllandé hossztusagnu fonalnak a porazat, mig a hori-
zontalis vonalnak a kutya gazdajanak utvonalat képzeljiik el. Az igy kapott gérbét
ezért is nevezik németil hundkurve, azaz "kutyagorbének”. A gbérbe precizebben
megfogalmazva:

4. Definici6é. Az olyan sikgérbét, amelynek minden pontjaban van érintGje, és ez

az érinté mindig metsz egy, a gorbe sikjaban lévs e egyenest, és tovabba az érintének

az érintési pont és az e-vel vald metszéspont kozotti szakasza allando a hosszusag,

tractriz-nak, vagy vontatdsi gorbének nevezziik. Az e egyenes a tractrix tengelye.
A tractrix egyenlete Descartes koordinatakkal megadva:

1 2 4,2
x:@.ln<+— vay>_
Y

2 2
as —y-,

ahol a € R paramétert szokas pszeudorddiusznak is nevezni.

a kutya avonala

1 15 2 25 3

05
a bazd: T
a gazda a gazda utvonala

-0.5

3.2. abra. A tractrix gorbéje

A tractrix z-tengely koriili megforgatottja adja meg a pszeudoszféra alakzatat.
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3.3. abra. A pszeudoszféra alakzata

A pszeudoszféra egy olyan alakzat, melynek gorbiilete negativ. A gorbiilet je-
lentését nem nehéz meggondolni: egyszertien annyit jelent, hogy a feliilet egy része
mennyire tér el attol, hogy "lapos" legyen. Ez alapjan a gorbiilet lehet pozitiv,
negativ, vagy nulla. Ha mindezt tgy képzeljiik el, hogy a feliilet felszinén allva vizs-
galodunk, akkor példaul egy nagy gombon allva a feliilet minden iranyban téavolodva
elgorbiil a feliilet. Ezt pozitiv gorbiiletnek nevezziik. Ha azonban egy nyeregfelii-
leten vagyunk, akkor ahol a ldbaink helyezkednek el a pozitiv gorbiiletti, amelyik
azonban el6ttiink, és mogottiink van, az a mi irdnyunkba gorbiil, és ezért negativ
gorbiiletd. A zér6 gorbiileti feliilet egy sik.

5. Definici6. Legyen a térgorbe P, () pontjaiban vett érinték hajlasszoge Aa, a
PQ iv hossza PQ = As. A % szamot a PQ iv dtlaggorbiiletének nevezzilk. a
K =limg,p % hatarértéket a térgorbe P pontbeli gdrbiletének nevezziik, feltéve,
hogy ez a hatarérték mindig létezik.
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o Q

\Aa
P /

3.4. abra. A gorbiilet definicidja

Ez a harom tipusu gorbiilet a kétdimenzids geometria harom alaptipusaval van
Osszefiiggésben: a pozitiv gorbiilet a gombivel, a zérd gorbiiletd a hagyoményos
Euklideszivel, mig a negativ gorbiiletd a hiperbolikussal, melynek jelentds tanulma-
nyozéasa Bolyai Jdanos (1802-1860) nevéhez fiizédik.

A gorbiiletet testek felszinére kicsit masképp kell elképzelni. Ha fogunk egy si-
ma papirlapot, és finoman behajlitjuk, akkor mindig csakis egyféle iranyba gorbiil.
Barmely pillanatban tudunk talalni a papiron legaldbb egy olyan iranyt, amely men-
tén létezik egy egyenes vonal. Vagyis hajlithatunk belSle hengert, kiipot, de olyan
alakzatra sohasem tudjuk formalni, hogy a gombfeliilet egy darabkajara hasonlitson
anélkiil, hogy valamilyen torzitast, gytirést, ne végeznénk el menet kézben a papiron.

Ha vesziink egy gombfeliiletet, akkor azt nem tudjuk tgy kisimitani, hogy vala-
melyest ne torzitanank rajta. Gondoljunk csak a térképekre - egy gomfeliilet sikba
teritett megjelenitése csakis torzitasokkal lehetséges. Hasonloképp egy narancsnak
a héjat sem lehet ugy , kilapitani", hogy kozben ne roncsolnénk ssze. Kis héjdarab-
kara persze ez a torzolés is kicsi.

Aszerint tesziink tehat kiilonbséget a felszinek gorbiiletei kozott, hogy egy sikba
rajzolhato, € sugara kor tertilete, és az adott felszinre rajzolt kor (tehat egy olyan
zéart gorbe, amely a felszinen adott ponttol e tavolségra van) teriilete mennyiben tér
el egymastol, s ez alapjan pozitiv, illetve negativ, an. Gauss-gorbiiletd a felszin.
Ennek kiszdmitasara hasznalhat6 az alabbi formula

K = tim 1275 —AE)
e—0+ med

Lényeges kiilonbség, hogy mig egy térgorbe gorbiilete extrinsic (kiilsédleges, kiil-
s6 hatéasok altal befolyasolhato), addig a Gauss-gorbiilet intrinsic (belsédleges, 1é-
nyegi természetét megtartd) tulajdonsagu, azaz mindegy hogyan hajlitgatjuk a fel-
szint, amig nem végziink rajta eltorzitast, nyujtast, vagy Osszenyomast gorbiiletét
megtartja.

Maga a pszeudoszféra elnevezés onnan ered, hogy egy rendkiviil fontos tulaj-
donsagban megegyezik a gomb-bel: a gorbiilete alland6. Ugyanigy a pszeudoszféra,
kivéve a kozepénél 1évé éles gytirtit, allando negativ gorbiiletd. Emiatt adodik, hogy
a pszeudoszféra a hiperbolikus geometria egy idealis alapkornyezetét szolgélja, aho-
gyan a gomb szolgélja a gombi geometria alapjat. Egy haromszog belsé szogeinek
Osszege igy a gombi koordinatarendszerben 180°-nél nagyobb, Euklidesziben 180°,
mig hiperbolikus rendszerben 180°-nél kisebb lesz.



3. FEJEZET. AZ IMPROPRIUS INTEGRAL 21

Erdekesség még, hogy a pszeudoszféra felszinének nagysaga megegyezik a gom-
bével, azonban térfogata éppen a fele, azaz

Aps(a) = 4na®

2ra’
3

Vps(d) =

3.4. Improprius integral polarkoordinatak esetén

Mint azt mar lathattuk, egy integralnak a hatarai nem feltétleniil korlatosak, de
limesz segitségével konvergenciat vagyunk képesek megallapitani. A tovabbiakban
felhasznaljuk a 3. Tételt, hogy kiszamoljuk az alabbi integralt:

/ e dx (3.1)
0

Ahhoz, hogy ezt kiszamolhassuk, némiképp at kell alakitanunk az egyenletet. Ezt
ugy tessziik meg, hogy hozzavesziink még egy valtozot. Ezt megtehetjiik, mivel nem
szamit, hogy egy valtozot minek neveziink el, egymastol ezek ugyanugy fiiggetlenek
lesznek. Gondoljunk példanak okért arra, hogy pl.

[ tade= [ sw.

Ezzel a gondolatmenettel folytatva az integralunk az alabbi alakot fogja 6lteni:

/ / e~ @) dady (3.2)
o Jo

Ezzel szamolunk tovabb, azaz a 2. Tételbdl kivetkezGen

/ / e~ ) dudy = / (/ e(x2+92)d:c> dy = / e (/ €y2dy) dr =
o Jo 0 0 0 0
o] [e¢) oo 2
/ e dr - / e_y2dy = (/ e_$2d1‘> .
0 0 0

Vagyis megkaptuk az eredeti integralunk négyzetét. Innen attériink polarkoor-
dinatakra. Transzforméacié utan az alabbi integréalt kapjuk:

/2/ e " rdrdf
o Jo

Ezzel tovabbhaladva kapjuk, hogy

/2/ e_rzrdrdﬁz/ (/ €_T27”d7“) d9:/ / e " rdd | dr =
o Jo 0 0 0 0

M)
N
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Végeredményiil tehat 7 -et kaptunk, de ez az érték az eredeti integralunk négy-
zete, vagyis a gyokvonas utani eredményiink

NG
e (3.3)

3.5. A normalis eloszlas

Egy masik szamoléas ttjan is eljuthatunk (3.3) -as eredményiinkhoz. Ismeretes a
normélis eloszlas képlete:

© ]_ 1l/x—pN\2
N(p,0) = / e 205 dr = 1,

0 OV 2T

ahol x egy normélis valoszintiségi valtozo. A fliggvény grafikonjat két érték befolya-
solja: az atlag (u) és a szoras (o). Az eloszlas atlaga hatarozza meg, hogy hol lesz a
fiiggvény centruma, a szoéras pedig meghatarozza, hogy milyen magas és széles lesz
az abra (lasd Interaktiv GeoGebra dbra [11]). A normaélis eloszlas képe minden eset-
ben egy szimmetrikus haranggorbe formajat veszi fel, ahol az x-tengely a fiiggvény
aszimptotaja.

3.5. abra. A normélis eloszlas strtiségfiiggvényének grafikonja

A normalis eloszlas egy valdszintiségi eloszlés, és emiatt a gorbe alatti teriilet ér-
téke a u, o paraméterek tetszéleges valtoztatasa esetén is mindig 1-gyel lesz egyenld,
hiszen egy esemény bekovetkezésének valoszinilisége mindig maximum 1 lehet. An-
nak a valoszintisége, hogy az x valtozd nagyobb, mint b megegyezik a gorbe alatti,
(—o0, b] intervallum altal hatarolt teriilettel.
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3.6. dbra. Valoszintség a (—oo,b] intervallumon
Legyen most = 0 és o = 1, tehat az atlag 0, és a szoras 1. Igy kapjuk, hogy

1 g2
e 2 dr = 1.
/_oo \ 2T

A kovetkez§ 1épéshez sziikségiink lesz egy tételre, amelyet integrdltranszformdcids
formuldnak neveznek.

7. Tétel. Tegylik fel, hogy a ¢ fiiggvény differencialhaté az I intervallumon, f
értelmezve van a J = g(I) intervallumon, és f-nek van primitiv fiiggvénye J-n.
Ekkor az (f o g) - ¢’ figgvénynek is van primitiv fiiggvénye I-n, és

[ (o) g0yt = Plo®) + .
ahol [ fdx = F(z) + c.
Legyen
v = vu

de = V2du
Amit az integralunkba befrva kapjuk, hogy

) \/é )
e “du=1.
/—oo V2T

Az egyenletet atrendezve

/ e du = N3

[e.e]



3. FEJEZET. AZ IMPROPRIUS INTEGRAL

adodik.
Mivel a normalis eloszlas egy paros fiiggvény, jelenleg [0,0] centrummal, ezért

2

/ e du = ﬁ (3.
0

24
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4. fejezet

A Gamma fliggvény

»2Madam, I have just come from a country where people are hanged if
they talk.”

- Leonhard Euler, Remarkable Mathematicians
- From Fuler to Von Neumann

4.1. Torténelmi hattér

A gamma fiiggvény sziiletése 1729 kornyékére datalhato két ikonikusnak szamito
elme levelezései nyoman. Egyikiik az akkor épp Szentpétervaron él6, svajci matema-
tikus, Leonhard Euler (1707 - 1783), mig masikuk az akkor Moszkvaban él6 német
matematikus, a méltan hires, maig megoldatlan Goldbach-sejtés atyja, Christian
Goldbach (1690-1764) volt.

Erdekes tény, hogy bar mindkettejiik anyanyelve a német volt, levelezésiik latin
nyelven folyt. Konnyen lehet, hogy a XVIII. szdzadban egy elfogadott séma volt
a tudomanyos levelezésben a latin nyelv, hiszen a formalis matematikai kifejezések
csak joval késsbb alakultak ki.

A gamma fliggvény tobbféle matematikai irdnyzat vegyitésének eredményeképp
sziiletett. Egyik ilyen volt az interpolécidelmélet, mely leginkabb a XVII. szazadi
angol matematikusok eredményeire tamaszkodott, mig egy masik az integralkalkulus
és azon beliil is a hatarozatlan integralokkal foglalkozo &g volt.

Egy bizonyos, latszolag egyszerd problémaval indult a torténet, amely megfordult
tobbek kozott Goldbach-nal, Daniel Bernoulli (1700 - 1782) -nal, valamint James
Stirling (1692 - 1770) -nél is, mig végil Eulerhez is eljutott. Euler eredményét
két levélben osztotta meg Goldbach-hal, mellyel tulajdonképpen egy olyan kiterjedt
levelezés indult el kettejiik kozott, amely Goldbach halalaig tartott.

Az egyik legegyszertibb sorozat egész szamokra az 1,1 +2,14+2+3,1+2+4+3+
4,4+ -+ +n, melyre egy ismert Osszegz$ formula az Y, = (3n(n +1). A formuld-
nak nyilvan van egy elényos tulajdonsaga, miszerint egy végtelen hosszu Osszeadést
leegyszertisit harom rogzitett miiveletre: egy Osszeadasra, egy szorzasra, illetve egy
osztasra. Egyrészt nyilvan praktikusabb példaul az elsé 100 egész szam Gsszegét ily
modon kiszémolni, mésrészt valaszt kaphatunk igy arra is, hogy példaul hogyan néz
ki az els6 73 szdm Osszege, ami jelen esetben 27% = 1(73)(75 +1) = 37,875. Eképp
a formula kib&viti az eredeti probléma értékkészletét olyan elemekre is, melyek ere-
detileg nem képezték a részét a feladatnak.

25
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Eljuthatunk egy lényegesen nehezebb feladathoz, ha az Osszeadasjelet szorzésra
cseréljiik, vagyis 1,1-2,1-2-3,1-2-3-4, - - - - | -n, ami persze nem mas, mint a faktorialis
funkcid, azaz n!. Mivel a faktorialisok mindenhol jelen vannak a matematikaban
(leginkdbb a kombinatorika és valoszintiségszamitéas teriiletén), konnyen adodik a
kérdés: van-e olyan fiiggvény, mely meg tudja hatarozni (egyszerti eszkozokkel) az
els6 n szém szorzatat? Ebben az esetben vajon milyen értéket kapunk 7%! esetén?

Ennek az interpolacios probléménak a felvetése vezetett a gamma fiiggvény meg-
sziiletéséhez, hiszen ez Osszefiiggésben all az el6zével, ugyanis ha van egy formulank
egy adott probléméra, akkor a lehetGség ugyanugy fennall, hogy kozbiils6 elemeket
rakjunk az értékek kozé. Azonban nem létezik olyan egyszert formula, mint )
esetén adodott, ugyanis a probléma ebben az esetben tulmutat az egyszeri algebrai
fiiggvények hatarain.

Az interpolacios feladat persze mai szemmel nézve annyit jelentene, hogy egysze-
rien allitsunk egy fiiggvényt azokra a pontokra, melyek athaladnak az (1,1),(2,2),
(3,6), (4,24), satobbi pontokon, vagyis a faktoridlis (n,n!) értékein. Egy ilyen
fiiggvény felrajzolédsa persze nem jelentene akadalyt, végtelen sokféleképp lehetne
mindezt megtenni gorbék rajzolasaval. Viszont nem ez volt Fuler eredeti elképze-
lése. Szamara egy analitikus kifejezés, egy expressio analytica megtalalasa volt a
f6 feladat, mely, ha képes megalkotni, lehet&séget nyujthat arra, hogy pozitiv egész
szamokra a faktorialis értékeit adja meg, de mindemellett értelmes kifejést adhat
attol eltérs valtozokra is.

Végiilis Euler kisérletezgetése a végtelen szorzatokkal a kovetkezd Osszefiiggést

eredményezte:
2\" 1 3\" 2 4\" 3 o
1) n+1)\2) nt2]|\3) n¥3] "™

A tudos megfigyelte, hogy némi atalakitassal n = % esetén a baloldalbol John Wallis
(1616 - 1703) egy hires egyenlete adodik:

2.2 4.4 6-6 8-8 T
(1~3) (3-5) <5-7) (7~9)"'_‘2

Bar a feladat latszolag megoldédott, Euler ennél tovabbment: azt tapasztalta,
hogy a képlete egész n-ekre egész egész eredményeket, mig n = %, %, % -+, sth.-re
olyan értéket ad, mely valahogyan kapcsolatban all w-vel. A konstant megjelenése
nem lehetett véletlen, és a megfigyelés arra késztette, hogy egyenletét attranszfor-
mélja integrélla.

Az itt kdvetkezd szamitasok FEuler sajat tollabol valok, és szakmai szemmel nézve
nem feltétleniil ttinnek konvencionalisnak, de a matematikus méltan volt hires egyedi
megoldésairol, és zsenialitasa kétségteleniil eltér a megszokottol.

Kezdetben vett egy olyan integralt, mellyel korabban mar foglalkozott Wallis,

Isaac Newton (1642 - 1726/27), valamint Stirling is:

1
/ (1 — x)"du.
0

Az egyenletet elGszor a binomidlis tétel szerint kifejtette (1 — )™ szerint:

1 . _— 1-2...n
/0 vl = z)ide = (e4+1)(e4+2)---(e+n+1)
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ahol n € 7Z, e pedig egy mesterséges valtozo.

Itt mar megjelenik az elsé n szam szorzata, vagyis n!, amit szeretett volna izolalni
az egyenletbdl. Behelyettesitett e helyére f/g-t, majd f = 1-et, valamint g = 0-at
beirva a képletbe kapta, hogy

/ 2/0dx(1 — )"

0n+1
Ezutan mar ennek a kifejezésnek a megoldasara fokuszalt. ElGszor helyettesitette
x -et 29/U+9) _vel, majd a kapott eredményre ismét hasznalta az f = 1, illetve g = 0-
at, mely végiil eredményezte az
1— $0 n
/ =2
On

alakot. Ezutédn L’Hopital-szabélyt alkalmazott, majd djabb helyettesités utan, kap-
ta, hogy
1 — 0\n
( 0:’ L——

melybdl adddott, hogy

1
n! = / (—logz)"dx
0
A T fiiggvénnyel persze ma mar valamelyest mas formaban talalkozhatunk:

['(z) = /000 v* e dx (4.1)

Ahol e = 2.71828 - - - | vagyis a természetes logaritmus alapja, z € C tetszGleges
komplex szam és R(z)>0. A fiiggvény mai alakjat, ahogyan a gorog I' jelolést is, a
francia matematikusnak, Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833)-nek koszonhejtiik.

Bar a I' fiiggvény, mint definidlva volt, minden z € C szamra értelmezve van
(beleértve a szingularis pontjait nempozitiv egészeknél) a tovabbiakban csak az n €
N*-beli értékeivel fogunk foglalkozni.

T T T
! | | |

4.1. abra. A T fiiggvény valds szamokra
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4.2. A Gamma fliggvény nevezetes tulajdonsagai

AT fiiggvény tehat egy folytonos kiterjesztést ad a faktorialis funkcionak a komplex
szamokra bezarolag. Pozitiv egészekre konnyen meghatarozhatjuk a fliggvényt:

I'(n)=(n-1)L

Azonban ahogy késébb latni fogjuk, a nehezebb feladatunk a nem egész, azon be-
liil is az § -ed alakt szaimok meghatarozésaval lesz. Egy nagyon fontos tulajdonsaga
a fliggvénynek, hogy analitikus.

6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény analitikus az xo pontban, ha f
akarhanyszor differencialhato xg-ban, és az xy ponthoz tartozé Taylor-sora elGéllitja
f-et az zy pont egy kornyezetében. Igy példaul az e®, sinz, cosz, z, x fiiggvények
minden pontban analitikusak.

Ahhoz, hogy a tovabbiakban a I' fiiggvény néhany nevezetes tulajdonsigat be-
lathassuk, sziikségiink lesz egy hasznos tételre.

8. Tétel. A parciilis integralas szabalya hatarozott integralokra vonat-
kozolag. Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvények differencialhatoak, f’, ¢’ pedig
integralhatoak [a, b]-ben. Ekkor

/ Pade = [fal. - / g

4.2.1. Feladat Lassuk be, hogy I'(1) = 1!
Behelyettesitve (4.1) -es képletbe:

[e.o] o0 [e.e]
/ o le  dr = / 20 e Vdr = / e "dr = [—e ") =
0 0 0

et = () = 1

4.2.2. Feladat Mutassuk meg, hogy I'(n + 1) = nI'(n)!
Ismét behelyettesitve (4.1)-be:

/ x("“)_le_md:p:/ e Tdx
0 0

Most alkalmazni fogjuk a 8.-as Tételt, tehat parciélis integralast hajtunk végre.
Ehhez kivalasztunk egy [’ és egy ¢ fliggvényt. Célszert f’-nak e "-et kivalasztani,
g-nek pedig az x™-t. Vagyis legyen

f=—erf=e

g:xn’g/:n.l,n—l.
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(- ) 10 +a [T

Az egyenlet baloldalarol latszik, hogy 0-at ad, hiszen e%o exponencialisan, tehat
gyorsabban tart 0-ba, mint oo™ A jobboldal viszont pont megegyezik (4.1.) n-
szeresével. [

4.2.3. Feladat Lassuk be, hogy I'(3) = /7!
Behelyettesitve a képletbe kapjuk, hogy

o0 1
/ r2 e % dx
0

T =1U

dz = 2udu

Legyen

Az integralunk igy az alabbiak szerint alakul:

/ ()%™ 2udu = / u e Qudu = / e 2du = 2 / e du,
0 0 0 0

amely integral megegyezik (3.4) kétszeresével. O

4.2.4. Feladat Lassuk be, hogy I'(n) = (n — 1)!
El6szor is helyettesitsiink be I'(n)-be:

o0
['(n) = / " le  dr
0
Alkalmazzuk ismét a parciélis integraléas tételét:

f=—e"fl=e"

n—1 _/

g=1z""",¢g :(n—l):vn_z,

azaz

['(n) = / 2" le vy = [(—e‘x . a:"_l]go — / —e " (n — 12" 2dr =
0 0

(—e™> - 00" 1) — (=2 0) + /000 e "(n — 12" 2dx

Amint latszik, a baloldal 0-val egyenld, tehéat a jobboldallal kell csak tovabbszamol-
nunk. Ismét parcidlis integralast hajtunk végre:

f=—et f e

g=(n—1a"2g = (n—2)(n - 1)a"
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Tehéat:

/000 e (n—1)z"*de = [(—e " (n — 1):5”_2};0 + /000 e (n—1)(n—2)2" 3dr =

o= (n=1)oc" = (=7 (n= 10" ] + [~ e (0= ) = 22"

Az egyenlet baloldala ismét 0-val lesz egyenld, tehat a jobboldallal szamolunk
tovabb.
Hasonléan értelmezziik most is a parcialis integralokat, azaz:

f=—etf =e

= (n—1)a"¢' = (n—3)(n—2)(n — Da"*

/OOO e (n—1)(n—2)2"%dz = [(—e*(n—1)(n — Z)x"_?’}zo +

+ /OOO e - (n - 3)(n — 2)(n — Da"da

Az egyenlet baloldala ebben az esetben is 0-t eredményez, mivel az exponencialis
tag minden esetben gyorsabban tart 0-ba. Irjuk fel egy &ltalanos tagjat ennek a
szamolasnak valamelyik ¢. 1épésnél, (i > k):

Amaﬂn—nm—mm—3»~m—nm—u—1Mn—u—m~-

v — (i — k)" Ny

Végiil az utols6 parcialis integrélas utan az alabbi alakot fogjuk kapni:
/ e’n—1)n-2)(n—=3)---(n—i)(n—>G—1)(n—(—2)---
0

(n—(i—=k)n—(—k=1))n—(—-k=2) - (3)(2) (1) de

Az egyenletben megjelenik az (n — 1)! kifejezés, ez kihozhato az integralunk elé,
vagyis:

(n— 1)!/ e "2%dx
0

Az integral értéke pedig

/ e’ ldx = [—e*ﬂzo =1,
0

amivel belattuk eredeti allitasunkat. O



5. fejezet

Az n-dimenziés Gomb térfogata

,Of course it is happening inside your head Harry, but why on earth
should that mean that it is not real?”

- J.K. Rowling, Harry Potter and the Deathly Hallows

5.1. Az Aaltalanos képlet bizonyitasa

Ebben a fejezetben az Osszes eddig megvizsgalt tételt, definiciot és képletet felhasz-
nalva adunk egy altalanos képletet az n-dimenziés gomb térfogatéara vonatkozolag.

5.1.1. Feladat Adjunk altaldnos képletet n-dimenziés gomb térfogatara vonatko-
zolag!
Elkezdjiik ezzel a mar ismert képlettel

o0 2
/ e “dx,
— 0o

majd a kordbban latottakhoz hasonléan kezeljiik a valtozokat, tehéat

o 2 0o oo 59 oo
(/ e_$2d9:) = (/ e_“’%dm) (/ e_xgda:g) =/ / e‘x%e_x%dmdl"z =
/ / e~ @1H23) g dy.

Igy kaptunk egy konnyebben kiszamolhato egyenletet, mint amilyen az eredeti in-
tegral volt.

Ezutan atvaltunk polarba:

x%—I—:L'g:rz

r1 =7rsinf
L9 = 1 COS 0

dridre = rdrdd.

0 27
/ / e " rdrdd
r=0 J0=0
31
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Itt kicsit atirjuk, majd helyettesitiink

o0 27 2 1
/ / e Zdr’df
r2=0J6=0 2

/Oo /% L g 1/2wd9/m iy = L op [
e —au = = (& U= 27T |—€ =T
u=0 J =0 2 2 0 0 2 0

Ez persze hasonl6 a mar korabban kiszamolt /7 -hez - pont a négyzete.
Legyen most

0o 3 00 oo o0
(e (o) () ()
/ e "ida, / e " dxy / e HBdry = / / / e~ @RI oy oy

Ezutan atvaltunk gémbi koordindtakra, tehéat legyen

(‘T% + x% + l‘§) = T27

valamint

dz dxodrs = r? sin Odrdfdep.

Utobbit hozzuk r?drd€); alakra, ahol dy -vel jeloljiik a szogvaltozokat, aminek
indexe a valtozok szamat jeloli, jelen esetben ez 2, hiszen 3D-ban vagyunk. Mindezt
azért tessziik, mert szeretnénk kiilonvéilasztani a sugérvaltozot a szogvaltozoktol,
hogy tisztabban lathassuk, mi torténik.

Tehat az eredeti integralunk polérkoordinatéas alakban

///e’”2r2 sin @drdfdy = /€r2T2d7”/ng

Az egyenlet baloldalan szerepld integral értéke:

& 2 & 2
/ e " ridr = / e " r-rdr
0 0

Legyen most

1 > <1
—Ze | = / —Ze  1dr
2 Y A

Az integral baloldali a kordbban latottakhoz hasonléan ismét 0-t eredményez,
igy csak a jobboldallal szamolunk tovabb, azaz

o0 1 oo
/ —edr = —/ eTQdT,
0o 2 2 Jo

amely integral értéke (3.3) valamint (3.4) alapjan
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NZS
1
Mig a jobboldali integral értéke:

/0% /OW sin 0dfdyp — /O% [~ cos(O)]7 dip = /02” (— cos(m) — (— cos(0))] dp =

27
/ 2dp = [2¢)27 = 4n
0

A két integral szorzata (y/7)3, ami evidens, hiszen éppen abbdl indultunk ki,
hogy az eredeti fiiggvényiinknek vettiik a kobét, melynek értéke /7 volt.
Térjlink tehat most 4t n-dimenziora.

(/ ezzdx) _ (/ ef’f%dx1> (/ ex%dgjn) =
/OO /OO 6(”%+"‘+xi)d$1 o day

Majd valtsunk n-dimenziés hipergémb-koordinatakra. Hasonléan gondolkodunk,
ahogyan azt tettiikk a 2. Fejezet -ben, amikor a gomb térfogatat targyaltuk. De
el6tte kicsit foglalkozzunk most azzal, hogy df2, mit is reprezental. 2D-s esetben,
amikor [ dQ;-16l, azaz fo% df beszéliink, akkor tulajdonképpen egy korvonalon me-
gyiink végig, és a kis darabkakat adogatjuk Ossze rajta.

) do

5.1. 4bra. A korvonal infinitezimalis elemei

Ezeknek az 0sszege megadja ennek a kornek a keriiletét, ami nekiink most annyit
jelent, minthogy ez egy 2-gomb-nek a feliilete. 3D-s esetre az [ dQy = foﬁ 02 P sin Odpdf
a 2.10. -es dbrédhoz hasonléan most egy infinitezimalis feliiletelemet ad meg, melynek
Osszege kiadja a 3-gomb, vagyis a gomb teljes feliiletét.

Tehat

(2] + - +al) =12,
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dzidxs . .. de, = " tdrdQ,_,
ahol df) indexe nyilvan n — 1, mivel csak 1 valtozonk van a sugarra, viszont n — 1
a szogekre.

Igy kapjuk tehat az alabbi kifejezést:
/- . /e(x%+"'+x’21)dx1 cdr, = /e’"2r”1dr/d9n1,
ahol [ d€,_1 nem mas, mint az n-gomb feliilete, amit nevezziink el S,-nek.

Az integralunk elss felét szeretnénk r2-es alakra hozni, majd egy u-val valé he-

lyettesitést végrehajtani, ahhoz hasonléan, ahogyan azt mar korabban is lattuk.
Ehhez kicsit alakitunk a képleten.

azi—

1
/ ey = / e’r2r"72§2rdr
1

es szorzot kihozzuk az integral elé, az r"~2 -t pedig atirjuk (TQ)%(TL 2) alakra.
Ezutan helyettesitunk:

u=r

du = 2rdr.
Az igy kapott integralunk tehat az alabbi alakot veszi fel

1 n
— /6_“u2_1du,
2
b (3
2 \2

Igy a két integralunk szorzat alakban felithat6, mint

3" (5) S

ami megegyezik a kezdeti integralunk n-edik hatvanyaval, azaz
/- ~-/e(_1%+"'+x%)dajl . .dx, = (/ e_x2dx) .
(VA"

Ebbdl kévetkezik az N-gomb feliiletének altalanos formulaja:

ami nem mas, mint

Igy ennek értéke

n
2

I
T

—~
0|3

y
Ahogyan azt (2.1) - nél lathattuk, innen integralassal eljuthatunk ugyanennek a
gombnek a térfogatahoz, és mivel S,, fliggetlen r t6l, ezért kijon az integralunk elé:

Va(r) = /Sn(r)dr = Sn/rn_ldr = Sn%.

N =
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Egységsugara gombre, azaz r = 1-gyel szamolva:

Vn = & = nﬂ_%n

Ami, felhasznalva a 4.2.2. feladat eredményét a kovetkezs, végss alakra hozhato:

0|3

)

XCESY (5.1)

)3
+

5.2. Hogyan valtozik a térfogat klonbo6z6 n-ekre

El6szor ellendrizziik le, hogy 2-illetve 3D-s esetre jo-e a kapott eredményiink, vagyis
megkapjuk-e az ismert térfogatképleteket korre és gombre. Helyettesitsiink be (5.1)-
be.

n =2 -re:
3

™ ™ ™ ™
= = — =T

rZ+1) T2 @-1)! 1

ami r=1 esetén valoban a kor teriiletét adja meg.
n =3 -ra

Nézzik a nevezét:

()10

Vélasszuk le a I' (%) tagot.

() orie) ) -2

Tehat igy

5 3 1 -3
ris)==. 2072
<2> 2 2ﬁ4ﬁ
Vagyis n = 3-ra kapjuk, hogy
T3 _Am
rG) 3

ami R = 1 esetén épp a gomb térfogatat adja meg.
A tovabbi dimenzidokra az aldbbi tablazat tartalmazza az értékeket.
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n | Vu(R) V(1)

0| IR 1

1| 2R 2

2 | mR® | 3.141592654
3| AR 14188790205
4 Tt | 4934802201
5 8@—535 5.263789014
6 | == | 516771278

7| B8R 472476597

8 | TE | 4058712126
9 | 5T | 3298508903
10 ngow 2.55016404

11 64175)35%“ 1.884103879
12| TES | 1.335262769
13 1%3@?%?3 0.910628755
14| TEZ | 0.599264529
15 | S | 0381443281
16 | TS | 0.23533063

17 | 32l 10140981107

Mint az lathato, ahogyan novekedik a dimenzio, tgy a térfogat eleinte szintén
novekedést mutat, de néhany érték utan radikalisan lecsokken.

Térfogat

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

=== Terfogat
5.2. dbra. R-sugari gomb térfogatanak véltozas n-dimenzié valtozasa esetén

Az abran az latszik, hogy n = 5-nél éri el a maximumot, majd csokkenni kezd.
A képletiinkbdl ez persze rogton kovetkezik, hiszen a I'-fiiggvény a nevezében van,
és nagy n-nekre a faktorialisok nagyon gyorsan ,felrobbannak", igy az értéket hamar
0-a viszi be. Vagyis az az érdekes eredmény kovetkezik mindebbdl, hogy n — oo
esetén V,(R) = 0.
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Mi lehet az intuitiv magyarazat? Gondoljunk arra, hogy ha egy R = 1 sugaru
n-gémb feliiletén szeretnénk tartézkodni, akkor fenn kell, hogy alljon az z? + z3 +
x3 4 - + 22 = 1 osszefiiggés. De ez nagy n-re azt eredményezi, hogy az x;-knek
javarészt nagyon kozel kell lennitik 0-hoz. Ha vesszikk az 7 = 29 = 23 = --- =

xr, egyenest, akkor ez a gdébmb hélyat a :I:(\/Lﬁ, e ,\/Lﬁ) pontokon dofi. Azonban
a hipergdmbdét magéaba foglald, 1 oldalhosszisagn hiperkocka sarkai a £(1,--- 1)

pontokban helyezkednek el, \/n tavolsagra az origotél. Eppen ezért a hipergémb
egyre kevésbé fogja kitolteni azt a hiperkockéat, ami azt kortilzarja.
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