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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni elsGsorban Dr. Csomos Petranak, hogy elvallalta a
szakdolgozatom témavezetését, a kedvességét és a segitséget, amit téle kap-
tam egész id§ alatt. Koszonettel tartozok volegényemnek Simon Patriknak,
aki mindig mellettem allt és tamogatott a szakdolgozat megirasaban. Kiilén
koszonet a csaldadomnak akik nélkiill nem tudtam volna egyetemre jarni és
a tavolsag ellenére ott segitettek, ahol tudtak. Halas vagyok barataimnak,

akik szintén sokszor motivaltak és tamogattak.



Bevezetés

A kiilonb6z6 populaciok egyedszamat mar tobb éve tartjak szamon, ugyanis
ezen adatok segitségével kinyerhetéek az adott populédcio életvitelével
kapcsolatos 1j informéaciok. Ezekbdl megéllapithaté az adott fajal népes-
ségének allapota, azaz van-e tilnépesedés vagy drasztikusan csokken az
egyedszamuk. Ez azért fontos, mert bizonyos helyzetekben sziikséges az
emberi kozbeavatkozas egy esetleges okologiai katasztrofa elkeriilése érdeké-
ben. Az adatok alapjan alkotott modellek segitségiil lehetnek példaul egy

vadalloméany szabalyozasaban vagy egy virus terjedésének megallapitasahoz.

Szakdolgozatomban valés adatokra illesztek kiilonb6z6 ismert populé-
ci6s modelleket, meghatarozom a modellben szereplé paraméterek értékeit,
és ezekrdl levonom a megfelels kovetkeztetéseket. ElsSként ismertetem a
témahoz kapcsolodd alapfoglamakat, mind matematikai, mind biologiai
oldalrél. Utana bemutatom a felhasznalt modellek felépitését és miikddé-
sét. A szakdolgozat masodik felében megvizsgidlom az egymintas, majd
a kétmintds modelleket. Egy adott modellt tobb adatsorra illesztek, és
elemzem a kapott eredményeket. Egyes esetekben Gsszehasonlitok egy adott
modellhez tartoz6 adatosorokbol kinyert paramétereket, és ezek egymaéashoz

viszonyitott helyzetét elemzem.



1. fejezet

Alapfogalmak

Az alabbi alfejezetekben azokat a tételeket, definicidokat foglalom Gssze, ami-
ket felhasznalok a szakdolgozatomban. Ezeket két csoportra osztom aszerint,

hogy matematikai vagy biologiai fogalomrol van szo.

1.1. Matematikai alapfogalmak, tételek

Az alfejezet forrasai a [1], [2], [3], [4] és az [5] szam alatt talalhato az iroda-

lomjegyzékben.

1.1.1. Definicié. (Folytonossag) Legyen az f fliggvény folytonos az I in-
tervallumon. Ez azt jelenti, hogy minden a € I esetén tetszéleges € > 0-hoz

létezik § > 0 ugy, hogy
|f(x) = fla)| <€ ha x€(a—d,a+d)NI.

1.1.2. Definicié. (Differencialhatosag) Legyen f valos fiiggvény értel-
mezve az a pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az a
pontban differencialhato, ha a

o F@) = f(a)

T—ra r— Q

(1.1)



véges hatarérték létezik. A (1.1) hatarérték az f fiiggvény a pontbeli diffe-
rencidlhédnyadosa vagy derivaltja.
Jelolés: f'(a)

1.1.3. Definicié. (Elsérendii differencialegyenlet) Legyen 2 C R? tar-
tomany, f : Q — R folytonos fiiggvény. Keressiikk az olyan y : R — R
fiiggvényeket, amelyek D(y) értelmezési tartomanya nyilt intervallum, y foly-

tonosan differencialhato, minden x € D(y) esetén (z,y(x)) € Q és
y'(z) = fz,y(x)). (1.2)

Ezt a problémat elsérendd differencidlegyenletnek nevezziik.
Ha valamely xy pontban eldirjuk a megoldas y(zg) értékét, akkor rendszerint

egyetlen megoldast kapunk.

1.1.4. Definicié. (Primitiv fliggvény) Ha F differencialhat6 az I inter-
vallumon és F'(x) = f(x) minden z € I-re, akkor azt mondjuk, hogy F' az f

fiiggvény primitiv fliggvénye I-n.

1.1.5. Definici6é. (Hatarozatlan integral) Az f fiiggvény primitiv fiigg-
vényeinek Osszeségét [ fda-szel jeloljiik, és f hatdrozatlan integraljanak ne-
vezziikk. Tehat [ fdr fiiggvényének halmaza, mégpedig F' € [ fdx akkor és
csak akkor, ha F' = f.

1.1.6. Tétel. (Newton—Leibniz-formula) Legyen [ integrdlhatd [a,b]-
ben. Ha az F figguény folytonos |a,bl-ben, differencidlhato (a,b)-ben és
F'(x) = f(x) minden x € (a,b)-re (azaz F az [ figguény primitiv figg-
vénye (a,b)-ben), akkor

/ F@)dz = F(b) — Fla). (1.3)



1.1.7. Definici6é. (Hatarozott integral) Legyen f : [a,b] — R korlatos
figgvény és F' = (xq,...,x,) egy olyan felosztasa az [a,b] intervallumnak,
amelyre a = z9 < --- < x, = b. Az f fiiggvényt az [a,b] intervallumban
Riemann-integralhatonak (réviden integralhatonak) nevezziik, ha az f fiigg-
vény I felosztashoz tartozd alsd Osszegének legkisebb felsd korlatja és felsé
Osszegének legnagyobb alsd korlatja egyenls. Ezt a szamot nevezziik az f
fiiggvény [a, b] intervallumhoz tartozo hatarozott integraljanak és fab fdx-szel
jeloljiik.

1.1.8. Definicié. (Lipschitz-tulajdonsag) Az f fiiggvény Lipschitz-
tulajdonsagu (réviden: Lipschitzes) az A halmazon, ha van olyan K > 0

konstans, hogy
[f(@1) = f(zo)| < K - |w1 — o (1.4)

minden g, x; € A-ra.

1.1.9. Definicié. (Lokalis Lipschitz-tulajdonsag) Az f: D — R™ fiigg-
vényt a masodik valtozojaban lokalisan Lipschitz tulajdonsagunak (MVLL)
nevezzilk, ha minden (¢o,py) € D pontnak létezik U C D kornyezete és
létezik L > 0, hogy

|f(t,p1) — f(t,p2)| < Llp1 — p2l,
minden (t,py), (t,p2) € U esetén.
1.1.10. Tétel. (Picard-Lindeo6f) Jeloljon D C R x R egy olyan ,téglala-
pot”, melyre:
® (to,y0) € D

e f a mdasodik vdltozojaban Lipschitz tulajdonsdgi €s folytonos D-n

Ekkor az alabbi kezdeti érték problémanak létezik megolddsa és egyértelmi

valamely K (to)-on (to eqy K kérnyezetén)

y(t)=fty@), t>t

y(to) = Yo

(1.5)



1.1.11. Definici6. (Jacobi-matrix) Legyen f : R"™ — R™ vektorértékd
fliggvény. Ekkor a fliggvény egyes komponensei:

flzy, 29, oy 20) = (fr(T1, Tay oy ), fo(X1, Toy o)y ooy frn (21, Ty oy 7).
(1.6)
ahol f; (i =1,...m) folytonos és minden z; (j = 1,...n) esetén differenci-
alhato fliggvény.
Ekkor az fiiggvény parcialis derivaltjaibol az alabbi moédon egy m x n-es

matrixot képezhetiink:

(o5 on of |
o1 0z ot OTn
J= |0 o O (1.7)
8f7n 8fm 8fm
L ox1 0z tee OTn |

A (1.7) méatrixot Jacobi-matrixnak nevezziik.

1.1.12. Definici6. (Dinamikai rendszer) Legyen M C R" tartomény. A
®: R x M — M folytonosan differencialhato fiiggvényt dinamikai rendszer-

nek nevezik az M fazistéren, ha rendelkezik az aldbbi két tulajdonsiggal:

1. ®(0,p) =p, Vpe M,
2. @(t+s,p) =2(t,(s,p)), Vpe Mt seR

Az M fazistér a rendszer allapotainak halmaza, a R x M > (¢,p) fiiggvény
pedig azt adja meg, hogy melyik allapotba keriil a rendszer a p allapotbol

indulva ¢ idé mulva.

1.1.13. Definici6. (Autonoém differencialegyenlet) Legyen M C R"
tartomany, f: M — R" lokalisan Lipschitz tulajdonsagu fiiggvény. Az

differencidlegyenletet autoném differencidlegyenletnek nevezziik, ugyanis az

f fliggvény nem fiigg explicit médon az id6tsl.



1.1.14. Definicié. (Stabilitas) A t — ®(¢,to,po) (azaz (1.2)). egyenlet)

megoldaséat stabilnak nevezziik, ha

b [to,—i—OO) C [(t07p0)7

e minden € > 0 és t; € [tg, +00) szamhoz létezik olyan § > 0, hogy
(t1,q9) € D,|g — ®(t1,to,po)] < 0 esetén [t;,+00) C I(t1,q) és
|(I)(t7t1,q) — (I)(t,to,po)| <€ hat >t

A megoldast instabilnak nevezziik, ha nem stabil. Aszimptotikusan stabilnak

nevezziik, ha stabil és |®(¢,t1,q) — P(t,to, po)| — 0, ha t — +oc0.

1.1.15. Definici6. (Egyenstlyi pont) A p € M pontot egyenstlyi pont-
nak, vagy egyensulyi helyzetnek nevezziik, ha minden t € R szamra
O(t,p) =p.

1.1.16. Tétel. (Stabilitas) Tegyiik fel, hogy f : RS — RY kétszer folyto-
nosan differencidlhaté autonom rendszerek és y* € R az egyensilyi
helyzete (azaz f(y*) =0). Ekkor ha az f(y*) € R¥™? mdtriz \; sajdtértékeire
teljestil, hogy Re \; < 0,1 =1,2,...,d, akkor y* egyensily: helyzete asszimp-
totikusan stabil.

Tovdbbd, ha létezik olyan \;, melyre Re \; > 0, akkor y* instabil egyensilyi
helyzet.

1.1.17. Definici6. (Palya vagy trajektoria) Legyen p € M. A

cz 2



1.2. Biolégiai alapfogalmak

Az alfejezet forrasai a [0] és a [7] szam alatt talalhato az irodalomjegyzékben.

Mivel a szakdolgozat biologiai témat érint, ezért érdemes néhany fogalmat

bevezetni a kénnyebb megértéshez.

Faj: A biolégidban a faj a biologiai rendszerezés alapegységei kozé tartozik,
egyben taxonémiai szint. A leggyakoribb értelmezés szerint él6lények olyan
csoportja, melynek egyedei képesek szaporodni egymassal, és termékeny

utddokat létrehozni.

Populacié: A populécié valamilyen vizsgalati szempont szerint azonosnak
tekintett él6lények halmaza; altalaban valamely fajnak vagy az embereknek
egy bizonyos jol koriilhatarolhatd csoportja. Az emberi populéciot népes-

ségnek nevezik.

Virus: A virus szubmikroszkopikus biologiai organizmus, amely nem sejtes

szervez$dést, és csak parazitaként az él6lények sejtjeiben képes szaporodni.

Pandémia: A pandémia valamely fert6z6 betegség okozta olyan jarvany,

kontinensét.

Koronavirus: A koronavirus a Coronaviridae csalad Orthocoronavirinae

alcsaladjaba tartozo fajok altalanos elnevezése.

COVID-19: Egy virusos, légiti illetve légzdszervi meghetegedés, amelyet a
SARS-CoV-2 nevii koronavirus okoz.
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2. fejezet

Modellezés

Ha vizsgaljuk egy populacié méretét, akkor megfigyelhetjiik hogy mérete kii-
16nb6z8 események hatasara valtozik, ilyen példaul a sziiletés, halalozéas vagy
a ki- és bevandorlas. A populécié adott id6pontokban feljegyzett méretéhez
altalaban jol illesztheté egy-egy modell, ami segit abban, hogy megéallapit-
sunk kiilonb6z6 biologiai dllanddkat, mint példaul a névekedési vagy halélozé-
si ratat. Ez az érték fontos lehet az adott faj egyedszamanak megbecsléséhez

a késsbbi kutatasok soran.

A modellfelallitasnal fontos megjegyezni, hogy altalaban egyedszédmra hata-
rozzuk meg a populdcié6 méretét, ami természetesen egész szam, de a modell
egy folytonos fiiggvény, ami természetesen adhat (és altalaban ad is) nem
egész szamokat. Ezekben az esetekben relativ egyedszamot néziink a teljes

populéacidhoz képest.

A populaciémodellezést két csoportra bonthatjuk aszerint, hogy énmagaban
vizsgalunk egy populaciot vagy egy masik populacioval (vagy populaciokkal)
egylitt. Az el6bbit nevezziik egymintas populécionak, utébbit pedig tobb-
mintas populacionak. A szakdolgozat az egy- és kétmintas populaciomodel-

lezést taglalja.
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2.1. Egymintas modellek

Az alfejezet forrasai a [2] és a [10] szam alatt talalhato az irodalomjegyzékben.

Egymintés modellek esetében egy populacioé 1étszamat vagy méretét vizsgal-
juk. To6bbféle egymintas modell ismert, ebbdl kett6t mutatok be: a korlatlan

és a korlatos novekedést.

A meghatarozashoz fontos definidlnunk egy fliggvényt, ami az id6 fiiggvényé-
ben mutatja az adott faj egyedszaméat. Legyen ez a fiiggvényt N (), amelyre
teljesiil, hogy N : Rf — R. Sziikségiink van egy k paraméterre is, ahol
k € R, ami a biologiai egyiitthato lesz, az aldbbiakban a ndvekedési rata. Ez

hatarozza meg, hogy milyen iitemben né vagy csokken a populacié mérete.

Korlatlan novekedés

Korlatlan névekedés esetén csak a sziiletést vessziik figyelembe a popula-
cibban, azaz nem vesziink figyelembe olyan tényezéket, ami cstkkentené a
populacié méretét. Az egyedszam pillanatnyi idébeli megvaltozasa ebben az
esetben egyenesen aranyos a sziiletések szamaval.

A megoldando6 differencidlegyenlet:
N'(t) = k- N(t)

N(0) = N,

ahol k > 0, t > 0 és Ny a populacio kezdeti értéke.
Az egyensulyi helyzet f(N*) = 0.
Az [1.1.16] Tétel alapjan megallapithato a stabilitas:

f(N)=k-N

f'(N) =k
Ebbél kivetkezik, hogy f/(N*) = f/(0) = k € R™! A matrix sajatértéke k,

aminek a valos része k > 0, amib6l megallapitd, hogy az egyensilyi helyzet

instabil.
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Az egyenlet megoldasa:
N(t) = e - Ny (2.1)

ahol Ny > 0 a populaci6 kezdeti értéke.
A differencialegyenlet megoldéasa egy exponencialis fiiggvény. A gorbe alakja
a2l abran lathato.

Exponencialis gérbe

150
100

50

2.1. abra.

Az egymintas modellek esetében teljesiil, hogy At idSegység esetén teljestl

az alabbi egyenl@ség:

N(t+ At) = Ny - "D = Ny - ekt P2t = N (t) - bt

Ha peéldaul At = 1, akkor teljesiil, hogy egy idSegység alatt ef-szorosara

valtozik a populécio.

Ilyen populacié a természetben ritkin fordul els, leginkabb tudomé-
nyos kisérletek soran tapasztalhatd, mert kevés olyan populacié van, ami
korlatlanul névekedne allandéan, ugyanis hatassal vannak ra a kornyezet
adta korlatok, ami lehet az él6helyének teriilete, ivoviz vagy taplalék mennyi-
sége. Ha ezeket a feltételeket is beleszamitjuk a populaciéo méretébe, akkor

korlatos novekedést kapunk. Ezt vizsgaljuk meg a kovetkezs alfejezetben.
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Korlatos novekedés

Pierre Frangois Verhulst volt az elsg, aki lejegyezte a korladtos novekedést
és publikalta 1838-ban ,Notice sur la loi que la population suit dans son
accroissement” cimd mivében [10]. Publikiciojaban Belgium népességének

novekedését tanulmanyozta.

Korlatos novekedés esetén nemcsak a populacio sziiletési ratéajat vessziik fi-
gyelembe, hanem egy olyan tényez6t is, ami nem engedni a végtelenségig

novekedni az egyedszamot.

Kiszamolhato, hogy mi az az érték, ami f6lott nem tud hosszitavon létezni
a faj a korlatozo tényezGk miatt. Legyen ez az érték K > 0, vagyis az eltar-

toképesség hatara.

Ebben az esetben is elmondhaté, hogy a sziiletések szama egyenesen aranyos
az egyedszam pillanatnyi idébeli megvaltozéisaval, de befolyasolja valamilyen

korlatozo tényezd is.
A megoldand6 differencidlegyenlet:
N'(t) = k- N(t) - (K = N(t)) = f(N(t))
Az egyenstlyi helyzetek meghatérozésa:
f(Ny=k-N-(K—-N)=0

Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenstulyi helyzetek N; =0 és N = K.
A stabilitas az [1.1.16] Tétel alapjan megallapithato.
Az N7 = 0 esetén az egyensulyi helyzet stabilitasa:

N =f0)=k-K-2-k-0=k K

Mivel k- K € RY™! ezért a matrix sajatértéke k - K, aminek a valds része
k- K > 0, amibdl kovetkezik, hogy az egyensulyi helyzet instabil.
Az NT = K esetén az egyensilyi helyzet stabilitasa:

FIN)=f0)=k-K—-2k-K=—k-K

14



Mivel —kK € RY™! ezért a matrix sajatértéke —kK, aminek a valds része
—kK > 0, amibdl kovetkezik, hogy az egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabil. A differencidlegyenletet szétvalaszthato tipusi, ezért az aldbbiak sze-

rint oldjuk meg:

N'=k-N(K — N)
1
——————dN = [ kdt
| s =/
K
NO)= ——
) 1+ c-e kK
ahol ¢ € R.
A kezdeti feltétel N(0) = Ny adott és Ny > 0, ezért megallapithato, hogy
K
C = N_o — 1.

Behelyettesitve az aldbbi egyenlet lesz a megoldés:

K
L4 (5 = 1) - ekt

N(t) =
ahol Ny a populaci6 kezdeti értéke.

Az abran lathato gorbét logisztikus gorbének vagy szignoidnak ne-
vezziik, ami a megoldés alakja.

Logisztikus gorbe
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2.2. abra.
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2.2. Kétmintas modellek

Az alfejezet forrasai [2] és a [11] szam alatt talalhato az irodalomjegyzékben.

Kétmintas modellek esetében két populaciot viszonyitunk egymashoz.
A legelterjedtebb kétmintés modell a Lotka—Volterra modell.

Lotka—Volterra modell

Egy olasz biologus, Umberto D’Ancona megfigyelte a kikétGkben kifogott
halak aranyat. Mikor az 1. vilaghaboru zajlott, észrevette, hogy bizonyos
tengeri fajok szama megnétt a tobbi faj egyedszamahoz képest. Az volt a
sejtése, hogy ez a megfigyelés kapcsolatban &ll a kisebb halak haldszatanak
csOkkenésével. Egy matematikushoz fordult a problémaval, név szerint Vi-
to Volterrahoz, aki megalkotta az ismert Lotka—Volterra modellt 1926-ban.
Ugyanezt a modellt publikalta Alfred J. Lotka 1910-ben, aki kémiai reakciok
soran vette észre az Osszefliggést. Volterra Lotkatol fiiggetleniil fejlesztette
ki a modellt és arra hasznélta, hogy elmagyarazza Anconanak az altala ta-

pasztalt jelenség hatterét.

A modellt mas néven zsakmany-ragadoz6é modellnek is nevezik, ugyanis jol
lehet vele kozeliteni a ragadozok és a prédak egymashoz viszonyitott egyed-

szamat.

Példéul legyen a ragadazd a roka, a zsdkmanyallat pedig a nyal. Ha egy
erd6ben sok nyl sziiletik és ezaltal megné a populacié mérete, a rokaknak
elegendd téaplaléka lesz ahhoz, hogy novekedjen az egyedszamuk. Ennek a
novekedésnek eredménye az lesz, hogy elszaporodnak a rokak az erdében és
emiatt hirtelen lecsokken a nytlpopulacié. Ha kevés a nyulak egyedszama, a
rokdknak méar nem jut elegendé élelem, ezért az rokapopulécio is lecsokken.
Ennek hatésara a nyulak egyedszdma noévekedésnek indul. Ez a folyamat

ismétlédik, a periodikussag modellenként eltér.
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Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

e 2(t) a zsdkmanyallatok egyedszama a t id6 fliggvényében

e r(t) a ragadozok egyedszama a t id6 fiiggvényében

A Lotka—Volterra modell esetében a zsdkmany populacidojanak mérete fiigg
a sziiletéstdl és a ragadozok altali halaltol, a ragadozok egyedszama pedig a
természetes halaltol és a sziiletéstsl, ami a zsakmanytol fiigg.

A megoldandé6 differencidlegyenlet:

(2.3)
r'(t)=c-r(t) z(t) —d-rt)
ahol a,b, c,d > 0 az adott populaciora jellemz& paraméterek.
Az egyensulyi helyzet meghatarozasédhoz hozzuk y' = f(y) alakra:
2(t)
t) = ,
y(t) [T ( t)]
ahol y : R - R?* (d =2):
az* —bz*r* =0
cr*z* —dr* =0
Az egyenletrendszer megoldasai, azaz az egyensilyi helyzetek:
(21,77) = (0,0)
(25,73) = (£, %), (2.4)

ahol %,% > 0. Az egyenletrendszer Jacobi-matrixa:

cr cz—d

ro-ren=[ih -0
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Behelyettesitve az egyenstilyi pontokat a Jacobi-matrixba:

£w7) = £1(0,0) = lg N d]

Lathato, hogy a matrix sajatértékei Ay = a és Ay = —d. A \; valos része
pozitiv, Ay valds része negativ. Az y; = (z§,r]) egyenstlyi helyzetrol

az [[.1.16] Tétel miatt megallapithato, hogy instabil.
A masik egyenstlyi helyzet:

—pa  _pd —pd
Fl) = F(48) = [ ! dbcd] - [(L ”c]

CZ CZ —

c

A matrix sajatértékei \; = ivad és Ay = —ivad. Az |1.1.16| Tételbdl
kovetkezik, hogy ys = (25, r3) egyensilyi helyzet stabil. Az egyenletrendszert
az alabbiak szerint oldhatjuk meg:

Mivel 2/(x) nagyobb, mint 0, ezért

r'(t) _ r(t)(ex(t) — d)

_ r(t)  cz(t)
Z(t)  z(t)(a—br(t))

a—br(t) z(t)

—r'(z) = d.

A szétvalasztas modszerével oldhato meg a differencidlegyenlet:

/a—brdr:/cz—ddz
r z
1 1
a-/—dr—b/ldr:c/ldz—d/—dz
T z

a-lnlr|—br=cz—d-In|z|+ C,

ahol C € R.
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Mivel létez6 populaciot vizsgalunk, ezért r, z > 0. Emiatt az egyenletrendszer

ismeretlen fiiggvényei kozott az aldbbi kapcsolat all fenn minden ¢ > 0:

a-In(r(t) —b-r(t) —c-2(t) +d-In(2(t)) =T. (2.5)

Mivel Vt > 0, ezért ¢t = 0 esetben is teljesiil az egyenlség:

a-In(rg) —b-ro—c-20+d-In(z) =T, (2.6)

ahol a,b,c,d > 0, T € R és 1y, zg a kezdeti feltétel értékei. A T konstans
csak a kezdeti értéktdl fiigg.

Az és 2.4  abrak megmutatjik, milyen alakja van ennek a mo-

dell megoldésanak az idg, illetve a két populacio fliggvényében.

Lotka-Volterra megoldas az idé fuggvényében

350

= Zsakmanyallat
Ragadozo

300

250

200

150

Populacio mérete

100

50

Id&

2.3. abra.

Az abréan jol latszik a periodikussag, és konnyen leolvashato, hogy adott ¢

idében mekkora volt a ragadozok és a zsakményok egyedszama.
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Lotka-Volterra megoldas a fazistérben

Ragadozé populacio

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Zsakmany populacio

2.4. abra.

A 2.4 abran is latszik a periodikussag és az egyedszam, de értelmezése
kiilonbozik az el6z6tsl. Kivalasztjuk a gorbe egy pontjat és elindulunk a
vonalan. Ha a bal als6 sarokbol indulunk akkor lathatjuk, hogy ahogy hala-
dunk jobbra a zsdkmaéanyallat egyedszama erGsen novekszik és a ragadozoké
is lassan emelkedik. Aztédn egy t id6 utédn a zsakmanyallatok egyedszama
hirtelen csokkenésnek indul, de a ragadozoké még emelkedik. Végiil a
ragadozoké is drasztikusan csokken, amit a zsdkmanyallatok szamanak

novekedése kovet. Ez ismétlgdik periodikusan.

Mig a korabbi esetekben analitikusan hataroztam meg a megoldést,
Lotka—Volterra esetében ez nem lehetséges, ezért numerikus modszert
hasznaltam. Analitikusan a Osszefiiggést lehet meghatarozni, ami
éppen a 2.4l abranak felel meg.
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3. fejezet

Modellillesztés

A kovetkez6 oldalakon bemutatésra keriilnek a valos helyzetekbdl vett ada-
tok, és ezekre illesztek modelleket és elemzem a kapott eredményt. A fel-
hasznalt adatok megtalalhatoak a szakdolgozat végén a fiiggelékben. A fe-
jezetben sz6 lesz arrdl, hogy egy populéaciés adathalmazbol hogyan tudunk
lesztirni informaciokat, biologiai értékeket matematikai modszerekkel. A ka-
pott modelleket végiil 4brazoltam az ismert adatokkal. Az abrazolast Matlab
segitségével készitettem el. A korlatlan és korlatos novekedés esetén cftool
segitségével illesztettem a modellt. Ez a beépitett program a megfelels fiigg-
vénytipus befrasa utan illeszt az adatokra és kiirja a megfelel6 paramétereket
95%-0s a konfidenciaintervallum (vagy valoszintiségi intervallum) megadésé-
val. A Lotka—Volterra esetén Osszetettebb volt az illesztés, tobb kodot is

hasznaltam a szamolashoz.

3.1. Korlatlan novekedés

Az alfejezet forrasai a [7], [8], [9] és a [12] szam alatt talalhato az irodalom-

jegyzékben.
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Az aldbbi harom esetben megfigyelhetjiik a populéciok méretének noveke-
dését. Az adatok altal leirt gorbékrsl elmondhatoak, hogy exponenciélis
alakjuk van, ezért a korlatlan novekedés modelljét, azaz a [2.1,  abran
lathato fiiggvény alakjaval megegyezd fiiggvényt probalom rajuk illeszteni és

meghatarozni a paramétereit.

Kindban 1979-ben vezették be az egykepolitikat, ami erSsen szaba-
lyozta a populéci6 méretét. Az évenkénti népességnovekedés csokkenése,
azonban mar megfigyelhetd 1968-t6l, amikor meggyengiilt az a politikai part,
ami szorgalmazta, hogy a sziil6k vallaljanak minél tobb gyermeket. Az [3.1]
abra szemlélteti a népesség méretének valtozasat 1950-t61 1968-ig, amikor a

kinai csalddok jellemzGen tobb gyereket neveltek.

Kina népességének novekedése
1950. és 1968. kozétt (ezer f6)

x10°
1

pontos érek
ilesztett modell

Populacié mérete

1950 1952 1954 1956 1958 1960 1962 1064 1066 1968
Evek

3.1. 4bra.

Az illesztett modell megoldéasa:

N(t) = 554419 - %018¢,

ahol t > 0.
A kezdeti értéke a populdciénak 554419, az emelkedési rata a modell szerint
0,018. Ez azt jelenti, hogy 1950-ben 554419000 f& volt a lakossag mére-

0,018

te, és ez évrdl évre e ~ 1,0182-szer nagyobb lett, vagyis minden évben

kortilbeliil 1, 82%-kal né a populacié egyedszama.
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2019 decemberében egy 1uj tipusu tiidégyulladassal jaroé virust dokumen-
taltak, aminek a kiindulasi pontja a kinai Hupej tartomanybeli Vuhan
volt. A vizsgalatok kimutattdk, hogy ez egy koronavirustorzs eddig
emberben nem azonositott forméja, amit COVID-19-nek neveztek el,
de tobb feliileten is ,koronavirus™ként hivatkoznak ra. (A szakdolgozat
tovabbi részében én is igy fogok utalni ra.) A tovabbiakban a koronavirus-

sal fert6zotteket egy populacionak tekintem, és illesztek modellt az adatokra.

Eurépan beliil az egyik legtobb megerdsitett esetet Olaszorszagban re-
gisztraltak. Sajnos a rengeteg 6vintézkedés ellenére sem tudtak megfékezni
a virus robbanasszert terjedését. Az[3.2] abran lathato a regisztralt esetek

szama és a ra illesztett modell 2020. januér 31. és 2020. marcius 14. kozott:

Koronavirussal fertézottek szama Olaszorszagban
2020. januar 31. és 2020 marcius 14. kozott

x10*
|

L]
T

*  pontos érték
ilesztett modell

Fertdzittek szama
N
- n
T

2
5]

=}

! ! ! ! i i 1 L i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Elsé regisztralt esettdl eltelt napok szama

3.2. abra.

Az illesztett modell megoldasa:
N(t) = 2. 01898t

ahol ¢t > 0.

A kezdeti értéke a populacionak 2, az emelkedési rata a modell szerint 0, 1898.
Ez azt jelenti, hogy az els6 napon, amikor regisztraltak a virust az orszagban
Osszesen 2 hivatalos fertézott volt, és ez a szam e®13% ~ 1,209-szer lett
naprél napra magasabb, vagyis szazalékban kifejezve a betegek szama tobb,
mint 20%-kal lett tobb naponta. Ez az érték is jelzi, hogy mennyire gyors a

virus terjedése az orszagban.
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A koronavirus Magyarorszagot sem keriilte el, marcius 4.—én mutattak ki az
els6 fert6z6tt személyt hazéankban. Orszagunkban a fertézottek szama és a
r4 illesztett modell a 3.3l 4bran lathato.

Koronavirussal fertézottek szama Magyarorszagon
2020. marcius 4. s 2020. aprilis 5. kozott

700 -

*  pontos érték
ilesztett modell

600 -
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Fertdzéttek szama

200

100 -
. * . ¥ . "

0L, H M 1 1 1 I 1
0 5 10 15 20 25 30

Elsb regisztalt esettdl eltelt napok szama

3.3. abra.

Az illesztett modell megoldasa:
N(t) —9. e0,1195t

ahol t > 0.

A kezdeti értéke a populdcionak 2, az emelkedési rata az illesztett
modell szerint 0,1195. Ez azt jelenti, hogy az els6 napon a regisztralt
fertézottek szama 2 volt és naponta emelkedett e%!9% =~ 1, 127-szeresre a

betegek szama, azaz 12, 7%-kal.

Erdemes 0Osszehasonlitani a két orszag adataira szamolt modelleket.
Eloszor vessiik ossze a kapott abrakat. Az 3.2l abran lathato, hogy
kezdetben alacsony volt a megbetegedettek szama, aztan a 20 — 25. napon
kezdett el emelkedni és a 35. napon méar ugrasszertien nétt a fertézottek
szama. A[3.3] abran mar az els6 5— 10. napon megfigyelhetjiik a novekedést,
de ez a késGbbiekben nem valik olyan er6teljessé, mint Olaszorszagban. Ha

megnézziik az értékeket mindkét abran a 30. nap kornyékén, lathatjuk, hogy
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mig Olaszorsziagban ezres nagysagrendii a fert6z6tt esetek szama, hazankban
ezer alatti, vagyis utoébbi esetben lassabb volt a terjedés. Ezt igazoljdk az
emelkedési ratak is, ugyanis az Olaszorszagnal megallapitott rata 0, 1898 és
a novekedés kortilbeliil 20%-o0s, mig Magyarorszag esetében 0,1195 volt a

novekedési rata és 12%-os a novekedés.

3.2. Korlatos novekedés

Az alfejezet forrasa a [12] szam alatt taldlhato az irodalomjegyzékben.

A kovetkez6 harom példaban a korlatos névekedésre nézek meg példakat.
Az adatok altal leirt gorbékrol elmondhatoak, hogy logisztikus alakjuk van,
ezért a korlatos névekedés modelljét, azaz 2.2 abran lathato fiiggvény alak-
javal megegyez§ fiiggvényt probalom az adatokra illeszteni és meghatarozni
a paramétereit. FEzekben az esetekben majd megfigyelhetjiik, hogy csak kis
t esetén lesz exponencidlis a kapott fliggvény, nagyobb ¢ esetén lathatjuk,
hogy a fliggvényértékek K-hoz tartanak. Ehhez meg kell vizsgalni a

hatarértékét:

: . K
Jm N(t) = Jm L+ (£ — 1) e kKt = K,

mivel a formulaban csak az e * % kifejezés tartalmazza a t-t, ami t — oo

esetében 0-hoz tart.

Szerencsére mér tobb orszagban is lelassult a virus terjedése. A ter-
jedés egy természetes korldtja az adott teriilet maximalis esetszama.
Természetesen nemcsak ez hatarozza meg K Kkorlat értékét. A jarvany
idejére hozott intézkedéseknek koszonhets, hogy le tudtak csokkenteni a
terjedés mértékét és egyre kevesebb ember fert6zodott meg, azaz K korlat
ennek hatésira nem a maximaélis esetszdmmal lesz egyenld, hanem annal

egy kisebb értéket vesz fel.
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Németorszag Olaszorszag mellett az egyik legtobb regisztralt fertézottel
rendelkezé orszag. Németorszigban a fertézottek szamat és az illesztett

modellt februar 24. és aprilis 21. kozott az|3.4] &bra szemlélteti:

Koronavirussal fert6zottek szama Németorszagban
2020. februar 24. és 2020. aprilis 21. kézott
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Els6 regisztralt esettdl eltelt napok szama

3.4. abra.

Ha megvizsgaljuk a 3.4} abrat, mar nem exponencialis névekedésrdl van szo6
(2.1 &abra), hanem logisztikus novekedésrsl (2.2l abra). Lathato, hogy a
gorbe egy id6 utan mar veszit a meredekségébdl.

Az illesztett modell megoldasa:

131300
N(t) =
=17 8205, 25 - ~02482:¢7

ahol ¢t > 0.

A kezdeti populéci6 16, a K korlat 131300, a k novekedési rata 1,89 - 1079,
amit a 0,2482 = K - k = 131300 - k£ egyenlet megoldasabol kapunk. Azt
jelentik a kapott paraméterek, hogy kezdetben a fert6zottek szama 16 volt,
és a vizsgalt idGszak els6 részében az exponenciélishoz hasonléan emelkedett
a napi megbetegedések szama, koriilbeliil %2482 ~ 1, 2817-szeresére. Viszont
ebben az esetben figyelembe vesziink egy K = 131300 korlatot, ezért az

id6szak mésodik részében az 1j fert6zottek szama naponta csokken.
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Dél-Koreaban is hasonlét tapasztalhatunk, bar ebben az orszaghan
méar korabban lelassult a terjedés. A fertézéttek szamat és az illesztett
modellt a (3.5l abra mutatja meg 2020. februar 18 és 2020. maéarcius 14.
kozott.

Koronavirussal fertézottek szama Dél-Koreaban
2020. februar 18. és 2020 marcius 14. kd6zott
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3.5. abra.

Az illesztett modell megoldéasa:

N (1) 7809

B 1+ 251,9032 - e~ 045814’

ahol ¢t > 0.

A kezdeti populacié 31, a K korlat 7809, a k novekedési rata 5,8663 - 1072,
amit a 0,4581 = K - k = 7809 - k egyenlet megoldasabol kapunk. Ez azt
jelenti, hogy kezdetben a megbetegedettek szdma 31 volt, és a vizsgalt
idGszak elsG felében az exponencidlishoz hasonléan ndvekedett a napi

04581 ~ 1, 5811-szeresére. Ennél a példanal

fert6zottek szama, koriilbeliil e
azonban figyelembe kell venni a K = 7809 korlatot, ami miatt a vizsgalt

idGszak mésodik felében mér csokken a napi megbetegedések szama.

Kina esetében nem a jarvany kezdetétsél modelleztem az adatokat, ha-
nem amikor mar jelentGsen emelkedett naprél napra az 1j meghetegedések
szama. Azért vélasztottam igy az adatokat, hogy megmutassam, hogy
nemcsak a ésa 3.6 &abrahoz hasonld adatpontokat lehet jol kozeliteni

logisztikus gorbével.
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Kinaban az alabbiak szerint alakult a fertézéttek szama és a ra illesz-
tett modell 2020. februar 10. és 2020. marcius 14. kozott:

Koronavirussal fert6zottek szama Kinaban
2020. februar 10. és 2020. marcius 14. kozott

% 10%
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3.6. abra.

Az illesztett modell megoldasa:

B 803300
14 16,626 - ¢~0:24154

N(t)

ahol ¢t > 0.

A kezdeti populacio 48315, a K korlat 803300, a k novekedési rata
3,0063 - 1075, amit a 0,2415 = K - k = 803300 - k£ egyenlet megoldasabol
kapunk. A meghatarozott paraméterek azt jelentik, hogy a fert6zottek
szama 48315 volt az els6 napon a vizsgalt id&szakban. Ennél a példa-
néal jelentGs novekedést tapasztalunk az els6 harmadban,ami koriilbeliil
V2415 ~ 1, 2731-szeresére emelkedett az 1ij megbetegedések szdma naponta.

Ezutan a K = 803300 korlat hatasara kezd a napi 0j esetek szdma csokkeni.

Az illesztett modelleknél lathattuk, hogy a kapott K paraméterek értéke jo

egyezést mutat a mérési adatokkal.
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3.3. Lotka—Volterra modell

Az alfejezet forrasa a [13] szam alatt talalhato az irodalomjegyzékben.

A kordabbi adatsorokkal ellentétben a kovetkezé példaban nem egy faj
populaciojanak méretét modelezziik, hanem két kiilonbozs allatfaj egyed-
szamat vizsgéaljuk, ugyanis a populacioknak az egyedszama fiigg egymastol.
Ebben a példdban a Hudson’s Bay Company sarki hitz és a hocipds nyul
szormeleadasat [13] vizsgaljuk. Ha tobb a nyul, akkor tébb allatot tudnak
felhasznalni szérmekészitéshez, emiatt megnovekszik a szérmeladas. Emiatt
alkalmas az adatsor a Lotka—Volterra modell illesztésére, ugyanis a szérme-
eladas mértéke koveti a populacié méretének valtozésait. Legyen a hitzbol
elgallitott sz6rmék eladott szama r(t) a t id6pontban, a nyulbol elgallitott
szérmék eladott szama z(t) a ¢t id6pontban. Ennél az adathalmaznéal mar
més modszert hasznaltam a modellillesztéshez.  Eloszor megbecsiiltem
a a,b,c,d és az egyensilyi pontokat paramétereket az adatok alapjan.
Legyenek ezek a becsiilt paraméterek ay, by, cp, dp, Ze, Te-

Az adathalmaz kezd§ értékei z(0) = 30 és r(0) = 4.

Az egyensulyi pontokat az adatok diszkrét atlagaval kozelitem. Az atlag az
adatpontok 0Osszegének n-ed része. Tehat ha elosztjuk a periddusban talél-
hato egyedszamok Gsszegét az adatok szaméval, ami a periddus hossza évek-
ben, akkor megkapjuk hogy mekkora lenne az egyedszam, ha minden évben
ugyanakkora lenne a populacié mérete. Ezt nevezziik diszkrét atlagnak és
ezzel kozelitem az integralhato fiiggvény fiiggvényértékeibdl (integrallal) ki-
szamithato atlagot:

n

1" 1 & 1 : Ly
E./O r(t)%n.At';r(Z'At).At:HZT(Z.At)%ﬁ;” (3.1)

i=n

ahol T, a hitzpopulacié periédusa, n az adatpontok szama, r; az ¢. adatpont
1=1,2,...,n.

Ugyanigy becsiilhets a nyulak esetében az egyensulyi pont, legyen a nytlpo-
pulécio periodusa T, és az r(t) integralja helyett z(¢) integraljat kozelitjik.
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Legyen a T, periodus 1903-t61 1912-ig terjedd idGszak, és T, periodus 1904-t61
1914-ig terjeds iddszak. Ekkor a (3.1]) levezetésbdl kapott egyenstlyi pontok:

2 =34,56 r.=2213 (3.2)

Az a, paramétert egy olyan idépontban becsiiljiik meg, amikor a nyulak
szama novekszik, mikézben alacsony a hitizok szama, ugyanis ilyen esetben
a hitzok alacsony szama miatt az egyedszamukat 0-val becsiiljiik azaz r = 0.
Ebbdl kévetkezik, hogy a 2/(t) = a- z(t) —b- z(t) - r(t) egyenlet b - z - r része

0-val becsiilhetd:

Zt)=a-z(t)—b-z(t) -r(t) ~a-z(t).

Ebbél kiszdmolhato, hogy

2(t) = 2(0) - e*". (3.3)

ahol 1910-ben a nyulak szama 27,1, a hitzoké 7,4, 1911-ben a nytlpopulé-
ci6 mérete 40,3, a hitzoké 8. Behelyettesitve a egyenletbe az alabbi
egyenletet kapjuk:

40,3 =27,1- €

Az egyenlet megoldasiabol megkapjuk, hogy a, = 0, 397.

Hasonloképpen becsiiljiik meg a d;, paramétert is. Ebben az esetben egymaés
utani csokkend értékeket keresiink, mert ekkor a nyulpopulécié alacsony és
0-val becsiilhets, azaz z ~ 0. Emiatt a r'(t) = c¢-r(t) - 2(t) — d - r(t) egyenlet
c-r(t) - z(t) tagja 0-val becsiilhetd:

rt)=c-r(t) - z(t) —d-r(t)~ —d-r(t) =~ —d-r(t)

Ebbél kovetkezik, hogy
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1905-ben a nyulak szdma 20,6, a hitzoké 41,7, 1906-ban a nyulpopulacio
18,1, a hituzoké 19. Behelyettesitve a egyenletbe az aldbbi egyenletet
kapjuk:

19=41,7-e%

Az egyenlet megoldaséabol kapjuk, hogy d, = 0, 786.

Lathato, hogy a (3.3) és a (3.4) egyenletek éppen (2.1) alakuak, azaz
a korlatlan novekedés modelljével becsiiljiik meg az a; és d, paramétereket.

A b és ¢ paraméterek becsléséhez a (2.4) megoldast hasznaljuk, azaz,
hogy az 2. = § és r. = %. Behelyettesitve a l) becsiilt egyensulyi
helyzeteket és az a, d paramétereket, megkapjuk b és ¢ becsiilt értékeit is.

by =0,0179 ¢, = 0,0227.

Tehat a kezdeti értékek és a becsiilt paraméterek:

2(0)=30 r(0)=4 (3.5)
ay=0,397 b, =0,0179 ¢, =0,0227 d,=0,786. (3.6)

Ezutdn Matlab segitségével, az fminsearch beépitett fliggvénnyel hataroztuk
meg az illesztett modell paramétereit és kezdeti értékeit. Itt felhasznéaltuk
a korabban megbecsiilt paraméterek és az adatsor kezdeti értékei, amiket
a és a tartalmaz. Ennek koszonhetGen pontosabb lesz az illesztett
modell. A program altal kiszamolt értékek:

2n(0) = 34,9134 1,,(0) = 3, 8566 (3.7)
a=0,4807 b=0,0248 c=0,0276 d=0,9272. (3.8)

Az eredmény abrazoldsahoz szintén Matlabot hasznaltam, azon belil az
oded5 beépitett fliggvényt. Megadom a és a értékeket és az
illesztett modell alakjat. Fontos megjegyezni, hogy ebben az esetben nem
egy folytonos megoldast kapunk, hanem egy meghatarozott intervallumon
beliil tobb pontra szamolja ki az értékeket a beépitett fiiggvény, amit a

Matlab rajzolé programja interpoléciot alkalmazva jelenit meg.
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A 37 abran lathatoak az adatpontok és a rajuk illesztett modellek.

A hilz- és nydlprémek eladasa 1900 és 1920 kozott
I T I T T

80 T T !

b4
— lllesztett modell az eladatt nyllpremekre

lllesztett modell az eladott hileprémekre
% Eladott nyllprém
X Eladott hidzprém

70 |-

60 X

50

40

Eladott prémek szama (ezer darab)

1] 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20
Eltelt évek szama

3.7. 4bra.

A (2.3) differencidlegyenlet-rendszerbe behelyettesitve a paramétereket, az
alabbi egyenletrendszert kapjuk:

2(t) = 0,4807 - 2(t) — 0,0248 - (t) - ()

(3.9)
r'(t) = 0,0276 - r(t) - 2(t) — 0,9272 - r(t)

ahol z(t),r(t) a nytl- és hitzpopulacié mérete a t id6 fiiggvényében. Ahogy
a korébbi fejezetben is szerepelt, a z(t) és r(t) fiiggvényeket nem lehet anali-
tikusan meghatarozni, ezért a (3.9)) egyenletrendszer numerikus megoldasat

tekintjiik megoldasnak.

A fazistérre illesztett modell megoldasa:
0,4807-1n z(t)—0,0248-z(t)—0, 0276-r(¢)+0,9272-In(r(t)) = 1,9871, (3.10)

ahol z(t),r(t) a nyul- és hitzpopulaci6 mérete a ¢ id6 fiiggvényében.
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A fazistérben valé abrazolésa az adatoknak és az illesztett modellnek a
abran lathato.

A hiuz- és nyalpremek eladasanak modellezése a fazisterben 1900 és 1920 kézott
60 T T T T T T

T
lllesztett modell

= #®  Valos adatok
s T
[}
b=l
P
N
L 407
(o]
£ -
@
b
e 30 *
i3]
£
b
[=
XN 20 -
£ ]
B
h=1
© |
w 10

0 L L L L . . L

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Eladott nydlprémek szama (ezer darab)

3.8. abra.

Ahogy az a (3.9)) egyenletrendszer esetében sem allapithaté meg analitikusan
a z(t) és r(t) fuggvények alakjanak, a (2.5)) egyenletet sem tudjuk megoldani,
ezért a (3.10) egyenlete numerikus megoldasat tekintjiik megoldasnak.
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Osszefoglalas

A szakdolgozat témaja a val6s populéacios adatokra valdé modellillesztés.
Definialasra keriiltek a felhasznélt fogalmak és az illesztett modellek. Ezek
utan raillesztettem az ismertetett modelleket a megfelel§ adatsorokra.
Lattuk, hogy a korlatlan és korlatos modellek esetében jol illeszkedtek az
adatsorokra a fiiggvények. A korlatlan novekedés modell esetén elmondhato,
hogy jol illeszkedtek a modellek az adatsorokra. A korlatos noévekedés
modelljénél lathattuk, hogy az illesztésbdl kapott K paraméter értéke jo
egyezést mutat a mérési adatokkal, jol kotelitette a kapott modell az adat-
sort. A legnagyobb szorast a Lotka—Volterra illesztésénél tapasztalhattuk, de
ez azzal magyarazhato, hogy a periddusrol periddusra valtozott a populaciok

szama.

A szakdolgozat megmutatja, hogy a 2. fejezetben szerepl6 populacios
modellek jol alkalmazhatoak valos adatokra és hogy mennyi relevans
informaci6 sziirhets ki belsliik egy-egy faj populacidjara vonatkozdéan. A
kiszdmolt paraméterek alapjan eldonthets, hogy sziikséges-e kdzbeavatkozas
ahhoz, hogy a faj tovabbra is fennmaradjon és elkeriilje a tulnépesedés

okozta okologiai problémékat.
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Fuggelék

Korlatlan novekedés

Kina népessége az egykepolitika bevezetése elstt (1950-1968)

év népesség (ezer £&)
1950 554419
1951 569611
1952 582029
1953 592568
1954 601971
1955 610834
1956 619598
1957 628551
1958 637854
1959 647556
1960 657686
1961 668335
1962 679732
1963 692280
1964 706461
1965 722562
1966 740746
1967 760771
1968 782009
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Koronavirussal fert6zottek szama Olaszorszagban (2020.01.31.-2020.03.14.)

datum fertdzottek szama datum fertdzottek szama
jan 31. 2 febr 22. 79
febr 1. 2 febr 23. 150
febr 2. 2 febr 24. 227
febr 3. 2 febr 25. 320
febr 4. 2 febr 26. 445
febr 5. 2 febr 27. 650
febr 6. 3 febr 28. 888
febr 7. 3 febr 29. 1128
febr 8. 3 marc 1. 1694
febr 9. 3 marc 2. 2036
febr 10. 3 marc 3. 2502
febr 11. 3 marc 4. 3089
febr 12. 3 marc 5. 3858
febr 13. 3 marc 6. 4636
febr 14. 3 marc 7. 5883
febr 15. 3 marc 8. 7375
febr 16. 3 marc 9. 9172
febr 17. 3 marc 10. 10149
febr 18. 3 marc 11. 12462
febr 19. 3 marc 12. 15113
febr 20. 3 marc 13. 17660
febr 21. 20 marc 14. 211567
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Koronavirusos fert6zottek szama Magyarorszagon (2020.03.04.-2020.04.10.)

datum fertdzottek szama datum fertdzottek szama
mérc 4 2 marc 23. 167
mérc 5 4 marc 24. 187
marc 6. 4 marc 25. 226
marc 7 5 marc 26. 261
marc 8 7 marc 27. 300
marc 9 9 marc 28. 343
marc 10. 12 marc 29. 408
marc 11. 13 marc 30. 447
mérc 12. 16 marc 31. 492
marc 13. 19 apr 1. 525
marc 14. 30 apr 2. 585
mérc 15. 32 apr 3. 623
marc 16. 39 apr 4. 678
marc 17. 50 apr 5. 733
marc 18. 58 apr 6. 744
marc 19. 73 apr 7. 817
marc 20. 85 apr 8. 895
marc 21. 103 apr 9. 980
marc 22. 131 apr 10. 1190
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Korlatos novekedés

Koronavirussal fertézéttek szama Németorszagban (2020.02.24.-2020.04.21.)

datum fert6zottek szama

febr 24. 16
febr 29. 66
marc 5. 349
marc 10. 1460
mérc 15. 4838
mérc 20. 13957
marc 25. 31554
marc 30. 57298
apr 4. 85778
apr 9. 108202
apr 14. 125098
apr 19. 139897

Koronavirus fert6zottek szama Dél-Koredban (2020.02.18.-2020.03.14.)

datum fert6zottek szama datum fertdzottek szama
febr 18. 31 marc 2 4812
febr 19. 51 marc 3 5328
febr 20. 104 marc 4 5766
febr 21. 204 marc 5 6284
febr 22. 433 marc 6. 6767
febr 23. 602 marc 7 7134
febr 24. 833 marc 8 7382
febr 25. 977 marc 9 7513
febr 26. 1261 marc 10. 7755
febr 27. 1766 marc 11. 7869
febr 28. 2337 marc 12. 7979
febr 29. 3150 marc 13. 8086
marc 1. 4212 marc 14. 8162
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Koronavirus fert6zottek szama Kinaban (2020.02.10.-2020.03.14.)

datum fertdzottek szama datum fertdzottek szama
febr 10. 48315 febr 27. 78824
febr 11. 55220 febr 28. 79251
febr 12. 58761 febr 29. 79824
febr 13. 63851 marc 1. 80026
febr 14. 66492 marc 2. 80151
febr 15. 68500 marc 3. 80270
febr 16. 70548 marc 4. 80409
febr 17. 72436 marc 5. 80552
febr 18. 74185 marc 6. 80651
febr 19. 75002 marc 7. 80695
febr 20. 75891 marc 8. 80735
febr 21. 76288 marc 9. 80754
febr 22. 76936 marc 10. 80778
febr 23. 77150 marc 11. 80793
febr 24. 77685 marc 12. 80813
febr 25. 78064 marc 13. 80824
febr 26. 78497 marc 14. 80844
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Lotka—Volterra modell

A hotalpas nyil és a kanadai hitz szérmeeladésa 1900 és 1920 kozott

nyulak szama hiaz nyulak szama hiaz

év (ezer példany) (ezer példany) év (ezer példany) (ezer példany)

1900 30 4 1911 40,3 8
1901 47,2 6,1 1912 57 12,3
1902 70,2 9,8 1913 76,6 19,5
1903 77,4 35,2 1914 52,3 45,7
1904 36,3 59,4 1915 19,5 51,1
1905 20,6 41,7 1916 11,2 29,7
1906 18,1 19 1917 7,6 15,8
1907 21,4 13 1918 14,6 9,7
1908 22 8,3 1919 16,2 10,1
1909 25,4 9,1 1920 24,7 8,6
1910 27,1 7,4
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