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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani mindenkinek, aki hozzéjarult szakdolgozatom létrejot-
téhez. ElsGsorban koszonom témavezetdmnek, Bérczi-Kovacs Erikdnak aki nemcsak segitett
témat vdlasztani, de rengeteg Otletet adott, segitett, ha elakadtam valamiben és nem utolsé sor-
ban kritikdival is hozzdjarult a dolgozat befejezéséhez. IdGt és energiat nem sporolva, végtelen
alapossédggal tekintette 4t mindig a munkdmat. Tovabba k6szonom csalddomnak, szeretteimnek
¢és barataimnak azt, hogy végig mellettem alltak és hatalmas segitséget nytjtottak lelkileg még

a dolgozat leaddsa el6tti utolsé hetekben is.



1. fejezet

Bevezetés

Az életben sokszor taldlkozunk az osztozkodds feladataval. Nap mint nap szembejonnek veliink
szétosztasi problémdk, és ugyanilyen gyakorisdggal oldjuk meg Sket anélkiil, hogy belegondol-
nank. Amikor a reggeli kavét kell tobb bogrébe szétosztani igy, hogy az mindenkinek megfelel§
legyen, amikor egy ajandék csokolddébdl akar enni az egész csaldd, amikor zsebpénzrdl van
sz60 vagy amikor egy csoportmunka sordn kell megosztani a feladatokat, mindig igyeksziink
elérni, hogy mindenki elégedett legyen a sajat részével. Nem til bonyolult igazsdgosan szét-
osztani kavét, pizzat, tortat, pénzt €s még sorolhatndnk. Ezek mind feldarabolhaté targyak. A
kavét akar cseppenként is Onthetjiik, mig a tortdt ugy vagjuk szeletekre, ahogy csak akarjuk.
Azonban komolyabb problémadba iitkdziink akkor, ha feldarabolhatatlan targyakat kell szétosz-
tanunk. Legyen sz6 példdul festményekrdl, ékszerekrdl vagy barmi olyan targyrél, amit sajatos
mivoltdbol adéddan nem szelhetiink egyszertien szét. A feladat, amelynek a problém4jat korbe
jéarjuk ebben a dolgozatban az, hogy miként tudunk igazsagosan szétosztani feldarabolhatatlan

targyakat emberek kozott.

Az igazsdgos osztozkodds problémadjaval mindig is rengetegen foglalkoztak, részekre bonthaté
vagy vaghato targyak esetén. A matematikusok az ezredfordul6 utdn kezdtek el igazén azzal az
esettel foglalkozni, amikor a targyak feldarabolhatatlanok és igazsdgosan kell szétosztani dket.
Tovabb nehezedik a problémakor azzal, ha a targyaknak szubjektiv értéke van. Egy régi auto
taldn egy egyszerd embernek nem ér sokat, mig egy migydjtdnek lehet, hogy felbecsiilhetetlen

értéket jelent.

Dolgozatomban igyekszem bemutatni tobb kiilonbozd modellt, illetve algoritmust a mar meg-
nevezett feladatra. El6szor attekintjiik, milyen megkozelitéssel probdlhatjuk megfogni egy osz-
tozkodds igazsdgossdgat, milyen alapvetd igazsagossdgi koncepcidkat ismeriink. Ezt kovetGen

lathatunk olyan installaciét, miszerint olyan targyakkal van dolgunk, melyeknek csupa pozitiv



értéke van mindenki szdmdra és aztdn olyat is, mikor a targyakrdl rendre el tudjuk donteni
hogy pozitiv vagy negativ értékkel birnak. Megnézziik kiilonboz§ esetekre, hogy milyen fontos

eredmények sziilettek a témdban, s6t, a mai napig nyitott kérdéssel is taldlkozunk.

Végiil roviden attekintiink egy nagyon specidlis esetet a valds ideji osztozkodds témakorében,

mikor a targyakat azoknak egyesével torténd megvitatdsa kozben folyamatosan, azonnal tovabb

kell kiildentink valaki szamara.



2. fejezet

Matematikai hattér

Ahogy elkezdiink foglalkozni a témadval, rogton belebotlunk abba a ténybe, hogy igazsigo-
san szétosztani tdrgyakat nem is annyira bonyolult, ha a tdrgyak kedviinkre feldarabolha-
tok/szétvaghatok. Azonban amikor ezeket a tirgyakat nem darabolhatjuk fel, egybdl megvaltozik
a helyzet. Tobb kérdés is felmeriil. Egyik kérdés, hogy létezik-e mindig igazsdgos szétosztdsa a

targyaknak? Egydltaldn mit értiink igazsdgos szétosztds alatt? Mikor igazsdgos egy szétosztds?

Az alabbi médon alkotjuk meg a modellt: Az alapfeladat az F = (N,O,U). Legyen n az

ligynokok szdma, m pedig a szétosztando targyak szdma. Legyen:

N ={ny,ny,...,n,} az igynokok halmaza, 2.1
O =101, 02, ...,0,} atargyak halmaza és (2.2)
U = {u1,us, ..., u,} hasznossagi fiiggvények, ahol u; : 2° = R (2.3)

ElGszor tekintsiik azt az esetet, mikor a targyak mind javakként szolgdlnak, tehat pozitiv értékiik

van minden tigynok szamdra.

u; (0) > 0 minden i-re. 2.4)

Tovabba legyen X C O egy targycsomag. Feltessziik, hogy a targyak értéke additiv, tehat

0sszeadodik.

u; (X) = > ui(o) (2.5)

oeX
Legyen n szétosztds egy fiiggvény. 7 : N — 29 mely minden iigynokh6z hozzarendel egy

targycsomagot. Egy targy csak egy ligynokhoz keriilhet, ezért a csomagok teljesen diszjunktak.

ﬂ'inﬂ'j:(b, Vi,jeN,i# ] (2.6)



Valamint minden targyat kiosztunk az ligynokok kozott, tehdt

U m=0 (2.7)

ieEN
2.1. Az igazsagossag kiilonb6z6 megkozelitései

2.1.1. Irigységmentesség

Az igazsidgossag egyik definicidja az irigységmentesség. Irigység: i irigy j-re, ha a szétosztast

kovetSen i a sajat csomagja helyett j csomagjat valasztand inkabb, ha lehetne. Tehat:
u; (72',‘) < U; (ﬂ'j) (28)

Egy szétosztds irigységmentes, ha a sz€tosztds utdn egyik ligynok sem irigy a mdsikra.

2.1.2. Aranyossag

Egy masfajta hozzadllds az igazsdgossdghoz az ardnyos elosztds. Tekintsiik az Osszes targy
értékét az i-edik ligynok szemszogébdl: u; (O). Ha i ligyndk ennek legaldbb az n-ed részét

megkapja, igazsdgosnak érzi azt.
u; (0)

u; (m;) > (2.9

Amennyiben ez minden iigynokre igaz, igy a sz&tosztds ardnyos.

2.1.3. Maximin igazsagossag

Egy harmadik megkozelitéséhez az igazsdgossagnak tigy jutunk, ha hagyjuk, hogy az ligynokok
felosszdk maguknak a targyakat n db részre tigy, hogy ezek koziil a szdmara legkevesebb értékkel
birét kapja meg. Igy feltételezhetjiik, hogy minden iigyndk igyekszik a szdmdra 1étezé legjobb
szétosztast 1étrehozni, hogy a legkisebb ért€k minél kozelebb legyen az @-hez. Igy minden
tigynokhoz hozzarendeljiik az altala legjobb felosztés altal 1étrehozott legkisebb csomag értékét.
Ez a minimum érték legyen h; Vi-re. Igazsdgosnak tekintjiik azt a szétosztist, amikor minden

tigynok legaldbb akkora értékd csomagot kap, mint az dltala 0sszeéllitot csomagok minimuma.

u; (mr;) > h; Vi-re. (2.10)



2.2. Definiciok

Konnyen beldthatjuk, hogy az irigységmentesség nem mindig valésithaté meg szétoszthatatlan
targyak esetében. Példaként legyen n = 2 ligynokiink és m = 1 targyunk. Tudjuk, hogy a targy
értéke nem 0, igy nem tudjuk igazsdgosan szétosztani kettejiik kozott ezt az 1 targyat, hiszen

mindegy kinek adjuk, aki megkapja a targyat, arra irigy lesz a masik.

Ezért definidljunk egy ennél gyengébb igazsidgos szétosztast. Tekintslink igazsidgosnak egy
szétosztast, ha egy targy elvételével irigységmentessé tehets. Tehdt ha i irigy j-re, az irigység

feloldhat6 ugy, hogy egy adott targyat kivesziink az egyikiik csomagjabol.

2.2.1. Definicié. [3] Egy 7 szétosztds irigységmentes egy targy kivételével IM1), haVi,j € N

esetén

i nem irigy j-re, vagy (2.11)
Jo € m; U nr; targy, hogy u; (m\{o}) > u; (7;\{o}). (2.12)

Megjegyzés: Ez a megkozelités arra az altalanosabb esetre is definidlja az IM1 szétosztast,

amikor negativ értékd targyak is lehetnek.

Az el6z6hoz hasonldan az ardnyossag definiciébdl kiindulva 1étrehozhatunk egy 4j definici6t.

Tekintslink igazsdgosnak egy szétosztast, ha egy targy elvételével ardnyossd tehetd. Tehét ha
i csomagjinak értéke kisebb mint @, az ardnyossag elérhetd ugy, hogy egy adott targyat

kivesziink i csomagjabol, vagy hozzdadjuk i csomagjdhoz.

2.2.2. Definicié. [3] Egy 7 szétosztds ardnyos egy targy kivételévelARANY1), ha Vi € N

esetén
wi (m) > 2 ’(10), vagy (2.13)
wi (1) +ui (0) > 2 ’(10), 0 € O\n:, vagy (2.14)
u; (m;) —u; (0) > i ’(10), 0 € m;. (2.15)

Megjegyzés: Ez a megkozelités arra az dltalanosabb esetre is definidlja az ARANY 1 szétosztast,

amikor negativ értékd targyak is lehetnek.

Az igazsdgossdg mellett szeretnénk hatékonyak is lenni, ezért haszndljuk a Pareto-javitds és

Pareto optimalitds fogalmakat.

2.2.3. Definicid. [3] Adott egy 7 és egy n’ szétosztds. 1’ szétosztas Pareto-javitasa (PJ) m-nek,

10



ha

u; (7'(:) >u;(m;), YieN,és (2.16)
uj (7‘(;) >u; (r;), legaldbbegy j € N-re. (2.17)

2.2.4. Definicié. [3] Egy 7 szétosztds Pareto optimadlis (PO), ha nem létezik olyan n’ szétosztas,

ami Pareto-javitdsa m-nek.

11



3. fejezet

Pozitiv targyak

3.1. Maximin kozelités

A maximin igazsdgossag eléréséhez elGszor kiilonbozd értékd approximaciokat kerestink. Egy

% approximdciot az aldbbi médon taldlhatunk:

3.1.1. Tétel. [1] Adott n iigynok, u;, Yi € N additiv értékfiiggvényekkel, és adott m feldarabol-
hatatlan targy. Polinom idében taldlhatunk egy m (7, 7a, . . ., ;) szétosztdst, amely kielégiti az

alabbi egyenlotlenséget:

2n
n-1

u; (ﬂ'l‘) > 3 h;, (3.1

ahol h; az adott i ligynok maximin értéke.

A bizonyitast Bouveret €s Lemaitre 2 részbdl allitottdk ossze:

ElsS 1épésben beldttdk, hogy az éltalanos eset visszavezethet§ az azonosan rendezett esetre,
tehat feltessziik, hogy egy sorrend éllithat6 fel az m db targyhoz, melyeket igy indexelhetiink:

01,072, ...,0,. Minden iigynok tiszteletben tartja ezt a sorrendet, tehdt a < b esetén u;(0,) >

ui(0p).
Masodik 1épésben készitettek egy % kozelitd algoritmust a fenti esetre.

3.1.2. Definicid. [1] Egy feladatot rendezett feladatnak hivunk, ha létezik egy < rendezés az
elemeken gy, hogy, Vi € N és Va, b € O, ahol a < b igaz, hogy u; (0,) > u; (0p). Tehat létezik
egy alabbi sorrend:

ui (01) 2 ui (02) 2 -+ 2 ui (om) . (3.2)

12



Bouveret és Lemaitre [5] bizonyitottdk, hogy ha 1étezik egy n’ szétosztds amely garantilja
minden ligynok szdmdra a maximin igazsdgos szétosztasat F” szerint, akkor létezik m szétosztas,
amely garantdlja minden ligynok maximin igazsdgos szétosztdsat F' szerint. Amennyiben adott
7’ maximin igazsagos széotsztds F’ szerint, akkor 7 maximin igazsdgos szétosztds polinom id§

alatt talalhat6 F feladat esetében.

Az algoritmus éltal kapott 7 (71, 712, . . ., T,) szétosztds kielégiti a kdvetkezd egyenlStlenséget:

u; (m;) > 3Zﬁ1hi Vie N

3.2. Irigység Graf algoritmus

Lathattuk, hogy az el6z6 algoritmus miikodéséhez az volt a fontos, hogy az m targy 01, 02, . . ., 0y
értékiik szerint csokkend sorrendbe legyenek rendezve Vi € n esetén. Az aldbbiakban egy

irigység graf készitésével mikods algoritmust lathatunk.

Az irigység graf felépitése: A G () irdnyitott irigység graf az ligynokok kozti irigységet dbra-
zolja. A pontok az ligynokok, mig az élek azt jelzik, hogy egy ligynok irigy egy mdsikra. Egy

irdnyitott €l i — j akkor €s csak akkor létezik, ha i irigy j-re, tehét
u; (ﬂ'i) < u; (ﬂj) . (33)

Az algoritmus az aldbbi [5]:

Algorithm 1: Irigység Graf algoritmus
Input: Egy F = (N, O, U) rendezett feladat, ahol n az iigynokok, m pedig a targyak

szdma.
Output: Egy olyan 7 szétosztds, amely kozeliti a maximin szétosztast.
1 Rendezziik sorba a targyakat ugy, hogy Vi € N és a < b esetén igaz legyen, hogy
ui (04) > u; (0p). Igy kapjuk o1, 03, . . ., 0,, sorrendet.
2 Vegylik & szétosztast, ahol m; =0, Vi € N.
3 Ezutén j = 1-t6l m-ig tegyiik az alabbit: Valasszunk egy i pontot, melynek nincs
bemend éle g () grafban. Ez a pont egy forras. Majd médositsuk tgy, hogy
n; = m; U{o;}. Amennyiben az igy keletkezett G (7r) graf tartalmaz kort, haszndljuk a
3.2.1-es lemmat és készitsiink belSle egy 7’ szétosztast ami nem a grafja mar
aciklikus. Folytassuk ciklust ezzel az 0j graffal.

4 Végiil adjuk vissza m szétosztést.

Az algoritmus haszndlatdhoz ismerniink kell tovdbba az aldbbi lemmit:

13



3.2.1. Lemma. [6] Adott egy részleges elosztds 1 = (my,m,...,m,) egy S C m targyak
részhalamzdra. Polinom idd alatt tudunk taldlni egy masik, n’ = (ﬂ’l,ﬂ’z, . ,ﬂ;,) részleges

szétosztast S részhalmazra, gy, hogy:

i : Egyetlen iigynokhoz rendelt csomag értéke sem csokken: u; (ﬂl') >u;(m;) Vien (3.4)

ii : AG (n') irigység grdf aciklikus. (3.5)

Az algoritmus végén kapott © = (7, 72, ..., 7T,) szétosztds irigység mentes egy targy kivételé-

vel.

3.3. Round Robin algoritmus

Egy olyan 7 szétosztds, amely IM1 egy egyszer( algoritmussal is taldlhat6. Képzeljiik el, hogy a
szétosztando targyak egy nagy kupacban vannak kozépen, mig az ligynokok korben helyezked-
nek el koriilotte. Minden iigynok 1,2, ...,n — 1,n sorban kivélasztja a szdmadra legértékesebb
még a kupacban 1év6 (a tobbiek dltal még ki nem vélasztott) targyat. Ha a kor végére értiink,
ismételjiik az el6z6 metddust egészen addig, mig minden targyat szét nem osztottunk. Ezt Round

Robin algoritmusnak nevezziik.

Elsére taldn nehéz l4tni, hogy ezen algoritmus dltal 1étrehozott 7 szétosztds miért is lesz jo,

ugyhogy nézziik meg, mégis miként lesz 7 IM1.

3.3.1. Allitas. /2] A Round Robin algoritmus végeredménye egy m IM1 szétosztds.

Bizonyitds. Tekintsiink egy i € N ligynokot. Eredetileg egy kor az alabbi médon néz ki:
L,2,...,i-1,i,i+1,....,n-1,n (3.6)

Tagoljuk fazisokra a folyamatot. Egy fazis akkor kezdddok, amikor i {igynok kivalaszt egy

targyat €s éppen azeldtt végzddik, hogy i ujra vilasztana.
iLi+l,...,n-1,n1,2,...,i-2,i-1 (3.7)

i minden fazisban olyan tdrgyat szerez a sajat csomagjdba, amely egyértelmien értékesebb
szdmdra, mint amit a kovetkezd n — 1 ligynok vélaszt. Tehat az egyetlen lehetGség arra, hogy
i irigy legyen valakire az, ha valaki elStte kivélasztott egy i szdmdra értékesebb targyat az
1,2,...,i— 1 részben a legelsS fizis megkezdése elétt. Igy a sorban elétte valasztd j € [i — 1]
tigynokoknek maximum 1 olyan targyuk van, ami miatt i irigy lehet j-re. Amennyiben fenn all

az irigység, ugy az adott targyat elvéve j csomagjabol megsziintettiik az irigységet. m|

14



3.4. Nash-féle Maximum Jolét

A Round Robin algoritmus 4altal generdlt IM1 szétosztasrél sajnos semmi nem garantdlja sza-
munkra, hogy Pareto optimdlis. Az algoritmus meglehetGsen korldtozott abban az értelemben,
hogy minden ligynok azonos vagy egy hijan azonos szdmu targyat kap a szétosztds sordn.

Felmeriil tehat a kérdés, hogy tudunk-e IM1 és PO szétosztast 1étrehozni.

Egy n szétosztas hasznossdganak mérésére definidlunk egy a késGbbiekben hasznos mérdszamot

az alabbiak szerint.

3.4.1. Definicié. [2] Egy 7 széosztds Nash-féle joléte (NJ):

NJ (x) = | [ ui (m) (3.8)

ieN
3.4.2. Definicié. [2] A Nash-féle maximum jélét megolddsa egy olyan 7 sz€tosztds, amely az

NMJ

0sszes lehetséges sz€osztds Nash-féle jolétének maximuma. Ezt a szétosztast -vel jeloljiik.

M7 ¢ argmax NJ (n) (3.9

Mivel a NJ egy szorzat, igy ha csak egy eleme is 0, az egész 0 lesz. Amennyiben létezik
olyan szétosztds, hogy a NJ pozitiv legyen, tehat egyik iigynok csomagja sem nulla értékd, gy
valasszunk maximumot a szétosztasok koziil. Amennyiben nem létezik olyan szétosztds, hogy
NIJ pozitiv legyen, tehat kevesebb targyunk van, mint amennyi iigynokiink, akkor valasszuk ki
az ligynokoknek azt a lehetd legnagyobb részhalmazat, akiknek pozitiv értéki csomagot tudunk

biztositani és csak rdjuk nézve maximalizaljuk a NJ-et.

NM 2z

Ez a 7™/ szétosztds lehet, hogy jobb eredményre juttat mint az el6z6 Round Robin algoritmus?

Lassuk be, hogy ez a szétosztds IM1 és PO is.

3.4.3. Tétel. [2] Additiv, nem negativ értékii feldarabolhatatlan tdargyak esetén minden NMJ
szétosztas IM1 és PO.

Bizonyitds. Legyen m egy NMJ szétosztds. ElGszor tekintsiik a NJ () > 0 esetet.

Lassuk be, hogy m Pareto optimélis. Indirekt médon tegyiik fel, hogy nem az. Ebben az eset-
ben létezik egy n’ szétosztds, ami Pareto-javitdsa m-nek. Igy 7’ szétosztdsban minden iigynok
legaldbb akkora értékii csomagot kap, mint 7 esetén, és van 1égaldbb 1 olyan ligynok, akinek a

csomagja nagyobb értékd, mint  esetén. Ebben az esetben azonban

NJ (') > NJ (n). (3.10)
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Ebbdl kifolydlag m szétosztds NJ-e nem a lehetd legnagyobb az Gsszes 1étez6 szétosztas NJ-e

koziil, tehat 7 szétosztas nem NMJ szétosztas. Ez ellentmondas.

Hasonl6an indirekt médon lassuk be, hogy 7 szétosztds IM1. Tegyiik fel, hogy 7 nem IM1, tehat
létezik legaldbb 2 iigynok i és j, hogy i irigy j-re, és nincs olyan targy j csomagjdban, amelyet
kivéve a csomagbol megsziinne az irigység. Mivel i irigy j-re, tudjuk, hogy van legaldbb 1 olyan

g targy j csomagjaban, aminek az értéke i szamadra pozitiv. Legyen

u; (g)
Uj (8).

g’ = arg min (3.11)

Tegyiik 4t ezt a g’ targyat j csomagjabdl i csomagjaba, minden egyéb targy maradjon annak a

csomagjdban, akiébe 7 szétosztdsban volt. Ezt az 1j szétosztast nevezziik 1’ szétosztiasnak.

uy (m}) = ux (mx) Yk € N\{i.j}, (3.12)
wi () = u; () +u; (&), (3.13)
Uj (ﬂ;) =uj(m;) —u;(g). (3.14)

Ahogy azt a PO bizonyitdsandl is tettiik, mutassuk meg, hogy

NJ (") > NJ (n). (3.15)
Ehhez elég beldtnunk, hogy
NJ (')
1. 3.16
NI (x) ©.10)

g’ megvdlasztdsa miatt, tudjuk, hogy

0 (&) _ Zer 4 ®)

< , €S (3.17)

i (8') ~ Xgen, Ui (8)

Dgen; Uj (8) Ty
s 8 1 ) (3.18)

de;rj u; (g) Ui (7Tj)
(&) b ;). (3.19)

ui (g') Ui (ﬂj)
Valamint tudjuk, hogy i azutén is irigy j-re, hogy j csomagjabdl kivettiik g’ targyat.

wi (m;) < wi (m;) —u; (g') (3.20)
wi (m) +u; (g') < u; (7). (3.21)

Ha a fenti egyenl6tlenségeket Osszeszorozzuk, az alabbi kifejezésre jutunk, amit csak at kell
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alakitanunk.

% [u; (m7) +u; (8)] < uj(7j) (3.22)

b (8/)] ui (g')
[1 . (ﬂ'j) u (1) > 1 (3.23)
uj (ﬂj) ui () . (324

uj (mp) ui ()

ezt a tortet bovitjiik [,y ux (7x)-vel, ahol k inN\{i.j}. Igy megkapjuk, hogy

NJ (x') > NJ (n). (3.25)

P

Az el6z46 bizonyitashoz hasonldan, itt is ellentmondésra jutottunk, hiszen m egy NMJ szétosztas,

igy nem létezhet a fenti 7’. Tehat a feltevésiink, miszerint 7 nem IM1 hamis.
Belattuk, hogy 7 PO és IM1, abban az esetben, ha NJ () > 0.

Tekintsiik meg azt az esetet, amikor NJ () = 0. Ez akkor fordul el§, ha legalabb egy tigynok
csomagja szdmadra 0 értékd.

Jk € N, hogy uy (my) = 0. (3.26)
Legyen C azon uigynokok halmaza, akik 7 NMJ szétosztds szerint pozitiv értékd csomagot

kaptak. NMJ megolddsdnak definicidja szerint C az ligynokok lehetd legnagyobb halmaza, akik

pozitiv értékid csomagot kaphatnak.

A PO konnyen belédthatd. Tegyiik fel, hogy létezik egy n’ szétosztds, amely Pareto-javitdsa m-nek.
Ez a n’ nem csokkenti a C-beli ligynokok csomagjainak értékét, azonban nem is novelheti azt,

hiszen az novelné a pozitiv csomagok szorzatdnak ért€két, amelyet mar 7 maximalizalt.

Tovéabbd nem adhat pozitiv értékid csomagot egyik N\C-bel iigyndknek sem, hiszen azzal

novelné az S-beli ligynokok szdmdt, ami definici6 szerint mar maximalis.

Az IM1 is konnyen belédthat6. Tekintsiik a C-beli ligynokoket. R6luk mar az NJ, > 0 esetben
belattuk, hogy a kozottiik 1évS szétosztds IM1. Az trividlis, hogy egy C-beli ligynok nem irigy
egy N\C-beli iigynokre, hiszen utébbiak csomagja iires.

Amit be kell latnunk, hogy i € N ligynok nem irigy egy targy kivételével j € C iigynokre.
Indirekt tegyiik fel, hogy az. Valasszunk egy g; € &, targyat, ami u; (g_,-). Feltevésiink szerint i

irigy lesz j-re azutdn is, hogy g; targyat kivessziik j csomagjabol.

wi (m;\{g;}) > u;i (1) =0 (3.27)

Tehat
Jgieni\{g;}, ui(g)>0. (3.28)
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Igy g targyat j csomagjabdl i csomagjaba téve elérnénk, hogy u; (7;) > 0 legyen, mikdzben

s

uj (m;) > 0 marad. Ezzel noveljiik C-ben 1év6 ligynokdk szamat. C-ben 1év§ iigynokok szdma

maximalis, igy azt nem tudjuk ndvelni, ellentmonddsra jutottunk.

Igy hit NJ (m) > 0 esetén a m NMIJ szétosztds PO és IM1. ]
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4. fejezet
Pozitiv és negativ értéki targyak

Eddig azt az esetet vizsgéltuk, amikor a kiosztand¢ targyaknak minden esetben pozitiv értéke
van. Azonban mi van akkor, ha a tdrgyaknak lehet negativ és pozitiv értéke is? Példaként
tegylik fel, hogy addssagcéduldkat és értékpapirokat kell szétosztanunk. Egy masik példa, ha
nem tdrgyakat, hanem feladatokat kell sz€tosztanunk. Van olyan feladat, amit A ligynok nagyon
szivesen old meg, mert ért hozzd, azonban olyan is, amit kifejezetten nem szeretne megoldani,
mert nehézséget jelent neki. Ilyen lehet egy matematikai feladat, melynek megolddsa valaki

szamara szorakozas, mas szamara azonban kin és szenvedés.

Az aldbbiakban egy olyan problémdt vizsgalunk, ahol a tirgyak objektiven szétoszthaték csak
negativ €s csak pozitiv értd targyakra [3]. A szemléltetés kedvéért ezeket hivjuk addssdgoknak

és értékpapiroknak. Legyen o
u; (0) > 0 esetén értékpapir és 4.1
u; (0) < 0 esetén addssag. 4.2)
Természetes, hogy elsé gondolatunk a probléma megolddsdra egy mds ismert médszer alkal-
mazasa. Kiprébaljuk, hogy a Round Robin algoritmus pontosan mire is képes ebben az esetben,

az 4ltala generdlt szétosztds vajon IM1 lesz-e. Hamar rdjoviink, hogy ez az egyszerd algoritmus

nem kezeli megfelel6 médon a feladatot, vegyiik szemiigyre az aldbbi példat:

Legyen n = 2 ligynokiink i és j és m = 4 targyunk. A targyak az aldbbi értékeket kapjak:

ui (01) =uj(01) =2 (4.3)
ui (02) = uj(02) = -3 (4.4)
ui (03) =u;(03) = -3 (4.5)
ui (04) = uj(04) = -3 (4.6)
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Ebben a specidlis esetben, ahol i és j szdmdra megegyezd értékkel rendelkeznek a targyak,

lefuttatjuk a Round Robin algoritmust.
ElsG 1épésben i kivdlasztja a szdmara legértékesebb o, targyat, ezzel a csomagja {0 }.

Ezt kovetSen j vélaszt. InnentSl mindegy mit valaszt, hiszen minden targy egyenértéki szdmadra,
tovdbbd a harmadik és negyedik 1épésben ismét véletlenszertien vdlaszthatnak az el6zGek alapjan.

Az egyszerlség kedvéért csomagjaik legyenek

u; (m;) = {o1,02} = -1 4.7
uj (n;) = {03, 04} = 6. 4.8)

Az adott helyzetben j irigy i-re. Lathatjuk, hogy akdr i csomagjabdl vesziink el targyat, akdr j
csomagjabol vesziink el egy targyat, az irigység nem oldhat6 fel. Kovetkeztetésképpen ez a &

szétosztas nem IM1.

4.1. A Double Round Robin algoritmus

A Round Robin algoritmus o6tlete alapjan megalkottdk a Double Round Robin algoritmust.
Az algoritmus nagyon hasonlit el6djéhez. Egyszer déramutatd jardsdval megegyezGen, majd
Ooramutato jardsdval ellentétes irdnyban vélasztjdk ki sorban az ligynokok a targyakat. Az elsé
korben a Round Robin algoritmus szerint az ligynokok addssdgcéduldkat valasztanak, tehat
olyan targyakat, melynek értéke szimukra negativ. Természetesen ezen targyak koziil szamukra
a lehetd legkisebb abszolut értékiit. Ezt kovetGen az dramutaté jardsaval ellentétesen az kezd,
aki az els6 korben az utolsé volt, és ekkor értékpapirokat vdlasztanak, tehat olyan targyakat,

amelyek szdmukra pozitiv értékkel birnak( itt a lehetS legnagyobb abszolut értékiit).

Mindezeket kiegészitjiik azzal, hogy hozzdadunk k db virtualis ad6ssdgcédulét ugy, hogy minden
ligynok azonos szamu addssagcédulat kapjon az algoritmus végén. Ezen k db addssdgcéduldk

értéke 0.

Egy m szétosztas és X targycsomag esetén azt mondjuk, hogy i irigy j-re tekintettel X-re, ha

Uu; (ﬂiﬂX) < u; (ﬂ]'ﬂX). (49)

Az algoritmus az aldbbi [3]:
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Algorithm 2: Double Round Robin algoritmus
Input: Feladat F' = (N, 0, U)

Output: 7 szétosztds

1 Az O halmazt szétbontjuk egy O = {0 € O|3i € N, u; (0) > 0}, és

O~ ={0€0]|3i € N, u; (0) <0} halmazokra. |O~| = an — k, ahol a egész szam és
ke{0,1,...,n—1}.

2 Hozzdadunk k db virtudlis, minden ligynok szdmadra 0 értéki adossagcédulat O~ -hoz.
Ezzel |O~| = an.

Az iigynokok egy round robin kérben(1, 2, .. ., n) sorban kivélasztjak a szimukra

w

leginkabb kivant targyat O~-bol, addig, amig O~ ki nem {riil.

=

Az ligynokok egy forditott round robin korben (n,n — 1,.. ., 1) sorban kivélasztjdk a
szamukra legértékesebb targyat O*-bdl, addig, amig O™ ki nem iiriil. Ha egy ligynok
nem taldl olyan tdrgyat, ami pozitiv értékkel bir szdmdra, akkor nem vélaszt, vagyis
ugy tesz, mintha valasztana egy szdmaéra O értékd virtudlis targyat.

5 Kivessziik a virtudlis targyakat az {gy kapott 7 szétosztasbdl és ezzel megkapjuk 7’

sz&tosztast.

4.1.1. Tétel. /3] A Double Round Robin algoritmus O (max{mz, mn}) idé alatt ad egy m IM1

szétosztast.

Bizonyitds. Legyen az algoritmus eredménye 7 szétosztds. Ahhoz, hogy beldssuk, hogy m IM1,
megmutatjuk, hogy barmely i, j € N, i < j ligynokokre igaz, hogy amennyiben irigy egyik a

mdsikra, egy targy elvételével ez az irigység megsziintethets.

El6szor tekintsiik az 7 irigy j-re esetet. Mivel i < j, ezért i el6bb vélaszt O™-bdl, i nem irigy
Jj-re tekintettel O~ csomagra. Lehetséges, hogy i irigy j-re tekintettel O*-ra. Ha a j dltal elGszor
valasztott o’ € O™ targyat elvessziik j csomagjabdl, akkor megsziintetjiik az irigységet, hiszen
a fennmaradé o € O* targyak koziil mindig i valasztott elébb. Igy i nem irigy j-re tekintettel

O*\{0’} csomagra. Tehat
ui () > u; (m;\{0'}). (4.10)

Ezutan tekintsiik azt az esetet, hogy j irigy i-re. Az el6z6hoz hasonléan, mivel i < j, ezért j
elébb valaszt O*-bdl, j nem irigy i-re tekintettel O csomagra. Lehetséges, hogy j irigy i-re
tekintettel O~-ra. Ha a j altal utoljara valasztott o’ € O~ targyat elvessziik j csomagjabdl, akkor
megsziintetjik az irigységet, hiszen a fennmarad6é o € O~ targyak koziil mindig j vdlasztott

elébb. Igy j nem irigy i-re tekintettel O\ {0’} csomagra. Tehat
uj (m\{0'}) = u; (). @.11)
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Belattuk, hogy m IM1. Ha elvessziik a k db 0 értékd virtudlis adéssagcédulat, amit hozzdadtunk

az elején, az nem véltoztatja az ligynokok csomagjainak értékét, tehat s’ szétosztas is IM1.

Tekintsiik hat az algoritmus futdsi idejét. Az elsG sorban O (mn) id§ alatt minden {igynok
végignéz minden targyat, majd a 3. és 4. sor O (mz) id6t vesz igénybe, hiszen maximum m

iteraci6 alatt minden ligynok maximum m targyat vesz figyelembe. Tehét a teljes futdsi id§
) (max{mz, mn}) . (4.12)

Ezzel belattuk a tételt. O

4.2. Egy specialis eset

Lathattuk mar kordbban a 3.4-es alfejezetben, hogy tisztan pozitiv értékd targyak esetén IM1
€s PO szétosztds mindig létezik. Azonban a most targyalt feladatndl, pozitiv és negativ értékd

targyak esetében errSl még nem tudunk semmit. Két probléma all elSttiink:

Ahogy a 4.1.1 alfejezetben megmutattuk, gy taldlunk egy n IMI1 szétosztast, de arr6l nem
tudjuk, hogy Pareto optimélis-e avagy sem. Ha taldlunk egy Pareto-javitast, akkor sem vagyunk
készen, hiszen semmi nem biztositja, hogy az Uj, Pareto-javitdssal 1étrehozott szétosztasunk
IM1. Tovéabba Pareto-javitdst taldlni NP-nehéz feladat [7]. A mai napig nyitott kérdés, hogy

létezik-e IM1 és PO szétosztds altaldnosan a pozitiv és negativ targyak vildgaban [3].

Tekintslink hat egy specidlis esetet, amelyre konnyebben tudunk kimondani barmit is. Vegyiik
azt az esetet, mikor csak 2 ligynok kozott szeretnénk szétosztani a pozitiv és negativ értékd
targyakat (a feltétel, hogy minden tirgyrdl objektiven megitélhetd, hogy addssdgcédula vagy

értékpapir tovabbra is fenndll).

4.2.1. Tétel. [3] Két iigynok esetében mindig létezik olyan szétosztds, amely egyszerre IM1 és

PO, tovabba polinom idé alatt ki tudunk szamolni.

Bizonyitds. Ahogy azt eddig is, most is feltételezziik, hogy a targyakrodl objektiven eldonthetSk,
hogy pozitiv illetve negativ értékiik van minden iigynok szamara, tovabba egyik iigynok szamara
sincs 0 értéki targy. Ezt kovetden az ligynokoket (tekintettel arra, hogy most csak ketten vannak)
nem i-vel és j-vel jeloljiik, hanem egyikiiket gy&ztesnek (winner), médsikukat vesztesnek (loser)

nevezzik.

Eloszor is szétosztunk minden tdrgyat tigy, hogy minden pozitiv értékd targyat a gyGztesnek és

minden negativ értékd targyat a vesztesnek adunk.
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[l (o)l

it O] szerint monoton csOkkend sorrendben.
w

Masodszor, sorba rendeziink minden targyat

Harmadszor, elkezdjiik djraosztani a tirgyakat az elébb emlitett sorrendben (balrdl jobbra),
aszerint, hogy ha értékpapirhoz ériink, akkor azt a gy6ztes csomagjabdl a vesztes csomagjdba
rakjuk, ha addssdgcéduldhoz ériink, akkor azt a vesztes csomagjabol a nyertes csomagjiba
rakunk. Ezt addig csindljuk, mig el nem érjiik, hogy a vesztes irigy legyen a gyGztesre egy targy

kivételével.

Bebizonyitjuk, hogy az igy létrehozott Osszes m szétosztds, melyet a fenti metddus 1€pései
kozben kapunk egytSl-egyik Pareto optimalisak. Tekintsiik barmelyik ilyen 7 szétosztast €s

indirekt tegyiik fel, hogy 3 7’ szétosztds, amely Pareto-javitdsa m-nek.

Ezutan a targyak aldbbi halmazait hozzuk 1étre, Vi, j € {w, [}-re, ahol i # j:

G,; azon értékpapirok halmaza, melyek benne vannak a r; N 7;-ben, 4.13)
C;; azon adéssdgeéduldk halmaza, melyek benne vannak a 7r; N 7i-ben, 4.14)
G, azon ért€kpapirok halmaza, melyek benne vannak a m; N ﬂ}—ben, (4.15)
C;; azon adossdgeédulak halmaza, melyek benne vannak a 7r; N 7r}—ben. (4.16)

Mivel 7’ Pareto-javitasa m-nek, ezért a gy&ztes csomagjanak értéke legalabb akkora 7’ szétosz-

tasban, mint 7-ben, mig a vesztes csomagja szigordan nagyobb értékd n’-ben, mint -ben.
Természetesen a G ,,,, Gj;, Cy,, C;; halmazok megegyeznek a 7 és n” szétosztasokban, Igy

Uy (le) + Uy (Clw) — Uy (Gwl) — Uy (Cwl) >0, és (417)
ur (Gwi) +up (Cyr) —up (Gry) —u (Cryy) >0 (4.18)

Tovéabba tudjuk, hogy G, és C,,; halmazok targyai el6bb jonnek a sorban az algoritmus futdsa

soran, mint G ,; és Cy,, targyai, igy az el6bbiek II|:I ((00))|I| értéke legaldbb akkora, mint az utobbiaké.

Legyen egy « az aldbbi:
[ACT e (o)1) @19,
0€GwiUChy iy (0) || 0€G1yUCw1 ||ty (0) ||

Ezeket egyesével atszorozva az alabbi egyenlStlenségeket kapjuk:
up (Gwi) < iy (Gwi) (4.20)
auy, (Gry) < u (Gry), (4.21)
—auy, (Cy) < —u (Cyy) , (4.22)
—u; (Cry) < —auy, (Cpy) (4.23)

Ha felirjuk ismét a fentebb mar haszndlt egyenlStlenséget, és becsiiljiik egyesével minden tagjat

az el6zGek alapjdn, az aldbbi egyenlStlenséget kapjuk:
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0 <ui (Gyr) +u; (Cyr) —up (Grw) —uy (Cryy) < (4.24)
< -« (uw (le) + Uy (Clw) — Uy (Gwl) — Uy (Cwl)) <0. (4.25)

Ezzel ellentmonddsra jutottunk (rendér elv).

Belattuk hét, hogy az algoritmus futdsa sordn minden 1épés utdn kapott  szétosztds PO. Most

lassuk be, hogy az algoritmus végeredményeként kapott 7+ szétosztas IM1.

Az algoritmusunk befejeztével kapott 7 szétosztasban legfeljebb az egyik ligynok irigy a
masikra, hiszen ha mindketten irigyek lennének a masik csomagjéra, akkor az feloldhat6 volna
tigy, hogy megcseréljiik a kapott csomagjaikat. [gy mar nincs koztiik semmiféle irigység, azonban
ez egy Pareto-javitdsa lenne n* szétosztdsnak, marpedig m+ Pareto optimadlis. Vegyiik tovabba
szamitdsba az esetet, hogy a vesztes irigy a gydztesre. Ekkor 7+ IM1, hiszen nem éllt volna le
az algoritmus, ha nem igy lenne. Tekintsiik most azt az esetet, mikor a gydztes irigy a vesztesre.
Legyen i’ sz€tosztds az utolsé 1épés elbtti szétosztds, ami utdn m=-ot kaptuk. Tovabba legyen
X =7, N7 %, és (4.26)
Y = 7T; N7y . 4.27)
Ebbdl a i’ szétosztasbol azért 1éptiink tovabb, mert a vesztes irigy volt a gydztesre és ezt az

irigységet nem lehetett feloldani egy targy elvételével. Tehat
u (Y) <u(X). (4.28)

Valamint tegyiik fel, hogy a gy&ztes tobb mint egy targy kivételével irigy a vesztesre, tehét nincs

olyan targy, amit elvéve feloldhat6 ez az irigység. Ekkor természetesen
uy (X) <uy, (Y). (4.29)

Ha g volt az utols6 értékpapir amit a gy6ztes csomagjabol a vesztesébe tettiink, akkor X csomagot
a vesztesnek adva és Y U {g} csomagot a gyGztesnek adva létrehoznank egy Pareto-javitasat
n’-nek, hiszen

uj (JT;) < Uuj (X) , €s (4.30)

uy (7)) <uyw (Y U{g}). 4.31)

Hasonl6an, ha ¢ volt az utols6 adéssagcédula, amit a vesztes csomagjavol a gyGztes csomagjdba

tettiink, akkor X U {c} csomagot a vesztesnek adva és Y csomagot a gydztesnek adva ismét egy
Pareto-javitasat adnank n’-nek, hiszen

up (7)) <up (X U{c}),és (4.32)

uy (715,) < uy (Y) . (4.33)

24



Ez nyilvan ellentmondds, hiszen n’ szétosztas Pareto optimdlis volt.

Ezzel belattuk, hogy 7+ szétosztds PO és IM1.
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5. fejezet

Igazsagos osztozkodas valos idoben

5.1. Egy élelmiszerbank problémaja

Tekintstink most masfelé, és nézziink meg egy kiilonleges igazsdgos osztozkoddsi problémat.
[4] -ben bemutattak egy olyan kiilonleges problémadt, amely rdvilagit arra, hogy mennyire nehéz
olyankor igazsdgos szétosztést taldlnunk. Egy ausztrdl élelmiszerbank problémadjat vizsgaltdk

meg.

Az alapprobléma nem mads, minthogy szétosszdk az adomdnyozott feldarabolhatatlan élelmi-
szereket/élelmiszercsomagokat kiilonboz§ jotékonyséagi szervezetek kozott. Szeretnék ezt minél
igazsdgosabban tenni. Egy adott élelmiszer vagy élelmiszercsomag a kiilonbozd szervezeteknek
mas-mads értékd lehet. Van akiknek kiilonosen hasznos egy adott szétosztisra var6 élelmiszer,
van akinek kevésbé, sét, olyan is lehet, hogy valakiknek egydltaldn nem is hasznos. A probléma
eddig nem tlnik bonyolultnak, hiszen ilyen problémara lattunk mar megoldast 3.3, azonban a
feladat nehézsége két dologban rejlik. Bonyolitja a problémat az, hogy nem all rendelkezésiinkre
az az ismeret, hogy a szervezetek szimara mennyire értékes egy adott targy, tovabbd a targyak

egyesével érkeznek az ételbankba és azokat azonnal tovabb kell kiildeni.

5.2. Lehetséges megoldasi metodusok

A modelliinket az egyszertiség (és a kovetkezetesség) kedvéért alakitsuk ugy, hogy jotékonysagi

szervezetek €s élelmiszerek helyett ligynokokrdl és targyakrdl (javakrdl) beszéljiink.

Legyen n iigynokiink és m targyunk. A targyak egyesével jonnek 1,2, ..., m sorrendben. Két
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kiilonbozd szétosztdsi mechanizmust fogunk megvizsgdlni, az elsé a LIKE mechanizmus. Esze-
rint az ligynokok jelzik, hogy igényt tartanak-e az éppen szétosztisra vard targyra avagy sem,
majd kozottiik teljesen véletlenszertien vélasztjuk ki azt, aki megkapja az adott targyat. Ezutan

érkezik a kdvetkezd targy és igy tovabb, mig az utolsé m-edik targyat is oda nem adtuk valakinek.

A LIKE mechanizmus alapvet§ hédtrdnya az, hogy ha rosszul jon ki a 1épés, akkor egy-egy
tigynok nagyon szerencsétleniil jarhat. Megvan rd az esély, hogy egy ligynok minden targynal

jelzi, hogy sziiksége lenne rd, azonban egyet sem kap meg beldliik.

e

Annak érdekében, hogy az el6zbleg ismertetett szerencsétlen helyzet ne alakulhasson ki, ki-
prébalunk egy masik mdédszert, a Kiegyensulyozott LIKE mechanizmust. Ahogy azt a neve is
sugallja, nagyon hasonl6 az el6z6hoz. Tovabbra is azzal kezdjiik az éppen aktudlis szétosztisra
varé targy szétosztasat, hogy az ligynokok jelzik, hogy igényt tartanak-e az adott targyra avagy
sem. Ezutdn ezen ligynokok koziil annak adjuk a targyat, aki eddig a legkevesebb targyat kapta.
Amennyiben tobb ilyen ligynok van, dgy kozottiik véletlenszerien dontiink. Ezzel elérjiik azt,
hogy egy ligynok legaldbb egy targyat biztosan megkapjon n olyan targy koziil, aminél jelezte,

hogy sziiksége lenne ra.

Aszerint vizsgaltdk ezt a két mechanizmust, hogy vajon stratégia-védettek-e. Egy mechanizmusra
akkor mondjuk, hogy stratégia-védett, ha egy iigynok nem tudja befolydsolni sajat igényeinek
megvaltoztatdsdval (vagy meghamisitdsdval) a szétosztds kimenetelét tigy, hogy jobb legyen
neki. Feltételezziik, hogy erre akkor lenne képes, ha tudnd elSre, hogy milyen targyak fognak

megjelenni a sorban.
5.2.1. Tétel. [4] A LIKE mechanizmus stratégia-védett.

5.2.2. Tétel. [4] A Kiengyensiilyozott LIKE mechanizmus nem stratégia-védett még abban az

esetben sem, ha csak 0, 1 értékeket adunk a targyaknak.

Vizsgaltdk a stratégia-védettséget sok kiilonbozd esetre €s azt mondhatjuk, hogy a Kiegyensu-
lyozott LIKE mechanizmust csak akkor érdemes haszndlni, ha minden {igynok ugyan azokkal
az értékekkel rendelkezik a targyak felett (példaul O, 1).
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