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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni témavezetGmnek, Pfeil Taméasnak a rengeteg segitséget és ta-
nacsot, melyek segitettek szakdolgozatom elkésziiltében, tovabba szeretném megkoszonni
a hatartalan tiirelmét és szakmai odaadasat. Szeretném még megkoszonni a csaladomnak,

barataimnak és csoporttarsaimnak a tamogatast és segitséget az elmult években.
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1. fejezet
Bevezetés

Szakdolgozatom témaja a goérbék rektifikdlhatosaga és ivhossza, mivel egy elméleti
analizisbeli témakornek hasznalataval szerettem volna foglalkozni. Igy a dolgozat vége,
hol egyszertibb, hol &sszetettebb, példakon keresztiil mutatja majd meg a konkrét szamo-
lasok menetét, ahol a szamolasokban hasznalt gérbéknél lehet gondolni akar a korivre,
akar a rugora, mint sik és térbeli gorbékre, vagy akir a 16g6 vezetékre, mint lancgorbére.
A szakdolgozat felépitésében elGszor a felhasznalt fontosabb fogalmak, tételek, allitasok
vannak Osszegytijtve, majd pedig definidljuk a rektifikdlhatosag fogalmat, és az ivhosszt,
elgszor egyvaltozos fiiggvények grafikonjain, majd R%beli gérbéken. Végiil pedig foglal-
kozunk a sikon megadott polarkoordinatas gorbékkel is. A munkat pedig a méar emlitett
példakkal fejezziik be.



2. fejezet

Elméleti osszefoglalo

2.1. Egyvaltozo6s differencialszamitas

2.1.1. Definici6. Legyen az egyvaltozos f fiiggvény az zy hely bizonyos kérnyezetében
értelmezve. Az g helyrdl attérve valamely més x helyre, a fliiggvény megvaltozasa f(z) —
f(zo), és ennek az = — xy megvaltozashoz mért arénya, a kiilonbségi hanyados, vagy

differenciahdnyados, azaz

f(@) — flzo)
T —x9
Abban az esetben, amikor ezen differencidlhanyadosnak az zy pontban van véges ha-

tarértéke, azaz
x)— f(x
Lo 1) = fw)
T—T0 T — ,I'O
létezik és véges, az f fliggvényt az x( helyen differencialhatonak, derivalhatonak mondjuk,

és a hatarértéket a fliggvény xo-beli differencialhanyadosanak vagy derivaltjanak nevezziik,
jele: f'(xo).

2.1.1. Tétel (Konstansszoros fiiggvény derivaltja). A ¢ € R és g differencidlhato figguény
esetén az f = c- g figguény is differencidlhato, és

/

fr=(cg)=cyg.
2.1.2. Tétel (Osszegfiiggvény derivaltja). A g és h differencidlhatd fiigguények esetén az
f =g+ h figgvény differencidlhato minden olyan pontban, ahol g és h is derivilhato, és
akkor

Fr= (g h) =g + I
2.1.3. Tétel (Szorzatfiiggvény derivaltja). A g és h differencidlhatd fiigguények esetén az
f = g-h figguény differencidlhato minden olyan pontban, ahol g és h is deriwdlhato, és
akkor
fl="(g-h)'=g-W+g h

3
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2.1.4. Tétel (Hanyadosfiiggvény derivaltja). A g és h differencidlhatd figguények esetén

az f = 1 figgvény differencidlhatd minden olyan pontban, ahol g és h is derivdlhato,

valamint h # 0, és akkor
- (9)’_9’-h—g-h’
~\h/ h? '

2.1.2. Definicié. Az f fliggvény folytonosan differencidlhato egy intervallumon, ha dif-

ferencialhato, és a derivaltfiiggvénye folytonos az intervallumon.

D(f) | D(f) f(z) f'()
R R ¢ 0
(c e R)
R R " n-z" !
(n € Nt)
[0, +00) | (0, 400) N NG
R\ {0} | R\ {0} . —
(0,4+00) | (0, +00) (4 cR) a-z°!
R R e* e’
(0, 400) | (0,4+00) Inx %
R R o a*-Ina
(a € (0,400))
(0, +00) | (0,+00) log, x ﬁ

2.1. tablazat. Elemi fiiggvények derivaltja




2. FEJEZET.

ELMELETI OSSZEFOGLALO
D(f) D(f") flx) | f(=)
R R sinx cos T
[—1,1] (—=1,1) arcsin 1£$2
R R cos T —sinz
[—1,1] (—1,1) arccosx | — 11_362
R\A{S +knlk € Z} | R\ {5 +knlk € Z} | tgzx —
R R arctg x ﬁ
R\ {krlk € Z} R\ {kr|k € Z} ctgx — 5
R R arcctg x —ﬁ

2.2. tablazat. Szogfiiggvények derivaltja
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D(f) D(f") flz) | f(=)
R R shx chx
1
R R arsh x =
R R chz shz
[1,400) (1, +00) arch z zé_l
R R thx ﬁ
(—1,1) (—=1,1) arthe |
R\ {0} R\ {0} cthe | ———
(=00, —1) U (1,400) | (—o0,—1) U (1,+00) | arcthz | —=

2.3. tablazat. Hiperbolikus fiiggvények derivaltja

2.2. Egyvaltozo6s integralszamitas

2.2.1. Definici6é (Riemann-6sszeg). Legyen f : [a,b] — R tetszéleges fliggvény és legyen
a=1z9<x <..<x,=>az [a,b] intervallum egy F felosztasa. Az F felosztas [a, b]-t

n darab zart intervallumra osztja fel, tehat F' az

[IO, xl]; [9017 I2]7 Sy [xn—h 'rn]

intervallumok halmaza. Az els§ osztointervallum hosszat jelolje Az, a masodikét Ax,,
és hasonléan F k-adik osztointervallumanak hosszat pedig Axy, ahol Az, = xp — x4_1.
Minden osztéintervallumban kivalasztunk egy pontot, a k-adik osztointervallumban 1év6

pontot jelolje: c. Legyen
op = fle)- Ay,
k=1

ahol op-t az F' felosztéshoz tartozé6 Riemann-Osszegnek, integralkozelité dsszegnek neve-

ziink.
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Ez annyit tesz, hogy minden osztdintervallumban vesziink egy téglalapot, amelynek az
alapja az osztointervallum, és a téglalap fiiggSlegesen az x tengelytél a gorbe (¢, f(ck))
pontjaig nyulik. Az osztointervallumokon 1évs téglalapok teriiltét adja meg f(cy) - Az
szorzat, ahol Axyp a téglalap szélessége, f(cx) pedig a téglalap magassiga. Ezeket a

szorzatokat Osszegeztiik.

2.2.2. Definici6. Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Az I szém az f fiiggvény |a, b]-
n vett Riemann-integralja, és az 2”: f(ck) - Az Riemann-Gsszegek hatarértéke ||F|| — 0
esetén, ha barmely ¢ > 0 szémlﬁ; van olyan § > 0 szam, hogy [a,b] minden olyan F
felosztasara, melynek osztopontjai xg, x1, ..., Ty, és ||F|| < d, barhogyan is valasztjuk ki

cg-t az [x_1, xy) intervallumbol, teljesiil hogy

<e,

> fle) Az — 1

k=1

ahol || F|| a felosztas norméaja, azaz a leghosszabb osztointervallum hossza. Jeldlése:

b
[ fayae=1= 1 L) b

2.2.1. Tétel. Az f : [a,b] — R korldtos figgvény akkor és csak akkor integrdlhatd, és
az integrdlja I, ha barmely € > 0-hoz van olyan F' felosztds, amelyhez tartozo bdrmelyik

or Riemann kézelitd dsszegre |op — 1] < €.

2.2.3. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fiiggvény oszcillacioja

w(f;la,b]) = sup R(f) — inf R(f),
ahol R(f) az f értékkészletét jeloli.

2.2.4. Definici6. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvénynek az F :a =29 < 27 < ... <

xn, = b felosztéshoz tartozo oszcillacios Osszegének nevezziik a kovetkezGt:

n

Qp(f) =Y w(fi [z, @i]) - (2 — 2im0).

i=1
2.2.2. Tétel. Egy korldtos f;]a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor integralhatd, ha

tetszdleges € > 0-hoz van olyan F felosztds, amelyre Qp < ¢.

2.2.3. Tétel (Newton-Leibniz-tétel). Legyen f integrdlhatd [a,bl-ben. Ha az F figguény
folytonos |a,bl-ben, és differencidlhato (a,b)-ben, illetve F'(x) = f(x) minden x € (a,b)-
re, (vagyis f egyik primitiv fiigguénye [a,b]-n F), akkor
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2.2.4. Tétel (Az integral az intervallum szerint additiv). Legyen a < b < ¢, és legyen f

értelmezve [a, c| intervallumon. Ha f integrdlhato [a,b]-ben és [b, c]-ben, akkor [a,c|-ben

/Cf(x)dx:/bf(x)dx+/cf(m)dx.

2.2.5. Tétel. Legyen f figgvény pdros, és integrilhatd a [—a,a| intervallumon, ekkor

]fumx:z]j@mx

2.2.5. Definicié. Ha a > b és f integralhato [b, al-n, akkor legyen

jﬂ@mz—jﬂ@m.

2.2.6. Tétel (Az integral additiv az integrandus szerint). Legyenek f és g figgvények

18, €S

integrdlhatoak az |a,b] intervallumon, akkor

(/ﬂ@+g@ﬂx:jfﬁwm+jg@Mm

2.2.7. Tétel (A konstansszoros fiiggvények integralja). Legyen f figgvény integrdlhatd

az [a,b] intervallumon, és X\ € R, akkor az

jAj@Mw:va&Mx

2.2.8. Tétel (Helyettesitési szabaly). Ha a g fiiggvény differencidlhato az I intervallumon,
és az [ értelmezve van a J = g(I) intervallumon, és f-nek van primitiv figgvénye J-n.

Ekkor az (f o g) - ¢ figguénynek is van primitiv figgvénye I-n, és
[ o) g0 at = Flgn) +

ahol [ fdx = F(z)+C.

2.2.9. Tétel (Parcialis integralas szabalya). Ha f és g figguények differencidlhatéak az I

intervallumon, és itt az f - g'-nek van primitiv fiigguénye, akkor f'- g-nek is van, mégpedig

/ f(@) - g'(@)de = f(z) - gla) / () - o) de.
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2.2.10. Tétel (Racionalis tortfiiggvények integralasa parcialis tortekre bontéssal). Legyen
1, P2 valds egyiitthatds polinomok, €s py fokszdma n, py fokszdma m.

Han <m, éspy(x)=(r—x1) (x—22) ...  (x—xy), ahol x1,... ,z, a py polinom
eqyszeres gyoket, akkor léteznek olyan Ay, As, ..., A, € R szdamok, amelyekre

/pl(z)dx:/ A + A2 + ...+ Am dzx.

po(x) T —1T] T — To T — Ty,

Han < m, és py(x) = (xz —1r)™, ahol v a py polinom gydke, akkor léteznek olyan

By, By, ..., B, € R szamok, amelyekre

P1 (JJ) Bl BZ Bm
dz = coit+ ————dx.
/pg(x) ‘ /:U—r+(x—r)2+ +(x—r)m ‘
Han <m, és x? 4 bx + ¢ irreducibilis, és pa(x) = (2?4 bx + ¢)', akkor léteznek olyan
Ci,D1,C5, Do, ...C;, D; € R szdmok, amelyekre

/p1 (JJ) de — / Cll’ -+ D1 Cgl' + Dg CZI + Dz
pa() w2 +br+c (2+br+c)? T (224 bxr+c)

Végiil dltaldnosan, ha n < m, és pa(x) = (x — )" ...« (x —2;)5 - (22 + byw + c1)™ -
oo (2 by 4 )™, ahol Ty, . . ,xj a py polinom gyokei, €s iy,...,1; a multiplicitdsuk,
és x? + byx + ¢, irreducibilis mdsodfokid polinomok q¢ = 1,2,...,t, akkor léteznek olyan

Ally-"aAlil)"'aAjla"'7Ajij €s Cll’Dllv‘“’Clk}17D1kJ1’"’7Ct17Dt17

oy Gty Dy, € R szamok, amelyekre

A Ay A; Ay
/pl(x)da::/ T e e e L
po() T — 1 (x —xp)n T —x; (x —xj)¥

Chz+ Dy Cig,x + Dy, Cux + Dy
22+br+e (2 +bhrta) T 22+t
++ Ctktx+Dtkt

.
(22 + byx + )k

Ha n = m, akkor p-et py-vel maradékosan osztjuk, az eredmény legyen py = pj - pe +

P, ekkor

/pl(x) dx:/p;(xwrp?w(x) dxz/p’l(fv)dﬂer/de’

pa() pa(T) pa(T)

ahol az 0sszeq elsd fele eqy polinom integrdlja, a mdsodik fele eqy raciondlis tortfiggvény

integralja, ahol a p7**" fokszdma kisebb, mint py fokszama.

2.2.11. Tétel. Legyen f az I intervallumon differencidlhato és sehol sem nulla, akkor

/m - f'(x)dz =In|z| + C,

ahol C € R.
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2.3. Vektor értéki fliggvények differencidlszamitasa

2.3.1. Definicié. Egy ¢ : [a,b] — RY gorbét akkor neveziink folytonosnak, differencial-
hatonak, folytonosan differencidlhatéonak, Lipschitz tulajdonsiginak, stb., ha g minden

koordinatafiiggvénye rendelkezik az adott tulajdonsiggal.

2.3.2. Definici6 (Gorbe derivaltja). Az g : [a,b] — R,

g(t) = (gl(t)’QQ(t)w"’gd(t))v te [av b]

gorbe derivaltfiiggvénye t-ben

g'(t) = (91(t), g5(1), .. .. ga(t)),  tElab],
amennyiben minden koordinatafiiggvény differencidlhato az [a, b] intervallumon, (végpon-
tokban egy-egy oldalrdl differencialhato).
2.3.3. Definicié (Simasag). Az g gorbe sima, ha g differencialhato, és ¢’ folytonos, és ¢’
sehol sem Opa.
2.3.4. Definicié (Paraméterezés). Ha g : [a,b] — R? gorbe ¢s R(g) = H C R?, akkor a

g gorbét H egy paraméterezésének mondjuk.

2.4. Tovabbi analizisbeli ismeretek

2.4.1. Lemma. Legyen x,y € R? vektorok, azaz v = (x1,%a,...,74), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Ya)-
Ekkor

2] = lyll <z —yl <lox =il + 22 — 4ol + .+ |2a — al-
2.4.2. Lemma (Halmazok Gsszegének a szuprémuma). Ha A, B nemiires halmazok, akkor

sup(A + B) = sup A + sup B.

2.4.1. Tétel (Weierstrass tétele). Ha f € Cla,b], akkor van olyan o € [a,b] és B € [a, b,
amelyekre teljesil, hogy f(a) < f(z) < f(B) minden x € [a,b]-re. Azaz egy korldtos,
zart intervallumon értelmezett folytonos fligguénynek mindig van abszolut mazimuma és
abszolut minimuma.

2.4.2. Tétel (Lagrange-kozépértéktétel). Ha az [ fiigguény folytonos |a,bl-ben és diffe-
rencidlhaté (a,b)-ben, akkor létezik olyan c € (a,b), amelyre

o = 10 =10

2.4.3. Tétel. Hag: H — R? , ahol H C RY, és g folytonos H-n, és f folytonos a g(H)

halmazban, akkor f o g is folytonos a H halmazon.

2.4.4. Tétel. Legyen H C RP korldtos és zdrt, és legyen f : H — RY folytonos. Ha f
injektiv a H halmazon, akkor [~ folytonos az f(H) halmazon.



3. fejezet

Ivhossz-szamitas

3.1. Filiggvénygrafikonok

El6szor a fiiggvények grafikonjanak ivhosszusagaval, késébb altalanosabb gorbékkel is

fogunk foglalkozni.

3.1.1. Definici6. Legyen f : [a,b] — R tetszileges fiiggvény, és legyen a = zg < x7 <

. < x, = b az [a,b] intervallum egy F' felosztésa. Az f fiiggvény grafikonjanak az F
felosztashoz tartozo beirt tordttvonala az (zo, f(z0)), ..., (s, f(x,)) pontokat Gsszekotds
torottvonal. Az f fliggvény grafikonjanak ivhossza az Gsszes beirt torottvonal hosszabol
allo halmaz fels6 hatara. Az f grafikonjanak ivhosszat s(f;[a, b])-vel jeldljiik, és

i=1

s(f;[a,b]):sup{Z\pi—pi1\:a:x0<x1<...<xn:b,i:O,...,n},

ahol p; = (x;, f(x;)), és |p;i — pi—1| az (i — 1)-edik és az i-edik pont tavolsaga.

YA

I
I
I
| |
| I

I
I

I
I

I
I

I
! I
I I
! |
! I
| [
I i
', }

X

X0 X1 X2 Xn—1 Xn

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény grafikonja rektifikalhato, ha s(f;[a,b]) véges. Ha
a = b, akkor s(f;[a,b]) = 0 minden f fiiggvényre.

13
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3.1.1. Tétel. Tetszdleges f : |a,b] — R figgvényre igaz, hogy

V(b= a)? + (f(b) - f(a))? < s(f;[a, b)),

azaz a gorbe kezdd- és végponljdl Osszekiotd szakasz hossza nem nagyobb, mint a gorbe
hossza. Tehdt, ha a < b, akkor s(f;[a,b]) > 0.

3.1.1. Bizonyitas. Az s(f;[a, b]), a gérbe hossza nem lehet kisebb egyetlen beirt toréttvo-
nal hosszanal sem, igy az (a, f(a)), (b, f())-t 6sszekots szakasz, az a = xy < x; = b felosz-
tashoz tartozo térdttvonal hosszénal sem. A szakasz hossza /(b — a)? + (f(b) — f(a))?,

és igy a gorbe hossza nem lehet ettél kisebb.

3.1.2. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor a fiiggvény grafikonja rektifikdlhato, és

s(f;1a,0]) < (b—a) +[f(b) = f(a)].

3.1.2. Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f monoton novs, és legyen F :a =29 <21 < ... <
x, = b az [a,b] intervallumon egy felosztasa, és legyen az (x;, f(x;)) pont p;-vel jelolve
mindeni =0, 1,...,n-re. Ekkor z; > x;_1, és f(x;) > f(z;-1) minden i-re f monotonitasa
miatt. Tehat

pi — pic1l = V(i — 2i1)? + (f (@) — f(23-1))? < (25 — zim) + (f (@) — f(23-1)),

a haromszog egyenlétlenséghbol kivetkezik, minden i-re. Amibdél, ha 6ket 6sszegezziik:
Z(ﬂfz - xi71>

Z Ipi — pi—1]| < ‘
= (zn — x0) + (f(zn) — f(20)) = (b—a) + (f(0) — f(a)),

+

Z(f(ﬂ%) - f(ﬂle))] -

i=1

mert mindkét dsszeg teleszkopos. Ha f monoton csékkend, akkor a gondolatmenet ugyan-

ugy elvégezhets a — f fiiggvénnyel.

3.1.3. Tétel (Az ivhossz az intervallum szerint additiv). Legyen a < b < ¢, és [ :
la,c] — R. Ha a fiigguény grafikonja rektifikdlhats, akkor

s(f;la,c]) = s(f;a, b]) + s(f;[b, c]).

3.1.3. Bizonyitas. Jeloljiik az [a, b], [b, ¢] és [a, c] intervallum felosztésaihoz tartozo beirt
torottvonalak hosszainak halmazéat rendre Sy, Si, S-sel. Ekkor az s(f;[a,b]) = sup S,
s(f;[b,c]) = sup Sy és az s(f;]a,c]) = sup S, a definicié szerint. Mivel az [a, b] és [b, (]
intervallumok egy-egy felosztasa egyiitt az [a, c| egy felosztasa, ezért barmely S;- és So-
beli érték Osszege benne van S-ben, tehat Sy + Sy C S, illetve a [2.4.2l-es Lemma miatt
sup(S1 + S2) = sup Sy + sup Ss, amikbdl kovetkezik, hogy

s(f;la,c]) =sup S = sup(S) + S2) = sup Sy + sup Sz = s(f; [a, b]) + s(f;[b, c]).
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Ezzel igazoltuk, hogy s(f;[a,c]) = s(f;[a,b]) + s(f; b, c]).
Ezutan belatjuk, hogy

s(fla,c]) <s(f;la, b)) + s(f; [0, d]).

Legyen F': a = 2y < 11 < ... < x, = ¢ az [a,c| intervallumnak egy felosztasa, és
pi legyen az (z;, f(z;)) pont. Ekkor az F-hez tartozd torottvonal hosszat jelolje hp =
i |pi — pi—1|- Ha a b pont egyenld az x; pontok valamelyikével, mondjuk zj-val, akkor
11;11: a=x9<x <..<xp=">baz [a,b], s Fy: b= < x4 <...<x, =ca b

intervallum felosztasa, tehat

k n
hp, = Z pi — pica| < s(fila,b]) & hp = Z [pi — pia| < s(f5 b, d]).
=1 i=k

Mivel hp = hp, + hp,, ezért hrp < s(f;]a,b]) + s(f;[b,c]). Ha a b pont az x; pontok
egyikével sem egyenld és x,_1 < b < zy, akkor legyen F1: a =20 <21 < ... <21 <D
6s Fo: b < o < Tpy1 < ... < x, = ¢, valamint legyen ¢ a (b, f(b)) pont. Igy a két

torottvonal hossza:
k—1
hp = Z |pi — pie1] + ¢ — pr—1] < 5(f;][a,b])

=1

és

he, = e —q + Z [pi — pi1| < s(f5[b,c])

i=k+1

A héromszog-egyenlStlenség miatt |pr, — pr_1| < |¢ — pe_1| + |px — q|, ezért
he < hp + b, < s(f;]a,0]) + s(f5 [, c]).
Ebbdl kovetkezik, hogy
s(f;la,c]) = sup{hr : F az [a,c| intervallum felosztasa} < s(f;[a,b]) + s(f;[b, ]).
3.1.4. Tétel. Legyen f differencidlhatd |a,b]-ben, és tegyiik fel, hogy
ASVI+(P@)<B

minden x € (a,b)-re. Ekkor f grafikonja rektifikalhato, és az s(f;[a,b]) tvhosszra igaz,
hogy

A-(b—a) < s(fi b)) < B-(b—a).
3.1.4. Bizonyitas. Legyen a = 29 < 1 < ... < x, = b az [a,b] intervallum egy F
felosztéasa, és tovabbra is jelolje p; az (z;, f(x;)) pontot minden i = 0,1, ..., n-re. Ekkor
a p;—1 és a p; pontok tavolsaga

|Di —pi—1| = \/(95@ — 2 1)? + (f(2) = f(wi21))? = \/1 + (f(xl) — f(%w)) Az —xi1)-

Ty — Tj—1
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A Lagrange-kozépértéktétel miatt van olyan ¢; € (z;, x;_1) pont, amelyre

f’(Ci) _ flzg) — f(%‘—l)_

Xy — Tj—1

A feltétel szerint A < /14 (f'(¢;))? < B, valamint a fentiek alapjan,

lpi = pia| = \/W (zi — wi1),
melybdl kovetkezik, hogy
A (wg—2i0) < |pi—pia| < B+ (2 — 231).
A szakaszok hosszat Osszegezve a beirt torottvonal hosszara kapunk becslést:
A-(b—a)<hp<B-(b—a),

végiil a beirt torottvonalak hosszanak szuprémumaként a goérbe ivhosszara is érvényes

ugyanez a becslés.

3.1.5. Tétel. Legyen f differencidlhatd |a,b]-ben, és tegyiik fel, hogy f' folytonos. Ekkor
f grafikonja rektifikdlhatd. Legyen s(x) az f figguény grafikonjinak [a, z]-n vett fwhossza,

vagyis s(x) = s(f;[a,x]). Ekkor az s is differencidlhato és
s'(x) = V14 (f'(x))?
minden x € [a,bl-re.

3.1.5. Bizonyitas. A [2.4.1] Weierstrass tétele szerint f” korlatos [a, b]-ben, ezért az el6z6
B.1.4 Tételbol kovetkezik, hogy f grafikonja rektifikilhato. Legyen ¢ € [a,b) és & > 0
adott. Mivel a v/1 + 22 és az f’ fiiggvények folytonosak, ezért a /1 + (f/(x))? Gsszetett
fliggvény is folytonos. Legyen D = \/W A folytonossag definicidja miatt létezik
olyan § > 0 szam, hogy

D—ce< 1+ (f'(x))2<D+c¢

minden z € (¢, ¢+ 6)-ra. Igy az el6z6 tétel szerint, (z — c)-vel szorozva
(D —¢e)-(x—c) <s(f;le a]) = s(x) = s(e) < (D+e)- (x—0),

azaz

poeg W =80 po
Tr — C

ha z € (c,c+9). Jobb oldali hatarértéket képezve c-ben megkapjuk, hogy s’ (c) = D =
V14 (f'(c))?. Ugyanigy kijon s’ (¢) = D = /1 + (f'(c))? minden ¢ € (a, b]-re.
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3.1.6. Tétel. Ha az f: [a,b] — R fiigguény folytonosan differencidlhato, akkor a grafi-

konjanak az ivhossza
b
/ V14 (f(x))?de.

3.1.6. Bizonyitas. Mivel az f fiiggvény folytonosan differencidlhaté [a, b]-ben, ezért azt
tudjuk a [3.1.4] Tétel miatt, hogy f fiiggvény grafikonja rektifikilhaté. Ha z € [a,b],
akkor s(z) = s(f;[a,x]) a tovabbiakban is legyen a fiiggvény [a,z] intervallumra vald
lesztikitésének ivhossza. Ekkor s is differencidlhato, és s'(z) = /1 + (f'(z))? minden
x € |a,bl-re. Mivel f grafikonjanak ivhossza s(b) = s(b) — s(a), igy a Newton-
Leibniz-formula szerint

b

s(b) — s(a) :/s’(x) dx:/b\/de.

a a

3.2. Paraméteres megadasi gorbék

Ebben a fejezetben bevezetjiik a paraméteres megadasi gorbék ivhosszat.

3.2.1. Definicié. Legyen g : [a,b] — R? gorbe, és legyen a =ty < t; < ... <t, = b
az [a,b] intervallum egy felosztasa. A g gbrbe beirt torottvonala a g(to), g(t1), ..., g(tn)
pontokat 0sszek6td torottvonal. A g gorbe ivhossza az dsszes beirt toréttvonal hosszabol

allo halmaz fels6 hatara. A g gorbe ivhosszat s(g)-vel jeloljiik:

s(g) :sup{2|g(ti)—g(ti_1)| ra=ty<t <...<t,=bn= 1,2,...},
i=1

ahol a |g(t;) — g(ti—1)| az (i — 1)-edik és az i-edik pont tavolsaga. A g gorbe rektifikalhato,
ha s(g) < .

3.2.2. Definici6. Legyen H C R? halmaz. A H halmazt egyszerid ivnek nevezziik, ha

létezik injektiv és folytonos paraméterezése.

3.2.1. Tétel. Hao H C RY egyszertd v, akkor a H halmaz bdrmely injektiv paraméterezé-

sének ivhossza ugyanaz.

3.2.1. Bizonyitas. Legyen « : [a,b] — H és v : [c,d] — H injektiv és folytonos
paraméterezések. Ekkor a h = 7! o « fiiggvény a 2.4.3 és a 2.4.4 Tételek miatt,
folytonosan és injektiven leképzi az [a,b] intervallumot [c, d]-re. A folytonos és injektiv
fiiggvényekrdl tudjuk, hogy szigorian monotonak is. Ha F:a =ty <t; < ... <t, =0
az |a,b] intervallum egy felosztasa, akkor a ¢ = h(a) = h(ty) < h(t1) < ... < h(t,) =
h(b) = d, valamint a ¢ = h(b) = h(t,) < h(t,—1) < ... < h(ty) = h(a) = d egyike a [c,d]
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intervallum felosztasa, attol fiiggGen, hogy a h szigorian monoton névs vagy csokkend.
Mivel a = v o h, ezért [c,d] el6bbi felosztasahoz v gorbénél, valamint az F' felosztéshoz
a gbrbénél tartozo beirt tordttvonal ugyanaz lesz. Tehéat « : [a,b] — H minden beirt
torottvonala «y : [¢,d] — H torottvonala is, és forditva is belathato. Ebbdl kovetkezik,
hogy a két goérbe ivhossza megegyezik, hiszen az ivhossz ezen torottvonalak halmazanak

a, szuprémuma.

3.2.2. Tétel. Legyen g : [a,b] — RY girbe. Ha g Lipschitz-tulajdonsdgi, akkor rektifi-
kdlhato.

3.2.2. Bizonyitas. Legyen a g gorbe Lipschitz-tulajdonsagi, ekkor létezik olyan K; € R,
melyre minden z,y € [a,b]-re |g;(z) — ¢:(y)| < K; - |z — y|, ahol i = 1,2,...,d. Legyen
K = mgzlix K;, akkor minden i-re |g;(x) — ¢;(y)| < K - | — y| igaz. Ezért,

1=1

d
9(x) = g@)l = \| D _(gi(x) — 9:())> <D lgi(x) — i) < K - [z —y| - d
i=1 i=1
Tehét |g(z) — g(y)| < K -d - |x — y| minden z,y € [a,b]-re. Ebbdl kivetkezik, hogy g
barmely beirt torottvonala nem nagyobb, mint K - d - (b — a), vagyis g rektifikalhato.

3.2.3. Tétel. Legyen g : [a,b] — R differencidlhatd girbe, tovdbbd legyen minden
koordindtafiigguényének derivdltfiigguénye korldtos [a,b]-n, akkor g rektifikdlhato.

3.2.3. Bizonyitas. A g; : [a,b] — R fliggvény differencialhato az [a, b]-n, és a derivaltja
korlatos, és a Lagrange-kozépértéktétel miatt g; Lipschitz-tulajdonsagia az L; =
sup {|g;(t)| : t € [a,b]} konstanssal minden i-re. Igy az el626[3.2.2] Tétel szerint a g gorbe
rektifikalhato.

3.2.4. Tétel. Ha egy g girbe folytonosan differencidlhato, akkor rektifikdlhato.

3.2.4. Bizonyitas. Egy folytonos fiiggvény korlatos és zart intervallumon korlatos, igy a
g, fiiggvények is korlatosak [a, bl-n, igy a[3.2.3] Tételt szerint g rektifikilhato.

3.2.5. Tétel. Legyen a g : [a,b] — R? gérbe differencidlhatd, és g koordindtafiigguénye-

inek derivdltjai integrdlhatdak az |a,b] intervallumon. Ekkor a g gérbe s(g) ivhossza

b b
s = [+ @or+ .+ word= [ g

3.2.5. Bizonyitas. Minden integralhato fiiggvény korlatos, igy a g;(t) koordinatafiiggve-
nyek is korlatosak minden ¢ = 1,2, ..., d-re, amibdl a Tétel alapjan g rektifikalhato.
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Legyen f(t) = 1/(g1(1))2 + (g5(t))2 + ...+ (g,(t))% éslegyen F:a =1ty < t; < ... <
t, = b az [a,b] intervallum egy felosztasa. Ekkor a hp jelolje az F felosztéshoz tartozo

beirt torottvonal hosszat, igy hrp = > |g(t;) — g(t;—1)|, ahol
i=1

l9(t:) —g(tim1)| = V(g1(t:) — (g1(ti1))? + (g2(t:) — (g2(tim1))2 + - .. + (galti) — (ga(ti=1))?

minden ¢ = 1,2,...,n-re. AR.4.2] Lagrange-kozépértéktétel szerint léteznek olyan ¢;1, ¢z,

.y Cig € (ti_1,t;) szamok, melyekre

9i(ti) — g;(tim1) = gilcyy) - (i —tic)  (G=1,2,....,4d).

Ekkor

hp = Z lg(ti) — g(ti-1)| = Z \/(9'1(02'1)2 + (ga(ci2)? + .. + (gy(cia)? - (ti — tic1).

Legyen op(f) az F felosztashoz tartozo Riemann kozelit osszege f-nek. Az e; € [ti_1, 1]

tetszdleges szam esetén

) = Zf(ez-) (b = Z\/ (91(e:)? + (g5(€)? + .- + (gglen)? - (8 = tin).

Megfelel§ F felosztas mellett a hp és a op(f; (e;)) kozotti kiilonbség kicsi lesz. Az egyen-
letekbdl a gyokos kifejezések kozotti kiilonbség, a Lemmét felhasznalva

st + (el + Gyl = ot (e + (e o (e <
d d
<Z}g§(% — gj(e:)] Zw (g5: [t — tic1])

ahol w (g} [t: — tica]) = sup{|f(x) — f(y)| : 2,y € [tic1, t;]}. Tehat a hp és a op(f; ()
kozotti kiillonbség abszolutértéke:

d n d

|hF_UF 67, ZZW gj, i z 1]) t _tz 1 ZQF

j:1 =1 ]:1

minden F felosztasra és minden e; € [t;_1, ;] értékre, ahol Qp (gj) => w (g;; [ti — ti_l]) .
i=1
(t; —tiq).
Az s(g) a hp értékek szuprémuma, tehat adott e > 0 szamra létezik egy Fj felosztas,
ahol s(g) — e < hg, < s(g). Ha 1j osztopontot hozzavesziink a Fy-hoz, az igy kapott F
felosztasra, az

s(g) —e < hp, < hp < s(g)
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természetesen igaz, hiszen hp -ban egy 1j osztopont megjelenése azt jelenti, hogy a
|g(tr—1) — g(tx)| tagot helyettesitjiik a |g(tx—1) — g(t7) )| + |g( (£ — g(tx)| Osszeggel, ami
a haromszog-egyenltlenséghdl kdvetkezden, nem lehet kisebb.

A feltétel szerint g fliggvények integralhatoak, és vannak olyan Fj felosztdsok, ahol
az Qr,(g;) <e (j=1,2,...,d). Legyen I az I\, Iy, ..., Iy felosztasok egyesitése. Ekkor
minden j = 1,2,...,d-re

Qr(g)) < Qr(g)) < e

Tehat a fentiekb6l az kovetkezik, hogy

or(f; (e) = s(9)| < lor(f; (e) = he[ +[hr = s(g)] < (d+1) -

Ami annyit tesz, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan F' felosztas, ahol tetszéleges e; €
[ti—1,t;] pontok mellett |op(f; (€;)) — s(g)| < (d+1)-¢ teljesiil, tehat f integralhato és az
integralja s(g).

3.3. Polarkoordinatas alakban megadott gorbék

3.3.1. Definicié. Egy P pont polarkoordinatain az (r,¢) szampart értjiik, ahol r az
origdtol vett tavolsag, a ¢ pedig &% vektornak az x tengely pozitiv felével vett pozitiv

korbejarasa szoge. Az origd polarkoordinataja (0, ), ahol ¢ barmi lehet.
3.3.2. Definicié. Az r: o, 8] — [0, 00) fiiggvényt a

g(t) = (r(t) - cost,r(t) - sint) t € la, f]
a gorbe polarkoordinatas alakban valé megadasanak nevezziik.

Itt nem tettiik fel, hogy [«, 5] C [0, 27), de erre nincs is sziikség, hiszen minden ¢ € R
és r > 0 esetén a P = (r - cost,r - sint) pont polarkoordinatas alakja (r,t — 2km), ahol k

olyan egész, amire 0 < ¢t — 2km < 2m.

3.3.1. Tétel. Legyen azr: [a, f] — [0, 00) figguény differencidlhatd, és a derivdltja in-
tegralhatd [, 5]-n. Ekkor azr dltal poldrkoordindtds alakban megadott gorbe rektifikdlhatd,

és az fwhossza

/\/ )2 + 1r2() de.

3.3.1. Bizonyitas. Az r fiiggvény altal polarkoordindtas alakban megadott g gorbéjét
felirhatjuk paraméteresen g(t) = (r(t) - cost,r(t) - sint) alakban is. Ekkor

98] = V@) -cost —r(0) -5 + (7(0)-sint + 7 cost)? = /OP + )
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és ¢'(t) koordinatafiiggvényeinek derivaltjai integralhatoak. Tehat

B B8
s(g) = / /()] dt = / VIO T R d.

21



4. fejezet
Példak

4.1. Filiggvény grafikonok ivhossza

4.1.1. Feladat (Parabola ivhossza). Az f(x)

fvhosszat keressiik.

2%, x € [0,a] fiiggvény grafikonjanak

o~ [VIFT@R - [T

Helyettesitsiink!

1 du
=2 = — — =2 du = 2dz.
U x, z 2u, = , U T

El6szor szamoljuk ki a primitiv fiiggvényeket!

/de%/mdu.

Helyettesitsiink még egyszer!

d
u = sht, t = arshu, d—l;:(:ht, du = chtdt.

1 1 1 1
5/\/1+u2du:5/\/1+(sht)2chtdt:5/\/ch2t~chtdt:§/ch2tdt:

1 fch(2t)+1 1 sh(2t)
= 2/ 5 dt = 9 +t+C.

N

Helyettesitsiink vissza!

h(2t 1 2-sht-cht 1
B (2 )+t+C=Z-%#—t—k()zZ-sht-\/sh2t+1+t+(]:

1
cuvu? +1+arshu+C = 1 2ev4x? 4+ 1 + arsh(2z) + C.

NS

22



4. FEJEZET. PELDAK 23

Ezt hasznalva, az ivhossz

a 1 u
= / V14 (2z)2dx = 1 [2:10\/ 4?2 + 1 4 arsh(2z)| =
0
0

= }l ((2&\/@ + arsh(Qa)) — <2 0-V4-02+1+ arsh(2 - O))) =

_ g i ars}l(Qa)‘

4.1.2. Feladat (Exponencialis fiiggvény grafikonjanak ivhossza). Az f(z) = €®, x € [0, q]

fiiggvény grafikonjanak ivhosszat keressiik.

s:/amdx:/amdx.

0

Helyettesitsiink!
1 de 1 1
t=1+¢e* w—t—1 =—-In(t—1 — == —
e o w=ght=D =T
1 1
dr=—-.——dt.
S R
Elgszor szamoljuk ki a primitiv fiiggvényeket!
/\/1+62$d$_/\/— 3 7°1 dt.
Helyettesitsiink még egyszer!
dt
uw=t, t=u?, — = 2u, dt = 2u du.
du
/\/ —dt/l—l 2udu/2d/1+1d
— U — - . — u = u.
2 t—1 2 u?—1 u? —1 u?—1
Bontsuk parcialis tortekre!
B
/1 /1 du
-1 u—+1
A+B=0 1 1
5 AZ_? B=——
A-B=1 2 2
1 1 1
/1—|— duz/l—i— 2 — 2 du=u+= ln|u—1|——ln|u—|—1|—|—C—
u? —1 u—1 wu+1
1 u—1
= =1 C.
“+2nu+1’+
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Helyettesitsiink vissza!

1 |u—1 1. |vVt—1 1+e2r—1
u+ =1In +C=Vt+-In \/1+e2w+ +C.
2 uH’ 2 \/¥+1‘ WVirer+a
Ezt hasznalva, az ivhossz
V1+em -1
s= [ VIterdr = m+ In|l———|| =
/ Viter 1
\/1—1—62‘1—1 1 2—1
\/1+e2a+—1 —[vV2+=-In .
( Vifer+1 2 [V2+1

4.1.3. Feladat. Szamoljuk ki a f(x) = 12, 1€ 0,4] fiiggvény grafikonjanak ivhosszat.

4 4 [ 9 9 (1+2 )% '
2 Z
s= [ V1+(f'(z))?dx = 1+Zxdm:/<1+—x> dr = 3.45 =
2 4
0 0 0
8 o\ g 9 \? 9 \?\ 8
= — = =— - - Z. = —(10v/10 — 1).
o7 (1+4x) L 27((1+4 4) <1+4 0)) 27(0 0—-1)

4.1.4. Feladat (Lancgorbe ivhossza). Szamoljuk ki f(z) = chx, x € [—a,a] fiiggvény

grafikonjanak ivhosszat.

SZ/G\/de:/am&c:/achxdx.

—a

A ch fiiggvény péros, ezért

/chxdx:2-/chxd$:2- [shz]y =2-sha.
—a 0

4.1.5. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 12® — LInz, x € [1,¢] fiiggvény grafikonjanak

ivhosszéat.
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//
08 /

0.6

0.4 .
=

0.2

1 12 14 16 18 2 22 24 26 28

4.2. abra. f(z) = 32* — LInx, x € [1,¢] grafikonja

A grafikon ivhossza:

TR —221 A% + 2% — 222 + 1
S_/ e dx—/\/ x—ir /\/x—irx x—i—d

m4+2x2+1 IL‘2+1 /

x+11|\ e+1 1—|—O e +1
= | — —1In|\x = — —_ —_ g
4 "2 . 42 4 4

o dx—/ —l——dx—

25

4.1.6. Feladat. Legyen 0 < a < . Szamoljuk ki az f(z) = Incosz, x € [0, a] fiiggvény

grafikonjanak ivhosszat.

P S R ST S S

0 0.2 04 06 0.8 1 12 14 1.6

4.3. abra. f(z) =lncosz, = € [O, g) grafikonja
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A grafikon ivhossza:

5—/\/7dx—/ / stxdx_/\/cost—l;sm Ty —
cos cos
1
/Vcos2 dx_/cos:v :/ (2 )dx.
sin (T —x
s 2

Helyettesitsiink!
d
u:Z—x, —u:—l, du = —dzx
2 dx
o T ; 1
sin (2 — sinu -sin % - cos &
=0 2 v u==I T_q4 2 2
2 2
; 1 5 1 1 ; 1 1 5
cos & 5
:/—'.—3' 2udu:—~/‘ T du= [lntg }2 =
i 2 sing cos?g 2 i tgg cos? g 217 q
7@ 274
v T a
—Inl—Int (-——):—1 ¢ (——-)
S VI AV

4.2. Paraméteres megadasi gorbék ivhossza
4.2.1. Feladat (Az origd kozépponti r sugara kor keriilete).

xr =1r-cost

€ [0, 2x].
y=r-sint
2'(t) = —r - sint (2'(t))? = r* - sin®t
y'(t) =1 cost (v/(t)* = r* - cos*t.

A vizsgélt kor keriilte:

2

3—/\/ ()2 dt = /\/r2-sin2t+r2-0082tdt:

0

2w
:/\/7’2'(Sith—f-COSQt)dt:T-/\/Sin2t+COS2tdt:2777-
0 0

Visszakaptuk azt a képletet, amelyet geometridbol mar ismeriink.
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4.2.2. Feladat (Az asztroid ivhossza).

xr=r-cos’t

, t €[0,2n],
Yy=r71-81n"¢
ahol r az asztroid koré irt kor sugara.
1 T
08 /‘ \\
/\
06 v \
/N
04 r b
02 'y
i
02 = ot
\\ //
04 AN /
-06 \\ /
\ /
08 \ /
/

] .
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

4.4. dbra. asztroid

2'(t) = 3r - cos®t - (— sint) (2'(t))* = 9r? - cos* t - sin®t
y'(t) = 3r -sint - cost (v/(t)* = 9r? - sin*t - cos? t.

Az asztroid els6 siknegyedbe es6 részének ivhossza:

3—/\/ '(t))?dt = /\/9r2 costt-sin®t + 9r2 - sin*t - cos2tdt =

sint - costdt =

o
[ME]

:/\/97"2-sin2t-cos2t-(Sin2t+cos2t)dt:3-r-

s

:3-T-/2Siné2t)dt:3-r- [%S(Qt)};:&r-(}l—(%)) :g-r.

Ezzel megkaptuk az asztroid els6 siknegyedbeli ivhosszat, igy a teljes keriilet a kapott

N

érték négyszerese, vagyis 6r.
4.2.3. Feladat (A ciklois ivhossza).

g(t)=(a-t—a-sint,a—a-cost) tel0,2x],
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4.5. abra. ciklois

ahol a a generald kor sugara.

g,(t) =a—a-cost (¢, (t)* = a* — 2a® - cost + a* - cos* t

go(t) = a-sint (g5(1))* = a® - sin®t.

A ciklois ivhossza:

S—/\/91 5(t))2dt = /\/a2—2a2 cost +a?-cos?t +a?-sintdt =
2w
t t
=a- /\/2—2 costdt =a - /\/ (1 —cos(2- 2))dt:a-/\/4-sin2§dt:
0
2 ; tQﬂ'
:2a-/sin—dt:2a- —2 - cos = =2a-(2—-(-2)) = &a.
2 2],
0

4.2.4. Feladat. Legyen 0 < a < b < m. Szamoljuk ki a kovetkez§ gorbe ivhosszat.

r=cost+Intgt

y =sint

4.6. abra. A Feladatbeli gorbe a = 0,1, b =7 — 0,1 esetén
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/ . 1 1 1 ) 1
a'(t) = —sint + — - ——55 -5 = —sint + ; = —sint + —
tgs cos®s 2 9.5M3 .2t sint
cos% 2
1 1 1
2 (1)) =sin’t — 2 -sint - — + =gin?t — 2+
(#'() sint = sin’t sin’t
(3/(t))* = cos®t.
Behelyettesitve a gorbe ivhossza:
b b b
1
5= /\/(:c’<t))2+ (y/(t))2 dt :/\/sin2t—2+ —— +cos?tdt :/ —— —1dt =
sin“t sin“t
b . b
t t
[ e,
sin”t sint
Ha 7 € (a,b), akkor ott a cost elGjelet valt, ezért
b 7 b o1 b
‘. |C'OSt| g — Cf)Stdt—k _,COStdt: Céstdt— C9Stdt:
sint sint sint sint sint
a a g a g
= [lnsint]f — [Insint]% = (0 —Insina) — (Insinb — 0) = — In(sina - sin b).
2
Ha b < 7, akkor
b b
t t
5 = |C,O—S|dt:/c,.;sdt:[lnsint]zzlnsinb—lnsina.
sint sint
Ha a > 7, akkor
b b
t — t
5 = /’C,O—S‘dt = /ﬂdt = — [lnsint]b = Insina — Insinb.
sint sint @

4.2.5. Feladat (Hengerre irhat6 csavarvonal ivhossza).

T =a-cost

y=a-sint 0<t<T, a >0,
z=g--1

ahol a a csavarvonal sugara, m pedig a menetemelkedése, azaz, egy fordulat alatt m

egységet emelkedjen a gorbe.

2'(t) = —a-sint (z'(t))? = a® - sin’ ¢
y'(t) =a-cost (' (1)? = a® - cos’ t
20 =5, 07 =(52)
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4.7. 4bra. Csavarvonal

A fenti csavarvonal {vhossza:

s:/T\/(a:’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2dt:]\/az-sin2t+a2-0052t+ (%)th:
:0/ a2+<£>2dt:\/a2+<%>2-T.

4.2.6. Feladat. Szamoljuk ki a g(t) = (e’ cost,e'sint,e') gorbe ivhosszat, amikor a ¢

paraméter az [a,b] intervallumot futja be.

4.8. abra. g(t) = (e’ cost, e’ sint, e'), t € [0,50] gorbéje

4.9. abra. A g(t) = (e’ cost,e'sint,e'), t € [0,50] gorbe az (z,y) sikra vetitve
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gy(t) =¢' - cost +e' - (—sint), gh(t) = €' -sint + €' - cost, g5(t) = ¢,
(i (t)* = €* - (cos’t — 2 - cost - sint +sin*t) = e* - (1 — sin(2t)),

(gh(t))* = e* - (sin?t + 2 - sint - cost + cos®t) = e* - (1 + sin(2t)),

(9(t)* = e

A gorbe ivhossza:

s = / VGO T (GO T @@)2dt =

:/\/62t'(1_Sin<2t))+€2t'(1+Sin(2t))+62tdt:\/g-/etdt:\/g. [611;:
= V3. (b —e%).

4.3. Polarkoordinitas megadasi gorbék ivhossza
4.3.1. Feladat (Arkhimédészi spiral).

r(¢) = ap 0<e<2r a> 0.

4.10. dbra. Arkhimédészi spiral

S—/\/T2 ©))?dep = /\/azgo +atdp=a- /\/cp + 1dep.

Ehhez nagyon hasonl6t mar szamoltunk a Feladatban, ezért tudjuk, hogy a primitiv
fiiggvények % . <g0\/<,02 + 14 arsh go) + C alakuak, ezért a gorbe ivhossza

2
2
:a-/\/g02+1dg0:g[gm/g02+1+arshg0} :%<27r-\/47r2+1+arsh(27r)).
0
0
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4.3.2. Feladat (Kardioid).
r(¢) = a(l + cos ) 0<p<2r a >0,

ahol a a gordiilé kor sugara.

4.11. abra. Kardioid

r(p) =a+a-cosg r*(¢) = a® 4 2a* - cos p + a® - cos® @
#(p) = a- (~sing) () = a? - sin? .

A feladatbeli kardioid {vhossza:

5—/\/7~2 ©))2dp = /\/a2+2a2 cosp + a2 - cos?p +a? - sin® pdp =

=V2a- /Mdgp—%/‘cos ‘dap

cos (£) 20, ha 0 < ¢ <, és cos (£) <0, ha m < ¢ < 27, ezért

g 2
2m
s:2a/003<§>d¢+2a/—00s< )dgp—2a [2 smg] + 2a [2~<—sing)] =
0 s

—2a-(2-1—2-0)+2a-(—2-0—2-(=1)) = 8a.

Az r(p) = a(l + cosp), —m < ¢ < m gorbe is a fenti kardioidot paraméterezi, ezért
masképpen

™

/‘COS ‘dgp 4a - /cos( )dgp 4a [2 smgrz&z.
0

0

4.3.3. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkezd gorbe ivhosszat:

1
r(e) = — 0<a<ep<hb
2
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120 60

/ )
180 / 0 0
\
210 \ 330
N\

270

4.12. &bra. r(p) = i, ¢ € (0, 5] grafikonja

1 9 1
rle) =7 ) = 2
Yio) = = @) = =

o [ vrareerae— 5 Lao= [1fix Las
/ J ¥ ¥ J 2 ¥

Helyettesitsiink és szamoljuk ki elGszor a primitiv fiiggvényeket!

1 1 dp -1 -1
u=— == =
’ v ’ du  u?’

1 1 —1 1
/— 1+—2dg0:/u-\/1+u2~—Qdu:—/—-vl—i-quu.
o\ @ u u

Helyettesitsiink még egyszer!

du

— =chuz, du = chx dz.
dx

u=shuz, x = arsh u,

1 1 h? 1
—/—~v1—|—u2du:— h—-chx~chxdx:—/idx:
U

sh z sh z

1 1 1 fch2 1
= —chzx — h—d$2—0h$—/2—dx:—chx——/ Q.CT

shx ~sh§-ch% 2

1 1 1 1 T
=—cher—= [ —- dr=—chz— -Inth- +C.
chzx 2/th§ ch2§x chx 2n 2+

Mivel thy = 225—;}, és az arshu = In(u + vu? + 1), ezért

thalrshu_(211“(“+V“2+1)—1 Cu+Vur+1-1 _, 2
2 etV +) 11 g+ Vu2+1+1 u+VuZ+1+1

33
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Helyettesitsiink vissza!

1 T 2
—chx——lnth—+C:—\/u2+1—ln(1— )+C’:
2 2 ut+Vur+1+1
1 2
= — —2+1—1n 1— + C.
2 1 1
Lby/ 1+l
Ezt felhasznéalva az ivhossz
b b
1 1 /1 2
J 2 2 2 %+1/2—|—1+1
1
— - b—2+1—111 1—
P+ b2+1+1

/1
+ —2+1+1H 1-—
“ l+\/i+1+1
a a?

4.4. Példa folytonos, de nem rektifikalhatd gorbére

4.4.1. Feladat. Vegyiik a g(t) = (¢, f(t)), t € [0, 1] gorbét, ahol

t.Sin(l)7 ha t?éoa
f(t) = t
0, N
Zz o e = /////‘//
L

A 7
0 4\‘-1\\ % /

02 h "\\;j

-04 & 5
06

-0.8

4 L s L T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

4.13. &bra. g(t) = (¢, f(t)), t € |0, 1] grafikonja

Lassuk be, hogy ¢ gorbe nem rektifikdlhatd. Ehhez vegyiik az

sorozatot. Ilyenkor az
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amely értékek a g gorbe és az x = |y| halmaz origotol kiilonb6z6 kézos pontjainak téavolsaga

az x tengelytSl. Ilyenkor a [g(x;), g(x;11)] szakasz hossza, 1 < i < n — 1 esetén,

2 1 1 2 1
9€oie1) = 9(e)] > o) = Fall =2 (5 + 57 ) > = 1

A sorrendben g(z9) = (0,0), g(x;), i = 1,...,n és g(zpy1) = (1,sinl) csucsu beirt
torottvonal hossza nagyobb, mint

n—1

n—1

2 1
E i - i) > — E - .
£ ‘9(37 +1) 9(37)| 7 L i1

n
Mivel 14%1 — 00, ha n — oo, ebbdl latszik, hogy a beirt toréttvonalak hossza nem
i=1

korlétog, tehat a g gorbe nem rektifikdlhato, holott a g-t megado ¢ és f(t) fiiggvények
folytonosak.
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