
Eötvös Loránd Tudományegyetem

Természettudományi Kar

Mészáros Márk Ádám

Görbék rektifikálhatósága és ívhossza

BSc Szakdolgozat

Témavezet®:

Pfeil Tamás

ELTE Alkalmazott Analízis és Számításmatematikai Tanszék

Budapest, 2020



Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni témavezet®mnek, Pfeil Tamásnak a rengeteg segítséget és ta-

nácsot, melyek segítettek szakdolgozatom elkészültében, továbbá szeretném megköszönni

a határtalan türelmét és szakmai odaadását. Szeretném még megköszönni a családomnak,

barátaimnak és csoporttársaimnak a támogatást és segítséget az elmúlt években.
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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom témája a görbék rekti�kálhatósága és ívhossza, mivel egy elméleti

analízisbeli témakörnek használatával szerettem volna foglalkozni. Így a dolgozat vége,

hol egyszer¶bb, hol összetettebb, példákon keresztül mutatja majd meg a konkrét számo-

lások menetét, ahol a számolásokban használt görbéknél lehet gondolni akár a körívre,

akár a rugóra, mint sík és térbeli görbékre, vagy akár a lógó vezetékre, mint láncgörbére.

A szakdolgozat felépítésében el®ször a felhasznált fontosabb fogalmak, tételek, állítások

vannak összegy¶jtve, majd pedig de�niáljuk a rekti�kálhatóság fogalmát, és az ívhosszt,

el®ször egyváltozós függvények gra�konjain, majd Rd-beli görbéken. Végül pedig foglal-

kozunk a síkon megadott polárkoordinátás görbékkel is. A munkát pedig a már említett

példákkal fejezzük be.

4



2. fejezet

Elméleti összefoglaló

2.1. Egyváltozós di�erenciálszámítás

2.1.1. De�níció. Legyen az egyváltozós f függvény az x0 hely bizonyos környezetében

értelmezve. Az x0 helyr®l áttérve valamely más x helyre, a függvény megváltozása f(x)−
f(x0), és ennek az x − x0 megváltozáshoz mért aránya, a különbségi hányados, vagy

di�erenciahányados, azaz

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Abban az esetben, amikor ezen di�erenciálhányadosnak az x0 pontban van véges ha-

tárértéke, azaz

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
létezik és véges, az f függvényt az x0 helyen di�erenciálhatónak, deriválhatónak mondjuk,

és a határértéket a függvény x0-beli di�erenciálhányadosának vagy deriváltjának nevezzük,

jele: f ′(x0).

2.1.1. Tétel (Konstansszoros függvény deriváltja). A c ∈ R és g di�erenciálható függvény

esetén az f = c · g függvény is di�erenciálható, és

f ′ = (c · g)′ = c · g′.

2.1.2. Tétel (Összegfüggvény deriváltja). A g és h di�erenciálható függvények esetén az

f = g + h függvény di�erenciálható minden olyan pontban, ahol g és h is deriválható, és

akkor

f ′ = (g + h)′ = g′ + h′.

2.1.3. Tétel (Szorzatfüggvény deriváltja). A g és h di�erenciálható függvények esetén az

f = g · h függvény di�erenciálható minden olyan pontban, ahol g és h is deriválható, és

akkor

f ′ = (g · h)′ = g · h′ + g′ · h.
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2. FEJEZET. ELMÉLETI ÖSSZEFOGLALÓ 6

2.1.4. Tétel (Hányadosfüggvény deriváltja). A g és h di�erenciálható függvények esetén

az f = g
h

függvény di�erenciálható minden olyan pontban, ahol g és h is deriválható,

valamint h 6= 0, és akkor

f ′ =
(g
h

)′
=
g′ · h− g · h′

h2
.

2.1.2. De�níció. Az f függvény folytonosan di�erenciálható egy intervallumon, ha dif-

ferenciálható, és a deriváltfüggvénye folytonos az intervallumon.

D(f) D(f ′) f(x) f ′(x)

R R
c

0
(c ∈ R)

R R
xn

n · xn−1
(n ∈ N+)

[0,+∞) (0,+∞)
√
x 1

2·
√
x

R \ {0} R \ {0} 1
x

− 1
x2

(0,+∞) (0,+∞)
xa

a · xa−1
(a ∈ R)

R R ex ex

(0,+∞) (0,+∞) lnx 1
x

R R
ax

ax · ln a
(a ∈ (0,+∞))

(0,+∞) (0,+∞) loga x
1

x·ln a

2.1. táblázat. Elemi függvények deriváltja
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D(f) D(f ′) f(x) f ′(x)

R R sinx cosx

[−1, 1] (−1, 1) arcsinx 1√
1−x2

R R cosx − sinx

[−1, 1] (−1, 1) arccosx − 1√
1−x2

R \ {π
2

+ kπ|k ∈ Z} R \ {π
2

+ kπ|k ∈ Z} tg x 1
cos2 x

R R arctg x 1
1+x2

R \ {kπ|k ∈ Z} R \ {kπ|k ∈ Z} ctg x − 1
sin2 x

R R arcctg x − 1
1+x2

2.2. táblázat. Szögfüggvények deriváltja
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D(f) D(f ′) f(x) f ′(x)

R R shx chx

R R arshx 1√
x2+1

R R chx shx

[1,+∞) (1,+∞) archx 1√
x2−1

R R thx 1
ch2 x

(−1, 1) (−1, 1) arthx 1
1−x2

R \ {0} R \ {0} cthx − 1
sh2 x

(−∞,−1) ∪ (1,+∞) (−∞,−1) ∪ (1,+∞) arcthx 1
1−x2

2.3. táblázat. Hiperbolikus függvények deriváltja

2.2. Egyváltozós integrálszámítás

2.2.1. De�níció (Riemann-összeg). Legyen f : [a, b] −→ R tetsz®leges függvény és legyen

a = x0 < x1 < . . . < xn = b az [a, b] intervallum egy F felosztása. Az F felosztás [a, b]-t

n darab zárt intervallumra osztja fel, tehát F az

[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn]

intervallumok halmaza. Az els® osztóintervallum hosszát jelölje ∆x1, a másodikét ∆x2,

és hasonlóan F k-adik osztóintervallumának hosszát pedig ∆xk, ahol ∆xk = xk − xk−1.
Minden osztóintervallumban kiválasztunk egy pontot, a k-adik osztóintervallumban lév®

pontot jelölje: ck. Legyen

σF =
n∑
k=1

f(ck) ·∆xk,

ahol σF -t az F felosztáshoz tartozó Riemann-összegnek, integrálközelít® összegnek neve-

zünk.



2. FEJEZET. ELMÉLETI ÖSSZEFOGLALÓ 9

Ez annyit tesz, hogy minden osztóintervallumban veszünk egy téglalapot, amelynek az

alapja az osztóintervallum, és a téglalap függ®legesen az x tengelyt®l a görbe (ck, f(ck))

pontjáig nyúlik. Az osztóintervallumokon lév® téglalapok terültét adja meg f(ck) · ∆xk
szorzat, ahol ∆xk a téglalap szélessége, f(ck) pedig a téglalap magassága. Ezeket a

szorzatokat összegeztük.

2.2.2. De�níció. Legyen f : [a, b] −→ R korlátos függvény. Az I szám az f függvény [a, b]-

n vett Riemann-integrálja, és az
n∑
k=1

f(ck) ·∆xk Riemann-összegek határértéke ||F || −→ 0

esetén, ha bármely ε > 0 számhoz van olyan δ > 0 szám, hogy [a, b] minden olyan F

felosztására, melynek osztópontjai x0, x1, . . . , xn, és ||F || < δ, bárhogyan is választjuk ki

ck-t az [xk−1, xk] intervallumból, teljesül hogy∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(ck) ·∆xk − I

∣∣∣∣∣ < ε,

ahol ||F || a felosztás normája, azaz a leghosszabb osztóintervallum hossza. Jelölése:

b∫
a

f(x) dx = I = lim
||F ||−→0

n∑
k=1

f(ck) ·∆xk.

2.2.1. Tétel. Az f : [a, b] −→ R korlátos függvény akkor és csak akkor integrálható, és

az integrálja I, ha bármely ε > 0-hoz van olyan F felosztás, amelyhez tartozó bármelyik

σF Riemann közelít® összegre |σF − I| < ε.

2.2.3. De�níció. A korlátos f : [a, b] −→ R függvény oszcillációja

ω(f ; [a, b]) = supR(f)− inf R(f),

ahol R(f) az f értékkészletét jelöli.

2.2.4. De�níció. Az f : [a, b] −→ R korlátos függvénynek az F : a = x0 < x1 < . . . <

xn = b felosztáshoz tartozó oszcillációs összegének nevezzük a következ®t:

ΩF (f) =
n∑
i=1

ω(f ; [xi−1, xi]) · (xi − xi−1).

2.2.2. Tétel. Egy korlátos f ; [a, b] −→ R függvény akkor és csak akkor integrálható, ha

tetsz®leges ε > 0-hoz van olyan F felosztás, amelyre ΩF < ε.

2.2.3. Tétel (Newton-Leibniz-tétel). Legyen f integrálható [a, b]-ben. Ha az F függvény

folytonos [a, b]-ben, és di�erenciálható (a, b)-ben, illetve F ′(x) = f(x) minden x ∈ (a, b)-

re, (vagyis f egyik primitív függvénye [a, b]-n F ), akkor

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).
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2.2.4. Tétel (Az integrál az intervallum szerint additív). Legyen a < b < c, és legyen f

értelmezve [a, c] intervallumon. Ha f integrálható [a, b]-ben és [b, c]-ben, akkor [a, c]-ben

is, és
c∫

a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

2.2.5. Tétel. Legyen f függvény páros, és integrálható a [−a, a] intervallumon, ekkor

a∫
−a

f(x) dx = 2 ·
a∫

0

f(x) dx

2.2.5. De�níció. Ha a > b és f integrálható [b, a]-n, akkor legyen

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx.

2.2.6. Tétel (Az integrál additív az integrandus szerint). Legyenek f és g függvények

integrálhatóak az [a, b] intervallumon, akkor

b∫
a

f(x) + g(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx.

2.2.7. Tétel (A konstansszoros függvények integrálja). Legyen f függvény integrálható

az [a, b] intervallumon, és λ ∈ R, akkor az

b∫
a

λ · f(x) dx = λ ·
b∫

a

f(x) dx.

2.2.8. Tétel (Helyettesítési szabály). Ha a g függvény di�erenciálható az I intervallumon,

és az f értelmezve van a J = g(I) intervallumon, és f -nek van primitív függvénye J-n.

Ekkor az (f ◦ g) · g′ függvénynek is van primitív függvénye I-n, és∫
f(g(t)) · g′(t) dt = F (g(t)) + C,

ahol
∫
f dx = F (x) + C.

2.2.9. Tétel (Parciális integrálás szabálya). Ha f és g függvények di�erenciálhatóak az I

intervallumon, és itt az f · g′-nek van primitív függvénye, akkor f ′ · g-nek is van, mégpedig∫
f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x)−

∫
f ′(x) · g(x) dx.
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2.2.10. Tétel (Racionális törtfüggvények integrálása parciális törtekre bontással). Legyen

p1, p2 valós együtthatós polinomok, és p1 fokszáma n, p2 fokszáma m.

Ha n < m, és p2(x) = (x− x1) · (x− x2) · . . . · (x− xm), ahol x1, . . . , xm a p2 polinom

egyszeres gyökei, akkor léteznek olyan A1, A2, . . . , Am ∈ R számok, amelyekre∫
p1(x)

p2(x)
dx =

∫
A1

x− x1
+

A2

x− x2
+ . . .+

Am
x− xm

dx.

Ha n < m, és p2(x) = (x − r)m, ahol r a p2 polinom gyöke, akkor léteznek olyan

B1, B2, . . . , Bm ∈ R számok, amelyekre∫
p1(x)

p2(x)
dx =

∫
B1

x− r
+

B2

(x− r)2
+ . . .+

Bm

(x− r)m
dx.

Ha n < m, és x2 + bx+ c irreducibilis, és p2(x) = (x2 + bx+ c)i, akkor léteznek olyan

C1, D1, C2, D2, . . . Ci, Di ∈ R számok, amelyekre∫
p1(x)

p2(x)
dx =

∫
C1x+D1

x2 + bx+ c
+

C2x+D2

(x2 + bx+ c)2
+ . . .+

Cix+Di

(x2 + bx+ c)i
dx.

Végül általánosan, ha n < m, és p2(x) = (x− x1)i1 · . . . · (x− xj)ij · (x2 + b1x+ c1)
k1 ·

. . . · (x2 + btx + ct)
kt, ahol x1, . . . , xj a p2 polinom gyökei, és i1, . . . , ij a multiplicitásuk,

és x2 + bqx + cq irreducibilis másodfokú polinomok q = 1, 2, . . . , t, akkor léteznek olyan

A11, . . . , A1i1 , . . . , Aj1, . . . , Ajij és C11, D11, . . . , C1k1 , D1k1 , . . . , Ct1, Dt1,

. . . , Ctkt , Dtkt ∈ R számok, amelyekre∫
p1(x)

p2(x)
dx =

∫
A11

x− x1
+ . . .+

A1i1

(x− x1)i1
+ . . .+

Aj1
x− xj

+ . . .+
Ajij

(x− xj)ij
+

+
C11x+D11

x2 + b1x+ c1
+ . . .+

C1k1x+D1k1

(x2 + b1x+ c1)k1
+ . . .+

Ct1x+Dt1

x2 + btx+ ct
+

+ . . .+
Ctktx+Dtkt

(x2 + btx+ ct)kt
dx.

Ha n > m, akkor p1-et p2-vel maradékosan osztjuk, az eredmény legyen p1 = p′1 · p2 +

pmar1 , ekkor∫
p1(x)

p2(x)
dx =

∫
p′1(x) +

pmar1 (x)

p2(x)
dx =

∫
p′1(x) dx+

∫
pmar1 (x)

p2(x)
dx,

ahol az összeg els® fele egy polinom integrálja, a második fele egy racionális törtfüggvény

integrálja, ahol a pmar1 fokszáma kisebb, mint p2 fokszáma.

2.2.11. Tétel. Legyen f az I intervallumon di�erenciálható és sehol sem nulla, akkor∫
1

f(x)
· f ′(x) dx = ln |x|+ C,

ahol C ∈ R.
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2.3. Vektor érték¶ függvények di�erenciálszámítása

2.3.1. De�níció. Egy g : [a, b] → Rd görbét akkor nevezünk folytonosnak, di�erenciál-

hatónak, folytonosan di�erenciálhatónak, Lipschitz tulajdonságúnak, stb., ha g minden

koordinátafüggvénye rendelkezik az adott tulajdonsággal.

2.3.2. De�níció (Görbe deriváltja). Az g : [a, b]→ Rd,

g(t) = (g1(t), g2(t), . . . , gd(t)), t ∈ [a, b]

görbe deriváltfüggvénye t-ben

g′(t) = (g′1(t), g
′
2(t), . . . , g

′
d(t)), t ∈ [a, b],

amennyiben minden koordinátafüggvény di�erenciálható az [a, b] intervallumon, (végpon-

tokban egy-egy oldalról di�erenciálható).

2.3.3. De�níció (Simaság). Az g görbe sima, ha g di�erenciálható, és g′ folytonos, és g′

sehol sem 0Rd .

2.3.4. De�níció (Paraméterezés). Ha g : [a, b] −→ Rd görbe és R(g) = H ⊂ Rd, akkor a

g görbét H egy paraméterezésének mondjuk.

2.4. További analízisbeli ismeretek

2.4.1. Lemma. Legyen x, y ∈ Rd vektorok, azaz x = (x1, x2, . . . , xd), y = (y1, y2, . . . , yd).

Ekkor

||x| − |y|| 6 |x− y| 6 |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ . . .+ |xd − yd|.

2.4.2. Lemma (Halmazok összegének a szuprémuma). Ha A, B nemüres halmazok, akkor

sup(A+B) = supA+ supB.

2.4.1. Tétel (Weierstrass tétele). Ha f ∈ C[a, b], akkor van olyan α ∈ [a, b] és β ∈ [a, b],

amelyekre teljesül, hogy f(α) 6 f(x) 6 f(β) minden x ∈ [a, b]-re. Azaz egy korlátos,

zárt intervallumon értelmezett folytonos függvénynek mindig van abszolút maximuma és

abszolút minimuma.

2.4.2. Tétel (Lagrange-középértéktétel). Ha az f függvény folytonos [a, b]-ben és di�e-

renciálható (a, b)-ben, akkor létezik olyan c ∈ (a, b), amelyre

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
2.4.3. Tétel. Ha g : H −→ Rp , ahol H ⊂ Rq, és g folytonos H-n, és f folytonos a g(H)

halmazban, akkor f ◦ g is folytonos a H halmazon.

2.4.4. Tétel. Legyen H ⊂ Rp korlátos és zárt, és legyen f : H −→ Rq folytonos. Ha f

injektív a H halmazon, akkor f−1 folytonos az f(H) halmazon.



3. fejezet

Ívhossz-számítás

3.1. Függvénygra�konok

El®ször a függvények gra�konjának ívhosszúságával, kés®bb általánosabb görbékkel is

fogunk foglalkozni.

3.1.1. De�níció. Legyen f : [a, b] −→ R tetsz®leges függvény, és legyen a = x0 < x1 <

. . . < xn = b az [a, b] intervallum egy F felosztása. Az f függvény gra�konjának az F

felosztáshoz tartozó beírt töröttvonala az (x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn)) pontokat összeköt®

töröttvonal. Az f függvény gra�konjának ívhossza az összes beírt töröttvonal hosszából

álló halmaz fels® határa. Az f gra�konjának ívhosszát s(f ; [a, b])-vel jelöljük, és

s(f ; [a, b]) = sup

{
n∑
i=1

|pi − pi−1| : a = x0 < x1 < . . . < xn = b, i = 0, . . . , n

}
,

ahol pi = (xi, f(xi)), és |pi − pi−1| az (i− 1)-edik és az i-edik pont távolsága.

Azt mondjuk, hogy az f függvény gra�konja rekti�kálható, ha s(f ; [a, b]) véges. Ha

a = b, akkor s(f ; [a, b]) = 0 minden f függvényre.

13
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3.1.1. Tétel. Tetsz®leges f : [a, b] −→ R függvényre igaz, hogy√
(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 6 s(f ; [a, b]),

azaz a görbe kezd®- és végpontját összeköt® szakasz hossza nem nagyobb, mint a görbe

hossza. Tehát, ha a < b, akkor s(f ; [a, b]) > 0.

3.1.1. Bizonyítás. Az s(f ; [a, b]), a görbe hossza nem lehet kisebb egyetlen beírt töröttvo-

nal hosszánál sem, így az (a, f(a)), (b, f(b))-t összeköt® szakasz, az a = x0 < x1 = b felosz-

táshoz tartozó töröttvonal hosszánál sem. A szakasz hossza
√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2,

és így a görbe hossza nem lehet ett®l kisebb.

3.1.2. Tétel. Ha f : [a, b] −→ R monoton, akkor a függvény gra�konja rekti�kálható, és

s(f ; [a, b]) 6 (b− a) + |f(b)− f(a)|.

3.1.2. Bizonyítás. Tegyük fel, hogy f monoton növ®, és legyen F : a = x0 < x1 < . . . <

xn = b az [a, b] intervallumon egy felosztása, és legyen az (xi, f(xi)) pont pi-vel jelölve

minden i = 0, 1, . . . , n-re. Ekkor xi > xi−1, és f(xi) > f(xi−1) minden i-re f monotonitása

miatt. Tehát

|pi − pi−1| =
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 6 (xi − xi−1) + (f(xi)− f(xi−1)),

a háromszög egyenl®tlenségb®l következik, minden i-re. Amib®l, ha ®ket összegezzük:

n∑
i=1

|pi − pi−1| 6

[
n∑
i=1

(xi − xi−1)

]
+

[
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

]
=

= (xn − x0) + (f(xn)− f(x0)) = (b− a) + (f(b)− f(a)),

mert mindkét összeg teleszkópos. Ha f monoton csökken®, akkor a gondolatmenet ugyan-

úgy elvégezhet® a −f függvénnyel.

3.1.3. Tétel (Az ívhossz az intervallum szerint additív). Legyen a < b < c, és f :

[a, c] −→ R. Ha a függvény gra�konja rekti�kálható, akkor

s(f ; [a, c]) = s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).

3.1.3. Bizonyítás. Jelöljük az [a, b], [b, c] és [a, c] intervallum felosztásaihoz tartozó beírt

töröttvonalak hosszainak halmazát rendre S1, S2, S-sel. Ekkor az s(f ; [a, b]) = supS1,

s(f ; [b, c]) = supS2 és az s(f ; [a, c]) = supS, a de�níció szerint. Mivel az [a, b] és [b, c]

intervallumok egy-egy felosztása együtt az [a, c] egy felosztása, ezért bármely S1- és S2-

beli érték összege benne van S-ben, tehát S1 + S2 ⊂ S, illetve a 2.4.2.-es Lemma miatt

sup(S1 + S2) = supS1 + supS2, amikb®l következik, hogy

s(f ; [a, c]) = supS > sup(S1 + S2) = supS1 + supS2 = s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).
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Ezzel igazoltuk, hogy s(f ; [a, c]) > s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).

Ezután belátjuk, hogy

s(f ; [a, c]) 6 s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).

Legyen F : a = x0 < x1 < . . . < xn = c az [a, c] intervallumnak egy felosztása, és

pi legyen az (xi, f(xi)) pont. Ekkor az F -hez tartozó töröttvonal hosszát jelölje hF =
n∑
i=1

|pi − pi−1|. Ha a b pont egyenl® az xi pontok valamelyikével, mondjuk xk-val, akkor

F1: a = x0 < x1 < . . . < xk = b az [a, b], és F2: b = xk < xk+1 < . . . < xn = c a [b, c]

intervallum felosztása, tehát

hF1 =
k∑
i=1

|pi − pi−1| 6 s(f ; [a, b]) és hF2 =
n∑
i=k

|pi − pi−1| 6 s(f ; [b, c]).

Mivel hF = hF1 + hF2 , ezért hF 6 s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]). Ha a b pont az xi pontok

egyikével sem egyenl® és xk−1 < b < xk, akkor legyen F1: a = x0 < x1 < . . . < xk−1 < b

és F2: b < xk < xk+1 < . . . < xn = c, valamint legyen q a (b, f(b)) pont. Így a két

töröttvonal hossza:

hF1 =
k−1∑
i=1

|pi − pi−1|+ |q − pk−1| 6 s(f ; [a, b])

és

hF2 = |pk − q|+
n∑

i=k+1

|pi − pi−1| 6 s(f ; [b, c])

A háromszög-egyenl®tlenség miatt |pk − pk−1| 6 |q − pk−1|+ |pk − q|, ezért

hF 6 hF1 + hF2 6 s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).

Ebb®l következik, hogy

s(f ; [a, c]) = sup{hF : F az [a, c] intervallum felosztása} 6 s(f ; [a, b]) + s(f ; [b, c]).

3.1.4. Tétel. Legyen f di�erenciálható [a, b]-ben, és tegyük fel, hogy

A 6
√

1 + (f ′(x))2 6 B

minden x ∈ (a, b)-re. Ekkor f gra�konja rekti�kálható, és az s(f ; [a, b]) ívhosszra igaz,

hogy

A · (b− a) 6 s(f ; [a, b]) 6 B · (b− a).

3.1.4. Bizonyítás. Legyen a = x0 < x1 < . . . < xn = b az [a, b] intervallum egy F

felosztása, és továbbra is jelölje pi az (xi, f(xi)) pontot minden i = 0, 1, . . . , n-re. Ekkor

a pi−1 és a pi pontok távolsága

|pi−pi−1| =
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 =

√
1 +

(
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

)2

· (xi−xi−1).
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A 2.4.2. Lagrange-középértéktétel miatt van olyan ci ∈ (xi, xi−1) pont, amelyre

f ′(ci) =
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
.

A feltétel szerint A 6
√

1 + (f ′(ci))2 6 B, valamint a fentiek alapján,

|pi − pi−1| =
√

1 + (f ′(ci))2 · (xi − xi−1),

melyb®l következik, hogy

A · (xi − xi−1) 6 |pi − pi−1| 6 B · (xi − xi−1).

A szakaszok hosszát összegezve a beírt töröttvonal hosszára kapunk becslést:

A · (b− a) 6 hF 6 B · (b− a),

végül a beírt töröttvonalak hosszának szuprémumaként a görbe ívhosszára is érvényes

ugyanez a becslés.

3.1.5. Tétel. Legyen f di�erenciálható [a, b]-ben, és tegyük fel, hogy f ′ folytonos. Ekkor

f gra�konja rekti�kálható. Legyen s(x) az f függvény gra�konjának [a, x]-n vett ívhossza,

vagyis s(x) = s(f ; [a, x]). Ekkor az s is di�erenciálható és

s′(x) =
√

1 + (f ′(x))2

minden x ∈ [a, b]-re.

3.1.5. Bizonyítás. A 2.4.1. Weierstrass tétele szerint f ′ korlátos [a, b]-ben, ezért az el®z®

3.1.4. Tételb®l következik, hogy f gra�konja rekti�kálható. Legyen c ∈ [a, b) és ε > 0

adott. Mivel a
√

1 + x2 és az f ′ függvények folytonosak, ezért a
√

1 + (f ′(x))2 összetett

függvény is folytonos. Legyen D =
√

1 + (f ′(c))2. A folytonosság de�níciója miatt létezik

olyan δ > 0 szám, hogy

D − ε <
√

1 + (f ′(x))2 < D + ε

minden x ∈ (c, c+ δ)-ra. Így az el®z® tétel szerint, (x− c)-vel szorozva

(D − ε) · (x− c) 6 s(f ; [c, x]) = s(x)− s(c) 6 (D + ε) · (x− c),

azaz

D − ε 6 s(x)− s(c)
x− c

6 D + ε,

ha x ∈ (c, c + δ). Jobb oldali határértéket képezve c-ben megkapjuk, hogy s′+(c) = D =√
1 + (f ′(c))2. Ugyanígy kijön s′−(c) = D =

√
1 + (f ′(c))2 minden c ∈ (a, b]-re.
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3.1.6. Tétel. Ha az f : [a, b] −→ R függvény folytonosan di�erenciálható, akkor a gra�-

konjának az ívhossza
b∫

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

3.1.6. Bizonyítás. Mivel az f függvény folytonosan di�erenciálható [a, b]-ben, ezért azt

tudjuk a 3.1.4. Tétel miatt, hogy f függvény gra�konja rekti�kálható. Ha x ∈ [a, b],

akkor s(x) = s(f ; [a, x]) a továbbiakban is legyen a függvény [a, x] intervallumra való

lesz¶kítésének ívhossza. Ekkor s is di�erenciálható, és s′(x) =
√

1 + (f ′(x))2 minden

x ∈ [a, b]-re. Mivel f gra�konjának ívhossza s(b) = s(b) − s(a), így a 2.2.3. Newton-

Leibniz-formula szerint

s(b)− s(a) =

b∫
a

s′(x) dx =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

3.2. Paraméteres megadású görbék

Ebben a fejezetben bevezetjük a paraméteres megadású görbék ívhosszát.

3.2.1. De�níció. Legyen g : [a, b] −→ Rd görbe, és legyen a = t0 < t1 < . . . < tn = b

az [a, b] intervallum egy felosztása. A g görbe beírt töröttvonala a g(t0), g(t1), . . . , g(tn)

pontokat összeköt® töröttvonal. A g görbe ívhossza az összes beírt töröttvonal hosszából

álló halmaz fels® határa. A g görbe ívhosszát s(g)-vel jelöljük:

s(g) = sup

{
n∑
i=1

|g(ti)− g(ti−1)| : a = t0 < t1 < . . . < tn = b, n = 1, 2, . . .

}
,

ahol a |g(ti)−g(ti−1)| az (i−1)-edik és az i-edik pont távolsága. A g görbe rekti�kálható,

ha s(g) <∞.

3.2.2. De�níció. Legyen H ⊂ Rd halmaz. A H halmazt egyszer¶ ívnek nevezzük, ha

létezik injektív és folytonos paraméterezése.

3.2.1. Tétel. Ha H ⊂ Rd egyszer¶ ív, akkor a H halmaz bármely injektív paraméterezé-

sének ívhossza ugyanaz.

3.2.1. Bizonyítás. Legyen α : [a, b] −→ H és γ : [c, d] −→ H injektív és folytonos

paraméterezések. Ekkor a h = γ−1 ◦ α függvény a 2.4.3. és a 2.4.4. Tételek miatt,

folytonosan és injektíven leképzi az [a, b] intervallumot [c, d]-re. A folytonos és injektív

függvényekr®l tudjuk, hogy szigorúan monotonak is. Ha F : a = t0 < t1 < . . . < tn = b

az [a, b] intervallum egy felosztása, akkor a c = h(a) = h(t0) < h(t1) < . . . < h(tn) =

h(b) = d, valamint a c = h(b) = h(tn) < h(tn−1) < . . . < h(t0) = h(a) = d egyike a [c, d]
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intervallum felosztása, attól függ®en, hogy a h szigorúan monoton növ® vagy csökken®.

Mivel α = γ ◦ h, ezért [c, d] el®bbi felosztásához γ görbénél, valamint az F felosztáshoz

α görbénél tartozó beírt töröttvonal ugyanaz lesz. Tehát α : [a, b] −→ H minden beírt

töröttvonala γ : [c, d] −→ H töröttvonala is, és fordítva is belátható. Ebb®l következik,

hogy a két görbe ívhossza megegyezik, hiszen az ívhossz ezen töröttvonalak halmazának

a szuprémuma.

3.2.2. Tétel. Legyen g : [a, b] −→ Rd görbe. Ha g Lipschitz-tulajdonságú, akkor rekti�-

kálható.

3.2.2. Bizonyítás. Legyen a g görbe Lipschitz-tulajdonságú, ekkor létezik olyan Ki ∈ R,
melyre minden x, y ∈ [a, b]-re |gi(x) − gi(y)| 6 Ki · |x − y|, ahol i = 1, 2, . . . , d. Legyen

K =
d

max
i=i

Ki, akkor minden i-re |gi(x)− gi(y)| 6 K · |x− y| igaz. Ezért,

|g(x)− g(y)| =

√√√√ d∑
i=1

(gi(x)− gi(y))2 6
d∑
i=1

|gi(x)− gi(y)| 6 K · |x− y| · d

Tehát |g(x) − g(y)| 6 K · d · |x − y| minden x, y ∈ [a, b]-re. Ebb®l következik, hogy g

bármely beírt töröttvonala nem nagyobb, mint K · d · (b− a), vagyis g rekti�kálható.

3.2.3. Tétel. Legyen g : [a, b] −→ Rd di�erenciálható görbe, továbbá legyen minden

koordinátafüggvényének deriváltfüggvénye korlátos [a, b]-n, akkor g rekti�kálható.

3.2.3. Bizonyítás. A gi : [a, b] −→ R függvény di�erenciálható az [a, b]-n, és a deriváltja

korlátos, és a 2.4.2. Lagrange-középértéktétel miatt gi Lipschitz-tulajdonságú az Li =

sup {|g′i(t)| : t ∈ [a, b]} konstanssal minden i-re. Így az el®z® 3.2.2. Tétel szerint a g görbe

rekti�kálható.

3.2.4. Tétel. Ha egy g görbe folytonosan di�erenciálható, akkor rekti�kálható.

3.2.4. Bizonyítás. Egy folytonos függvény korlátos és zárt intervallumon korlátos, így a

g′i függvények is korlátosak [a, b]-n, így a 3.2.3. Tételt szerint g rekti�kálható.

3.2.5. Tétel. Legyen a g : [a, b] −→ Rd görbe di�erenciálható, és g koordinátafüggvénye-

inek deriváltjai integrálhatóak az [a, b] intervallumon. Ekkor a g görbe s(g) ívhossza

s(g) =

b∫
a

√
(g′1(t))

2 + (g′2(t))
2 + . . .+ (g′d(t))

2 dt =

b∫
a

|g′(t)| dt.

3.2.5. Bizonyítás. Minden integrálható függvény korlátos, így a gi(t) koordinátafüggvé-

nyek is korlátosak minden i = 1, 2, . . . , d-re, amib®l a 3.2.3. Tétel alapján g rekti�kálható.
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Legyen f(t) =
√

(g′1(t))
2 + (g′2(t))

2 + . . .+ (g′d(t))
2, és legyen F : a = t0 < t1 < . . . <

tn = b az [a, b] intervallum egy felosztása. Ekkor a hF jelölje az F felosztáshoz tartozó

beírt töröttvonal hosszát, így hF =
n∑
i=1

|g(ti)− g(ti−1)|, ahol

|g(ti)−g(ti−1)| =
√

(g1(ti)− (g1(ti−1))2 + (g2(ti)− (g2(ti−1))2 + . . .+ (gd(ti)− (gd(ti−1))2

minden i = 1, 2, . . . , n-re. A 2.4.2. Lagrange-középértéktétel szerint léteznek olyan ci1, ci2,

. . . , cid ∈ (ti−1, ti) számok, melyekre

gj(ti)− gj(ti−1) = g′j(cij) · (ti − ti−1) (j = 1, 2, . . . , d).

Ekkor

hF =
n∑
i=1

|g(ti)− g(ti−1)| =
n∑
i=1

√
(g′1(ci1)

2 + (g′2(ci2)
2 + . . .+ (g′d(cid)

2 · (ti − ti−1).

Legyen σF (f) az F felosztáshoz tartozó Riemann közelít® összege f -nek. Az ei ∈ [ti−1, ti]

tetsz®leges szám esetén

σF (f ; (ei)) =
n∑
i=1

f(ei) · (ti − ti−1) =
n∑
i=1

√
(g′1(ei)

2 + (g′2(ei)
2 + . . .+ (g′d(ei)

2 · (ti − ti−1).

Megfelel® F felosztás mellett a hF és a σF (f ; (ei)) közötti különbség kicsi lesz. Az egyen-

letekb®l a gyökös kifejezések közötti különbség, a 2.4.1. Lemmát felhasználva∣∣∣∣√(g′1(ci1)
2 + (g′2(ci2)

2 + . . .+ (g′d(cid)
2 −

√
(g′1(ei)

2 + (g′2(ei)
2 + . . .+ (g′d(ei)

2

∣∣∣∣ 6
6

d∑
j=1

∣∣g′j(cij)− g′j(ei)∣∣ 6 d∑
j=1

ω
(
g′j; [ti − ti−1]

)
,

ahol ω
(
g′j; [ti − ti−1]

)
= sup {|f(x)− f(y)| : x, y ∈ [ti−1, ti]}. Tehát a hF és a σF (f ; (ei))

közötti különbség abszolútértéke:

|hF − σF (f ; (ei))| 6
d∑
j=1

n∑
i=1

ω
(
g′j; [ti − ti−1]

)
· (ti − ti−1) 6

d∑
j=1

ΩF

(
g′j
)

minden F felosztásra és minden ei ∈ [ti−1, ti] értékre, ahol ΩF

(
g′j
)

=
n∑
i=1

ω
(
g′j; [ti − ti−1]

)
·

(ti − ti−1).
Az s(g) a hF értékek szuprémuma, tehát adott ε > 0 számra létezik egy F0 felosztás,

ahol s(g) − ε < hF0 6 s(g). Ha új osztópontot hozzáveszünk a F0-hoz, az így kapott F

felosztásra, az

s(g)− ε < hF0 6 hF 6 s(g)
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természetesen igaz, hiszen hF0-ban egy új osztópont megjelenése azt jelenti, hogy a

|g(tk−1)− g(tk)| tagot helyettesítjük a
∣∣g(tk−1)− g(tujk )

∣∣ +
∣∣g(tujk )− g(tk)

∣∣ összeggel, ami

a háromszög-egyenl®tlenségb®l következ®en, nem lehet kisebb.

A feltétel szerint g′j függvények integrálhatóak, és vannak olyan Fj felosztások, ahol

az ΩFj(g
′
j) < ε (j = 1, 2, . . . , d). Legyen F az F1, F2, . . . , Fd felosztások egyesítése. Ekkor

minden j = 1, 2, . . . , d-re

ΩF (g′j) 6 ΩFj(g
′
j) < ε.

Tehát a fentiekb®l az következik, hogy

|σF (f ; (ei))− s(g)| 6 |σF (f ; (ei))− hF |+ |hF − s(g)| < (d+ 1) · ε.

Ami annyit tesz, hogy minden ε > 0-hoz létezik olyan F felosztás, ahol tetsz®leges ei ∈
[ti−1, ti] pontok mellett |σF (f ; (ei))− s(g)| < (d+ 1) · ε teljesül, tehát f integrálható és az

integrálja s(g).

3.3. Polárkoordinátás alakban megadott görbék

3.3.1. De�níció. Egy P pont polárkoordinátáin az (r, ϕ) számpárt értjük, ahol r az

origótól vett távolság, a ϕ pedig
−→
OP vektornak az x tengely pozitív felével vett pozitív

körbejárású szöge. Az origó polárkoordinátája (0, ϕ), ahol ϕ bármi lehet.

3.3.2. De�níció. Az r : [α, β] −→ [0,∞) függvényt a

g(t) = (r(t) · cos t, r(t) · sin t) t ∈ [α, β]

a görbe polárkoordinátás alakban való megadásának nevezzük.

Itt nem tettük fel, hogy [α, β] ⊂ [0, 2π), de erre nincs is szükség, hiszen minden t ∈ R
és r > 0 esetén a P = (r · cos t, r · sin t) pont polárkoordinátás alakja (r, t− 2kπ), ahol k

olyan egész, amire 0 6 t− 2kπ < 2π.

3.3.1. Tétel. Legyen az r : [α, β] −→ [0,∞) függvény di�erenciálható, és a deriváltja in-

tegrálható [α, β]-n. Ekkor az r által polárkoordinátás alakban megadott görbe rekti�kálható,

és az ívhossza
β∫
α

√
(r′(ϕ))2 + r2(ϕ) dϕ.

3.3.1. Bizonyítás. Az r függvény által polárkoordinátás alakban megadott g görbéjét

felírhatjuk paraméteresen g(t) = (r(t) · cos t, r(t) · sin t) alakban is. Ekkor

|g′(t)| =
√

(r′(t) · cos t− r(t) · sin t)2 + (r′(t) · sin t+ r · cos t)2 =
√

(r′(t))2 + r2(t)
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és g′(t) koordinátafüggvényeinek deriváltjai integrálhatóak. Tehát

s(g) =

β∫
α

|g′(t)| dt =

β∫
α

√
(r′(t))2 + r2(t) dt.



4. fejezet

Példák

4.1. Függvény gra�konok ívhossza

4.1.1. Feladat (Parabola ívhossza). Az f(x) = x2, x ∈ [0, a] függvény gra�konjának

ívhosszát keressük.

s =

a∫
0

√
1 + (f ′(x))2 dx =

a∫
0

√
1 + (2x)2 dx.

Helyettesítsünk!

u = 2x, x =
1

2
u,

du

dx
= 2, du = 2 dx.

El®ször számoljuk ki a primitív függvényeket!∫ √
1 + (2x)2 dx =

1

2

∫ √
1 + u2 du.

Helyettesítsünk még egyszer!

u = sh t, t = arshu,
du

dt
= ch t, du = ch t dt.

1

2

∫ √
1 + u2 du =

1

2

∫ √
1 + (sh t)2 ch t dt =

1

2

∫ √
ch2 t · ch t dt =

1

2

∫
ch2 t dt =

=
1

2

∫
ch(2t) + 1

2
dt =

1

4
· sh(2t)

2
+ t+ C.

Helyettesítsünk vissza!

1

4
· sh(2t)

2
+ t+ C =

1

4
· 2 · sh t · ch t

2
+ t+ C =

1

4
· sh t ·

√
sh2 t+ 1 + t+ C =

1

4
· u
√
u2 + 1 + arshu+ C =

1

4
· 2x
√

4x2 + 1 + arsh(2x) + C.

22
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Ezt használva, az ívhossz

s =

a∫
0

√
1 + (2x)2 dx =

1

4

[
2x
√

4x2 + 1 + arsh(2x)
]a
0

=

=
1

4

((
2a
√

4a2 + 1 + arsh(2a)
)
−
(

2 · 0 ·
√

4 · 02 + 1 + arsh(2 · 0)
))

=

=
a

2

√
4a2 + 1 +

arsh(2a)

4
.

4.1.2. Feladat (Exponenciális függvény gra�konjának ívhossza). Az f(x) = ex, x ∈ [0, a]

függvény gra�konjának ívhosszát keressük.

s =

a∫
0

√
1 + (f ′(x))2 dx =

a∫
0

√
1 + e2x dx.

Helyettesítsünk!

t = 1 + e2x, e2x = t− 1, x =
1

2
ln(t− 1),

dx

dt
=

1

2
· 1

t− 1
,

dx =
1

2
· 1

t− 1
dt.

El®ször számoljuk ki a primitív függvényeket!∫ √
1 + e2x dx =

∫ √
t · 1

2
· 1

t− 1
dt.

Helyettesítsünk még egyszer!

u =
√
t, t = u2,

dt

du
= 2u, dt = 2u du.

∫ √
t · 1

2
· 1

t− 1
dt =

∫
u · 1

2
· 1

u2 − 1
· 2u du =

∫
u2

u2 − 1
du =

∫
1 +

1

u2 − 1
du.

Bontsuk parciális törtekre!∫
1 +

1

u2 − 1
du =

∫
1 +

A

u− 1
+

B

u+ 1
du.

A+B = 0

A−B = 1
, A =

1

2
, B = −1

2
.

∫
1 +

1

u2 − 1
du =

∫
1 +

1
2

u− 1
−

1
2

u+ 1
du = u+

1

2
ln |u− 1| − 1

2
ln |u+ 1|+ C =

= u+
1

2
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C.
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Helyettesítsünk vissza!

u+
1

2
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣+ C =
√
t+

1

2
ln

∣∣∣∣√t− 1√
t+ 1

∣∣∣∣+ C =
√

1 + e2x +
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

∣∣∣∣∣+ C.

Ezt használva, az ívhossz

s =

a∫
0

√
1 + e2x dx =

[
√

1 + e2x +
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

∣∣∣∣∣
]a
0

=

=

(
√

1 + e2a +
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + e2a − 1√
1 + e2a + 1

∣∣∣∣∣
)
−

(
√

2 +
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2− 1√
2 + 1

∣∣∣∣∣
)
.

4.1.3. Feladat. Számoljuk ki a f(x) = x
3
2 , x ∈ [0, 4] függvény gra�konjának ívhosszát.

4.1. ábra. f(x) = x
3
2 , x ∈ [0, 4] gra�konja

s =

4∫
0

√
1 + (f ′(x))2 dx =

4∫
0

√
1 +

9

4
x dx =

4∫
0

(
1 +

9

4
x

) 1
2

dx =

(1 + 9
4
x
) 3

2

3
2
· 9
4

4

0

=

=
8

27

[(
1 +

9

4
x

) 3
2

]4
0

=
8

27

((
1 +

9

4
· 4
) 3

2

−
(

1 +
9

4
· 0
) 3

2

)
=

8

27
(10
√

10− 1).

4.1.4. Feladat (Láncgörbe ívhossza). Számoljuk ki f(x) = chx, x ∈ [−a, a] függvény

gra�konjának ívhosszát.

s =

a∫
−a

√
1 + (f ′(x))2 dx =

a∫
−a

√
1 + sh2 x dx =

a∫
−a

chx dx.

A ch függvény páros, ezért

a∫
−a

chx dx = 2 ·
a∫

0

chx dx = 2 · [shx]a0 = 2 · sh a.

4.1.5. Feladat. Számoljuk ki az f(x) = 1
4
x2 − 1

2
lnx, x ∈ [1, e] függvény gra�konjának

ívhosszát.
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4.2. ábra. f(x) = 1
4
x2 − 1

2
lnx, x ∈ [1, e] gra�konja

f ′(x) =
x

2
− 1

2x
,

(f ′(x))2 =
x2

4
− 2 · x

2
· 1

2x
+

1

4x2
=
x4 − 2x2 + 1

4x2
.

A gra�kon ívhossza:

s =

e∫
1

√
1 + (f ′(x))2 dx =

e∫
1

√
1 +

x4 − 2x2 + 1

4x2
dx =

e∫
1

√
4x2 + x4 − 2x2 + 1

4x2
dx =

=

e∫
1

√
x4 + 2x2 + 1

4x2
dx =

e∫
1

√
(x2 + 1)2

(2x)2
dx =

e∫
1

x2 + 1

2x
dx =

e∫
1

x

2
+

1

2x
dx =

=

[
x2

4
+

1

2
ln |x|

]e
1

=
e2

4
+

1

2
−
(

1

4
+ 0

)
=
e2 + 1

4
.

4.1.6. Feladat. Legyen 0 < a < π
2
. Számoljuk ki az f(x) = ln cos x, x ∈ [0, a] függvény

gra�konjának ívhosszát.

4.3. ábra. f(x) = ln cosx, x ∈
[
0, π

2

)
gra�konja

f ′(x) =
1

cosx
· (− sinx), (f ′(x))2 =

sin2 x

cos2 x
.
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A gra�kon ívhossza:

s =

a∫
0

√
1 + (f ′(x))2 dx =

a∫
0

√
1 +

sin2 x

cos2 x
dx =

a∫
0

√
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
dx =

=

a∫
0

√
1

cos2 x
dx =

a∫
0

1

cosx
dx =

a∫
0

1

sin
(
π
2
− x
) dx.

Helyettesítsünk!

u =
π

2
− x, du

dx
= −1, du = − dx.

s =

x=a∫
x=0

1

sin
(
π
2
− x
) dx =

u=π
2
−a∫

u=π
2

−1

sinu
du =

π
2∫

π
2
−a

1

2 · sin u
2
· cos u

2

du =

=

π
2∫

π
2
−a

1

2
·

cos u
2

sin u
2

· 1

cos2 u
2

du =
1

2
·

π
2∫

π
2
−a

1

tg u
2

· 1

cos2 u
2

du =
[
ln tg

u

2

]π
2

π
2
−a

=

= ln 1− ln tg
(π

4
− a

2

)
= − ln tg

(π
4
− a

2

)
.

4.2. Paraméteres megadású görbék ívhossza

4.2.1. Feladat (Az origó középpontú r sugarú kör kerülete).x = r · cos t

y = r · sin t
t ∈ [0, 2π].

x′(t) = −r · sin t (x′(t))2 = r2 · sin2 t

y′(t) = r · cos t (y′(t))2 = r2 · cos2 t.

A vizsgált kör kerülte:

s =

2π∫
0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

2π∫
0

√
r2 · sin2 t+ r2 · cos2 t dt =

=

2π∫
0

√
r2 · (sin2 t+ cos2 t) dt = r ·

2π∫
0

√
sin2 t+ cos2 t dt = 2rπ.

Visszakaptuk azt a képletet, amelyet geometriából már ismerünk.
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4.2.2. Feladat (Az asztroid ívhossza).x = r · cos3 t

y = r · sin3 t
t ∈ [0, 2π] ,

ahol r az asztroid köré írt kör sugara.

4.4. ábra. asztroid

x′(t) = 3r · cos2 t · (− sin t) (x′(t))2 = 9r2 · cos4 t · sin2 t

y′(t) = 3r · sin2 t · cos t (y′(t))2 = 9r2 · sin4 t · cos2 t.

Az asztroid els® síknegyedbe es® részének ívhossza:

s =

π
2∫

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

π
2∫

0

√
9r2 · cos4 t · sin2 t+ 9r2 · sin4 t · cos2 t dt =

=

π
2∫

0

√
9r2 · sin2 t · cos2 t · (sin2 t+ cos2 t) dt = 3 · r ·

π
2∫

0

sin t · cos t dt =

= 3 · r ·

π
2∫

0

sin(2t)

2
dt = 3 · r ·

[
− cos(2t)

4

]π
2

0

= 3 · r ·
(

1

4
−
(
−1

4

))
=

3

2
· r.

Ezzel megkaptuk az asztroid els® síknegyedbeli ívhosszát, így a teljes kerület a kapott

érték négyszerese, vagyis 6r.

4.2.3. Feladat (A ciklois ívhossza).

g(t) = (a · t− a · sin t, a− a · cos t) t ∈ [0, 2π],
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4.5. ábra. ciklois

ahol a a generáló kör sugara.

g′1(t) = a− a · cos t (g′1(t)
2 = a2 − 2a2 · cos t+ a2 · cos2 t

g′2(t) = a · sin t (g′2(t))
2 = a2 · sin2 t.

A ciklois ívhossza:

s =

2π∫
0

√
(g′1(t))

2 + (g′2(t))
2 dt =

2π∫
0

√
a2 − 2a2 · cos t+ a2 · cos2 t+ a2 · sin2 t dt =

= a ·
2π∫
0

√
2− 2 · cos t dt = a ·

2π∫
0

√
2 · (1− cos(2 · t

2
)) dt = a ·

2π∫
0

√
4 · sin2 t

2
dt =

= 2a ·
2π∫
0

sin
t

2
dt = 2a ·

[
−2 · cos

t

2

]2π
0

= 2a · (2− (−2)) = 8a.

4.2.4. Feladat. Legyen 0 < a < b < π. Számoljuk ki a következ® görbe ívhosszát.x = cos t+ ln tg t
2

y = sin t
a 6 t 6 b.

4.6. ábra. A 4.2.4. Feladatbeli görbe a = 0, 1, b = π − 0, 1 esetén
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x′(t) = − sin t+
1

tg t
2

· 1

cos2 t
2

· 1

2
= − sin t+

1

2 · sin
t
2

cos t
2

· cos2 t
2

= − sin t+
1

sin t

(x′(t))2 = sin2 t− 2 · sin t · 1

sin t
+

1

sin2 t
= sin2 t− 2 +

1

sin2 t

(y′(t))2 = cos2 t.

Behelyettesítve a görbe ívhossza:

s =

b∫
a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

b∫
a

√
sin2 t− 2 +

1

sin2 t
+ cos2 t dt =

b∫
a

√
1

sin2 t
− 1 dt =

=

b∫
a

√
cos2 t

sin2 t
dt =

b∫
a

| cos t|
sin t

dt.

Ha π
2
∈ (a, b), akkor ott a cos t el®jelet vált, ezért

s =

b∫
a

| cos t|
sin t

dt =

π
2∫

a

cos t

sin t
dt+

b∫
π
2

− cos t

sin t
dt =

π
2∫

a

cos t

sin t
dt−

b∫
π
2

cos t

sin t
dt =

= [ln sin t]
π
2
a − [ln sin t]bπ

2
= (0− ln sin a)− (ln sin b− 0) = − ln(sin a · sin b).

Ha b 6 π
2
, akkor

s =

b∫
a

| cos t|
sin t

dt =

b∫
a

cos t

sin t
dt = [ln sin t]ba = ln sin b− ln sin a.

Ha a > π
2
, akkor

s =

b∫
a

| cos t|
sin t

dt =

b∫
a

− cos t

sin t
dt = − [ln sin t]ba = ln sin a− ln sin b.

4.2.5. Feladat (Hengerre írható csavarvonal ívhossza).
x = a · cos t

y = a · sin t

z = m
2π
· t

0 6 t 6 T, a > 0,

ahol a a csavarvonal sugara, m pedig a menetemelkedése, azaz, egy fordulat alatt m

egységet emelkedjen a görbe.

x′(t) = −a · sin t (x′(t))2 = a2 · sin2 t

y′(t) = a · cos t (y′(t))2 = a2 · cos2 t

z′(t) =
m

2π
(z′(t))2 =

(m
2π

)2
.
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4.7. ábra. Csavarvonal

A fenti csavarvonal ívhossza:

s =

T∫
0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt =

T∫
0

√
a2 · sin2 t+ a2 · cos2 t+

(m
2π

)2
dt =

=

T∫
0

√
a2 +

(m
2π

)2
dt =

√
a2 +

(m
2π

)2
· T.

4.2.6. Feladat. Számoljuk ki a g(t) = (et cos t, et sin t, et) görbe ívhosszát, amikor a t

paraméter az [a, b] intervallumot futja be.

4.8. ábra. g(t) = (et cos t, et sin t, et), t ∈ [0, 50] görbéje

4.9. ábra. A g(t) = (et cos t, et sin t, et), t ∈ [0, 50] görbe az (x, y) síkra vetítve
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g′1(t) = et · cos t+ et · (− sin t), g′2(t) = et · sin t+ et · cos t, g′3(t) = et,

(g′1(t))
2 = e2t · (cos2 t− 2 · cos t · sin t+ sin2 t) = e2t · (1− sin(2t)),

(g′2(t))
2 = e2t · (sin2 t+ 2 · sin t · cos t+ cos2 t) = e2t · (1 + sin(2t)),

(g′3(t))
2 = e2t.

A görbe ívhossza:

s =

b∫
a

√
(g′1(t))

2 + (g′2(t))
2 + (g′3(t))

2 dt =

=

b∫
a

√
e2t · (1− sin(2t)) + e2t · (1 + sin(2t)) + e2t dt =

√
3 ·

b∫
a

et dt =
√

3 ·
[
et
]b
a

=

=
√

3 · (eb − ea).

4.3. Polárkoordinátás megadású görbék ívhossza

4.3.1. Feladat (Arkhimédészi spirál).

r(ϕ) = aϕ 0 6 ϕ 6 2π a > 0.

4.10. ábra. Arkhimédészi spirál

s =

2π∫
0

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2 dϕ =

2π∫
0

√
a2ϕ2 + a2 dϕ = a ·

2π∫
0

√
ϕ2 + 1 dϕ.

Ehhez nagyon hasonlót már számoltunk a 4.1.1. Feladatban, ezért tudjuk, hogy a primitív

függvények 1
2
·
(
ϕ
√
ϕ2 + 1 + arshϕ

)
+ C alakúak, ezért a görbe ívhossza

s = a ·
2π∫
0

√
ϕ2 + 1 dϕ =

a

2

[
ϕ
√
ϕ2 + 1 + arshϕ

]2π
0

=
a

2

(
2π ·
√

4π2 + 1 + arsh(2π)
)
.
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4.3.2. Feladat (Kardioid).

r(ϕ) = a(1 + cosϕ) 0 6 ϕ 6 2π a > 0,

ahol a a gördül® kör sugara.

4.11. ábra. Kardioid

r(ϕ) = a+ a · cosϕ r2(ϕ) = a2 + 2a2 · cosϕ+ a2 · cos2 ϕ

r′(ϕ) = a · (− sinϕ) (r′(ϕ))2 = a2 · sin2 ϕ.

A feladatbeli kardioid ívhossza:

s =

2π∫
0

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2 dϕ =

2π∫
0

√
a2 + 2a2 · cosϕ+ a2 · cos2 ϕ+ a2 · sin2 ϕ dϕ =

=
√

2a ·
2π∫
0

√
2 + 2 · cosϕ dϕ = 2a

2π∫
0

∣∣∣cos
(ϕ

2

)∣∣∣ dϕ
cos
(
ϕ
2

)
> 0, ha 0 6 ϕ 6 π, és cos

(
ϕ
2

)
6 0, ha π 6 ϕ 6 2π, ezért

s = 2a

π∫
0

cos
(ϕ

2

)
dϕ+ 2a

2π∫
π

− cos
(ϕ

2

)
dϕ = 2a

[
2 · sin ϕ

2

]π
0

+ 2a
[
2 ·
(
− sin

ϕ

2

)]2π
π

=

= 2a · (2 · 1− 2 · 0) + 2a · (−2 · 0− 2 · (−1)) = 8a.

Az r(ϕ) = a(1 + cosϕ), −π 6 ϕ 6 π görbe is a fenti kardioidot paraméterezi, ezért

másképpen

s = 2a ·
π∫

−π

∣∣∣cos
(ϕ

2

)∣∣∣ dϕ = 4a ·
π∫

0

cos
(ϕ

2

)
dϕ = 4a

[
2 · sin ϕ

2

]π
0

= 8a.

4.3.3. Feladat. Számoljuk ki a következ® görbe ívhosszát:

r(ϕ) =
1

ϕ
0 < a 6 ϕ 6 b.
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4.12. ábra. r(ϕ) = 1
ϕ
, ϕ ∈ (0, 5] gra�konja

r(ϕ) =
1

ϕ
r2(ϕ) =

1

ϕ2

r′(ϕ) =
−1

ϕ2
(r′(ϕ))2 =

1

ϕ4
.

s =

b∫
a

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2 dϕ =

b∫
a

√
1

ϕ2
+

1

ϕ4
dϕ =

b∫
a

1

ϕ

√
1 +

1

ϕ2
dϕ.

Helyettesítsünk és számoljuk ki el®ször a primitív függvényeket!

u =
1

ϕ
, ϕ =

1

u
,

dϕ

du
=
−1

u2
, dϕ =

−1

u2
du.

∫
1

ϕ

√
1 +

1

ϕ2
dϕ =

∫
u ·
√

1 + u2 · −1

u2
du = −

∫
1

u
·
√

1 + u2 du.

Helyettesítsünk még egyszer!

u = shx, x = arshu,
du

dx
= ch x, du = ch x dx.

−
∫

1

u
·
√

1 + u2 du = −
∫

1

shx
· chx · chx dx = −

∫
sh2 x+ 1

shx
dx =

= − chx−
∫

1

shx
dx = − chx−

∫
1

2 · sh x
2
· ch x

2

dx = − chx− 1

2

∫
ch x

2

sh x
2

· 1

ch2 x
2

dx =

= − chx− 1

2

∫
1

th x
2

· 1

ch2 x
2

dx = − chx− 1

2
ln th

x

2
+ C.

Mivel th y = e2y−1
e2y+1

, és az arshu = ln(u+
√
u2 + 1), ezért

th
arshu

2
=
eln(u+

√
u2+1) − 1

eln(u+
√
u2+1) + 1

=
u+
√
u2 + 1− 1

u+
√
u2 + 1 + 1

= 1− 2

u+
√
u2 + 1 + 1

.
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Helyettesítsünk vissza!

− chx− 1

2
ln th

x

2
+ C = −

√
u2 + 1− ln

(
1− 2

u+
√
u2 + 1 + 1

)
+ C =

= −
√

1

ϕ2
+ 1− ln

1− 2

1
ϕ

+
√

1
ϕ2 + 1 + 1

+ C.

Ezt felhasználva az ívhossz

s =

b∫
a

1

ϕ

√
1 +

1

ϕ2
=

−√ 1

ϕ2
+ 1− ln

1− 2

1
ϕ

+
√

1
ϕ2 + 1 + 1

b
a

=

=

−√ 1

b2
+ 1− ln

1− 2

1
b

+
√

1
b2

+ 1 + 1

+

+

√ 1

a2
+ 1 + ln

1− 2

1
a

+
√

1
a2

+ 1 + 1

 .

4.4. Példa folytonos, de nem rekti�kálható görbére

4.4.1. Feladat. Vegyük a g(t) = (t, f(t)), t ∈ [0, 1] görbét, ahol

f(t) =

t · sin
(
1
t

)
, ha t 6= 0,

0, ha t = 0.

4.13. ábra. g(t) = (t, f(t)), t ∈ [0, 1] gra�konja

Lássuk be, hogy g görbe nem rekti�kálható. Ehhez vegyük az

xi =
2

(2i− 1)π
(i = 1, . . . , n)

sorozatot. Ilyenkor az

f(xi) = (−1)i+1 2

(2i− 1)π
,
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amely értékek a g görbe és az x = |y| halmaz origótól különböz® közös pontjainak távolsága

az x tengelyt®l. Ilyenkor a [g(xi), g(xi+1)] szakasz hossza, 1 6 i 6 n− 1 esetén,

|g(xi+1)− g(xi)| > |f(xi+1)− f(xi)| =
2

π

(
1

2i− 1
+

1

2i+ 1

)
>

2

π
· 1

i+ 1
.

A sorrendben g(x0) = (0, 0), g(xi), i = 1, . . . , n és g(xn+1) = (1, sin 1) csúcsú beírt

töröttvonal hossza nagyobb, mint

n−1∑
i=1

|g(xi+1)− g(xi)| >
2

π

n−1∑
i=1

1

i+ 1
.

Mivel
n∑
i=1

1
i+1
−→ ∞, ha n −→ ∞, ebb®l látszik, hogy a beírt töröttvonalak hossza nem

korlátos, tehát a g görbe nem rekti�kálható, holott a g-t megadó t és f(t) függvények

folytonosak.
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