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Absztrakt

Tobb befolyasold tényezd volt azzal kapcsolatban, hogy miért a budapesti lakaspiac-
rél irom a szakdolgozatomat. Fels6foku tanulmanyaimat Budapesten folytattam és a
didkmunkdm sordn életem szerves része lett az ingatlanpiac. A korona virus terjedése
el6tt nagyon népszerd téma volt a budapesti lakdspiac tdlfiitottsége, nem volt olyan hét,
amikor ne jelent volna meg ezzel kapcsolatban valamilyen statisztika. Ezekbol kifoly6-
lag jutottam arra a dontésre, hogy ebbdl irom a szakdolgozatomat. Csak Budapesten
vagy Magyarorszdgon volt nagymértékii valtozds vagy esetleg egész Eurdpdt is érin-
tette? Nem is talftitottségrdl besz€Eliink, hanem egy tendenciardl, ami mindenhol meg-
taldlhat6 volt? Harom statisztikai mddszer segitségével kerestem a védlaszokat az el6z6
felvetéseimre. A harom statisztikai modszerem a tobbfazisu regresszids modell, a mo-

dell alapti sz6rds analizis és a tobbdimenzids idésor modell.

Tobbfazisu regresszids modellel toréspontokat figyeltem meg, hogy esetlegesen statisz-
tikailag is kimutathat6 eltéréseket taldljak. Illetve, hogy meghatarozzam az idésoraim-
ban azokat az idopontokat, amikor valamilyen kiils6 befolyasol6 tényez6 megvéltoztatta
a tendenciat. Budapesti alkudozds visszaesésében, a lakdsvasarlok megoszlasaban és az
ingatlan értékesitésében mind-mind taldlhattunk toréspontokat a lakdsarindex emelke-
dése elott, ami arra enged kovetkeztetni, hogy ezek mind fontos szerepet jatszanak a
lakasdrindex alakuldsdban. Ennek a modell segitségével kivalasztottam azokat az érté-

keket, amelyeket késébbiekben a tobbdimenzids idésor modellben felhasznélok.

Szoras alapu analizis segitségével hasonlitottam 0ssze a kiillonb6z6 adataimat. Itt vizs-
galtam meg azt a felvetésemet, hogy csak Budapesten vagy Magyaroroszagon volt-e
ilyen nagymértéki vdltozds, vagy esetleg egész Eurdpdban is. Budapesti lakdsdrindex
viselkedése l4thatéan eltér a varosokétdl, kozségekétdl. Nemcsak itt vehetd észre sza-

mottevs eltérés, hanem Eurdpdval szemben is.

Tobbdimenzids id6sor modellemmel megnéztem, hogy bizonyos valtozék mekkora mér-
tékben befolyasolhattdk az adataimat. Legutoljara pedig az utolsé negyedévet elhagyva
figyeltem meg, milyen pontosan prediktélta a valtozéimat. ElGrejelzésem sordn a mo-
dell az elégtelen keresletet leszamitva jol kozelitette az értékeket. Elégtelen keresletnél
szamottevo eltérést figyelhettiink meg. Ezek utan két negyedévvel révidebb adatsorral
vizsgdltam meg az elGrejelzést. Viszont itt is nagy volt az eltérés, ami arra enged kovet-

keztetni, hogy egy valtoz6 tendencia alakult ki az elégtelen keresletnél.
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1. Bevezetés

1.1. A téma jelentosége

Nemcsak népszerti téma volt az ingatlanpiac, hanem az ingatlanszektor a nemzetgaz-
dasdgok egyik igen fontos része is, amit tobb fellelhetd kiilfoldi €s hazai publikacio is
bizonyit. Igy tobbek kozott DiPasquale és Wheaton (1992) [1] az Amerikai Egyesiilt Al-
lamok ingatlanpiacdnak fontossagat az épitGipari termelés és az ingatlandllomény értéke
alapjan vizsgélva azt taldlta, hogy 1990-ben az djonnan atadott lakéépiiletek eldallitasi
értéke a GDP 3,3%-at tette ki, mely igen jelentSs, hiszen az Osszes 1j épiilet eldallitdsi
értéke a GDP 5,5%-at adta. Gudell (2018) [2] szerint az amerikai lakéingatlan-allomany
jelenlegi becsiilt értéke 31.800 billio USD, ami kicsivel tobb, mint a GDP 1,5-szerese
és Kina GDP-jének a hdromszorosét adja ki. Az elmult évben a lakdingatlan-dllomany
1,95 billié USD-ral bdviilt, ami tobb, mint Kanada GDP-je.

Megnevezés 2019.1. 2019.1l. 2019.1I. 2019.IV.
Mezégazdasag, erdégazdalkodas, halaszat 102.2 99.4 98.0 101.0
Ipar 105.8 103.8 107.6 103.2
Ebbdl: feldolgozéipar 106.0  103.3 108.1 103.0
Epitdipar 1445 1272 118.4 111.3
Szolgaltatasok 6sszesen, ebbdl: 103.8 104.3 104.0 104.6
Kereskedelem, szallashely-szolgaltatas és vendéglatas 106.5 107.7 109.4 110.7
Szallitas, raktarozas 103.3 1055 106.1 106.1
Informécio, kommunikacié 106.5 105.1 106.5 106.9
Pénzulgyi, biztositasi tevékenység 103.1 103.9 104.1 104.5
Ingatlantigyletek 104.6 104.6 103.9 104.3
Szakmai, tudomanyos, miiszaki és adminisztrativ tevékenység  107.8 107.3 106.1 105.8
Kézigazgatas, oktatas, egészséguigyi, szocidlis ellatas 99.2 99.6 97.6 98.0
Mivészet, szérakoztatas, egyéb szolgaltatas 102.8 102.1 101.9 103.1
GDP 6sszesen (piaci beszerzési aron) 105.3 104.9 105.0 104.5

Nemcsak kiilfoldon, hanem Magyarorszdgon is fontos szerepet jatszik az épitdipar,
ahogy a tdblazatban is lathat6. Az épitdipar brutté hozzdadott értéke 2019 I. negyed-
évében 44,5%-kal boviilt, ami a negyedévek sordn csokkent, de még igy is a legma-
gasabb 11,3%-o0s hozzdjarulasaval a legmagasabb maradt, megel6zve a kereskedelmet,

széllashely-szolgéltatast és a vendéglatast, amivel a gazdasdg huzédgazativa valt.

”A statisztika egy eszkoz, amivel valaszokat lehet keresni, de védlaszokat nem ad. A

vélaszokat, az adatok interpretici6jat mindig nekiink kell adnunk.” (Kun Adam)!

'Kutaté, aki biolégusként, vegyészként, valamint programozoként végezte felséfokid tanulmanyait.

ELTE-n tanit evolicidbioldgiat, 6koldgiat, biostatisztikat, programozast és modellezést.
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1.2. Lakaspiaci talfitottség
Bevezetésben szeretnék két dolgot tisztazni, mit jelent a talfiitottség és a toréspont.

Az iddsorban toréspontként definidlhat6 az a pont, amely mentén az adatsort kettébont-
va a két részintervallum adatai kozott statisztikailag is igazolhat6 eltérés mutathat6 ki.
A toréspontok felfedésére tobb statisztikai eljards is ismert. Az ilyen id6sorok kozotti
kapcsolatok, pontosan a fiigg6 vagy fiiggetlen valtozéban taldlt toréspont(ok) miatt nem

tekinthetdek alapvetden a teljes vizsgdlati id6szak vonatkozasdban stabilnak.

Mit is neveziink tulftitottségnek?

Ezzel a szoval taldlkozhatunk a konjuktira-ciklusban, jelentése csics. A gazdasag fel-
lendiilése és lassuldsa/visszaesése kozotti id6szak. Mivel nem taldlunk egzakt definiciét
és gyakran a tulftitottséget a buborék kialakuldsdval kotik Ossze, ezért Joseph Eugene
Stiglitz amerikai Nobel-dijas kozgazdaszt szeretném idézni, aki igy hatdrozta meg az

eszkozar-buborékot:

“hogyha csakis azért magas ma az ar, mert a befektet6k holnap is magas
eladasi arra szdmitanak — amikor az ,,alapvetd” tényezok latszélag nem

igazolnak egy drat — akkor beszélhetiink buborékrdl”

Lakasarindex alakulasa Lakasarindex névekedés
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(a) Lakasarindex (b) Lakasarindex novekedés

A lakdsar nagy mértékd novekedése a kovetkezd diagramokon jol 1dthat6. Nemcsak
novekedés figyelhetd meg 2014-t61 Budapesten, hanem egy gyorsul6é novekédés, ami
2016-ban eléri a 30%-ot, amibd] mar kovetkeztethetiink a lakdspiaci buborék kialakula-

sara.
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Lakaspiac alakulasat jelent6sen befolydsolja a gazdasagi stabilitds/serkentés, a lakasok
irdnti kereslet/kindlat és a szocidlis tdmogatdsok egyiittes hatdsai. Ezekbdl kifoly6lag
olyan iddsorokat gy(jtottem a KSH [3] és az MNB [4] adatbazisabdl, amik segithetnek
az elemzéseim sordn, mint példdul a lakdsarjovedelem alakuldsa kiilonb6z6 nagyva-
rosban, elégtelen kereslet, értékesitési id6 és még sorohatndm. Ezenkiviil 6sszevetem
Magyarorszag helyzetét kiilfoldi orszdgokéval, hogy ez a tendencia nemcsak Magyar-

orszagon taldlhat6 meg, hanem egész Eurdpéban is.

Lakasar/jovedelem (fogyasztassal korrigalt)
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Ezen az dbran hét nagyvaros €s az orszagos atlag lakasarjovedelem alakuldsat lathatjuk,
hogy 2013-t6l 2019-1g egy atlag lakosnak mennyit kell dolgoznia egy ingatlan megvéte-
1éhez. Itt figyelembe vessziik az adott telepiilésen kapott jovedelmet és a fogyasztdssal
kapcsolatos koltségeket. Ha a jovedelmeket, lakdsarakat és a koltségeket vessziik figye-
lembe, akkor nem Budapest all a legrosszabb helyzetben, hanem Debrecen, ami arra
enged kovetkeztetni, hogy Debrecenben sokkal rosszabb a lakdspiaci helyzet, mint Bu-

dapesten.
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Itt a lakdsvasarlok helyzetét
latjuk, hogy milyen kdnnyen
tudnak egy-egy ingatlanndl al-
kudni a piaci szereplok. Ezen a
diagrammon mar szabadszem-
mel lathatunk egy toréspon-
tot 2014-ben, amikor draszti-
kusan -5,5%-10l -2,5%-ra val-
tozott a median alku, ezzel az
eladok piaci eldnyt szereztek a

vasarlokkal szemben.

Itt is a lakasvdsarlok helyze-
tét lathatjuk, hogy hany ho-
napig tart nekik eladni egy-
egy ingatlant. Kiilon van szed-
ve a csaladi haz, tobblakasos
hézak 50m? alatt/felett és a pa-
nel hazak. Itt is l4thatd, hogy
2014-ben atlagosan egyre ha-
marabb keltek el az ingatla-
nok. Viszont itt mar egy no-
vekedést figyelhetiink meg, a

csaladi hazakat leszamitva.
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Abrén a termelést gatl6 ténye-
z0ket lathatjuk, mint példaul
az elégtelen keresletet, mun-
kaerShidnyt, alapanyag- és fel-
szereléshidnyt €s a pénziigyi
korlatokat. 2014 és 2017 ko-
zOtt egy stagndldst vehetiink
észre az elégtelen keresletre,
amit egy szocialis timogatds, a
CSOK egyre kedvezdbb felté-
telei mellett egy exponencidlis

csokkenést lathatunk.

Ezen a diagrammon a vésarlok
szandékat figyelhetjilk meg. Itt
is észre vehetiink egy valtoz6
tendenciat 2014-t61. Kordbban
a tulfitottségre hasznalt defi-
nicid, amikor csakis azért ma-
gas ma az ar, mert a befektet6k
holnap is magas eladdsi arra
szamitanak — amikor az ,,alap-

799

vetd” tényezok latszélag nem
igazolnak egy arat — akkor be-
szélhetiink buborékrdl. 2015-

t6l lathatéan megemelkedtek

azok a vasarldk, akik befektetés szempontjabol vettek ingatlanokat. Tehdt a befektetk

magasabb eladdsi arra szdmitanak, de az alapvetd tényez6k igazoljdk ezeket az drakat?

Statisztikai szempontbdl nem tudjuk az iddsort felhasznélni a rovidségébdl ad6dé prob-

2.2

léma miatt. Az idésor 2011 masodik felétdl 2019 els6 feléig tartalmaz adatok, viszont

ezek az adatok féléves adatok. Tobbdimenzids idésor modell hasznalatakor csak kevés

adatsorral tudtuk volna futtatni, amik nem megfelel6 eredményhez vezettek volna.
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2. Alkalmazando statisztikai modellek

2.1. Modell alapu szoras analizis

Tegyiik fel, hogy a folytonos célvéltoz6 adataihoz két magyardz6 valtozo 4ll rendelke-
zésre. Az egyik csoportosité jellegli, a masik folytonos. Kérdésként meriil fel, hogy a
célvéltozonak a folytonos valtozé szerinti modelljei a csoportositd véaltozo altal megha-

tarozott részhalmazokon azonos-e?

A fenti problamdt abban a legegyszer(ibb specidlis esetben vizsgaljuk, amikor a célvél-

toz6 modellje egy egyvéltozos lokdlis linedris (1oess) regresszio.
A vizsgélt modell a kdvetkezd:
Yij = mi(xij) +€ij,

itt m;(.) egy esetlegesen nem-paraméteres sima fiiggvény, az e; ; fiiggetlen, azonos el-
oszlasu hiba. A hibdknak sem a normalis eloszldsa, sem pedig az azonos szérdsa nem

feltételezett. Megengedjiik, hogy a hibdk az
¢ij = 0i(xij)-di;

képlet szerintiek legyenek, ahol az d; ; fiiggetlen, O varhat6 ért€kd, 1 sz6rdsi azonos
eloszlasti mennyiségek.

A kérdés, amit a médszer meg tud valaszolni az, hogy azok az egydimenzids regresszi-
Os gorbék, vagy esetlegesen az x valtozok kétdimenzids 1éte esetén azok a regresszids
felszinek, amelyek a célvéltozé varhaté értékét a magyardzé valtozok fliggvényében
leirjak, statisztikailag azonosnak tekinthetdek-e vagy sem? Pontosabban:

A vizsgalt hipotézis par:

Ho : ml() = mz() =...

Hy : van koztiik kiilonboz6

Az éltalunk alkalmazott modszer illesztett gorbék 1.2 tdvolsdga alapjan dont arrdl, hogy
az egyes csoportokban azonos fiiggvények érvényesiilnek-e. Az alkalmazott teszt sta-

tisztika az igynevezett wild-bootstrap (vad-bootstrap).
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2.1.1. Wild-bootstrap

A boostrap eljaras klasszikus referencidja D. Efron [7]. Mi ennek a mddszernek egy
a lényegében C.F.J. Wu szerint médositott [8] véltozatat alkalmazzuk. A bootstrap és

specidlisan a wild-bootstrap mddszer 6sszefoglal6 leirdsa a kovetkezd.

Altaldnos probléma annak megadésa, hogy az analitikusan nem vagy csak nehezen ke-
zelhet0 statisztikdk becsiilt paramétereinek meghatdrozni az eloszlésat, adott szint{ kon-
fidencia tartomdnyét €s a szordsat. Egyszeri eset, ha olyan nagytdmegli homogén adat
all rendelkezésre, hogy annak részein is kielégitd becslését tudjunk adni a becsiilt pa-
ramétereknek. Ekkor ugyanis, véve a rendelkezésre all6 adatok elégségesen nagy elem-
szamu diszjunkt részeit és kiszamitva a kérdéses paraméterek becsléseit, egy fliggetlen
mintat kapunk a becsiilt paraméterek tapasztalati eloszlasdnak kell6 pontossdgi meg-
allapitdsahoz, a szdrmaztathat6 konfidencia tartomanyok és szorés levezetéséhez, akar

kozvetlenil is.

Tipikusan viszont nem all rendelkezésre elég adat a fent vazolt eljards kovetésére, ezért
mas mddszer utdn kell nézniink. Ennek a probléménak a kikiiszobolésére, még mindig
lehetséges technika, hogy feltételezve a megfigyelt adatokat, vagy a modellhibdkat egy
adott eloszlas szerinti voltat, szimuldcidval megfigyeléseket generdlunk. A generalt ada-
tokra modelleket illessziink és az igy nyert paraméter becslések alapjan kovetkeztessiink

a paraméterek viselkedésére.

Viszont 4ltaldban nem ismert, vagy csak komoly megszoritdsokkal feltételezhets, hogy
a megfigyelt adatok, vagy modell hibdk valamely adott eloszlds szerintiek. Ebben az

esetben adddik a bootstrap, mint a minta generdlds egy lehetséges modszere.

A bootstrap mddszer alapfeltételezése, hogy a rendelkezésre all6 adatok elégségesek
arra, hogy az adatok tapasztalati eloszldsa jol kozelitse a megfigyelések tényleges el-
oszlasat. Marpedig ha ez fennéll, akkor pontosabb eredményt kaphatunk, ha az adatge-
neralast nem a hibdk feltételezett eloszldsa, hanem a hibdk tapasztalati eloszldsa szerint
végezziik. Ha elfogadjuk, hogy a statisztika eloszldsanak becsléséhez sziikséges min-
tit a megfigyelések vagy azok modell szerinti hibdinak tapasztalati eloszldsa szerint
generdljuk, akkor mar csak azt kell észrevenniink, hogy a tapasztalati eloszlds szerinti

mintavétel a rendelkezésre all6 adatokbdl val6 visszatevéses mintavételnek felel meg.
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A fenti megfontoldsok alapjdn, regresszids feladatok esetén kétféle bootstrap eljaras
addédik. Az els6 a parok bootstrap-je. Ennek esetében a rendelkezésre 4ll6 célvaltozo-

magyardz6 valtoz6 parokbdl vesziink visszatevéses mintat. Vagyis a minta az
(vi;»i;), aholiy, ..., i, egy visszatevéses minta az (1,...,n)-ig terjedd

adatokbdl fog allni, és az igy nyert adatokra illesztjilk a vizsgalt modellt. A méasodik
pedig a hibak bootstap-ja. Ekkor a bootstrap mintat ugy alakitjuk ki, hogy a magya-
raz6 véltozo értékekhez nem azt a (hozzd tartozd) célvaltozo értéket rendeljiik hozza,
amelyet ugy is megkaphatunk, hogy a célvéltozo illesztett modell szerinti becsléséhez
hozzdadjuk az adott pontbeli hibét, hanem azt a célvéltoz6 értéket, amelyre a becslés-
hez adott hibatag egy visszatevéses minta az 0sszes (tapasztalt) hibatag koziil. Vagyis a

bootstrap minta ebben az esetben a
(Vi+eij,xi), aholi=1,...,nésaziy,...,i, egy visszatevéses minta (1, ...,n)-bdl

n elem( halmaz lesz, ahol y; az y; célérték becslése az (y;,x;), i = 1,...,n adathalmaz
felhaszndldsa mellett. Az e; pedig ennek a becslésnek a hibdja.

Tehat y; = y; +¢; minden i = 1,..,n-re.

Mindkét fent vazolt médszer korrekt alkalmazhatdsaganak komoly feltétele, hogy az il-
lesztett modellek homoskedasztikusak legyenek. Marpedig azokban az esetekben, ami-
kor bootstrap eljardsra van sziikség, — és a mi elemzéseink is ilyenek — homoskedasz-
citds nem dall fenn. Erre az esetre megfeleld megoldas a wild bootstrap vagy magyarul

vad-bootstrap.

A wild-bootstrap esetén a célvéltozo bootstrap szerinti ért€két a célvaltozé becsiilt érté-
kének az adott pontbeli hiba véletlen permutaldsdval nyerjiik olymoédon, hogy az eredeti
hiba egy megfelelden standardizalt értékét egy fiiggetlen, — tipikusan bindris — vélet-
len mennyiséggel szorozzuk meg. Ez a hibat szorz6 véletlen mennyiség olyan, hogy a
varhatoértéke 0, a szérdsa €s a tovabbi centralis momentumai pedig lehetdleg 1-gyel
egyenldek. Ez utébbi feltételekre azért van sziikség, hogy a hiba eloszldsat, vagy an-
nak legaldbbis a momentumok szerinti lefrasat ne valtoztassuk meg. Ugyanakkor ezek
a szigoru kritériumok nem kielégithetGek. Ugyanis példdul a 4. momentuma legaldbb 2
egy olyan véletlen mennyiségnek, amely O varhat6 értékd, 1 szordsu és amelynek a 3.

momentuma is 1.
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A megfelel6 b;, i = 1,...,n bootstrap szorzétényezként két tipikus megoldas 1étezik.
A Mammen-féle [9]:

17\/5 _ 5+\/§ z s 2
by — = p = >y~ valoszintiséggel
”T\B 1-p valészintiséggel

Ekkor E(b;) = 0, E(b2) = 1, E(b}) = 1, E(b}) = 2.

A Davidson és Flachaire altal [10]-ben ajanlott Rademacher-féle:

b 1 1/2 val6szintiséggel
l —1 1 / 2 valészintiséggel

Ekkor E(b;) = 0, E(b?) = 1, E(b3) = 0, E(b*) = 1.

Mint lathatd, a Rademaher-féle bootstrap tényezd j6, mert nem noveli a lapultsagot.
Ugyanakkor rossz is, mert sziikségszertien szimmetrizdl. A Mammen-féle viszont no-
veli ugyan a lapultsagot, de nem rontja el az esetleges aszimmetridt. Fontos jellemz§je
mindkét megolddsnak, hogy 1ényegében csak annyit tesz, hogy véletlenszeriien eldjele-
zi a hibdkat. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a wild-bootstrap médszert vélasztva a

lehetséges, kiillonbozd bootstrap mintdk szama n megfigyelés mellett 2”.

A p-érték bootstrap alapjin vett becslése megegyezik azzal az ardnnyal, amilyen ardny-
ban valamelyik fenti médon generdlt minta esetén olyan becslést kapunk, amelyre a

vizsgélt gorbék egymadstdl vett tdvolsdga nagyobb, mint az eredeti minta esetén.

A wild-bootstrap [8] mddszert abban az esetben fogjuk haszndlni, amikor annak az
eldontése a feladat, hogy néhdny trend azonosnak tekinthet6-e. Szdmoldsaink mene-
te a kovetkezd lesz. ElI6bb egy lokalis regresszidés modellt illesztiink a rendelkezésre
all6 adatokra. Majd a trend gorbéket adott szimu pontban mintavételezve, integralds-
sal megallapitjuk a trend gorbék L, tavolsagat. Végiil a wild-bootstrap alkalmazasaval

megadjuk, hogy az aktudlis L, tdvolsdgnak mennyi a p-értéke.

Az ut6bbi 1épés vazlata a kovetkezd. Vessziik a célvaltozonak az eredeti adatokra illesz-
tett alap-modell szerint becsiilt értékét a magyarazo valtoz6 rendelkezésre 4116 mérési
pontjaiban. Médositjuk ezeket a célvaltozé értékeket a wild-bootstrap modszerrel nyert
hibdkkal. Lokélis regresszids modellt illesztiink az modositott megfigyelésekre és kisza-
mitjuk az igy kapott gorbék L, tavolsagat. Tobbszor megismételjiik a célvaltozo értékek
alap-modell szerint becsiilt értékének wild-bootstrap mddositdsat, a regressziés modell

illesztését és a modositott adatokra illesztett gorbék tavolsdganak kiszdmitasat. A boot-
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strap mddszerrel nyert p-érték az a hanyad lesz, ahdnyszor bootstrap szimuldcidk sordn

nagyobb L, tadvolsdgi gorbéket nyertiink.

Az el6z6ekben leirt médszer szerint miikodik az R-project ‘fANCOVA’ csomagjanak
T.L2 () parancsa. A tovabbiakban réviden ennek a médszernek az alkalmazas techni-
kajat ismertetjiik.

rm(list=1s())

library (fANCOVA)

set.seed(123)

# a médszer tesztje 3 csoport eseten

# generalt adatokkal mutatjuk be a parancs mukodeset

# egy dimenzios magyarazo adatok
data.gen<- function(g,n,m, s)
{
x <= runif (n,min=0, max=3);
y <—= sin(2xx) + rnorm(n,m,s)
return (cbind(x,vy,qg))
}

adat <- data.frame (rbind(data.gen(1,20,0,.20),
data.gen(2,20,1, .25),
data.gen(3,25,0, .25)))

<- T.L2(adat$x, adatSy, adat$Sg, degree=2)

==

Test the equality of curves based on L2 distance

Comparing 3 nonparametric regression curves

Local polynomial regression with automatic smoothing
parameter selection via AICC is used for curve fitting.
Wild-bootstrap algorithm is applied to obtain the null
distribution.

Null hypothesis:
there is no difference between the 3 curves.
T = 2.337 p-value = 0.004975

S T

plot (M) # a teszt statisztika eloszlasédnak a képe
plot (M, test.statistic=FALSE) # a becsiilt gdrbék
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o _| T= 2337
o p-value = 0.004975
= .
S o
o o~
= |
= T T T T
0.0 05 1.0 15
Test Statistic
2 4 e T e — group?
e T -=- group2
= |
= -
E _
o
2
=

Ebben a részben leirt modellt a tulfiitottség problémajaval kapcsolatban vizsgalt

ar/jovedelem adathalmaz elemzésekor fogjuk felhaszndlni.

2.2. Tobbfazisua regresszio

A tobbfazisu regresszié egy igen altalanos regresszidos modszer. Egy fontos specidlis
esete a spline-regresszi6. Mi ezen regresszids modszereknek is csak azzal a specidlis
esetével foglalkozunk, amikor a regresszids fliggvény ismeretlen csomépontokban tord,

szakaszonként linedris fiiggvény.

A torott vonal szerinti regresszié problémadjanak megoldasdhoz a regresszios fiiggvényt

el6bb zért, paraméteres formdban irjuk fel.

Példa 1.
Alljon a kozelits fiiggvény mindossze két szakaszb6l. Legyen a toréspont w-ben. Le-

gyen a fiiggvény értéke 0-ban By. Legyen a fiiggvény meredeksége y-t6l balra By jobbra
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pedig B,. Ekkor a keresett f(z) = f5,.5,.8,(z) fliggvény a

Bo = Bo
Bi = B
B = B»—B

paraméterekkel a

f@)=PBo+B1-z+ B (z—v) xy(2)

formaba irhatd, ahol a x.(x) a x.(x) = ind(x > c) fiiggvényt jeloli, aminek 1 az értéke,
ha x > ¢ és 0, ha nem.

A fiiggvény egy alternativ formuldja

f@)=PBo+ (Bi+Br-x2) z2—xy(@)-vw-P>

A fiiggvény demonstricidja R-ben:

BO <- 3 # a konstans es a ket meredekseg
Bl <- -1
B2 <- 2

psi <= 10 # a toresi pont
chi <- function(x) ifelse(x>psi,1,0)

b0 <- BO

bl <- Bl

b2 <- B2-Bl

f<—function (x) bO0+blxx+b2x (x-psi)xchi (x)

z <— 0:20

y_alt <- b0+ (bl+b2*chi(z))*xz-chi(z)*xpsixb2
sum ((f(z)-y_alt)”2) # ugyanaz

f(0) # BO az atmetszes Jjo
BO # 3

diff(f(z)) # B1,...B1,B2,...,B2 a meredeksegek jok
c(B1,B2) # -1, 2

plot(z,f(z))
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10

fiz}

Példa 2.

Alljon a kozelits fiiggvény harom szakaszbél. Legyenek a toréspontok yi-ben és ym-
ben. Legyen a fiiggvény értéke 0-ban By. Legyen a fliggvény meredeksége y-t6l balra
Bj y és y, kozt B és y»-t6l jobbra B3. Ekkor a keresett f(z) = fp,,B,,B,,8, () fliggvény

a
Bo = By
B = B
B = B,—B
B3 = B3—B;

paraméterekkel a

@) =Bo+Bi-z+B2- (2= 1) 2y (2) + B3+ (2= ¥2) - 2y (2)
formdba irhatd. A fiiggvény egy alternativ formuldja
f(2) = Bo+
By (20(2) 2= 2y (2) - (z—w1)) +
By (v (2) = 242(2)) 2= 2y (W1 + 24, (2) - ¥2) +
By - 1y (2) - (2= ¥2)
A fliggvény demonstracidja R-ben

rm(list=1s())

BO <- 3 # a konstans es a harom meredekseg
Bl <- -2
B2 <- 5

B3 <- 1
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psl <= 10 # a toresi pont

ps2 <- 20 # a toresi pont

chO0 <- function(x) 1

chl <- function(x) ifelse(x>psl,1,0)
ch2 <- function(x) ifelse(x>ps2,1,0)
chT <- function(x) 0

b0 <- BO
bl <- Bl
b2 <- B2-Bl
b3 <- B3-B2

f<—function (x) bO0+blxx+b2+* (x-psl)*chl (x)+b3*x (x-ps2) xch2 (x)

z <= 0:30

y_alt <— BO - chl(z)=*(B2-Bl)xpsl —ch2(z)~* (B3-B2) *xps2 +
Bl*z +chl (z)* (B2-Bl)xz +ch2(z)* (B3-B2) *z

sum( (f(z)-y_alt)”~2) # ugyanaz

yx_alt <- BO +
Blx (chO(z)+*z-chl(z)*(z-psl)) +
B2x ((chl(z)-ch2(z))*z —-chl(z)+*psl+ch2(z)xps2) +
B3xch2(z) * (z—-ps2)

sum ( (f(z)-yx_alt)”"2) # ugyanaz

£f(0) # BO az atmetszes jo
BO # 3

diff(f(z)) # B1,,...B1,B2,...,B2,B3,...,B3 a meredekseg jo
c(B1,B2,B3) # -2, 5, 1

plot (z,£(z))
[=1 o °
- DDDD
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o™ -}
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o a
—
2 o o
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Példa 3.

Alljon a kozelits fiiggvény négy szakaszbdl. Legyenek a toréspontok (Wi, ys, y,). Le-
gyen a fiiggvény értéke 0-ban Bj. Legyen a fiiggvény a négy szakaszban rendre By, B,
B3, Bs. Ekkor a keresett f(z) = f,.B,.8,.8;,8,(2) fuggvény a

Bo = Bo
B = B
B. = B,—B;
B3 = B3—B;
Bs = Bs—B3

paraméterekkel a

J@)=Bo+Br-z+ B2 (z—w1) Xy, (%) +B3- (2= ¥2) - Xy (X) + Ba- (2= ¥3) - Xy (%)

formdba irhat6. A fliggvény egy alternativ formuldja

f(z) = Bo+

B+ (2 (tyo(2) = 2y (2)) + W1 2y (2)) +
By (z- (X (2) = Xyu () + W2 Xy (2) — W1 - Xy (2)) +
By (z- Xy, (2) = Xys (D)) + W3 Xy (2) — W2 - 2y (2)) +
By (Z' (X3 (2) = Xy (2) + =3 Xy (Z))

A fliggvény demonstracidja

rm(list=1s{())

BO <- 3 # a konstans es a negy meredekseg

Bl <- -2

B2 <- 5

B3 <- 1

B4 <- -1

psl <- 10 # a toresi pontok

ps2 <—- 20 #

ps3 <- 30 #

chO0 <- function(x) 1

chl <- function(x) ifelse(x>psl,1,0)
ch2 <- function(x) ifelse(x>ps2,1,0)
ch3 <- function(x) ifelse(x>ps3,1,0)
chT <- function(x) 0

b0 <— BO
bl <- Bl
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b2 <- B2-Bl
b3 <- B3-BR2
b4 <- B4-B3

f <- function (x)

b0 +
blxx +

b2*(x — psl)*chl(x) +
b3%(x — ps2)*ch2(x) +
bd* (x — ps3)*ch3(x)

Blx (z*x (chO(z)-chl(z)) + pslxchl(z) - O )
B2x (zx (chl(z)—-ch2(z)) + ps2xch2(z) - pslxchl(z))
B3x (zx (ch2(z)-ch3(z)) + ps3xch3(z) - ps2xch2(z))
Bdx (z* (ch3(z)-chT(z)) + O - ps3xch3(z))
sum( (f(z)-y_alt)”"2) # ugyanaz
f(0) # BO az atmetszes jo
BO # 3
diff(f(z)) # B1,...B1,B2,...,B2,B3,...,B3,B4,...,B4 OK

c(Bl,B2,B3,B4) #

plot (z,£(z))
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10 20 30 40

a
|
a

a

30

40

19



2. ALKALMAZANDO STATISZTIKAI MODELLEK 20

2.2.1. Tobbfazisa regresszio illesztési algoritmusa

Az eljarast az egy toréspontu esetben mutatjuk be. [5] Az illesztés mddja iterativ.

Megengedjiik, hogy a

f@)=B+B2(z—v) x(z>v)

modell szerinti adatok esetén y; még ne az ’igazi’, hanem az optimalis toréspont legyen.

Ezt a ’hibat’ egy a y; ponttdl jobbra, egy nem nulla konstans hozzdadasaval korrigdljuk:

f@) =B+ z—wi) x> w)+v- 22> i)

Az aktudlis vy és a B, By, Y paraméterek becsiilt értéke alapjdn javithatjuk a y; értékét:
Yier1 = Vi —7/[32

Ha az eljards konvergdl, akkor a ¥ ~ 0. [6]

2.3. Tobbdimenzios idosor modellek

A legegyszeriibb id6sor modellek a lineéris folyamat modellek. Ezek sokfele alkalma-
zott specidlis esetei a konnyen €s jol illeszthetd egyvaltozés ARMA folyamatok. Az egy-
dimenziés ARMA folyamatok tobbdimenzids valtozatanak illesztése, alkalmazasa sza-
mos, az egydimenzids illesztési feladatndl 1ényegesen Osszetettebb feladat megoldasat
igényli. Ugyanakkor tobbdimenzidés megfigyelések esetén a megfigyelés egyes koor-
dinatainak az értékét tipikusan jobban meg lehet josolni, ha ehhez nemcsak az adott
koordinatanak a multbeli értékeit, hanem a tobbi koordinata multbeli értékeit is felhasz-
naljuk. A kovetkezGkben a tobbdimenziés ARMA folyamatok egy részmodelljével, az
AR folyamatokkal foglalkozunk. Ezeket a modelleket fogjuk alkalmazni az adathalmaz

elemzésekor.

Az alkalmazott modell a kovetkez6 AR(1) modell:
Y, =Pg+ DY + &

Mi esetiinkben az Y; egy 11 dimenzids folyamat, amelyre vonatkozéan egy 42 negyed-
évnyi megfigyeléssor all rendelkezésre. Ennek megfelelden, a &g egy 11 dimenzids
konstans vektor, a ®; pedig egy 11 x 11 méreti matrix, amely azt adja meg, hogy a ¢
id6pontbeli értékek hogyan fiiggnek a r — 1 id6pontbeli értékektdl. Az & egy 11 dimen-

zi0s zaj sorozat, amelyrdl feltételezziik, hogy 0 varhato értékd, korrelalatlan fehérzaj.
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3. Statisztikai elemzés

3.1. Modell alapu széras analizis

Els6 1épésben a lakdsarindex véltozds litemét vizsgdltam meg, hogy eltéréen viselkedett-
e az adott valtoz6 Budapest, varosok és kozségek esetén. Ennek regresszid gorbéjét a bal
oldali diagrammon figyelhetjiik meg. A jobb oldali diagrammon pedig az L, tdvolsdg
tapasztalati eloszlasat, a T-vel jelolt aktudlis L, tdvolsagot és a hozz4 tartoz6 p értéket
lathatjuk. A magas 7T érték és az alacsony p-érték miatt elutasitjuk azt a feltételezést,

hogy statisztikailag azonosnak tekinthetdek.

T=150.3
-value = 0.004975

0.03
|

0.02
|

mix)
Density

0.01
|

o.oo
|

1 1t 1. 1. 1. 1.1 1 1 1 1 T 1 1 1 17T T T T T T
2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 0 20 40 60 80

Ev Test Statistic

Kovetkez6 esetben a lakdsar/jovedelem alakuldsat figyeltem meg. A magas T érték és
az alacsony p-érték miatt elutasitjuk azt a feltételezést, hogy az adatsoraink azonosnak
tekinthetdek-e. Viszont Budapest és Debrecen esetén a regresszids gorbék hasonléan

viselkednek, egy parhuzamossdgot mutatnak 2017-t61.
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A kovetkez6 diagrammon 29 oszdg adatai, az EU-dtlag és az Eur6z6na adatai

tekinthetéek meg, hogy ho-
gyan alkultak a lakdsarinde-
xeik. Mivel nagyon sok ada-
tokat lathatunk és elvesznénk
a vonalak sokasiagdban, ezért
lecsokkentettem a dimenzid
szamokat. Megkerestem azo-
kat az adatokat, amik eltérs-
en viselkedtek az idésorban és
hozzdvettem az EU-dtlagot és
az Eur6zoéna atlagat. Itt mar
konnyebben tudjuk kovetni az

adatokat.
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Magyarorszag mellett még kiemelkedden teljesitett orszdgok kozott taldlhatjuk Csehor-

szagot, Izlandot, Lettorszagot és Portugéliat. Modellezés sordn viszont ezek az orszagok

mind-mind alul maradtak Magyarorszdghoz képest, nem volt olyan magas lakdsdrindex

novekedés ezekben az orszagokban, mint ndlunk. Statisztikai értékiink is arra enged ko-

vetkeztetni, hogy elutasithatjuk azt a feltételezést, hogy azonosnak tekinthet6ek a reg-

resszios gorbék.
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3.2. Tobbfazisu regressziés modell

Tobbfazisu regresszids modellel vizsgéltuk meg, hogy a rendelkezésre all6 id6sorokban
mely idGpontokban kovetkezett be strukturalis véltozds. Az aldbbi dbrdkon ennek az

elemzésnek az eredményei lathatdak.

Lakasarindex alakulasa

Budapesten 2014-t6l elin- 250 7
dul egy novekedés, ami 225 ’:/'
statiszikai mddszerrel bi- 200 ,/‘/
zonyithat6. A késbbiek- . .:2'
ben ezt az értéket sze- £ 5
retnénk megjésolni, ezért % 150 7 ’
megnéztem mely id&so- 125
rok esetén figyelhetSek 100 - e, :.:t”:“"::':=:---..,. I
meg hasonlé viltozdsok ._,:.l":' ’ "l
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és ettdl az évtSl egy las- 07 [
sabb novekedést figyelhe- a5 \ f
tiink meg. Mivel a torés- :;g " \ . /
& L.

pont kordbbra tehetd, mint
a lakdsdrindex toréspont-
ja, ezért feltételezhetjiik
azt az 4llitast, hogy ez az
1ddsor egy befolydsolo té-
nyezdje lehet a lakdsarin-

dexnek.
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Kovetkezd diagrammokon lakdstipusonként lathatjuk a hdnapokban szamolt atlagos ér-

tékesitési id6 tobbfazisu regresszids modelljét.
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Az illesztett modellek azt mutatjak, hogy az értékesitési id6ben a lakdsok esetén — a

2014 koriili lakasarindex valtasnal sokkal korabban, — 2012-ben markans csokkenést

figyelhetd meg. Mig a tobblakdsos és panel kindlat esetén a valtasi idépont a 2014-essel

nagyjabdl megegyezik.

Az igy nyert struktura valtasi id6pontokat az id6sormodellezés sordn hasznéljuk fel.
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Késdbbiekben lathatjuk, hogy a tobbdimenzids idésor modell nem tudja j6l kezelni az
elégtelen keresletet, ezért alaposabban megvizsgaltam ennek az adatsornak a tobbfazisd

regresszids modelljét.

Segmented () fliggvény tobbszori lefutdsa utan észrevehetjiik, hogy tobb helyre rakja
le a toréspontokat. 2019-t61 megfigyelhetiink egy valtozé tendenciat.

Elégtelen kereslet Elégtelen kereslet

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018

Ev Ev

(a) példa 1 (b) példa 2

E kiilonb6z6 eredményeknek az a magyardzata, hogy az illesztés sordn felhasznalt like-
lihood fiiggvény a toréspontok kornyékén nem feltétleniil konkav. Az ezt vizsgalo teszt
futtatdsok sordn azt tapasztaltuk, hogy a toréspont leggyakrabban a fenti két, példa 1
és példa 2 alabranak megfelelden a 2012-es évre keriilt. A bizonytalansag a mésik to-
réspont koriil adédott. A két aldbra a médsodlagos torés két leggyakoribb esetét mutatja,

amikor a mésodlagos torés a 2007-es illetve 2019-es évre kertil.
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3.3. Tobbdimenzios idosor modell

Korabban a tobbfazisu regresszids modellben megvizsgélt adatokat hasznéltam fel a
tobbdimenzids idésor modellben. Az aldbbi diagrammon azt tekinthetjiik meg, hogy
kiillonbozé véltozdinkat milyen mértékben folydsoljdk be az adott valtozok. Budapest
harom valtozé folyésolta be leginkdbb: varos, munkaerd (mint termelést gatlo tényezd)

és a kereslet (mint termelést gitl6 tényezd).

Budapest Varos Kozség alku IranyarDiff Csaladi Nagy Kicsi Panel kereslet munkaeré

Budapest 0.72 0.17 -0.04 0 0.02 0.03 -0.02 0.01 -003 -007 0.16
Véros 0.95 0.37 0.04 0.07 -0.16 0.01 0 0.05 -0.07 -0.17 -0.35
Kézség 0.03 0.16 0.68 0.56 -0.56 -0.02  0.07 -0.04 0.01 -0.08 0.06
alku 0.59 -0.77 0.18 0.53 0.04 -0.05 -0.04 -0.03 -0.07 -0.63 -0.33
IranyarDiff ~ -0.26 -0.14  -015 042 0.16 0.11 0.01 0.08 -0.21 -0.69 0.1
Csaladi  -0.71 -0.14 026 -0.19 -0.5 0.43 0.22 0 -0.39 0.03 0.6
Nagy 0.99 -0.71 024 -0.23 0 -0.02 054 -01 0.57 -0.19 -0.37
Kicsi  -2.13 2.05 -0.25  -0.47 0.06 -015 -0.01 066 0.14 0.19 0.83
Panel 1.1 -0.37 0.03 -0.35 -0.16 -013 028 006 09 0.06 -0.53
kereslet 0.05 0.07 012 -0.14 -0.03 0.03 011 -015 -0.2 0.66 -0.55
munkaeré 0.63 -0.45 0.03 0.01 -0.01 0.01 -0.02 -0.04 0.06 -0.1 0.73

A tablazat ®, egyiitthat6 értékeit mutatja standardizalt valtozok esetén. A diagonalis-
ban az lathatd, hogy az egyes folyamat koordindtdk milyen mértékben fiiggnek a sajat
korabbi értékiiktsl. Erdemes észrevenni, hogy a "kereslet", "munkaerd" valamint a "Bu-
dapest" és "Kozség" valtozokat kivéve egyik véltozo jelenértéke sem a sajat multjatol
fligg a legjobban. Ez bizonyitja, hogy a lakaspiaci helyzetet feltétlen mint tébbdimen-

zi0s folyamatot kell kezelni.

4. Osszegzés

Az elemzés sordan Budapesten felfigyelhetdek a talftitottség jelei. Definicidban szerepld
befektetok ardnya megemelkedett Budapesten, ami a novekvd kereslet miatt a lakasarak
emelkedését segitette el6. Modell alapi sz6rds analizis sordn nem tudtuk egyik hipoté-
zist sem elfogadni, miszerint hasonld valtozasok voltak Magyarorszagon beliil. Eur6pan
beliil is csak nalunk taldlhattunk ilyen mértékd novekedést. Tobbfazisu regresszids mo-
dell esetén a keresletnél mint termelést gatlo tényezd egy strukturdlis véltozast figyelhe-
tiink meg, ami arra enged kovetkeztetni, hogy valtozasokra szamithatunk az elkovetkezd
id6kben.
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