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1. Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretném megkoszonni Dr. Kiss Emil tanar arnak, hogy elvallalta a dolgozat
témavezetését és szaktudasaval segitett annak megirdsdban. Valamint eziton szeretném

megkoszonni a munkajat minden tanaromnak aki foglalkozott velem a tanulményaim soran.

Tovabba szeretném kifejezni halam és koszonetem hozzatartozéimnak, a csaladomnak a

megértésért, tiirelemért és tamogatasért, amit felém intéztek az eddigi tanulményaim soran.



2. Bevezetés

A témavéalasztasban leginkabb az motivalt, hogy olyan téméat talaljak amely valahogy
kotsdik a kozépiskolahoz. Gimnéziumi éveim alatt keriilt hozzam igazan kozel a matema-
tika szeretete, és az a szemlélet melyet ez a tudomany ad az embereknek, hogy merjenek

megkérddjelezni illetve megkérdezni dolgokat mellyel nincsenek tisztaban.

"Az absztrakcionak rossz hire van: szintelennek, céltalannak, a vilagtol elszakadtnak és
tartalom nélkiilinek tartjak. Terméketlennek. A matematikiat néha megrojak azért, mert
absztrakt: mintha ez egy veszélyes lejtén tett rossz 1épés lenne. Pontosan az absztrakci6 az
azonban, ami a matematika feltting és gyakran nem is vart hatékonysaga mogott rejtézik.
Készség az Osszes lényegtelen tényezé figyelmen kivill hagyésara, a valosagosnal szélesebb
tartomanyban val6 vizsgal6désra, osszehasonlitani azt, ami van, azzal, ami lehetséges, s6t,

ami lehetetlen - ez a matematika sikerének titka."

Karl Sigmund

Dolgozatom elsé felében szamelmélet versenyfeladatokra mutatok megoldasokat, majd
két olyan algebrai témat mutatok, melyek inkabb egy matematika szakkoron vagy egy spe-

cialis matematika tagozaton lehetnek érdekes témak.



3. Oszthatosaggal kapcsolatos feladatok

3.1. Néhany elemi oszthatosagi feladat

1. Feladat. [}] Kémal B. 3852. Az a, b egészekre igaz, hogy 2005 | a®+ b és
2005 | a* + b*. Bizonyitsuk be, hogy 2005 | a® + b°.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a® + b° felirhaté a kovetkezSképpen:
a® +b° = (a +b)(a* +b*) — ab(a® + b%)

Tudjuk, hogy ha x | y és = | z akkor = | sy + tz ahol az s és t egész szam. Ha x=2005,
y=oa*+b* 2 =0a>+0b% s=a+0bést = —ab, akkor a feladat feltételébsl pont a fenti
emlitett Osszefiiggést kapjuk. Tehat:

2005 | (a + b)(a* +b*) — ab(a® +b%) = a® + V°

Megjegyzés: A feladat megoldasa sordn nem hasznéltuk ki, hogy x = 2005, x barmilyen

mas egész szam lehetne.

2. Feladat. [JJ] Koémal B. 4472. Bizonyitsuk be, hogy hét egymdst kivetd egész szdm

négyzetének az dsszege mem lehet négyzetszam.
Megoldas: Irjuk fel a hét egymast kovets szamot gy, hogy a kozépss n legyen:

n=32%2+n-224+n-1)2+n2+n+1)2+n+2)2+(n+3)2?=7k>+28 =7(k*> +4)

Ha megvizsgaljuk, hogy egy négyzetszam milyen maradékokat adhat 7-tel osztva a kovet-
kezéket kapjuk: 0,1,2 és 4. Igy ha hozzajuk adunk 4-et a maradékoknak rendre 4,5,6 és
I-nek kell lenniiik, gy megkapjuk, hogy (k? + 4) nem oszthaté 7-tel, amibdl kovetkezik,
hogy 7 - (k? + 4) nem oszthaté 7%-nel, pedig egy négyzetszamban minden primtényezss

felbontédsaban minden szdmnak paros hatvinyon kell szerepelnie.

3. Feladat. [3] Ez a feladat a 2005/2006. tanévi Orszdgos Kozépiskolai Tanulmdnyi Ver-

senyen szerepelt az mdsodik forduldban, a II. kategoridban.

Az a, b, c és d egészek olyanok, hogy az ac, bc+ ad, bd mindegyike oszthatd az n egésszel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a bc+ ad dsszeg tagjai kilon-kilon is oszthatok n-nel, azaz n | be

ésn | ad.

Megoldas: Ha egy szam osztoja egy masik szamnak az azt jelenti, hogy benne az

Osszes prim kitevsje legalabb akkora mint a szamban amit oszt. Igy nézziik egy szabadon



valasztott p prim kitevéit az a, b, ¢, d és n szamokban és jeloljiik ket g, ap, e, ag valamint

ay,-nel.

Az n | ac-b6l kovetkezik, hogy a, + @ > «, és ehhez hasonloan felirhato n | bd-bél,
hogy ap + ag > .

Ez a két egyenl6tlenség 6sszeadhato, amelybol kovetkezik (o + o) + (ap + ) > 2+ aup.
Tehat p*»

ad vagy p*n

be koziil legaldbb az egyiknek teljesiilnie kell.

Valamint, mivel tudjuk, hogy n | (be+ ad) igy az Gsszeadds masik elemét is osztania kell

az n-nek.

4. Feladat. [3] Ez a feladat a 2014/2015. tanévi Orszdgos Kozépiskolai Tanulmdnyi Ver-

senyen szerepelt az elsd forduloban, a III. kategdridban.

Mely 1-nél nagyobb egész szdmok lehetnek két eqymdst kivetd n? + 3 alaki szdm kiozis

082t01?

Megoldas: Tehat feltehetjiik, hogy létezik k € N amely osztéja n? + 3-nak valamint
(n +1)2 + 3-nak is. Nézziik milyen oszthatésdgok kovetkeznek még ebbdl, példaul a kettd

kiilonbségébdl a kovetkezs oszthatosag irhatd fel:
k|2n+1

Ekkor ezt az oszthatosagot tovabb felhasznalva felirhatjuk, hogy k osztoja n(2n — 1) —
2(n? + 3), tehat:

kln—6
Es igy felithato (2n + 1) — 2(n — 6), amibél kovetkezik, hogy:
k|13

Mivel a 13 prim szam, igy & = 13. Leellenérizve megkapjuk, hogy 13 valéban megoldas
ugyanis n = 6-ra megkapjuk n? + 3 = 39 illetve (n + 1) + 3 = 52 amely szdmoknak osztoja
a 13.

Megjegyzés: Nyilvan a megoldashoz masfajta kombinaciokon keresztiil is eljuthatunk,
példaul ha észrevessziik hogy 4(n? +3) — (2n —1)(2n + 1) = 13.

5. Feladat. [3] Ez a feladat a 2016/2017. tanévi Orszdgos Kézépiskolai Tanulmdnyi Ver-

senyen szerepelt az elsd forduloban, a III. kategoridban.

Ha k pozitiv egész szdm, jelolje pi a k-adik primszdmot (tehdt py = 2,p2 = 3,, ...).
Vannak-e olyan k és n pozitiv egész szamok, amelyekre py.ps ...px = 2016™ + 10n — 26 ¢



1. Megoldas: Irjuk fel a binomialis tételt a kovetkezd alakban:

2016" = (2015 + 1)" = <Z) - 2015" + < " 1) -2015" 1 - 420150 + 1

Ennek az 6sszegnek az utolso ketts kivételével mindegyik tagja oszthato 25-tel. Valamint
a 2016™ szam 25-tel osztva ugyanannyi maradékot ad, mint 20157 + 1.
25120151 4+ 1 + 10n — 26 = 2025n — 25,

ezért 25 | 2016™ 4 10n — 25.
A p1,p2 ...pr szorzat barmelyik primtényezéje, koztikk az 5 tényezs is legfeljebb elss
hatvanyon szerepelhet, ezért ez a szorzat sohasem oszthat6 25-tel. Tehat nincsenek olyan k

és n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil a szoéban forgd egyenlGség.
2. Megoldas: Teljes indukcioval belatjuk, hogy 25 | 2016™ + 10n — 25. Megvizsgaljuk
n=1 esetet, ez eleget tesz a feltételnek, igy felirjuk n-re a feltevésiinket:
25| 2016™ + 10n — 26
Meg mutatjuk, hogy ugyanaz n helyett n + 1-re is érvényes:
2016"T +10(n + 1) — 26 = 2016 - (2016™ + 10n — 26) — 20150n + 52400

Az els6 tag az indukcios feltevés alapjan oszthatod 25-tel, és a kovetkezs két tagban is
oszthatok az egyiitthatok 25-tel. Tehat az oszthatosag n+1 esetében is teljesiil. Innentdl a

feladatot ugyanugy fejezhetjiik be mint az els6 megoldasban.

6. Feladat. [3] Ez a feladat a 2019/2020. tanévi Orszdgos Kézépiskolai Tanulmdnyi Ver-

senyen szerepelt az elsd forduldban, a III. kategoridban.

Jelélje d(n) az n pozitiv egész szdm, pozitiv osztdinak a szamdt. Tegyiik fel, hogy d(k)?
d(k*). Bizonyitsuk be, hogy alkalmas j > 0 egészre d(k) = 37.

Megoldas: Tudjuk, hogy k egész szam primtényezss felbontéasa:

k= p‘l)élpg‘2 .. .pgm7 akkor d(k’) = (al + 1)(@2 + 1) . (am + 1)7 illetve
d(k)2 = (a1 + 1) (a2 + 1)2 oo (am + 1)2

Valamint k% primtényezés felbontésa a hatvanyozas azonosségai alapjan:
kY = piops® L ppom, tehat k* osztoi: d(k) = (4aq 4+ 1)(dag + 1) ... (4apm, + 1)

Igy a d(k)? = d(k*) feltételbd] kapott Osszefiiggés:



(a1 + 1) (g + 12 (o + 1) = (dog + 1) (dag + 1) ... (4ay, + 1)

Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobb oldalan 4k + 1 vagyis paratlan szamok szorzata all,
igy mindkét oldalnak paratlannak kell lennie. Ezért minden («; péros, igy sziikségképpen

legalabb 2. Valamint minden «;-re felirhato a kdvetkezd egyenlGtlenség:
Ami csak a; = 2 esetén teljesiil, igy csak ezt a megoldast kell ellenérizni

d(k‘) = (a1+1)(a2+1)...(am+1) =3"



3.2. Kongruenciak
3.1. Definici6. [I] Legyenek a és b egész szamok és m pozitiv egész. Azt mondjuk, hogy a
kongruens b-vel modulo m, ha m | a — b. Jel6lés: a = b(modm).
1. Tétel. [1] A kongruencidkra igazak a kovetkezdk:
(i) Minden a-ra a = a(modm).
(i) a = b(modm) => b = a(modm).
(i1i) a = b(modm) és b = c¢(modm) = a = c¢(modm).
(iv) a = b(modm) és ¢ = d(modm) = a + ¢ = b+ d(modm) illetve a — ¢ = b — d(modm)
(v) a =b(modm) és ¢ = d(modm) = ac = bd(modm).
7. Feladat. [J] Kémal B. 3825. Az n olyan pozitiv egész, amelyre 2n+1 és 3n+ 1 is

négyzetszam. Bizonyitsuk be, hogy n oszthaté 40-nel.

Megoldas: Mivel a 40 = 23 - 5 és ez a két szam relativ prim, ezért azt kell belatnunk,
hogy:

n = 0(mod5) és n = 0(mod8)
Nézziik meg milyen maradékot adnak a 5-tel osztva a szdmok:

n= 011234
2n+1=
In+1=[1412]01]3

Es ha vessziik a kvadratikus maradékokat modulo 5, tehat négyzetszamok maradékat
5-tel osztva, akkor megkapjuk, hogy azok csak: 0, 1 és 4 lehetnek. A fenti tablazatban
csak az n=0 esetben all a masodik és a harmadik sorban is kvadratikus maradék, és mivel

mindkét szam négyzetszam igy azt kapjuk, hogy n = 0 (modulo 5).

Most nézziik meg mennyi maradékot adnak 8-cal osztva a szdmok:

n= 0(1]12]3|4
2n+1=1|1|3
n+1=|114|712]5]0]|3|6

Most nézziik a kvadratikus maradékokat modulo 8, amelyek szintén: 0, 1 és 4. Igy
ugyanazzal a meggondolassal amit feljebb alkalmaztunk megkapjuk, hogy n = 0 (modulo

8). Es a két kongruenciat 6sszeszorozva kapjuk, hogy n = 0 (modulo 40)



8. Feladat. [3] Ez a feladat a 2018/2019. tanévi Orszdgos Kozépiskolai Tanulmdnyi Ver-
senyen szerepelt az elsd forduléban, a III. kategoridban. Keressiik meg az 0sszes nemnegativ

egész szamokbdl dllo k, I, m szamhdrmast, amelyre:

13% 4+ 43! = 2018™

Megoldas: Vegyiik mindkét oldalnak a 3-mal vett osztasi maradékat:
13* = 1(mod3) 43! = 1(mod3)
A jobb oldalt vizsgalva azt kapjuk, hogy
2018™ = 1(mod3) ha 2 | m. 2018™ = 2(mod3) ha 2 {m.

Mivel az egyenlet bal oldala a kettes maradékosztalyba tartozik ezért az m-nek pérat-

lannak kell lennie. Vizsgéaljuk meg az egyenletnek a 7-tel vett osztasi maradékait is:
13 = 1(mod7) ha 2 | m 13* = —1(mod7) ha 2t m 43! = 1(mod7).

Mivel 2018 hatvanyai nem oszthatok 7-tel, ezért k sziikségképpen paros. Most vizsgaljuk

az egyenletet modulo 8. Mivel k péaros, ezért:
13F =169 = (8- 21+ 1)¥/2 = 1(mod8).
Illetve a bal oldali méasik tagra igaz, hogy
43! = (8-5+3)' = 1(mod8) ha 2 |143' = (8-5+3)' = 1(mod8) ha 2{1.

Igy 13* + 43! nyolcas maradéka csak 4 vagy 2 lehet. A jobb oldalon egy péros szam
m-edik hatvanya &all, ami oszthaté 8-cal, ha m > 3. Ezért az m kitevs értéke 3-nal kisebb.

Tehéat csak m = 1 lehetséges. Mivel 432 > 133 > 2018, csak k, [ < 2 johet szoba. Ha
k =1 =2, akkor 13* + 43! éppen 2018-cal egyenld, kiilonben kisebb. Ezért a feladatnak az

egyetlen megoldasa a k = 2,1 = 2, m = 1 szamharmas.

9. Feladat. Ez a feladat a 2016/2017. tanévi Orszdgos Kozépiskolai Tanulmdnyi Versenyen
szerepelt a mdsodik fordulon forduléban, a II. kategdridban. Hatdrozzuk meg, mely a, b, ¢

nemnegativ egész szamok esetén teljestil:

3¢ 41740 =¢2

Megoldas: Az el6z6 feladathoz nagyon hasonld lesz a megoldéas. De itt kihasznaljuk a
Kis Fermat-tételt.



2. Tétel. [1] Kis Fermat-tétel: Ha p prim és (a,p) = 1, akkor a?~! = 1(modp).

Vessziik mindkét oldal 3-mas maradékat. Tudjuk hogy 17 - 4°-nek a 3-mas maradéka 2,
illetve azt hogy négyzetszamnak nem lehet 2 a maradéka 3-mal osztva. Igy sziikségképpen

a = 0. Ezt felhasznalva kapjuk a kévetkezs egyenletet:
174 =c2—1=(c+1)(c—1)

Mivel a 18 nem négyzetszam ezért a b # 0. Valamint mindkét oldal paros, s6t a jobb
oldalon két egymas utani paros szam szorzata all, amelyek koziil az egyik oszthaté néggyel.
Ebbdl kévetkezik:

17-2=c+1vagy 17-2=c—1
Amely egyenletek parja rendre:
221 — ¢ 1 vagy 2271 =c+1

Az els6 egyenlet rendszerbsl kapjuk a b = 3 illetve ¢ = 33 megoldasokat, amelyek az

egyetlenek mert a masik egyenletrendszer nem j6 megoldasra vezet.
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3.3. Tokéletes szamok

[10] Erdss Pal mondta a témaban: ,Maig is teljesen reménytelen annak az eldontése,
hogy van-e végtelen sok 2p 1 alakd primszam, ahol p primszam. Azt szoktam mondani,
hogy ez a kérdés taldn nem a legsiirgGsebb, amelyet az emberiségnek meg kell oldani, de
mindenesetre nincs néla nehezebb.” Ha sikeriil bizonyitani, hogy végtelen sok ilyen prim

van, abbol Euklidesz egyik tétele alapjan addédna az, hogy végtelen sok tokéletes szam van.

[1] A okori gorogok szammisztikajanak fontos eleme, hogy egy szam osztojat (kivéve
magat a szamot) a szam részének tekintették, és tokéletesnek nevezték azokat a szamokat,
amelyek a ,részeikbdl Osszeallnak”. Ilyen példdul a6 =1+2+3ésa28=1+2+4+7+14.

Euklidész Elemek cimii kényvében szerepel az alabbi altalanos konstrukcio is:

"Ha az egységtsl kezdve kétszeres aranyban képeziink egy mértani sorozatot, amig a
sortsszeg prim nem lesz, és az Osszeggel megszorozzuk az utolsd tagot, akkor a szorzat

tokéletes szam lesz."

Napjainkban mar magat a szamot is Onmaga osztdjanak tekintjiik, igy a tokéletes szamot

kovetkezGképpen definialjuk:

3.2. Definicio6. [I] Az n pozitiv egész tokéletes szam, ha o(n) = 2n.

3. Tétel. [1] Ha az n kanonikus alakja n = p{* - p3? - - p&r, akkor

r r a;+1 1

(e o p;
olm) = [T+ 4 w57+ i =TI ——
i=1 =1

10. Feladat. [J] Kémal B. 4553. Melyek azok a k pozitiv egész szdmok, amelyekre

2. 3% tokéletes szam?

Megoldas: Nézziik meg az n = 2 - 3% szam pozitiv oszt6it, melyek a kovetkezSek:

on)=0(2-3")=(1+2)-(1+3+3*+...+3F) =
=(1+3+3%4---+3)+2. (1+3+3* 4. +3F) =
3H—1

=3-(1+3+32+---+35)=3 5

Az n = 2 - 3% egyenlet atrendezésébdl kovetkezik, hogy 3 - % = 3F1 és ezt befrva a

kovetkezs egyenletre jutunk:
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In—6
4
n=6=2-31

=2n

Az egyetlen megoldéasa tehat a k = 1.
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4. Csoportelmélet a kozépiskolaban

4.1. Palya és stabilizator

4.1. Definici6é. [1|Egy f szamelmélet fiiggvény multiplikativ, ha barmely a,b € N és
(a,b) = 1 esetén f(ab) = f(a)f(b). Ha a (a,b) = 1 feltétel elhagyhato, akkor totalis

multiplikativitasrél beszéliink.

4. Tétel. Lagrange-tétel [2] véges csoport minden részcsoportjanak rendje osztdja a cso-

port rendjének.

4.2. Definici6. [2] Legyen X halmaz. Az Sx szimmetrikus csoport részcsoportjait transzfor-
maciocsoportoknak, illetve (elsGsorban véges X esetén) permutaciocsoportoknak nevezziik.

Az X halmaz elemeit néha pontoknak hivjuk.

4.3. Definicié. [2] Legyen G transzforméciocsoport az X halmazon. Ha x € X, akkor
tekintsiik azokat a g € G elemeket, melyek x-et fixen hagyjak, azaz g(z) = z. Ezek nyilvan
részesoportot alkotnak G-ben, melynek neve az x pont G-beli stabilizatora, jele G,. Ha

g(z) = z. Egy transzformécié fixpontmentes, ha nincs fixpontja.

1. Lemma. [2] Tegyiik fol, hogy G < Sx és g € G egy rigzitett elem. Legyen x € X és
y = g(x). Ekkor azok az f € G elemek, amelyekre f(x) =y, a gH mellékosztdlyt alkotjdk,

ahol H = G, az x elem stabilizdtora G-ben.

4.4. Definici6. [2] Legyen G < Sx transzformaciocsoport és z € X. A g(z) alaka pontok
halmazat, ahol g befutja G elemeit, az x palyajanak (orbitjanak) nevezziik, és G(x)-szel

jeloljik. A péalya elemszaméat a palya hosszéanak hivjuk.

5. Tétel. [Z] Legyen G < Sx. Ekkor tetszdleges x € H-re | G(z) |=| G : G, |. Tehdt egy
pont pdlydjanak a hossza épp a pont stabilizdatordnak az indexe, vagy mdsképp fogalmazva az
z pdlydjanak elemszdma szorozva az x stabilizdtordnak elemszdmdval mindig G elemeinek a

szamdt adja.
Az €l6z6 tételt jol lehet szemléltetni kis elemszamt csoportoknal abrakkal. Igy nézziik
is a kovetkezo egyszeri példat.

Példa: [2] X a sik, G az ABC szabalyos haromszog szimmetriacsoportja. A G = Djs
diédercsoport elemei: 3 forgatés, 3 tiikrozés. Alkalmazzuk egy rogzitett pontra a G csoport

Osszes elemét.
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(i) A D pont palyaja egyelem, mert mind a 6 transzformécié fixen hagyja.

(ii) Az F pont palyaja haromelemi, mert 2 transzformacioé hagyja fixen.(identitas + egy

tiikrozés)

(iii) Az E pont palyaja hatelemd, mert csak 1 transzformacié hagyja fixen.
Tehat: (A palya elemszama) x (fixalo transzforméciok szama) = (Csoport rendje)

11. Feladat. [}] Kémal A. 706.
Jelolje Z" a pozitiv egészek halmazdt. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan

f:Z% — 77" figguényt, melyre a kovetkezdk teljestilnek:
o f(mn) = f(m)f(n) minden m,n € Z*-ra, illetve
o f™(n) =n minden n € Z*-ra (azaz f(f( (f(n)))) =n, ahol a
zarojelpdrok szama n.
Megoldas: [4] A feladat megoldasahoz harom alallitast fogunk megfogalmazni.

1. Allitas: Ha f(p) = p minden p primszamra, akkor f(n) = n minden n pozitiv

egészre.

Bizonyitas: Ez kovetkezik pusztén abbdl, hogy f fiiggvény totalisan multiplikativ amit
a a feladat els6 feltétele mond ki. Elemi szamelmeéleti meggondolasbol adodik, hogy f(mn) =
a1, 2

f(m) f(n) feltétel sokszori alkalmazasabol, hogy ha n > 1 primfelbontasa n = p{*p3?...pL",
akkor:

f(n) = f(p1)* f(p2)* ... f(pr)*".
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2. Allitas: Minden n € Z-hoz rendeljitk hozza a palyajat amit bejar:

On = {n, f(n), f(£(n)), ... fPn),..}.
Ekkor f™(n) = n esetén O,, véges halmaz, ¢s |0, | osztoja nyilvanvaloan n-nek.

Bizonyitas: Tekintsiik az ag = n, a1 = f(n), aa = f(f(n)), ... sorozatot. Legyen d a
legkisebb olyan pozitiv egész, melyhez ayyq = aj valamilyen k-ra (ami a,, = ag okan létezik).
Ekkor f-et a két oldalra alkalmazva, ajiqis = apsr adodik £ = 1,2, .. -ra. Mivel £ (n) =
n, ezert ank = N, S 18y Gpkid = Gni Miatt f(d)(n) =n. Ezért ag = aq, és igy a1 = agy1
stb., azaz (ay) sorozat d hosszt periodusokban ismétlgdik. Tovabba d minimalitasa miatt az
ismétléds ag, aq, ..., aq_1 periddusok paronként kiilonbo6zé szdmokat tartalmaznak. Ebbdl
d|n és d = |O,,| adodik.

3. Allitas: Minden p primszamra f(p) = p.

Bizonyitas: A 2. allitas szerint |O,| értéke 1 vagy p. Hogyha |O,| = 1, akkor f(p) =p.
Ha azonban |O,| = p, akkor mivel z € O, esetén O, = O,, igy a 2. allitas szerint |O,| = p
osztja x-et. Multiplikativitas miatt p|a-bdl f(p)|f(z) kévetkezik. Ezek alapjan felirhato a
p|f(p)|f(f(p_1)(p)) = p osztdlanc, amibdl ismét f(p) = p kovetkezik.

Az 1. és 3. allitasbol kapjuk, hogy f(n) = n minden n pozitiv egészre, és az egyetlen

megoldas minden n € Z*-ra.
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4.2. Burnside-lemma

William Burnside nevéhez kotik azt a tételt mellyel leszam-
lalasi problémakat egyszertien tudunk kezelni, bar bizonyitast
elészor Georg Frobenius adott ra, aki 1887 latta be az alli-
tast. Szamos csoportelméleti eredménye mellett 1897-ben ki-
adta The Theory of Groups of Finite Order cimd koényvét —
amely az els6 angol nyelvi kényv volt ebben a témakorben,
valamint tartalmazta a Burnside-lemmat amely igy szélesebb

korben valt ismerté.

2. Lemma. Burnside-lemma: [2] Hasson a G véges cso-
port az X véges halmazon. Bizonyitsuk be, hogy a G pdlydinak 1- abra. William Burnside

szama éppen a G elemei fizpontjainak dtlagos szama. Tehdt: I6]

1 ,
|N|=@Z\F2w(g)|

geG

Ahol N a palydk szédma, valamint |Fix(g)| azon z € X

elemek szdma amelyeket g 6nmagaba visz.

Bizonyitas: [2] Legyenek G palyai az X halmazon Oq,...,O). (Ezek paronként nem
metszik egymast és lefedik X-et.) Kétféleképpen megszamoljuk azokat a (g, A) parokat, ahol
g(A)=A (ésge G, A € X). A szamuk legyen N.

Rogzitett A mellett ez A stabilizatoranak elemszama. A palya-stabilizator tétel miatt
a |G|/|0;| szamokat kell dsszeadni, a |G|/|O;|-t annyiszor, ahany eleme O;-nek van. Ezért
N = k|G| (ahol k a palyak szama).

Rogzitett g mellett g fixpontjainak szdamat kapjuk. Tehat N a fixpontok szdménak
Osszege is egyuttal. A G elemszamaval osztva az allitast kapjuk: a fixpontok szaménak

atlaga a palyak szama.

Most pedig nézziink néhany feladatot ahol ez a lemma alkalmazhato.
12. Feladat. [2] Bontsunk egy négyzetet 9 egybevdgd kisebb négyzetre. Hdnyféleképpen
lehet ezek kézil harmat kiszinezni (egy szinnel) 1igy, hogy a négyzet szimmetridival egymdsba

dtvihetd szinezéseket nem tekintjiik killonbozének? Oldjuk meg a feladatot hdarom helyett négy

kis négyzettel is.
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Megoldas: Nézziik el6szor a forgatasokat. Természetesen mivel 3 x 3 kis négyzetiink van

9
ebbdl (3> = 84-féleképpen lehet kivalasztani 3-mat, ami természetesen az identikus leképe-
zés fixpontjainak a szama. Konnyen lathato, hogy a +90° illetve a —90°-o0s forgatasoknak

nincs fixpontja. A 180°-os forgatasnak négy fixpontja van, kézéppontot mindenképpen bele

kell venniink és négy olyan par van amelyek a kézéppontra szimmetrikusak.

Most nézziik meg a tiikkrozéseket. Minden tiikrézésnél van az az eset amikor mindhérom
elemet a tiikortengelyrsl valasztjuk. Egy elemet mindenképpen a tengelyrsl kell valaszta-
nunk amire harom lehetdségiink van, és minden ilyen kivalasztashoz tartozik harom tengelyre

szimmetrikus péar, igy kapjuk eredményiil 1 +3-3 =10

A kovetkezd tablazattal is Ossze lehet foglalni a feliil irottakat:

LA fal|fo|tn]|te|ts|ta
84 | 0 4 0O |10 |10 | 10| 10

Melyekre alkalmazva a Burnside-lemmat (84 +4 4 4 - 10)/8 = 128/8 = 16-ot kapunk

eredménytil.

9
Most nézziik meg milyen eredményre jutunk ha 4 kockat vilaszthatunk ki. Most 1) =

126 eset tartozik az identitashoz. A +90° illetve a —90°-os forgatasnak is kettd fixpontja
van és ezek megegyeznek, a kézéppont nem lehet benne igy a két megoldas az, hogy a négy
sarokban 1év6 négyzetet valasztjuk, vagy azt a négyet amelyek nincsenek a sarokban. A 180°-

os forgatasnal sem lehet a kézéppont benne és a megmaradoé négy kozéppontra szimmetrikus

= 6 fixpontja van.

4
parbol kettst kell kivalasztanunk, azaz (2>

Most nézziik a tiikrozéseket ennél a feladatnal. Csak paros darabszamut valaszthatunk
ki azon négyzetek koziil amelyeken a tiikortengely athalad, tehat vagy nullat vagy ketts
darabot. Ha nem valasztunk ki a tengelyrél négyzetet akkor a maradék harom tengely-

re szimmetrikus parbdl kell kivalasztanunk kett&t, ezt (3) = 3-féleképpen tehetjiik meg.

Illetve ugyanigy haromféleképpen vélaszthatunk ki kett6t azon négyzetek koziil amin atha-
lad a tengely és a maradék harom tengelyre szimmetrikus parbol szintén haromféleképpen

valaszthatunk ki egyet. Igy minden tiikrozésnek 3 + 3 - 3 = 12 fixpontja van.

Ll filfolfaltn|ta]|ts| ts
126 | 2 6 2 112112 | 12 | 12

Az orbitok szama tehat (126 +2-2+6 +4-12)/8 =184/8 = 13.

17



13. Feladat. [9] Ha a forgatdssal vagy tikrézéssel egymdsba vihetdket nem szamitjuk ki-
lonbozének hany kilénbozd karkotot lehet késziteni két piros, két kék, két sdrga és két fehér

gyongy felftizésével? Mi helyzet, ha 4 z6ld és 7 fehér gyongyiink van?

Megoldas: Gondoljunk ugy a karkétére mintha a szabélyos nyolcszog csicsait szinez-

nénk kiilonbo6z6 szinekkel. El6szor vizsgaljuk magét a szinezést és utdna attériink az orbitok

8
leszamolasara. Négyfajta sziniink van és nyolc darab gyongytink, igy az elsd szint (2) = 28-
6
féleképpen helyezhetjiik el, majd a masodikat <2> = 15-féleképpen majd a harmadikat

= 6-féleképpen amellyel meg is hataroztuk az utolso kettd poziciojat, igy az identités-

nak 28 - 15 - 6 = 2520 darab fixpontja van. A szabalyos nyolcszognek 8 darab forgas és 8
darab tengelyes szimmetridja van, az utobbibol négy olyan van mely a szemkozti csicsokon

megy at, valamint 4 olyan ahol szemkozti oldalfelez6 pontokon megy at a szimmetriatengely.

Most nézziik végig az egyes szimmetridk fixpontjait, konnyen lathatd, mivel minden
szinb6l csak kett6 van, hogy csak a 180°-os forgatasnak van fixpontja és nagyon hasonléan
magyarazhaté a tiikrozéseké is, ugyanis ha kijeloljiik négy egymas melletti gyongy szinét
és valasztunk mellé egy tengelyes szimmetriat, vagy a kozéppontos tiikrozést ugy a teljes
karkot6t meghataroztuk. Es a négy gyongyot természetesen 4! = 24-féleképpen tudjuk
szinezni Ugy négy szinnel, hogy mindegyiket csak egyszer hasznaljuk. Ezt felhasznalva a

kovetkezs tablazatot kapjuk:

VA fo | s falSs | fe| fr|ti|ta]|ts|ta]|ts |te]| tr|ts
2520 | O 0 011241 0 0 0|24 ]24 |24 |24 |24 |24 |24 | 24

Atlagolva az orbitok szdmat (2520 + 9 - 24)/16 = 171 kiilonbozs felftizési médot kapunk

a feladatra.

Megjegyzés: A megoldast altalanositani lehet 2n hosszt gyongysorra amelyet n szinnel
szinezlink 1gy, hogy minden szinbdl ketté darab gyongy legyen. Ekkor az identitashoz
2 2n — 2 4 p
(;) . n2 ) R (2> -féle szinezés tartozik. Es a feljebb emlitettek szerint csak a
180°-o0s forgatasnak, valamint tiikrozéseknek lesz fixpontja, mégpedig n! darab.
Most tekintsiik a feladat mésodik felét amire szintén tgy tekintiink mintha a szabalyos

11
11-sz6gnek szineznénk a csicsait. Nyilvan ( 4) = 330-féleképpen szinezhetjiik gyongysort

és ennyi az identitas fixpontja is, viszont a tobbi forgatasnak nincs fixpontja mert egy cstcs

z0ldre szinezése maga utan vonna az Ossze tobbi zoldre szinezését, mivel a 11 prim.

A tiikrozéseknél a kovetkezs harom dolgot kell biztositani ahhoz, hogy fixpontjuk legyen:
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(i) A tengelyen 1év6 egyetlen cstcsnak fehérnek kell lennie.
(ii) A tengely egyik felén szerepld 6t csics koziil kettének zoldnek kell lennie.

(iii) A tengelyre szimmetrikusan ugyanolyan szint gyongyoknek kell szerepelniiik.

5
Ezt meggondolva minden tiikrézésnél (2)4 10 fixpontot talalunk. FEzeket atlagolva

kapjuk meg végeredményiil, hogy (330 + 11 - 10)/22 = 20 kiilonbo6z6 gyongysort tudunk

késziteni.

14. Feladat. [8] 15 golydt elhelyeztiink az dbrdn ldthaté mddon szabdlyos hdromszdg alakban.
Hanyféleképpen szinezhetjik ki a golyokat 3 szinnel, ha az elforgatdssal egymdsba vihetd

szinezéseket nem kilonboztetjik meg?

Megoldas: Az igy Osszerakott golyok egy szabalyos haromszoget alkotnak, amelynek
ismerjiik a szimmetriait: +120° illetve —120°-0s forgatasok valamint az identités, illetve a
harom tengelyes szimmetria, amelyet a csticson és a vele szemben 1év6 oldalfelezd ponton

keresztiilmend egyenes alkot.

Tekintsiik a forgatésokat elgszor, mivel harom szinnel szineziink igy az identitasnak 3'°
fixpontja van. A maradék két forgatas fixpontjai megegyeznek, minden goly6é palyaja 3
hossz1, igy a hdromszog egyik oldalan egymés mellett 1év6 négy gyongy valamint a kozépsd

goly6 szinének a megvélasztisaval megkapjuk az dsszes fixpontot, tehat ebbdl 3° darab van.

Most nézziik a tengelyes szimmetridkat, ahol a tengelyen levé harom elemet (az els
sor, a harom hosszt golyosor kozéps6 eleme, illetve az 6t hosszt golyodsor kozépss eleme)
szabadon valaszthatjuk, és ha a tengely egyik oldalan fekvs 6t golyot meghatéarozzuk azzal
meghatarozzuk a masik oldalt is. Igy mind a harom tengelyes szimmetridhoz 3% darab

fixpont tartozik.

Ezeket atlagolva kapjuk az eredményt: (3'° +2-35 +3.3%)/6 = 2394846 kiilonbozs

szinezése létezik az igy strukturalt golyoknak.
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5. Atdarabolhatosag

5.1. Atdarabolhatosaggal kapcsolatos feladatok

Néhany feladat kovetkezik Freud Robert Lineéris algebra konyvébol (ELTE Eotvos Ki-

ado, 2014). De ehhez sziikségiink lesz az atdarabolhatosag definiciojara:

1. Definicio. Két sokszdget/poliédert egymdsba dtdarabolhatonak neveziink, ha pdronként
egybevdgd, kézios belsé pont nélkili sokszdgekre /poliéderekre bonthatdk.

Két sokszoget/poliédert egytittesen kiegészithetdnek neveziink, ha ki lehet Sket sokszdgek-
kel/poliéderekkel olyan sokszogekké/poliéderekké egésziteni, melyek dtdarabolhatsk egymdsba.

6. Tétel. Bolyai-Gerwien tétel: Egyenld teriletd sokszdgek dtdarabolhatok egymdsba.
A tétel Bolyai Farkas és a Paul Gerwien matematikusok nevéhez fiizédik, akik egymastol
fliggetleniil jutottak hasonlé eredményre.

15. Feladat. [l Igazoljuk a Bolyai-Gerwien tételt

Bizonyitas: A feladat megoldasahoz harom alallitast fogunk belatni.
1. Allitas: Haromszog atdarabolhaté téglalappé.

Bizonyitas: Egy csiicsbol behizzuk a magassagvonalat. A magassag felez6pontjan ke-
resztiil parhuzamost htzunk a cstccsal szembeni alappal. Az igy kapott trapézt kiegészitjiik

téglalappa.

2. dbra. Haromszog atdarabolasa téglalappa
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2. Allitas: Minden téglalap atdarabolhato olyan paralelogramméva, amelynek az egyik
oldala adott.

Bizonyitas: Csikozzuk fel az adott téglalapot olyan az egyik oldala mentén révidebb
oldalhosszusagu téglalapokra mint a kivant oldalhossz.(Ez az oldal felezéseivel elérhets).
Ezutan ezeket a téglalapokat Osszeragasztjuk egy hosszu téglalappa, majd bal fels§ csticsbol
korzézve levagjuk azt a derékszogl haromszoget melynek az atfogéja pont a kivant oldal-

hossz, és atragasztjuk a téglalap masik végére igy megkapva a paralelogrammat.

1IN 4R
NI \

-

B

f

3. abra. Adott oldalhossziségu paralelogramma szerkesztése téglalapbol

3. Allitas: Adott a oldalhosszu paralelogramma atdarabolhaté a oldalhossza téglalap-
pa.

Bizonyitas: Allitsunk merélegest a oldal végpontjaiban az oldalra, majd ezzel parhuza-
mosan vagjuk fel a paralelogrammat egymastél a tavolsagra 1évé parhuzamos egyenesekkel
horizontalis és vertikalis iranyban is. Vegyiik észre az egybevagd haromszogeket, melyek a
oldalhossz négyzetekké ragaszthatoak ossze. Az esetlegesen megmaradd vékony sévot pedig
agy tudjuk a oldala téglalappa atdarabolni tgy, hogy a megmaradd paralelogramma jobb
fels§ csucsaban allitott merdlegessel levagunk egy derékszogl haromszoget és azt a mésik
rovidebb oldalhoz ragasztjuk. Majd ezeket az egyenlé alaphosszi téglalapokat Gsszecsiisz-

tatjuk az abranak megfelelGen.
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4. abra. Adott a oldalt paralelogramma atdarabolasa a oldalu téglalappa (a=1)

Tehat 57 és az Sy egyenld teriiletii sokszogeket haromszogekre vagjuk. 1. szerint eze-
ket a haromszogeket téglalapokka daraboljuk at, és a kapott téglalapokat 2. szerint adott
oldalhosszt paralelogramméva daraboljuk, majd 3. szerint adott a oldalhosszu téglalappé.
Ezeket egymés mellé helyezve két egybevagd téglalapot kapunk, amik nyilvin egymasba
atdarabolhatok.

Az alabbi feladat még késébb a Dehn-invaridns kapcesan lesz hasznunkra, hogy belassuk

az azonos térfogatu tetraéder és kocka nem atdarabolhatoak egymasba.
16. Feladat. [1] Mutassuk meg, hogy cosa = 1/3 esetén o/ irraciondlis szdam.

Megoldas: Tegyiik fel indirekt, hogy o/m racionélis. Ekkor léteznek k,m € N, me-

a;
3m

nem oszthato egész szam. A kovetkezd Osszefliggést fogjuk hasznélni:

lyekre ma = 2kw. Azt kell belatnunk, hogy cos(ma) = alakt szam, ahol a; egy 3-al
cos(na) = 2cos((n — 1)a)cosa — cos((n — 2)a).
Teljes indukcioval feltessziik, hogy minden i-nél kisebb egészre igaz az allitas, és vizsgél-
juk meg i + 1-re:
cos((i + 1)) = 2cos(ia)cosa — cos((i — 1)a).

Az egyenlet jobb oldalat atirva kapjuk, hogy:

Qai a;—1 Qai 1 A —1 20,1‘ — 9ai_1
cosx — =

i gi—1 33 Fi—-1 i+l
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Tehat kapjuk a;y1 = 2a; — 9a;_1 egész szamot, ami nem oszthaté 3-mal ugyanis a;

Qg

3m

nem oszthaté 3-mal. Tudjuk, hogy cos(2km) = 1 de nem lehet 1. Ellentmondésra

jutottunk, tehat a feladatot belattuk.

17. Feladat. [1] Atdarabolhati-e egymdsba két azonos térfogati hasdb? (az alapok tetszo-
leges sokszogek lehetnek)

Megoldas: Hasznaljuk ki az el6z6 feladatban leirtakat. Allitsuk fol a hasabokat alap-
sokszogre. Az alapsokszogek sikjara merdleges vagasokkal daraboljuk at a hasabokat olyan
hasabokkéa, amelyeknek az alaplapja egy-egy téglalap, s mindegyik téglalapnak az egyik ol-
dala egységhosszisagi. Most dontsiik el az oldalara a hasabokat tgy, hogy az egységoldal
a téglak magassaga legyen. Ekkor az alapteriiletiik is egyenld, s miként az el6bb is, az alap-
lapra mersleges vagasokkal a két tégla atdarabolhato egy olyan téglava, melynek most mar

két kiilonb6z6 iranyu oldala egységhosszusagi. Igy nyilvan két egybevago hasabot kapunk.

18. Feladat. [i] Négyzet és hdromszog. Mutassuk meg, hogy egy azonos teriletd négyzet és

hdromszog csak eltoldsokkal nem darabolhato dt eqymdsba.

Megoldas: Ha egy sokszoget szétvagunk két darabra akkor az oldalvektoroknal ke-
letkezik egy tj par, amik ellenkez6 iranyba mutatnak. Igy barmilyen iranyt véalasztva az
azzal parhuzamosak Osszege nem valtozik. Vegyilik a négyzet egyik oldalat mint eltolasi

iranyvektort, ekkor az invarians nulla, mig a haromszdgnél nem lehet nulla.

19. Feladat. [1] Mutassuk meg, hogy egy négyzet akkor és csak akkor vdghatd szét pontosan
n darab négyzetre, ha n # 2, 3 vagy 5.

Megoldas: Elgszor megmutatjuk, hogy barmely més szami négyzetté feldarabolhato.
Nyilvan ha egy négyzetet az oldalfelez6 mer6legesei mentén szétvagunk tgy a négyzetek
szama 3-mal né, igy kénnyd belatni hogy 3k + 1 alakt szdmokra mindig szét tudjuk vag-
ni a négyzetet, ha k € N. A kiévetkezs két dbran lathatunk példat a méasik két 3-mas

maradékosztalyra:
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5. abra. 3k db-ra vagas (k > 2) 6. abra. 3k + 2 db-ra vagas (k > 2)

Most pedig lassuk be, n # 2, 3 vagy 5-nél ez nem lehetséges. Négynél kevesebb nem lehet
a szdm ugyanis a négyzet minden cstucsanak kiilonbo6zé négyzetbe kell keriilnie a szétvagasok
soran. Ehhez hasonléan az n = 5-re is a négyzet minden cstcsa kiilon négyzetbe kell kertilnie,
valamint az esetek vizsgalataval belathaté hogy egyik oldalhoz sem érintkezhet az 5., illetve

a kozepében sem lehet.

Megjegyzés: A konyvben a kérdés fel van téve hasonl6 haromszogekkel is. A megol-
dé&s nagyon hasonlé, ugyanis a haromszoget a harom kozépvonala mentén szétvagva 3-mal
noveljilk a hdromszogek szaméat, ezzel el is intéztiik 3k + 1 alaku szamokat, természetesen
k € N, k > 2 ebben a feladatban is. A masik két maradékosztély legkisebb elemét is kénnyen
megkaphatjuk, ha egy oldal harmadolé pontjan a hozzé kdzelebb esé oldallal parhuzamosan
levagunk egy csikot, majd a mésik két oldalra parhuzamos vagasokkal 5 egybevagd harom-
szogre vagjuk igy megkapjuk a 3k alakd szdmokat, valamint ha ugyanezt végigcsinaljuk a
negyedel$ ponton keresztiill, agy a 3k + 2 alakd szamokat kapjuk meg. A n # 2, 3 vagy
5 meggondolasa is hasonlé, minden csticsban kiilén haromszognek kell lennie, és ekkor a
kozepén is létrejon egy haromszog ezért az n = 2, 3 eset nem lehetséges, illetve mivel n = 2
nem lehetséges az n = 5 sem az, ugyanis a négy haromszogbdl valamelyiket két hasonlo

haromszogre kéne bontanunk, de a feliil irottak miatt ez nem megoldhato.
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7. abra. 3k db-ra vagas (k > 2) 8. abra. 3k + 2 db-ra vagas (k > 2)

20. Feladat. [1] Mutassuk meg, hogy ha n elég nagy, akkor egy kocka szétvighats pontosan

n darab kockdra.

Megoldas: Hasonlboan az el6z6 feladathoz a kocka élére merdleges, azokat felezd sikjaival
egy kockat 8 db kicsi kockava tudunk szétvagni. Ehhez hasonléan harmadolé sikokkal 26-tal
tudjuk noévelni ezt a szamot. Ahhoz hogy bizonyitsuk az allitast meg kell mutatnunk, hogy
minden 7-es maradékosztalyban van szam. Keressiik meg minden maradékosztély legkisebb

elemét:

105 = 0(mod7) (1)
1 = 1(modT) (2)
79 = 2(mod7) (3)
157 = 3(modT) (4)
53 = 4(mod7) (5)
131 = 5(modT) (6)
27 = 6(mod7) (7)

Tehat ha n-t legalabb 157-nek valasztjuk, akkor biztosan megoldhat6 a feladat.

Megjegyzés: Természetesen ezek a szamok csokkenthetek, ha 2 x 2 x 2-es vagy 3 x 3 x 3-
as ugyanakkora kis kockdkat Gsszevonunk. Példaul a 27 kockés elgallitasnal 8 kis kockat
(2 x 2 x 2-eset) egybefogunk, akkor a 6 maradéktiak koziil mar a 20 darabos eldallitast is meg
tudjuk valositani. A 4 maradékiaknal példaul 53 helyett kaphatunk 53 — 2 -7 = 39 darabos
elgallitast is, a 79 darabosbdl kaphatunk 79 — 3 - 7 = 58 darabos el6allitast. Kereséseim
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alapjan a legalacsonyabb kiiszObszamok nincsenek meghatarozva erre a feladatra.
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5.2. Hilbert III. problémaja

Torténeti bevezets: [I] Mint ismeretes, az 1900-as péri-
zsi nemzetkozi matematikai kongresszuson David Hilbert ,Ma-
tematikai problémak” cimmel tartott el6adast. Az itt felvazolt
23 problémakor jelentGsen meghatarozta a matematika fejls-
dési iranyat, és a felvetett kérdések kozil jo néhany ma is meg-
oldatlan. Legkonnyebbnek a 3. probléma bizonyult, amely
poliéderek atdarabolasira vonatkozott, és amelyet Max Dehn
(aki maga is Hilbert tanitvanya volt) néhany honap alatt meg-
oldott. Mar Bolyai Farkas felvetette a feljebb emlitett tétele

megfogalmazésa utédn, vajon érvényes-e hasonld tétel azonos

térfogati poliéderekre is, és azt is sejtette, hogy a vélasz nem-
leges. 9. abra. Max Dehn [7]

7. Tétel. [1] Az egységnyi térfogati kocka és szabdlyos tetra-
éder nem vdghatd szét véges sok poliéderre gy, hogy az egyes darabokat alkalmas egybevd-

gosagok dtviszik eqgymdsba.

Bizonyitas:

Tegyiik fel indirekt, hogy a kocka és a tetraéder mégis egyméasba darabolhaték lennének,
és legyenek a felbontési eljaras soran keletkezs P poliéderek Osszes lapszogei S, - .., Bm- A
Bi-k kozott szerepel a kocka és a tetraéder lapszdge is, az el6bbi /2, az utobbit jeldljik

a-val, ekkor cosa = 1/3.

Legyen V a valos szamok szokasos vektortere a racionalis test felett és ebben W a (;-k
altal generalt (legfeljebb m-dimenzios) altér. Mivel az « nem raciondlis szamszorosa m/2-
nek, vagyis /2 és « linearisan fiiggetlen vektorok W-ben, ezért « és 7/2 kibvithets a W
bazisava. Ennélfogva megadhato olyan f : W — @ linearis leképezés, amelyre f(7/2) =0
és f(a) = 1. A linearitas alapjan barmely v, € W-re f(y+ ) = f(v) + f(J) érvényes, igy
specidlisan f(m) = 2f(7/2) = 0 is teljestil.

Dehn bebizonyitotta, hogy az egységnyi térfogati kocka valamint szabélyos tetraéder
nem vaghato szét véges sok poliéderre tigy, hogy az egyes darabokat alkalmas egybevagosa-

gok atviszik egymésba. Ehhez bevezette, az tgynevezett Dehn-invaridnst:

F(P)=Y lel|-f(B)

Ahol az 6sszegezés a P poliéder Gsszes e éle szerint torténik, | e | az e él hossza, 8 az e

élnél levs lapszog és f az imeént definialt fiiggvény. Majd megmutatta hogy F(P) additiv
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fliggvény, azaz ha P-t egy S sikkal szétvagjuk P;-re és P,-re, akkor:

F(P) = F(P)+ F(P,)

Ahhoz hogy két poliéder egymésba darabolhaté legyen a Dehn-invariansuknak meg kell
egyeznie. Az egység kocka esetében ez a szam 0, mig a e oldalhosszi tetraédernél Ge, igy a

két poliéder nem darabolhaté egymaésba.
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