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Bevezetés

A matematikiban a Markov-lanc egy olyan diszkrét sztochasztikus folyamatot jelent,
amely Markov-tulajdonsdgi. Nevét Andrej Markovrol kapta, aki hirnevét a sztochasz-
tikus folyamatokban végzett kutatasainak koszonheti. Markov-tulajdonsag azt jelenti,
hogy a jelen allapot mellett a jovébeli dllapot nem fiigg a miltbeli allapotoktol. Semmi-
lyen miltban térténd esemény, nem hat, nem ad el6rejelzést a jovére nézve.

Egy egyszerd példa erre a kovetkezd. Ketten jatszanak egy kockéval. Mindenki addig
dobhat mig 6-ost nem dob. Ha valaki 6-ost dob, akkor &t kell adnia a kockat a mésiknak.
Azt vizsgaljuk, hogy a k. dobas utéan kinél van a kocka: A-nal vagy B-nél. Ez egy 2
allapoti Markov-lanc. Az, hogy a k + 1. 1épés utan kinél van a kocka, ha tudjuk, hogy a
k. 1épés utan kinél volt, nem fiigg attol, hogy kinél volt a (k —1)., (k—2).,(k—3).,...0.
dobéas utdan. Méasként mondva, az, hogy kinél lesz a kocka a kovetkezd dobas utén, csak
attol fiigg, hogy most kinél van, és hogy & 6-ost dob-e vagy sem.

A matematika ezen dgat szdmos més tudomény is alkalmazza. A Markovi rendszerek
jelent@s részei a fizikanak, kiillonosképp a statisztikus mechanikédnak. A gazdasagban a di-
namikus makrookonomianak is nélkiilozhetetlen része. A Markov-lancokat hasznalhatjuk
a statisztika egyes folyamatainak modellezésére is.

Az egyik legismertebb alkalmazasa a téarsasjatékokhoz kothets. Az ismert gyerekja-
ték, a ,Kigyok és létrak” is megkozelitheté a Markov-lancok fel6l. Minden egyes kornél
a jatékos egy meghatarozott mezon all (adott allapotban van) és megvannak a rogzitett
valoszintiségek (mit dob a kockéaval) a kovetkezd lehetséges mezére (allapotba) jutashoz.

A szakdolgozatom elsé részében a Markov-lanc fogalmat fogom definialni és az alap-
vetd definiciokat fogom kimondani evvel kapcsolatban (elérhetdség, visszatérsség stb.).

A mésodik részben a markovchain csomag alapjait fogom bemutatni, tovabba meg-
nézem azokat a fiiggvényeket amik a varhato elérési idével kapcsolatban allnak.

A harmadik részben bevezetem a tabu valészintiségek fogalmét. Az elsé felében kimon-
dok vele kapcsolatos definiciokat és tételeket, majd a masodik felében egy masik irdnybodl,
rekurzioval kozelitem meg az elérési valoszintiségeket.

Végiil a negyedik részben a tabu Markov-lancok segitségével szimulélok kiilénbo6z6

atjarokat és értelmezem a kapott eredményeket.



1. A Markov-lancokrol altalanossagban

Legyen az x(t) = x;, t = 0,1,... Markov lanc lehetséges allapotainak (az z; lehetséges
értékeinek) a halmaza az S = {0,1,2,...,n} véges vagy S = {0, 1, 2, ...} megszamlalhatoan
végtelen diszkrét halmaz.

A fejezethez a 2], [5], |6] forrasokat hasznaltam.

1. Definicié. S értéki véges (vagy megszamldlhatoan végtelen) sok értéket felvevd xg, x1, xa, . . .

valosziniségi vdltozok sorozatdat Markov-lancnak nevezziik, ha a valosziniségi valtozok
kozitt a kiovetkezd dsszefiiggés fenndll. Minden i1, xy, ... valdszindségi vdltozo minden

lehetséges isy1,14, ... € S értékére teljesiil, hogy

P21 = dpg1 |0 = Gy, o1 = Gp1, ..., To = do) = P(x441 = Ggqr |7y = 4t)

Ez a definicié egyarant érvényes véges és végtelen allapottér esetén. Mi a tovabbi-
akban csak véges éallapotteri Markov folymatokkal foglalkozunk. A Markov-tulajdonsag
értelmezhetd folytonos id6ben is, azaz, ha t € RY vagy R. Viszont az el6z6 definicio
csak a diszkrét ideji Markov-lancokra igaz. Mi a tovabbiakban csak véges allapotterti,
diszkrét idejii Markov folyamatokkal foglalkozunk, amelyeket roviden Markov-lancoknak
neveziink.

A Markov-lanc idében homogén, ha
P(ﬂftﬂ = it+1|xt = it) = P(351 = it—i—l‘xo = it) vt >0,

és minden lehetséges 7,1 és i; esetén. Azaz, ha az dtmenetvaloszintiségek a t idGponttol
fiiggetlenek.

Esetiinkben S = {1,2,...,n}. Jelolje az n x n méretd P méatrix a Markov lanc atmenet
matrixat. Azaz ha a P matrix 7. sor j. eleme p;; akkor tetszéleges t = 0,1, ... id6pontra
legyen

pij = P(xey1 = jlze = 1)
A Markov-tulajdonsig azt jelenti, hogy ha az x; eloszlasat az n elemi ¢ vektor adja meg,

akkor az x;y; eloszlasa a 7 = 1,2, ..., n lehetséges értékekre:
P(zesr = j) = Y Plwrp = jloe = )Pz = i) = (¢" - P).
i=1
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A P matrix neve atmenet-valoszintiségmatrix vagy egylépéses atmenet-valdszintiségmatrix.

Ennek az n-edik hatvanya:
(n)

n
]

P"=p

ahol

(n)

p;; - P(xt—i-n = j|$t = @)

Ez a kapcsolat teszi lehetévé azt, hogy a Markov-lancok vizsgalatara fel tudjuk hasznalni

pl. a matrix hatvanyozast.

1.1. Az allapotok osztalyozasa
Elérhetsség

2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az i dllapotbol a j elérhetd (i — j) ha van olyan n > 0,

amelyre Pl-(f) >0. Bz Teﬂem’v(Pi(Z-O) = 0) és tranzitiv(Chapman-Kolmogorov egyenlet)
1. Allitas. Legyenek pz(?) = P(Xoim = 71X = 1) az n-edrendi dtmenetvaldszinisé-

gek. Legyen i egy olyan dllapot, amelyre P(X,, = i) > 0. FEkkor teljesil a Chapman-

Kolmogorov egyenlet:

(nt+m) __ (n), (m)
Dik = E :Pij Pjk
jeS

Bizonyitas.

N (1 . .
P(Xpom = k| X = i) & 5 P(Xoim = b X = j1Xo = 1) &
je

—~
~

2 - . < o ) m) (n
= ZP(Xn+m = k[X,, = j,Xo = 1) P(X, = j|Xo =1) = Zp§k)p§j)

jes JjeS
1. Megjegyzés. (1) teljes valdsziniség tétele miatt érvényes.
(2) ekvivalens dtalakitds.

(3) Markov-tulajdonsdg miatt teljesiil.
[

3. Definici6. Azt mondjuk, hogy i €s j kozlekednek ha i — j és j — i. FEz ekviva-
lenciareldcid, tehdt osztdlyokra bontja az dllapotteret (csak az dtmenetmdtrixtdl figg). A

Markov-lanc irreducibilis, ha az dllapottere egyetlen osztdalybol dll.
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4. Definicié. Az i dllapot lényeges, ha i — j esetén j — 1 is teljestil.

Az allapotokra értelmezett valamely tulajdonsag osztalytulajdonsag, ha egy osztaly-

nak vagy minden eleme ilyen tulajdonsagu, vagy egy sem.

5. Definicié. Az {n >0, PZ(Zn) > 0} halmaz legnagyobb kozos osztdja az i periddusa, jele:
d(i). Ha d(i) =1 akkor az dllapot aperiodikus.

2. Allitas. Egy osztdly minden dllapotdnak ugyanannyi a periddusa.

Bizonyitas. Legyenek k,l € C azonos osztalybeliek. Ekkor létezik n, m amelyekre
teljesiil, hogy PJ” > 0 és P{™ > 0. Ebb6l a kettdhol kivetkezik, hogy P™ > 0.
Ha valamely s-re Pk(z) > 0, akkor ezek alapjan P,EZJFmJFS) > 0. Emiatt d(k)|(n + m)
és d(k)|(n + m + s) az oszthatosag szabélyai miatt, pedig a ketts kiilonbségét d(k)|s is
osztja. Tehat d(k) kozos osztoja az ilyen s szamoknak azaz d(k)|d(l). Mivel k és [ szerepe

felcserélhetd, az allitast belattuk. [

Visszatéréség

Legyen fi(;)) =0, fi(f) =P(X,=4Xs#j:k=1,2..n—1|X,=1), n>1
Ez annak a valoszintisége, hogy az i allapotbol indulva a lanc el6szor az n-edik 1épésben
ér el a j allapotba. Legyen [ = Z fi(f) ez azt jelenti, hogy az i allapotbdl indulva a lanc
el6bb-utobb elér a j allapotba,
6. Definicid. Az i dllapot visszatérd(vagy rekurrens), ha fi = 1, eqyébként pedig dtmeneti

vagy tranziens.



2. A markovchain csomag

A szakdolgozatom elkészitéséhez hozzatartozik egy programozési feladat, amit az R prog-
ramnyelvben implementaltam. Ahhoz, hogy meg tudjunk ismerkedni a programmal, el6-
szOr nézzilkk meg a markovchain csomagot. A markovchain csomagot Giorgio Alfredo
Spedicato hozta létre 2016-ban. A célja, hogy a benne taldlhato fiiggvények segitségével
konnyebben tudjuk kezelni a diszkrét Markov-lancokat.

Forrasként leginkabb [3], [4] eredményeire tamaszkodtam.

2.1. S4 osztaly

Az S4 osztalyt a setClass() fliggvény hatarozza meg. Az objektumok komponenseit
slotoknak nevezziik. Az osztaly meghatarozasakor be kell allitanunk a nevét és a slotokat
(a slot osztalyaval egytitt). Egy egyszert példan bemutatjuk, az S4 osztalyok kezelési

modjat.

setClass("tanulo",

slots=list(nev="character", eletkor="numeric", atlag="numeric"))
s <- new("tanulo",nev="Tibor", eletkor=22, atlag=4)
S

An object of class "tanulo"

Slot '"nev":

# "Tibor"

Slot "eletkor":

# 22

Slot "atlag":

# 4

isS4(s)

#TRUE

sOnev

# "Tibor"

s@eletkor



# 22
s@atlag
# 4

Itt definidltunk egy 1j osztalyt annak bemutatasara, hogy hogyan miikodik az objek-
tumorientalt kornyezetben az osztaly-metodus par. Az osztily neve tanulo, és 3 slotja
van, aminek a nevei a kovetkezok: nev, eletkor, atlag. Az S4-es objektumokat a new()
fiiggvénnyel hozhatunk létre. Azt, hogy egy objektum tényleg S4-es objektum az isS4()
fiiggvénnyel ellendrizhetjiik. Csakigy, mint egy lista Osszetev§jéhez a dollarjel hasznéla-

taval lehet hozzaférni, az objektum egy slotjahoz a @ jellel lehet hozzaférni.

s@nev<-"Attila"

s

An object of class "tanulo"
Slot "nev":

# "Attila"

Slot "eletkor":

# 22

Slot "atlag":

# 4

Egy slot modositéasat direkt modon is el lehet végezni. Itt a nevet modositottam Attilara.

Ekkor a tobbi slot értéke valtozatlan maradt.

a<-1

a

# 1
class(a)<-"Tibi"
a

# 1
attr(,"class")

# "Tibi"

print.Tibi<-function(u){cat("Tibi rendes didk" )}
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print.Tibi

function(u){cat("Tibi rendes didk" )}
a

Tibi rendes didk> class(a)<-NULL

a

#1

Ezen feliil sajat modszereket is konnyedén irhatunk. Ebben az esetben print.Tibi a print
fliggvénynek egy metddusa lett. Eredetileg a-t egynek inicializadljuk az osztéalyat pedig
"Tibi"-nek allitjuk be. A print.Tibi fliggvény meghivisakor a "Tibi rendes didk" széveg
iratodik ki. Mivel az a-nak osztalya Tibi ezért a értéke kifratéaskor a print.Tibi fliggvény

lesz, de ha a osztalyat megsziintetjiik akkor a-nak az eredeti értékét fogja kiirni ami 1.

2.2. committorAB

Az elérési valoszintiségeket committor valoszintségeknek nevezik, ebbdl jon a fiiggvény
neve: committorAB. A fiiggvény arra jo, hogy ha egy példat méar kézzel kiszamoltunk,
akkor a segitségével méar konnyen tudjuk ellendérizni az eredmény helyességét. A commit-
torAB fliggvény azt a valoszintiséget fogja visszaadni, hogy a folyamat hamarabb ér el
egy allapotot az A halmazbol, mint a B halmaz barmely allapotéat.

A fiiggvény 4 paraméterrel rendelkezik: committorAB(Matrix,A,B,p)

Paraméterek
Matrix egy markovchain osztaly objektum
A allapotok egy halmaza
B allapotok egy halmaza
p kezdeti allapot (alapbol a program 1-nek veszi)

A fiiggvény megold egy linearis algebrai egyenletrendszert (az egyenletrendszer forméjarol
késtbb lesz sz0), amivel kiszamolja, hogy a folyamat hamarabb elér egy valamilyen A-beli
allapotot, mithogy elérné barmelyik B-belit. Ha a kezdeti allapot nincs feltiintetve, akkor
egy vektort ad vissza a valoszintiségekkel, ha pedig fel van tiintve akkor egy szamot. Egy

konkrét példan ez konnyebben szemléltethetd.
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Matrix <- matrix(c(0,0,0,1,0.5,
0.5,0,0,0,0,
0.5,0,0,0,0,
0,0.2,0.4,0,0,
0,0.8,0.6,0,0.5),
nrow = 5)
MC <- new("markovchain", states=c("a","b","c","d","e"),transitionMatrix=Matrix)
plot (MC)
committorAB(MC,c(5),c(3))

04

06

05

&£
U

@ 0.8 @

ElGszor feltoltjiik a Mdtriz-ot, amibdl a program egy 5x5-0s matrixot csinal, nrow=5
parancs segitségével a program soronként tolti fel a beadott adatokkal. Majd 1étrehozunk
egy uj MC' objektumot aminek az osztalya markovchain, allapotai az "a", "b", "¢", "d",
"e" allapotok, tovabba az atmenet-valoszintiségmatrix lesz az el6bb létrehozott Mdtriz. A
fiiggvény meghivasakor az A halmaz az 5-6s allapotbol &ll, a B halmaz pedig a 3-as alla-

potbol, kezdeti értéket most nem adtunk meg. A Madtrixz grafos reprezentacidja a széveg
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folott talalhato.

a b C d =
0. 4444442 0, BEEEEES 0. 0000000 0.4424244 1, 0000000

Mit is jelent akkor a végeredmény?
A célallapotunk ebben az esetben az "e" allapot, a tabu allapotunk pedig a "c" allapot.
Tehéat pl. annak a valoszintisége, hogy a "c" allapotboél hamarabb elérjiik az "e" allapotot,
mint a "c"-t nyilvanvaléan 0 lesz, mivel a kezdeti allapotunk a "c" volt. Nézziik meg a
masik trivialis esetet. A megoldéasvektor 5. eleme azt adja meg, hogy az "e" allapotbol
indulva mennyi a valészintisége annak, hogy a folyamat hamarabb éri el az "e" allapotot,
mint a "c"-t. Ez nyilvan 1 lesz mivel, a folyamatot az 5-6s allapotbdl inditottuk. A tobbi
allapot esetén lesz "érdekes" a kapott valoszintiség. Az "a" allapotbol % a valoszintisége
annak, hogy az "e" allapotot hamarabb elérjiik, mint a "c"-t. Ezt hasonléan latjuk a "b"

és "d" allapotra is amire rendre 18—1 és % lesz a keresett valoszintség.

2.3. Egyéb mobdszerek

Ebben az alfejezetben a markovchain csomag par modszerét fogom ismertetni.

e meanFirstPassageTime(mc,cel)

A fiiggvény 2 paraméterrel rendelkezik:

Paraméterek
mc egy markovchain objektum
cel célallapotok (alapbol iires)

Egy ergodikus Markov-lanc esetén a kévetkezdt szamolja ki:

— Ha a végcél iires akkor egy olyan matrixot ad ki, ami az Osszes (i,j) parra

allapot esetén a matrix mérete m x m

— Ha a végcél nem iires, akkor a varhato elérési idét adja ki a célallapotba tobbi
allapotbol. Ha 6sszesen m allapotunk van akkor egy (m — 1) hossza vektort ad

vissza.

13



Példa: Vegyiik a kovetkez6 Markov-lancot:

2 3 1
6 6 6

-Pw: % 0 %
03

@ =
1 £
(153
(2}
0.5
0:17
0.5

mc <- new("markovchain", states = c("1","2","3"),
transitionMatrix = m)
meanFirstPassageTime (mc,"3")
# 1 2
3.6 2.8

;;;;;;

Legyen {¢(i) =i (i = 1,2, 3) allapotbol a 3-as allapot elsd elérési ideje}. Ekkor a kovetkezd

egyenletrendszert kell majd megoldanunk:
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5 5
$(2) =1+ 6¢(1) + 6¢(3)
#(3) =0
Ebbdl
GO =1+ 20(2)
62) =1+ So(1)

Amibdl egyértelmiien latszik, hogy a megoldasa ¢(1) = % és ¢(2) = % tehat a kézzel

kiszamolt eredmény megegyezik az R altal szamolt eredménnyel.

e meanRecurrenceTime(mc)
egy vektor lesz, amiben a rekurrens allapotok fognak szerepelni. Ha a Markov-lanc
ergodikus (irreducibilis), akkor az Gsszes allapot benne lesz a vektorban az eredeti
sorrendben (mivel ugye minden allapot rekurrens). Azt szamolja ki, hogy mennyi
a varhato ideje annak, hogy egy rekurrens allapotbol indulva el&szor visszatériink
ugyanabba a rekurrens allapotba. Ez viszonylag kozel all a varhato elérési id6hoz,

ezért az el6z6 példan fogom szemléltetni a kiszamitasat.

Jelolje t7 az elsS visszatérési id6t a j allapotra.

meanFirstPassageTime (mc)
# 12 3
102 3.6
240 2.8
3620.0
meanRecurrenceTime (mc)
# 1 2 3
4.0 3.0 2.4
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Az el6z6 példahoz képest most annyi valtoztatas tortént, hogy a varhato elérési id6
fliggvény esetében nincs célpont megadva, ezért outputként egy matrixot kapunk. A
matrix ¢. sordnak j. eleme azt fogja jelenti, hogy az ¢ allapotbdl indulva varhatéan

a j éallapotba hany lépésben jutunk el. A matrix i. soranak j. elemét jellje m;;.

Ekkor a kovetkezd egyenletrendszert tudjuk felirni:

3
2 3 1

=1

> 3 3

5 3 3
t;:1+Zp3jmj3:1+0*3.6+6*2.8+6*0:2.4

j=1
Az els6 egyenlet pontosan azt jelenti, hogy egyet 1ép a folyamat egy valamilyen j
majd a j allapotbol varhatéan m;; lépésben fog visszatérni az 1l-es éllapotba. A

masik kettd egyenlet ugyanaz csak a 2 és 3 allapotra alkalmazva az eléz6t.

Tehat megkaptuk a program &ltal kiszamolt értékeket.

meanAbsorptionTime(mc)

Varhato elnyelési id6. A fliggvény a Markov-lancot varja bemeneti paraméternek.
Megadja, hogy egy tranziens allapotbol varhatéan hany 1épésben jutunk el valame-
lyik rekurrens allapotba.

Példa:Vegyiik a kdvetkezé Markov-lancot

1 1
3 3 0

L — 1 1
1 1
0 2 2
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05

05

@ 05

recurrentStates (mc)
# n 1|l l|2l|
transientStates(mc)
# l|3|l
meanAbsorptionTime (mc)
# 3

2

Tehat a rekurrens allapotok az 1 és 2 és egy tranziens allapot van a 3. Konnyedén
latszik, hogy a 3 tranziens, mivel az 1,2 allapotbol nem vezet irdnyitott él 3-ba.
Tehat kevesebb, mint 1 valoszintséggel lesz viszzatérd, mivel ha mar 3 — 2-be
atmegy, mar nem fog tudni visszatérni. {¢(i) =1 (i = 1,2,3) allapotbol varhatoan
héany lépés alatt jut el egy tranziens allapotba}.

Ekkor a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

1 1
6(3) = 1+ 50(3) + 30(2)
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Ennek hasonléan ¢(3) = 2 az eredménye, mint a program esetén, vagyis varhatoan

2 lépés alatt jutunk el egy tranziens éllapotbol egy rekurrens allapotba.
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3. Tabu valbszintiségek

Ahhoz, hogy mélyebben megértsiik a Markov-lancokat, most bevezetjiik az atmenetvalé-
szintiségek fogalmat tabu allapotokkal. Legyen H egy tetszéleges halmaz.

Forrasként az [1]-et fogom hasznalni.
7. Definicié. HP.") = P{X,(w) = j; X,(w) & H,0 < <n| Xo(w) =i}, n>1

Ez szavakkal kifejezve azt jelenti, hogy az ¢ allapotbol elindulva n 1épés milva eljutunk
a j allapotba, tgy, hogy kozben a folyamat sohasem volt a H egyik allapotaban sem
(végpontokat kivéve), vagy méshogy: a folyamat végig az (I — H) halmazon belil marad.
H lesz a tabu halmazunk, és a benne levs allapotok a tabu allapotok. H lehet fires,
ez esetben a jelolésbdl kihagyjuk. Ha H egyetlen egy k allapotbol all, akkor jeloljiik a
valoszintiséget kPi(f)—nel. Ha a taboo halmaz a H halmaz és a k uniojabol all, akkor a
kovetkezs valoszintséget jeloljik {k, H }Pi(jn)-nel.
Legyen HP) = 6,5, hai ¢ H; =0, haic H.

i
8. Definici6. HFP; = Z HPi(jn); mely azt adja meg, hogy 1-bdl indulva, vdarhatoan hdany-
n=1
szor jar a ldnc j-ben, mig H-ba beér (a beérést is beszamitva).
Ha a sorozat divergens akkor az értéke oo lesz. Ez persze azon varhato alkalmak széma,

hogy a Markov-lanc i-bél indulva hamarabb éri el a j allapotot, mint a H valamelyik

allapotat. A oo-re vonatkozo szokésos konvencidkat ugyanigy alkalmazhatjuk, igy

c 00 00
¢+ 00 = 0, | - 00 = 0, — =0, — = 00, — = —00
00 ] —lel
ahol ¢ # 0 véges konstans;
00 - 00 = 00, 0-00=0;

de a 0o — 0o vagy a 2 tiltott mtvelet.

Most meg fogunk adni 2 formulat, ami a kiindulépontja lesz az Gsszes tételnek.

1. Tétel. (Altaldnos dekompozicids formuldk) Han > 1 és k ¢ H, akkor

n—1
HPJ) = {k, H}PS" + > {k, H}YPY HPE™; (1)

v=1
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n—1
HP) = {k, HYPS) + > HP{k, H}PS ™. (2)

Bizonyitas. Az els6 tagja az Osszegnek mindkét esetben azt jelenti, hogy a k allapot
sosincs érintve mialatt a folyamat -bél j-be megy n 1épés alatt. Els6 esteben a szumma
pedig azt a valoszintiséget jelenti, hogy a k &llapot el6szor a v. lépésben van érintve
az atmenet kozben, a mésodik esetben pedig azt mutatja hogy a k allapot utoljara a v.

lépésben van érintve az dtmenet kozben. [

2. Kovetkezmény. Ha k ¢ H, akkor

HPj = {k,H}Pj; + {k, H} P HP; )
HP}; = {k, H}P}; + HP;{k, H}P; 4)

Bizonyitas. Hasznéljuk fel az el6z6 dekompozicids formulakat és szumazzuk ket n = 1-

t6l n = N-ig

N N N-1 N—v
S HPY =S {k,HYP + Y {k, HYPY Y HPY (5)
n=1 n=1 v=1 n=1

ZHP(" Z{k H}PY + Z HPY Z{k HYP (6)

N — o0 esetén hozzajutunk a bizonyitandé alhtashoz. Konvergens vagy divergens soro-

zatok esetén is érvényes a bizonyitas a oo-re vonatkozo konvenciok alapjan. [

3. Tétel. A 3 mennyiséy:
HPj, {J, H}Pj, {1, H} P}
mindegyike vagy pozitiv(esetleg o) vagy 0.
Bizonyitas. Ha j ¢ H akkor vegyiik & = j-t (3)-ban , ez alapjan:
HP; = (. HYP; + 4. HYP; HP; = {, HYP(1+ HP). )

Ha j € H akkor HF}; = {j, H}P};. Ennélfogva, ha az egyik 0, tigy a masik is 0 lesz.
Hasonloan, ha i ¢ H, akkor vegyiik k = i-t a (4) -ben és igy kapjuk:

HPjy = {i,H} P+ HP; {i, H}Pj; = {i, H} P;;(1 + HF}). (8)
A tobbi hasonloan kovetkezik az el6zéekbdl. O

20



9. Definicid. j ~ H ha létezik olyan k € H amire j ~ k

4. Lemma. (Toplitz) Legyen {a,,n > 0}, eqy nemnegativ sorozat, {b,,n > 0} egy valds

szdmokbdl dllo sorozat. Ha

lim In_ _ 0
n—oo Z au
akkor .
z aubn—l/
lim =Y = lim b,
n—00 Z au n—oo

5. Tétel. Ha j € H vagy j ~ H, akkor HP;; < 00.

. 212 . (n) * *
Bizonyitas. Ha j € H akkor HPU <P f . Ezért HPj; < ff < 1. Legyen

tj

ke H, k+#j,és j~ kugy, hogy k;Pj(k = f](,C > 0 valamiyen m > 1-re. Ezek alapjan

(2

n m n+m n+m
kPRPLY < kP = it

Ebbdl kovetkezik, hogy

1
i

HP}; < kP}; < —Zfﬁm <

O

Ezekbdl els tudunk allitani 2 altalanos formulat. Osszuk le az (5)-t és a (6)-t rendre
N N
> H P,E;.’)—nel és Y H Pi(k'/)—nel alkalmazzuk a Toplitz-lemmat igy hozzajutunk az alabbi
v=1 v=1

2 formulahoz.

N N
> HP > {k, H}PS

lim N—() = lim "= " + {k, H}P}; (9)
n:1HPk] 7;::1 HPkJ
> HPL Sk, HYP

lim i = lim "= + {k, H}Py; (10)
X HP 3 HP)!

feltéve, hogy k ¢ H és a limesz a jobb oldalon létezik. Ez a formula altalanos, de konnyen

egyszertibbé tehetjiikk néhany feltételezés segitségével.
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10. Definicié. Azt mondjuk, hogy 1 4 J, ha HPj; > 0.
11. Definicié. Azt mondjuk, hogy i és j kozlekedhetd a H taboo halmaz alatt, ha 1 4 J
és j 45 i fenndll. Bzt i < j-val jeldljiik.

6. Tétel. Hai¢ H,j ¢ H ési > j, akkor

A— N (n)
1+ > HPj; P 1+Z{z’,H}PM
Jim —" = ?,’ Hi P’f = lim (11)
—00 . —
1+ e 1+ z{y, H}P

n=1
Bizonyitas. Mivel HP}; > 0 és a feltevés alapjan 0 < {j, H} P, < oo és {i, H} P}; > 0
a 4.Tétel és 5.Tétel alapjan. Irjunk be k = i-t a (10)-be és igy a kovetkezét kapjuk

X p)
HP"
nzzjl " _{ H} i

dim =5 TP +{i, H} P}, (12)
> HP;
n=1
ennek kovetkeztében
N
z HP > H X
i =t (HP* ) i 1Y = G )
1+ > HP! Z
n=1 n=0
(13)

Hasonléan, ha k = j-t irunk be a (9)-be akkor megkapjuk
N
=T
lim —N— ~ (. H)P; (14)
Mert ha HP;; = oo, akkor a limesz a JObb oldalon 1 lesz, mig ha HP;; < oo, akkor
a tényezok kiesnek a zarojelen belil. Ha vessziik a (13) és (14) hanyadosat, akkor az
elsé egyenletet kapjuk meg a 6. Tétel allitisaban. A tétel masodik egyenlGségét nem

bizonyitom. [J

7. Kovetkezmény. Hai ¢ H, j ¢ H ési «vli»j akkor

N
lim _1 J {ZvH}Pij . {Z7H}sz' - 1 +{Z7H}ij - H ji{ZvH} ij

. — = . = . - = i = (15
N_m % (n) {J7H}Pz'j {jaH}Pji 1+ {j, H} P} Hfij{JaH}sz‘ )
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ahol a limesz pozitiv és véges. Ezen feliil ha a kovetkezs 4 allapotbél i, j, k, [ barmelyik
kett6 kozlekedhets a taboo H halmaz alatt ési ¢ H, j ¢ H, k¢ H, | ¢ H vagyis egyik

sincs H-ban, akkor

M=
=
9

S

i
I

(16)

g

N—oo

M=
u!
sk
=3

3
Il
i

létezik és véges.
12. Definici6. m;; = Y nf\”
n=1

Ez az dtlagos elsg elérés i-bdl j-be, feltéve, hogy fi =1 (a lanc elbb-utobb elér i-bél
j-be. Ehhez a definicidhoz fog kapcsolodni a kdvetkezs tétel.

8. Tétel. Ha 5 =1, akkor

Zy e = i

Bizonyitas. Definici6 szerint a kovetkezd érvényes:
> B = P{X,(@) # 0 <v < n|Xo(w) = i} = Z 1y
k

Emiatt felirhatjuk a kovetkezét:

Z PZZ(I)ZZ Pﬂ;@)izszl(kn izzfl(] iz ) (def
k n=1 n=1 k n=1 v=n v=1

2. Megjegyzés. (1) a jP} definicidja miatt teljesiil.
(2) a nemnegativ sorozatok dtrendezhetdsége miatt érvényes.
(3) a bizonyitds elsd lépése miatt igaz.
(4) trividlis.
(5) pedig m;; definicidjdbol kovetezik.

U
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Egy masik megkozelités
Legyen az allapotok két diszjunkt részhalmaza A illetve B, az 6sszes tobbi allapot legyen
C. El6szor azt vizsgaljuk, hogy mennyi annak a valészintisége, hogy a folyamat allapota
az id6 teltével ugy valik egy A-beli allapotta, hogy az el6z6 allapotok egyike sem B-beli.
Utobb megvizsgaljuk kiilonb6z6 induldallapotok mellett, annak varhato idétartamat, hogy
a lanc allatpota A-belivé véaljon a B elkeriilése mellett. Megvizsgaljuk, hogyan alakulnak

a mondott valdszintiségek kiilonbozd egyszert strukturaju grafok esetén.
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3.1. Elérési valoszintiségek
3.1.1. Egy allapothalmaz elérésének a valdsziniisége

Legyen A az S lehetséges allapotok egy tetszoleges részhalmaza. Legyen 7(A, k) = 74(k)
az A allapothalmaz els6 elérésének idépontja, ha x(0) = k, ahol k € S, azaz egy tetsz6leges

indulo allapot. Azaz legyen
Ta(k) =inf{t >0:x(0) =k és x(t) € A}
A 7 lehetséges értékei 1,2,3, ..., és 0, ha k € A és oo, ha az A a k-bol nem érhetd el.

Alkalmazzuk a kovetkezs jelolést:
h(A, k) = ha(k) = P(ra(k) < 00)

Azaz ha(k) annak a valoszintségét jeloli, hogy az A allapothalmaz a k allapotbol véges
id6 alatt elérhets. A hu(k), k = 1,...,n valoszintiségekbdl alkotott n dimenzios vektort

ha fogja jelolni. A kovetkezd allitast bizonyitjuk:

9. Tétel. Elérési valosziniség

A hy(k) elérési valoszintiség, k € S-re a kovetkezd egyenlet rendszer minimalis megoldésa:

ha k € A akkor: ha(k) = 1

hak ¢ A akkor:  ha(k) = (P-ha)(k) = pusha(j)

jes
A minimalités azt jelenti, hogy minden k € S-re hy(k) < u(k), ha n dimenziés u vektor

a fenti egyenlet rendszer egy tetszdleges megoldasa.

Bizonyitas.
El6bb belatjuk, hogy az elérési valoszintiségek tényleg megoldasai a fenti egyenleteknek.
A k € Aeset nyilvanvalo: ha k € A, akkor k-bol 1 valoszintiséggel érhetG el az A. Ha k ¢ A

akkor 74(7) > 0, emiatt érvényes a kovetkezs atalakités sor elsé lépése, a kovetkezében az

25



x(t) Markov tulajdonsagat hasznaljuk ki:

ha(k) = P(ra(k) < oo)
— ZP(TA(k) < oo és a(1) =)

jes

= N P(ralk) < 0o | 2(1) = ) - P(x(1) = j | 2(0) = k)

jes

= D pihall)

j€S
Belatjuk, hogy a ha(k) az egyenletrendszer miniméalis megoldasa.
Legyen w(k), k € S az egyenletrendszer egy tetszéleges megoldasa.
A k € A eset ismét nyilvanvalo. Ha k ¢ A akkor osszuk az egyenldség szerinti szummat

két részre:

w(k) = Zpk,jw(j) = Zpk,jw(j) + Z Prjw(j)

jes jEA jES\A
= Zpk,j + Z prjw(j)
jeA jES\A
= P(x; € Alzg = k) + Z Prjw(j)
jES\A
Ugyanis ha j € A akkor w(j) = 1. E felirds szummajaban az w(j)-re alkalmazzuk

ugyanezt a felbontast, de felhasznélva, hogy minden j € S-re

P(xy € Alxg = j) = P(ag € Alxy = j):

wik) = Pl € Alwg = k) + 3 piy(Ple € Alsy = j) + 3 piaw(i))

jES\A i€S\A
= P(z; € Alzg=k) + Z pr, P22 € Alzy = j) + Z Z Pr.,jPsw(1)
jes\A jES\AieS\A
= P(z1 € Alzg = k) + P22 € A, 11 ¢ Alzg = k) + Z Z PrjPjiw (1)
jES\AicS\A

Mint lathato, az els6 valoszintiség annak a valdszintsége, hogy a lanc elsd 1épésre az A-
ba jut, a masodik pedig annak a valoszintisége, hogy a masodik lépés az els6, amikor a
lanc egy A-beli allapotba keriil. A dupla szumma pedig, az w(i) tényez6 nélkiil annak
a valoszintsége, hogy a lanc allapota sem az els6 sem a masodik lépésre nem jut az A

allapothalmazba.
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Az igy nyert kifejezés harmadik tagjaban megismételhetjiik a helyettesitést. Igy az
w(k) egy olyan négy tagu felbontésat nyerjiik, amely a lanc 3 egyméas uténi lépésének
lehetséges eredményei szerinti. Ha a helyettesitést n-szer megismételjiik, akkor egy olyan
n+1 tagi felbontast kapunk, ahol az elsé n tag rendre annak a valoszintisége, hogy a lanc
1,2,...,n 1épés utan ér elGszor A-ba. Mivel a helyettesitést akarhanyszor megtehetjiik, és
az utolsé tag mindig nemnegativ, adodik, hogy wa(k) > ha(k) ami az alltast bizonyitja.

O

3.1.2. Elérési valdszintiiség kikeriilési feltétellel

Legyen A és a B az S lehetséges allapotok két diszjunkt részhalmaza. Azt vizsgéljuk,
mennyi az A elérésének a valosziniisége a B kikeriilése mellett. Alkalmazzuk a kovetkezs
jelolést:

h(A, B, k) = hyp(k) = P(ra(k) < 75(k))
Azaz h A|§(k) annak a valoszintiségét jeloli, hogy az x; Markov lanc a k allapotbol indulva
hamarabb keriil egy A mint egy B-beli dllapotba. A hA@(k:), k =1, ...,n valosziniiségekbsl

alkotott n dimenzios vektort h 7 fogja jelolni. A kovetkezs allitast bizonyitjuk:

10. Tétel. Elérési valosziniiség kikertilési feltétel mellett

Ah AB €lérési valoszintség vektor a kovetkezd egyenlet rendszer minimalis megoldésa:

P'hAIEZU/

Ahol u egy olyan n elemii oszlop vektor, amely minden sordban 0, kivéve az A allapot
halmaznak megfelel6ket, ahol 1. A P pedig a P atmenet valoszintiség matrix igy modosi-
tott valtozata, hogy el6bb a P matrixbél kivonunk egy identitas matrixot, majd a matrix
A-nak és B-nek megfelelé sorait 0-val toltjiik fel, kivéve az adott sorokbeli diagonélis

elemeket, amelyek helyére 1-eket irunk.

3. Megjegyzés. Az egyenlet formdja, ha az dllapotokat olyan sorrendben vesszik, hogy
elébb a ¢ darab S\ (AUB) dllapotot, majd a tiltott B dllapotokat végiil pedig az A dllapotokat

soroljuk fel:
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P11 — 1 ... Pic Ple+r1 oo oo oo oo Pin 0
De cow Pee—1 peerr oo oo .0 ... DPen 0
0 0 1 0 0 0 0
P-hap = hap =
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1

4. Megjegyzés. Nyilvinvalo, hogy az elkeriilési feltétel nélkili valdsziniségek — az eld-
20 tétel szerint — eqy ugyanilyen formdji egyenlet megolddsai, kivéve azt, hogy abban az

esetben, a B dllapothalmaz eqy bizonyosan tres halmaz.

Bizonyitas.

Vegyiik észre, hogy a P is egy atmenet-valoszintiségmatrix. A P matrix szerinti Markov
lanc tgy modositott valtozatanak dtmenet matrixa, hogy az A és a B allapotok elnyel6
allapotok.

Nyilvanvalo, hogy a modositott métrix szerinti egyenlet megoldasa:

ha k € A akkor: hask) = 1

ha k € B akkor: has(k) = 0

Ami a feladat feltételei szerint szitkségszert. Ha k ¢ (AUB) akkor a h 45 (k)-ra ugyanazok
az egyenletek érvényesek mint amelyeket el6zbleg a ha(k)-ra felirtunk. A 2. Megjegyzés

szerinti allapot sorrendet és jelolést alkalmazva: k =1, ..., c-re:

hap(k) = prjhap(i)

jeSs
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4. Atjaro
4.1. Fix nyel6kkel

Vegyiink egy atjarot, mas néven egy véges négyzetracsot. A Markov-lanc az a véletlen
sorozat, hogy az id6 mulasaval melyik allapot az aktualis. Az aktualis lanc allapotainak a
halmaza a négyzetracs racspontjai lesznek. A racsnak legyen Gsszesen m sora és n oszlopa.
Ekkor m - n allapota lesz, vagyis az atmenetmétrixnak m - n sora és m - n oszlopa lesz.
Az allapotsorszamokat feliilrél lefelé és balrol jobbra toltjiik ki. KésGbbiekben a mezékre
allapotsorszamaikkal hivatkozom.

Egy konkrét m = 4 n =5 esetben ez igy néz ki:

sorszam | [1] [2] [,3] [4] [5]
[1,] 1 5 9 13 17
2,] 2 6 10 14 18
3,] 3 7 11 15 19
[4,] 4 8 12 16 20

Az atmenet a szomszédokba egyenletes eloszlasu lesz. Vagyis ha a jelenben az atjaro
csticspontjaban van a folyamat, akkor % valoszintiséggel 1ép at egy szomszédos allapotba.
Tehat az 1-es sorszamu allapotbol (%, %) valoszintiséggel 1ép at az 5-be vagy a 2-be. Ha-
sonlban, ha a folyamat aktualisan egy élkozép pontban van, akkor %, ha pedig egy belst
pontban van, akkor i valoszintiséggel 1ép egy szomszédos pontba, mivel ezeknek rendre

3 illetve 4 szomszédjuk van. Attol Markov, hogy ez az utobbi valoszintiség mindig csak

attol fiigg, hogy melyik allapot az aktuéalis.

tipus | [1] [,2] [3] [4] [5]
]| 1 6 6 6 3
2] 15 9 9 9 8
B 5 9 9 9 8
4] 2 7 7 7 4

9 féle allapottipust kiilonboztetliink meg, az 1, 2, 3, 4 allapotok lesznek a 4 csticsallapot.
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5,6,7,8 jeloljik az élkozépi allapotokat attol fliggGen, hogy melyik oldalon vannak és 9
jeloljiik a belsé pontokat.

A tabu Markov-lanc pedig a kovetkezd lesz. A kezdeti allapotok a "felénk" esd allapotok
lesznek, m = 4 n = 5 esetben ezek a 4,8,12,16, 20 allapotok. A célallapotok az atjaro
"masik végén" lesznek, vagyis az 1,5,9,13,17 allapotok. A nyels allapotaink pedig az
atjaro 2 szélén fognak elhelyezkedni, ezek a 2,3, 18, 19 sorszammal jeloltek lesznek.

(K: kezdeti, C: cél, NY: nyeld)

sorszam | [[1] [2] [3] [4] [5]
L] |¢c ¢ ¢ ¢ «C
2] |NY 6 10 14 NY
3, |NY 7 11 15 NY
4] | K K K K K

Azt fogom megvizsgalni, hogy mennyi a kiillonbo6z6 allapotokbdl a célpontok elérési
valoszintsége, azzal a feltétellel, hogy a folyamat nem érinti a nyel6 allapotokat. Ekkor

egy matrixban lesznek eltarolva az elérési valoszintiségek:

sorszam | [1]  [2]  [3]  [4] [5]
[1,] 1 1 1 1 1
2,] 0 0447 0552 0447 0
[3,] 0 0237 0313 0237 0
[4,] ]0.093 018 0229 0.186 0.093

A trivialis esetek a nyels pontok és a célpontok. Annak a valoszintisége, hogy barmelyik
nyel6 pontbdl eljutunk a célpontok valamelyikébe azzal a feltétellel, hogy nem érintiink
nyeld allapotot, nyilvanvaléan 0 lesz, mivel nyel6 allapotbol indultunk. Hasonléan, ha egy
célpontbol akarunk eljutni egy célpontba gy, hogy nem érint a folyamat nyels allapotot
1 valoszintiséggel bekoévetkezik, mivel a kiindulo allapot egy cél allapot volt. A [4,1]
sorszamu start allapotbol ez a valoszintség 0.093, a [3, 3] sorszamu belsd pontbol 0.313. A
belsé pontok nem tul érdekesek szamunkra, ugyantgy viselkednek, mint a start allapotok,
ezért elég csak a start allapotokkal foglalkozni. (3.1.2)

Tovabba meg lehet figyelni, hogy a matrix a 3. oszlopra szimmetrikus, ami abbol
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kovetkezik, az atjard és a nyel§ pontok is szimmetrikusan helyezkednek el. A val6szini-
ségek kiviilrsl befelé fognak monoton névekedni, ergo a kézépss elemnél/elemeknél lesz a
legnagyobb, mivel a nyel6 pontoknak mar egyre kisebb hatasa lesz a kdzépss elemekre.

Innentdl kezdve csak a start pontokbdl fogjuk megfigyelni a valészintiségeket, az elérési
valoszintiség matrix utolsé sordbol. Tovabbé az abrazolaskor az atjaro le lesz normdlva,
tehat a [0, 1] intervallumon fogjuk abrazolni a hozzatartozo valoszintiségeket. Az 1. abra
az (5.1) programkoddal késziilt

Igy az el6z6 tablazat utolsé sora abréazolva az alabbi modon fog kinézni:

(@]

1‘]} >

3 0.20 - T,

B 015 / \

e

@ 010 . .

2 0.05 / \

m 000 = | T | | T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Indulasi hely

1. abra. 4x5-s atjaro
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4.2. Aszimptotikus vizsgalat

Most vizsgaljuk meg mi torténik aszimptotikusan. Rogzitsiik az egyik paramétert mi-
kozben a masikat valtoztatjuk (noveljiik). Nyilvanvaléan nem tudjuk azt vizsgalni, hogy
a tabla valamelyik paraméterben co nagy legyen, de érdemes megvizsgalni, azokat az

eseteket amikor az m/n hanyados viszonylag nagy, vagy ha kicsi.

e Legyen n =5 és m =4 :12, tehat n rogzitve van és m-et noveljiik.

Ekkor az értékek téablazatba foglalva az alabbiak:

sorszam [ 1] [,2] [, 3] [, 4] [, 5]
m=4 0.093 0.186 0.228 0.186 0.093
m=>5 0.044 0.088 0.109 0.088 0.044
m==6 | 0.0209 0.0418 0.0520 0.0418  0.0209
m="7 0.010 0.198 0.246 0.198 0.010
m =38 0.005 0.009 0.012 0.009 0.005
m =9 10.00222 0.00443 0.00552 0.00443 0.00222
m =10 | 0.00105 0.00210 0.00261 0.00210 0.00105
m =11 | 0.00050 0.00099 0.00124 0.00099 0.00050
m =12 | 0.00023 0.00047 0.00059 0.00047 0.00023
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|\

atérasivaldszindséq
010
| ]

0.00
|

indulasi hely

2. &dbra. b széles atjard valtozo hosszisaggal

A tablat hosszabbitottuk, vagyis a start és cél pontok egyre messzebb keriiltek egymés-
tol. Emellett a nyel6 pontok szama is novekedett. Minél hosszabb a tabla, annal nagyobb
utat kell bejarni, hogy eljussunk egy célpontba, tehat nagyobb m értékekhez kisebb elérési
valoszintségek fognak tartozni.

Ha m — oo-hez, akkor a valoszintiségek tartananak 0-hoz. Erdemes megfigyelni, hogy

L
107

L

m = 6 esetén az elérési valoszintiségek, mind kisebbek, mint m = 9 esetén mar 155-nél

1

is kisebbek, m = 12 esetén pedig mar {555

t sem érik el. Tehéat 3 soronként, nagyjabol
tizedére csokkennek az egymashoz tartozo valoszintségek.
Tovabbéa a masodik oszlophoz tartozo értékek nagyjabol 2-szer akkorak, mint az elsd

oszlopban levék.
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0.2

atérésivaloszindséq
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indulasi hely

3. abra. 12 hosszu atjar6 valtozo szélességgel

A tablat ebben az esetben szélesitettiik, azaz m-et rogzitjiik és n-et noveljiik egyesével.
A 3.4bran m = 12, n = 5 : 20 volt. Ilyenkor a nyels pontok szama véltozatlan marad,
a start és a cél pontok szama pedig novekszik. Varhatoéan igy az tortént amit varni
lehetett, kiviilr6l-befelé nének a valoszintiségek, és a tabla szélesitésével a gorbék pontjai
egyre kozelebb fognak keriilni az 1 valoszintiséghez. Az alabbi tablazatban kigydjtottem
csak a kozépss b darab célpontra az elérési valoszintiségeket {m = 12; n = 5,20, 100, 200}
esetén. Az aldbbi tablazat is mutatja, hogy, ha m rogzitett és n — oo akkor 1-hez
tartanak a valoszintiségek. A 2. és 3. abra (5.2) programkoddal késziiltek. Az adatok 5

tizedesjegyre vannak kerekitve.

n L1 B 3] 4] 5]

n=>5 |0.00023 0.00047 0.00059 0.00047 0.00023
n=20 | 0.34588 0.36439 0.37371 0.37371 0.36439
n =100 | 0.99688 0.99699 0.99705 0.99705 0.99699
n=200 1 1 1 1 1
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4.2.1. Adott aranyu tabla

010
0.08
0.06
0.04
0.02
000 —=

atérési valoszinlség

| | I | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Iindulasi hely

4. dbra. Négyzetes atjaro

2/1(hossz/szélesséq) aranyu atjaro

1.0

0.004

0.003

0.002

0.001

0.000

5. dbra. x: Indulasi hely, y: Elérési valészintiség
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3M(hossz/szélesség) aranyu atjaré
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6. &bra. x: Induléasi hely, y: Elérési valészintiség
4/1(hossz/szélesség) aranyu atjaré
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e
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7. abra. x: Indulasi hely, y: Elérési valoszintiség
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Ebben az esetben azt vizsgaltuk meg, hogy az elérési valoszintiség gorbék, hogy visel-
kednek kiilonb6z6 hossz/szélesség aranyu atjarok esetén. 4 ilyen téblat vizsgaltunk 1/1,
2/1,3/1,4/1 arannyal. Mikozben a k méretét noveltiik 5-t61 20-ig.

Ez azt jelenti, hogy els6 esetben 5 x 5, 6 x 6,..., 20 x 20 méretd atjarok vannak
egy grafikonon abrézolva. A mésodik esetben, ugyanilyen logika mentén 10 x 5, 12 x 6,
14 x7,... 40 x 20-ig vannak a tablék egyiitt abrazolva, harmadik, negyedik eset hasonl6an
az eddigiekbdl.

Ha a grafikonokat egymaéssal hasonlitjuk Ossze, akkor kideriil, hogy minél nagyobb ez
az arany anndl kisebbek lesznek az elérési valoszintiségek. Példaul egy 5 x 5-s tablaban
nagysagrendekkel nagyobb lesz a valoszintiség, mint egy 15 X 5-s esetben.

Tovabba, ha kiilon-kiilon vizsgaljuk a grafikonokat, akkor megfigyelhetd mindegyik
esetben, hogy az azonos strukturaju grafok esetén a nagyobb tébla esetén az elérési valo-
szintiségek kicsit meg fognak néni a méret novelésével. S6t annél jobban fognak véltozni,
minél nagyobb a hossz/szélesség arany. Vagyis, ha példaul megnézziik, hogy a tablank
5 x 5-r6l valtozik 20 x 20-ra, akkor aranyaiban nem lesz akkora névekedés, mintha 20 x 5-r6l
80 x 20-ra valtoztatnank, habar mindkét esetben a tablak hosszat és szélességét (4 — 4)-
szeresére noveltiik.

A (4.), (5.), (6.), (7.) abrak a (5.2.1) programkoddal késziiltek.
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4.2.2. Négyzetes atjard osztéopontokkal

012
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E -« " ® . . * * ¢ °
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©
=
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8. dbra. Négyzetes atjaro esetén az osztopontokbol az elérési valoszintiségek
Elérési valosziniiségek a felez6pontokbél
0.108 —
0.106 PR
0.104 — T
/.
./.
— - -~
0.102 \ ./.
I I I I I I
10 20 30 40 50 60

9. dbra. x-tengely: Meéret, y-tengely: Elérési valészintiség
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0.074

0.072

0.070

0.068

0.066

0.064

Elérési valésziniiségek a negyedeldpontokbél

10 20 30 40 50 60

10. dbra. x-tengely: Meéret, y-tengely: Elérési valészintiség

n 3 4 ... 31 32

2n—11{5 7 ... 61 63

1. tablazat. Felez&pontok

n 2 3 ... 20 21

dn—1[15 8 ... 39 62

2. tablazat. Harmadoloépontok

n 2 3 ... 15 16

dn—11|7 11 ... 59 63

3. tablazat. NegyedelGpontok
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n 2 3 ... 12 13
on—119 14 ... 59 64

4. tablazat. Ot6dolépontok

Ebben az esetben a kiilonb6z6 osztoépontokbol (felezd, harmadold, negyedels, 6t6d616)

vizsgaltam az elérési valoszintiségeket négyzetes atjarok esetén. A fenti 4 tablazat elsé
sora az osztopont sorszamat, a mésodik sora a tabla méretét mutatja. Ez azt jelenti,
hogy példaul a felez6pontok esetén egy 7 x 7-s méretd tdblanal start sor 4. eleme lesz a
kozépss elem (felezési pont). A hozzarendelési szabaly alapjan lathato, hogy n egyesével
van novelve, emellett a tabla mérete 2, 3, 4, 5-tel ndvekszik, attol fiiggden, hogy melyik
osztopont. A felezGpontbdl indulds minden mésodikra, harmadol6 csak minden harma-
dikra van, stb.
Az egyiittes abrabol latszik, hogy a felezGpontok elérési valdszintisége a legnagyobb, az
6todolpontoké pedig a legkisebb. Ennek az a magyarazata, hogy fix méretii atjaro esetén
a valoszintségek kiviilrsl befelé ndvekednek. Tovabbéa, ha a tabla mérete legalabb 10 x 10,
akkor a tabla ndvelésével mindegyik esetben a valoszintiségek novekednek és konvergélnak
egy adott szamhoz. A felezd és a harmadolopontok esetén a tabla kis mérete miatt meg-
figyelhetd egy kezdeti csokkenés, amig a tabla mérete viszonylag kicsi (5 x 5 vagy 8 x 8),
de ez nem jatszik szerepet az aszimptotikus vizsgalatban.

A (8.), (9.), (10.) abrak a (5.2.2) programkoddal késziiltek.
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4.3. Fix atjaro kiilonbozé helyzetid nyelSkkel
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11. dbra. 4 x 5 atj
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12. dbra. 4 x 5 atj
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13. abra. 4 x 5 atjaro (3-3) nyeldvel
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14. abra. 4 x 5 atjaro (4-4) nyel6vel
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Itt egy konkrét tablara (4 x 5) vizsgaltam meg, mi torténik, ha a nyeld pontok szaméat és
helyét valtoztatom. Mindegyik esetben kirajzolja az Gsszes elérési valoszintiség gorbét.

A nyel6 pontokra egy kikotést tettem, hogy a masodik és harmadik sorbél ugyanannyit
valasztok ki, igy hasonlé marad a graf strukturalisan. A fentebbi abrakon rendre: 1-1,
2-2, 3-3, 4-4 nyels pontot valasztottam ki. Az els6 esetben (‘;’) (‘;’) = 25 a masodik esetben
(g) (g) = 100 abra van, és igy tovabb.

Trivialis eset amikor 2 x 5 nyeld allapotunk van (ezt nem abrazoltam), ugyanis ez gy
lehet, hogy a 2. és 3.sorban csak nyel§ pontok vannak, tehat barmelyik célpont elérési
valoszintisége 0 lesz.

Tovabba, ha a 17. abrat vizsgaljuk a 25 lefutasbol csak 5 darab lesz, ahol nem mindegyik
elérés 0, ezek pontosan azok az esetek, amikor a nyel6 pontok egymaés alatt helyezkednek

el. Az alabbi tablazat egy ilyen esetet mutat. Itt csak akkor jut el a folyamat egy

célpontba, ha végigmegy a 2. oszlopon.

sorszam | [[1] [2] [3] [4] [5]
L] | ¢ ¢ ¢ Cc cC
2] |NY 9 NY NY NY
3, |NY 9 NY NY NY
4] | K K K K K

Hasonlban az eddigiekhez, a gorbe akkor lesz szimmetrikus az x = 0,5 egyenesre, ha
a nyeld pontok is szimmetrikusan helyezkednek el. Nyilvanvaléan mivel fix tablank van,

ha noveljiik a nyel6 pontok szaméat az elérési valoszintiségek csokkenni fognak.
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5. Figgelék

5.1. Atjaro fix nyelSkkel

Jm*n-es atjard létrehozasa
library(markovchain)
folyoso <- function(hossza,szelte,rajz=FALSE)
{
m <- hossza
n <- szelte
allapot_nevek <- apply(cbind("[",rep(l:m,n),",",rep(l:n,each=m),"]"),1,
function(u) paste(u,collapse = ""))
%allapot sorszam matrix létrehozisa

allapot_sorszam <- matrix(1l:(n*m),m,n)

%hdllapot tipus matrix létrehozasa

allapot_tipus <- matrix(9,m,n)
allapot_tipus[c(1,m),] <- c(6,7)
allapot_tipus[,c(1,n)] <- rep(c(5,8),each=m)
allapot_tipus([cbind(c(1,m,1,m),c(1,1,n,n))] <- 1:4

% valdszinliségek a kiilonbozd tipusl csicsokbdl

p <- c(1/2,1/2,1/2,1/2,1/3,1/3,1/3,1/3,1/4)

% az [i,j] allapotbdl melyik sorszami allapotokba lehet menni
hova_mehet <- function(tipus,i=2,j=2)
{
oda <-
switch(paste(tipus),
"1" = c(allapot_sorszam[2,1],

allapot_sorszam[1,2]),

44



non=

n3n=

ngn=

NEN=

NG =

=

ngn=

ngn=

NA)
return(oda)

3

c(allapot_sorszam[m-1,1],
allapot_sorszam([m,2]),
c(allapot_sorszam[1l,n-1],
allapot_sorszam[2,n]),
c(allapot_sorszam[m,n-1],
allapot_sorszam[m-1,n]),
c(allapot_sorszam[i-1,1],
allapot_sorszam[i+1,1],
allapot_sorszam[i ,2]),
c(allapot_sorszaml[1,j-1],
allapot_sorszam[2,j 1],
allapot_sorszam[1,j+1]),
c(allapot_sorszam[m ,j-1],
allapot_sorszam[m-1,j 1],
allapot_sorszam[m ,j+1]),
c(allapot_sorszam[i ,n-1],
allapot_sorszam[i-1,n],
allapot_sorszam[i+1,n]),
c(allapot_sorszaml[i,j-1],
allapot_sorszam[i-1,]j],
allapot_sorszam[i+1,j],

allapot_sorszam[i,j+1]),

% atmenet-valdszinliségmatrix feltoltése

P <- matrix(O,m*n,m*n)

for(i in 1:m)for(j in 1:n)

{
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tipus <- allapot_tipus[i, j]
sorszam <- allapot_sorszaml[i,j]
P[sorszam,hova_mehet(tipus,i,j)] <- pltipus]

3

%ha Markov-lanc felépitése

MC <- new("markovchain",transitionMatrix=P)

%a specialis &llapotok kijelélése
cel <- ((1:n)-1)*m+1
nyel <- c(2:(m-1), ((n-1)*m+2) : (n*m-1))

start <- (1:n)*m

hp <- committorAB(MC,cel,nyel) % elérési valoésziniiség az Osszes &allapotbdl

hps <- matrix(hp,m,n) [m,] % elérési valdsziniiség a start &llapotokbdl

% abra létrehozéasa
if (rajz)

{

x <- seq(0,1,length=n+2)

plot(x,c(0,hps,0),t="b’,col="red",pch=20,las=1,

xlab="Indulasi hely",ylab="Elérési valdszinliség")
abline(h=0,col="gray",1lty=3)
}

return(hps)
}
% 4 hosszi 5 széles atjard
folyoso(4,5) %elérési valdsziniliségek

folyoso(4,5,TRUE) Yrajzzal
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5.2. Aszimptotikus vizsgalat

%5 széles 4:12 hosszl atjarod

n <- 5

hpm <- matrix(NA,0,n)

for(m in 4:12) hpm<-rbind(hpm,folyoso(m,n))

round (hpm,5) % az értékek egy tablazatba foglalva

hegy abran a kiilonbozd hosszisagi atjarok

x <- seq(0,1,length=n+2)

matplot (x,t(cbind(0,hpm,0)),t="b",1ty=1,col="red",pch=20,
xlab="indulési hely",
ylab="elérési valdsziniség")

abline (h=0,col="gray",1ty=3)

%12 hosszi 5:20 széles atjard

m <- 12

hpl <- 1list(NULL)

for(n in 5:20) hpl <- c(hpl,list(folyoso(m,n)))
hpl <- hpl[-1]

% segédfiiggvény a normdlt valdszinliségek abrazolasara
prob.curve <- function(u)
{
x <- seq(0,1,length=1length(u)+2)
u <- ¢(0,u,0)

points(x,u,t="b",1lty=1,col="red",pch=20)

% egy abran a 16 darab atjaré

par (mar=c(4,5,3,1))
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plot(.5,0,x1lim=c(0,1),ylim=c(0,.4),t="n",las=1,
xlab="indulési hely",
ylab="elérési valésziniiség")
abline(h=0,col="gray",1lty=3)
w <- sapply(hpl,"prob.curve")

5.2.1. Adott aranyn tabla

INégyzetes atjard 5:20 hosszisag esetén

% tobbi eset folyoso(2*k,k),folyoso(3x*k,k),folyoso(4*k,k)
hpl <- 1list(NULL)

for(k in 5:20) hpl <- c(hpl,list(folyoso(k,k)))

hpl <- hpl[-1]

habrazolasa
plot(.5,0,x1lim=c(0,1),ylim=c(0,.11),t="n",las=1,
xlab="indulési hely",
ylab="elérési valdsziniség")
abline(h=0,col="gray",1ty=3)
w <- sapply(hpl,"prob.curve")

5.2.2. Négyzetes atjard osztopontokkal

hfelezbpontok

hvizsgalt hossz

h.50 <- 30 %tobbi eset h.33<-20,h.25<-15,h.20<-12

felezo <- vector("numeric",h.50) %tobbi eset h.33, h.25,h.20
mn50 <- seq(5,by=2,length=h.50) % méret

pont <- seq(3,by=1,length=h.50) % a felezd pontok

rbind (mn50, pont)
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for(k in 1:h.50)
felezo[k] <- folyoso(mn50[k],mn50[k]) [pont [k]]
hfelezbpontok abrazolasa
plot (mn50,felezo,
xlab="méret",ylab="valészinliség",
t="b",col="red",pch=20,las=1)
hegylitt az abrak
plot(.5,0,t="n",las=1,
xlim=c(1,64),ylim=c(0,0.13),
xlab="méret",ylab="elérési valdészinliség",)
points(mn50,felezo ,col="red" ,t="b",pch=20)
points(mn33,harmadolo,col="blue" ,t="b",pch=20)
points(mn25,negyedelo,col="greend",t="b",pch=20)
points(mn20,otodolo ,col="orange",t="b",pch=20)
legend("bottomleft",c("fél","harmad", "negyed","o6tod"),

text.col=c("red","blue","greend", "orange"))

5.3. Fix atjaro kiillonb6z6 helyzetii nyelSkkel

Nagyon hasonlé a fix nyelGs esethez, annyi kiillonbséggel, hogy elGszor a nyelGpontok
szaméat beallitom (1-1), (2-2), (3-3) vagy (4,4) majd az adott esetre megnézem a nyels-
pontok Osszes lehetséges elhelyezkedését és lefuttatom a folyoso fliggvényt.

Ebben az esetben a programkoédot nem részletezem.
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