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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom sordn elsGsorban halmazrendszerekkel, ezek szdmossdgdval foglalkozunk. Al-
kalmanként a bizonyos feltételeket kielégitd halmazrendszerek szamossdgara meglepSen kicsi
fels6 korlatot tapasztalunk. Az effajta tételek kimonddsdban és bizonyitasdban kulcsszerep jut
a linedris algebra mddszereinek. Munkdm soran kiilonos hangsulyt fektettem ezen médszerek
bemutatdsdra. Ahogy azt latni fogjuk, egészen alapvetd linedris algebrai eszkozok segitségével
igen komoly eredményeket érhetiink el a halmazrendszerek szdmossaganak becslésére. Termé-
szetesen foglalkozunk majd olyan kérdésekkel is, melyekhez mér komolyabb linedris algebrai
ismeretek sziikségesek. Az olvasé a dolgozat elején a késGbbiekben sziikséges definiciok és
tételek listdjaval fog taldlkozni. Ehhez hozzatenném, hogy a téméban kevésbé jartas olvaséknak
érdemes elGszor tanulmanyozni Dr. Freud Rébert: Linedris algebra, valamint Dr. Kiss Emil:
Bevezetés az algebrdba cimi konyvét. Taldn sok munkdnak tinik ezek részletes tanulményo-
zasa, de ezen ismeretek elengedhetetlenek a bizonyitdsok €s tételek megértéséhez. Az alapozo
szakasz utdn els6ként a Paros-, Paratlanvaros tételkorrel foglalkozunk. Itt a halmazrendszerekre
mint egy varosban alapithat6 klubokra gondolunk. Ezek maximadlis szamat rendkiviili médon le-
csokkenthetjiik egészen gyenge feltételekkel. Majd ratériink a Ray-Chaudhuri-Wilson tételkorre,
ahol olyan halmazrendszerekkel foglalkozunk, melyek metszete el6re meghatdrozott. Végezetiil
pedig a késébb definidlt incidencia matrixok egy magasabb osztdlyat ismertetjiik. Ezek hasz-
ndlatdval vizsgdlunk majd uj tételeket, tovabba visszaldtogatunk néhdnyra az el6z6 szakaszban
targyaltak koziil is.



2. fejezet
Definiciok és tételek listaja

A most ismertetett definiciok, alapvetd fogalmak €s allitdsok nagyrészt, ha nem is tokéletesen
ebben a formaban, [1]-ben talalhatdk.

2.1. Halmazok

Jelolje | X| az X halmaz szdmossédgat, azaz elemeinek szdmat.

Egy n elemd halmaz 6sszes részhalmazainak szdma 2".

Az X halmaz 6sszes részhalmazit jeldlje 2.

Egy n elem halmaz 0sszes k elemd részhalmazanak a szdma (Z)

Az X halmaz 6sszes k elemd részhalmazit jelolje ().

Ezentil az [n] = {1, 2, ..., n} jelolést fogjuk alkalmazni. A késébbiekben, ahol ez lehetséges, a
halmazrendszereket | X | = n helyett az egyszertiség kedvéért [n] f616tt fogjuk vizsgalni.

A halmazok targyaldsat a karakterisztikus vagy mds néven illeszkedés vektorok definidldsaval
folytatjuk.

2.1.1. Definici6. (Karakterisztikus vektor): Az X C [n] halmaz karakterisztikus vektora az a
(vi,v2,...,vy) € (0, 1)" vektor, melyre:

o 1 haie X
ViZ10 hai¢X.

2.2. Halmazrendszerek

Egy halmazrendszer alatt halmazok halmazat értjiik. Jelolés: F = {A, As,...,A,}. Ahol,
amennyiben az ellenkezGje nincs kikotve, feltessziik, hogy A; = A; & i = ;.

Egy X halmaz feletti halmazrendszeren azt az F' halmazrendszert értjiik, melynek elemei az X
halmaz részhalmazai.

2.2.1. Definicié. (Uniform halmazrendszer): Az F = {A}, Ay,...,A,;} halmazrendszert k-
uniformnak nevezziik, ha |A;| = k minden i = 1,...,m-re, és uniformnak, ha k-uniform
valamely k-ra.



A késGbbiekben nagy hasznunkra lesz, ha egy halmazrendszer elemeinek metszete elGre meg-
hatarozott.

2.2.2. Definicié. (L-metszG halmazrendszer): Legyen L C Z*. Az F = {A, Ay, ..., A}

halmazrendszert L-metsz8nek nevezziik, ha [A; N A;| € L mindeni # j-re.

2.2.3. Definicié. (Tartalmazas modulo r): Legyen L C Z*, r és t egész szamok. Azt mondjuk,
hogy t € L (mod r), hat =/ (mod r) valamely / € L-re.

2.2.4. Definicié. (L-metsz6 halmazrendszer modulo véltozat): Egy F = {A1, Ay, ..., Ay} hal-
mazrendszert L-metszének neveziink (mod r), ha |[A; N A;| € L (mod r) minden i # j-re.

2.3. Matrixok

2.3.1. Definicié. (Matrix rangja): Egy matrix oszlop rangja k, ha oszlopaibdl kivalaszthat6 k
darab fiiggetlen, de k + 1 darab mér nem.

Egy matrix sor rangja k, ha soraibdl kivédlaszthat6 k darab fiiggetlen, de k + 1 darab mar nem.
Jele: rk()

A most kovetkezd néhany 4llitdst bizonyitds nélkiil fogjuk kozolni.

2.3.2. Allitas. rk(A) = rk(AT), azaz egy mdtrix és transzpondltianak rangja egyenld.
Masképp: Az oszloprang egyenld a sorranggal.

2.3.3. Definicio. (Teljes rangi matrix): Legyen A egy n X m-es matrix. Azt mondjuk, hogy A
teljes rangu, ha rk(A) = min{n, m}.

2.3.4. Allitas. Egy n X n-es mdtrix akkor és csak akkor teljes rangii, ha determindnsa nem
egyenld 0, azaz ha det(A) # 0 — rk(A) = n.

2.3.5. Allitas. Legyen A és B két osszeszorozhatd mdtrix. Ekkor: det(AB) = det(A)det(B).

Most egy, a késGbbiekben gyakran hasznalt matrixot fogunk definidlni. Ez a matrix az inci-
dencia vagy mds néven illeszkedés matrix. Ennek kiilonboz§ tulajdonsdgai hasznos informaciot
szolgéltatnak a hozzdjuk tartoz6 halmazrendszer természetérdl.

2.3.6. Definicié. (Incidencia matrix): Legyen F = {A}, A, ..., A, } egy halmazrendszer [n]
folott. Tovabba legyen az A; karakterisztikus vektora v; mindeni =1, ..., m-re.

Ekkor az F halmazrendszer incidencia matrixa az az M, m X n-es matrix, melynek sorai az A;-k
karakterisztikus vektorai.

Tovabbi érdekes informédcidkhoz jutunk, ha az incidencia matrixot 6sszeszorozzuk a transzpo-
naltjaval.
2.3.7. Definicio. (Metszet-matrix): Legyen megint F = {A1, A2, ..., Ay}, M pedig az F inci-
dencia matrixa. Ekkor az mxm-es, N = M MT matrixot az F halmazrendszer metszet-matrixanak
nevezziik.

2.3.8. Allitds. N ;) = viv; = |A; N A

Bizonyitds. N(; jy definicié szerint megszdmolja azokat az y € [n] elemeket, melyekre: y € A;
ésy€Ajazazy € (A;NAj). O



2.4. Polinomok

2.4.1. Definicié. (R folotti n valtozos polinom): Az R {olotti n valtozés polinomok az

Iml .F'm2 "'mn

14 14
My LT Xy

fx) =ao+arx|" )P ox" a0 X L+ agx

1 72

alaku kifejezések. Ahol a; € R.
Ezek halmazat R[xy, x2, .. ., x,] -nel jeloljiik.

2.4.2. Definicié. (n valtozos polinom foka): Egy n valtozés polinom fokan a max; Z;?:l rij
kifejezést értjiik.

2.4.3. Definicié. (Multilinedris polinom): Egy polinomot multilinedrisnak neveziink, ha foka
< 1 minden véltozéjdban.

2.5. Dimenzio és linearis fiiggetlenség

2.5.1. Definicio. (Linedris fliggetlenség): A vy, ..., v, vektorok F feletti linedris kombindcidjan
az
Z?=1 Yivi
alakud vektorokat értjiik. Ahol y; € F mindeni =1, ..., n-re.
2.5.2. Definicié. (Skaldris szorzat): Legyenek x = (x1,...,x,) €sy = (y1,...,y,) n dimenzids

vektorok. Az x és y skaldris szorzata:

Xy = er'lzl XiYi-

2.5.3. Definicio. (Altér): Egy T folotti, W vektortér alterén azt a V C W nem iires részhalmazt
értjiik, mely szintén vektortér 7" folott.

2.5.4. Definici6. (Generatorrendszer): Legyen V a vy, ..., v, vektorok halmaza. Ezek Gsszes
linedris kombindciéjanak halmaza szintén altér. Jele: (vy,...,v,).

Azt mondjuk, hogy a vy,...,v, vektorok dltal generdlt altér U, ha U= (vy,...,v,). Ekkor
vi,...,v, az U egy generdtorrendszere.

2.5.5. Definicié. (Linedris fiiggetlenség): Azt mondjuk, hogy a vy, ..., v, vektorok linedrisan
fliggetlenek, ha:
yivi+ ...+ y,vy, =0 < y; = 0 minden i-re.

2.5.6. Definicio. (Bazis): A vy, ..., v, generatorrendszer bazis, haa vy, ..., v, vektorok lined-
risan fliggetlenek.

2.5.7. Definicié. (Dimenzi6): Vektortér dimenzi6ja a bazisanak elemszdma.

2.5.8. Allitas. Egy n dimenzids vektortérben maximum n darab fiiggetlen vektor vélaszthatd ki.
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2.6. Ortogonalitas

2.6.1. Definicid. (Ortogonalitds): Azt mondjuk, hogy 2 vektor merdleges vagy ortogondlis, ha
skalaris szorzatuk 0.

2.6.2. Definicié. (Ortogondlis kiegészit§ altér): Legyen W egy tetszSleges vektortér, és S € W
altere W-nek. Az S ortogondlis kiegészitd alterén azt az S alteret értjiik, melyre:

S+ = (v e W,vu =0 minden u € S-re).

2.6.3. Definicié. (MerGleges vektorterek): Legyen S,7 € W. Azt mondjuk, hogy az S és T
alterek merGlegesek vagy ortogondlisak, ha minden s € S ést € T-re, st = 0. Azaz S C T+.

2.6.4. Definicid. (Izotrép vektor): Legyen w € W tetszGleges vektor. Azt mondjuk, hogy w
izotrép, ha merdleges Onmagara. Azaz ww = 0.

2.6.5. Definicié. (Teljesenizotrép altér): Az U alteret teljesen izotropnak nevezziik, ha merSleges
onmagara. Ekkor U C U*.

2.6.6. Definicid. (Szinguldris altér): Azt mondjuk, hogy egy U altér szinguldris, ha 1étezik
u € U, melyre uu = 0. Nemszinguldris egyébként.

2.7. Linearis leképzések

2.7.1. Definicié. (Linedris leképzés): Legyenek V és W vektorterek ugyanazon 7 test folott. Az
A 'V — W leképzés linedris, ha 0sszeg- és skaldrszorostartd, azaz minden vi,v, € Vésy € T
esetén:

* A(vi+v2) = A(v1) + A(v2)
s A(yvy) = yA(vy).

[3], Definici6 5.11.

2.7.2. Definici6. (Magtér): Az A : V — W linedris leképzés magtere, azoknak a v € V
vektoroknak a halmaza, melyekre: {v € V : A(v) =0,,}. Jele: Ker(A).
[3], Definici6 5.1.5.

2.7.3. Definicio. (Képtér): Az A : V — W linedris leképzés képtere, azoknak a w € W
vektoroknak a halmaza, melyekre: {A(v) € W : v € V}. Jele: Im(A).
[3], Definici6 5.1.3.

2.7.4. Definicio. (Linedris leképzés matrixa): Legyen ay, as, . .., a, bazis V-ben, by, by, . . ., by
pedig bazis W-ben. Ekkor az A : V — W linedris leképzés matrixa az M, k X m-es matrix,
melynek j-edik oszlopa A(a;) koordinétdi a by, bo, . .., by bazisban.

Ezzel az alapozé szakasz végéhez értiink, igy belekezdhetiink munkédnk élvezetes részébe.
A kovetkez6kben megdonthetetlen bizonyitékot fogunk nyujtani a linedris algebrai eszkozok
hatékonysdgdra €s az dltaluk szolgéltatott bizonyitdsi médszerek elényeire. Reméljiik, az olvasé
is egyetért majd abban, hogy az alapozdsra szant id§ megtériil.

Belevigunk els6 nagy témakoriinkbe, a Paros-, Paratlanvaros tételkorbe.
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3. fejezet

Paros-, Paratlanvaros tételkor

3.1. Paratlanvaros

Tegyiik fel, hogy egy varosban n ember lakik, nevezziik ezt a varost Pdratlanvdrosnak. Pératlan-
varos lakéi klubokat akarnak alapitani, de a lehetséges klubok szamanak csokkentése érdekében
a kovetkezd szabdlyokat hozzak:

1. Minden klubnak pératlan szdmu tagja kell hogy legyen.
2. Barmely 2 klub koz0s tagjainak a szdma paros.
3. Semelyik 2 klub nem lehet azonos (nem egyezhet meg minden tag).

Konnyen észrevehetd, hogy a szabdlyok betartdsaval n klub biztos alapithaté. Mégpedig gy,
hogyha minden varoslaké 6ndlléan alapit egy klubot. Meglep6 eredmény viszont, hogy az adott
szabdlyok mellett ennél nem alapithaté tobb klub. Ami viszont talin még meglepSbb, hogy
ennek elegins és egyszer( bizonyitdsdra a linedris algebra szolgdltat hatékony eszkozoket.

Az alapotlet a kovetkezG: azonositjuk a klubokat vektorokkal, egy n dimenziés vektortér felett,
és beldtjuk, hogy ezek linedrisan fliggetlenek. Azaz, mint mar tudjuk, szamuk maximum # lehet.

Az olvasénak taldn mdr szemet szurt, hogy a klubok egy halmazrendszert alkotnak [n] felett.
Jeloljiik ezt Cy, Cy, ..., Cyp-mel. Ezek alapjan mar megfogalmazhatjuk elsé tételiinket.

3.1.1. Tétel. (Paratlanvaros tétel): Tegyiik fel, hogy egy varosban n ember lakik. Ekkor a
varosban, Paratlanvaros szabadlyainak betartasa mellett, maximum n klub alapithato.
Masképp:

Legyen X = {C,C»,...,Cy,} egy halmazrendszer |n] folott. Tegyiik fel, hogy X teljesiti a
kovetkezo feltételeket:

o |G| =pdratlan (i = 1,...,m)

e |C; N Cj| = pdros minden i # j-re.

Ekkor: m < n.
[1], Corollary 1.2.
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Bizonyitas. Tegylik fel, hogy van m klubunk. Jeldlje ezeket tovédbbra is C,Cs,...,Cy,. C;
karakterisztikus vektora legyen v;. Ekkor v; € (0, 1)". Tehat v; j-edik koordinatdja 1 vagy O
attdl fiiggden, hogy a j-edik lakos tagja-e a klubnak vagy sem.

Vegyiik €szre, hogy ekkor a v; €s v; skaldris szorzata, v;v; egyenl6 a C; €s C; halmazok
metszetének szdmossdgdval, azaz v;v; = |C; N C;|. Tovabbd i = j-re v;v; = |G.

Igy Pératlanvéros szabélyai a kovetkezd alakban irhatdk fel:

N paratlan, hai=j
| pdros, hai#j.

Vizsgiljuk meg ezt a felirdst modulo 2. Azaz mostantdl az illeszkedés vektorokat F7 folott
tekintjiik. [gy Paratlanvdros szabdlyai a kovetkez alakot oltik:

o 1, hai=j
YVi=1 0, hai#j.

Most be fogjuk latni, hogy Paratlanvaros szabdlyai mellett a klubok karakterisztikus vektorainak
fiiggetlennek kell lennitik ) folott. Igy pedig biztosan: m < n.

Vegyiik a v;-k linedris kombindcidjat. 3", a;v;, ahol a; € F, minden i = 1,..., m-re. Tegyiik
fel, hogy valamely j-re a; # 0. Szorozzuk meg az egyenletet jobbrol v ;-vel. Ekkor az egyenlet:
a;jv;v; =0, hiszenv,v; =0, hai # j. v;v; viszont Pdratlanvdros szabdlyainak értelmében nem
lehet 0 modulo 2. Tehdt sziikségszerten a; = 0.

Az eljaras mikodik barmely j-re, igy a; = O minden j = 1, ..., m-re. Ezzel belattuk, hogy a
karakterisztikus vektorok fiiggetlenek F) f6lott, ami egy n dimenzids vektortér. [gy:m <n. O

Ezt az eredményt el8szor 1969-ben lathattuk E. Berlekamp egyik feljegyzésében.

Ezutdn szeretnék ko6zolni egy madsik, szintén linedris algebrai alapokon nyugvé bizonyitédst a
tételiinkre, melynek kulcsa a kovetkezs egyenlStlenség:

rk(AB) < min{rk(A),rk(B)}. (1)

Ahol A és B 0sszeszorozhatd matrixok egy tetszGleges test felett.

A bizonyitds sordn a 2.7-es szakaszban targyalt definiciokra tdmaszkodunk, ezeket viszont
tovabbi ismeretekkel kell kiegésziteniink.

3.1.2. Definicié. Linedris leképzés rangja, képterének dimenzidja. Ez pedig éppen a leképzés
matrixdnak rangja. Tehat: dim(Im(A)) = rk(A) =rk(M).

3.1.3. Allitas. Legyen A : V — W egy linedris leképzés, ekkor:

dim(Im(A)) +dim(Ker(A)) = dim(V).

12



Bizonyitas. Legyen ay,ay,...,a, bazis Ker(A)-ban, és egészitsiik ki ezt a by, by,..., by
vektorokkal V egy bazisavd. Ekkor dim(V) = m + k. Mar csak azt kell beldtnunk, hogy az
A(by),A(by),...,A(by) vektorok bazist alkotnak I/m(A)-ban. Generatorrendszer, hiszen ha
w € Im(A) valamely w-re, akkor 1étezik v € V, melyre A(v) = w. Ekkor v felirhaté a kovetkezd
alakban:

v:y1a1+y2a2+...+ymam+zlb1+Z2b2+...+zkbk.

Tudjuk, hogy A(a;) = 0, hiszen a; € Ker(A). Ekkor mivel A(v) = w, tovabba A Osszeg- és
skaldrszoros-tarto:

A(v) =w=71A(b1) + 22A(by) + ... + Zx A(by).

2 2

Tehat minden w € Im(A) elem elGall az A(b;)-k linedris kombindciéjaként, mar csak azt kell
belatnunk, hogy ezek fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy ziA(b1) + z2A(b2) + ... + 2k A(by) = 0.
Ekkorav =z1b; +20ba+ ...+ zxby € Ker(A),azazv = yjay+yaz +. ..+ ynua,. Bazisban a
feliras egyértelmd, igy z1,z2,...,2xk = 0. O

Ezek alapjdn (1) bizonyitdsa:

Bizonyitds. Definici6 miatt Im(AB) C Im(A), igy
rk(AB) = dim(Im(AB)) < dim(Im(A)) = rk(A).

Tovabbalegyen D : Im(B) — W, D(v) = A(v). Ekkor nyilvan: Im(D) = Im(AB). 3.1.3. miatt:
dim(Ker (D)) + dim(Im(D)) = dim(Im(B)) . Igy

rk(AB) =rk(D) < dim(Im(B)) = rk(B).

O
Végiil pedig (1)-bdl 3.1.1. bizonyitasa:
Bizonyitas. Legyen M a C1, ..., C, halmazrendszer incidencia matrixa. Célunk, hogy belds-

suk M sorainak fiiggetlenségét F) folott, hiszen ebbdl kovetkezik az dllitds. Valoban, n az M
oszlopainak szdma, és mivel az oszloprang megegyezik a sorranggal, sziikségszertien: m < n.
Tehat kell: rk(M) = m. Vizsgéljuk meg a Cy, . . ., C,, halmazrendszerre a 2.3. szakaszban defi-
nidlt N = MMT metszet-métrixot.

Ekkor (1) miatt rk(N) < rk(M), igy elég belatnunk, hogy rk(N) = m. Ez kdzvetlen kovetkez-
ménye Pératlanvdros szabdlyainak, hiszen ekkor N az m X m-es egységmatrix.

Ezzel a masodik bizonyitdsunk is teljes. O

Ezek utdn logikusan felmeriilhet az olvaséban a kérdés, mi a helyzet abban az esetben, ha
felcseréljiik a "pdratlan” és "pdros” szavakat Pdratlanvdrosban. Azaz minden klubnak péros
szdmu tagot kell szamlélnia, é€s barmely 2 klub koz0s tagjainak a szdma pdratlan kell hogy
legyen. Ebben az esetben tobb felsS korlét is elérhetS az n, azaz a varoslakok szamanak paritasatol
fliggden.
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3.2. Forditott Paratlanvaros

3.2.1. Tétel. (Forditott Paratlanvdros tétel): Legyen X = {C1,C», ..., Cy} egy halmazrendszer
[n] folott. Tovabba legyen:

o |Ci| =pdros (i=1,...,m)

e |C; N Cj| = pdratlan minden i # j-re.

Ekkor:

m n, ha n paratlan
~ | n—1, han padros.

[1], Exercise 1.1.5.

Bizonyitas. Paratlan eset: E16sz0r is megmutatjuk, hogy a felsg korlat €les, azaz n klub biztosan
1étrehozhaté. Vegyiik az [n], (n— 1) elemd részhalmazait. Ezek szdma n, és kielégitik a 3.2.1-es
tétel feltételeit.

Most be kell litnunk, hogy ennél tobb nem lehet. Legyen C! = [n] — C; mindeni = 1,. .., m-re.
Ezekre a kovetkezdk teljesiilnek:

* |C!| = n —|C;| = pératlan

* |G/ N C| = pdros .

Hiszen:
C! = [n] — C; =pératlan-pdros=pdratlan és

CINC = ([n]\C) N ([n]\ C)) = [n] \ (G;UC))
U

|IC/ N C}| =n—|Ci| - |C;| + |C; N C;| = pératlan-péros-pdros+pdratlan=pdros.

Tehdt az X" = {C|,C), ..., C,} halmazrendszer kielégiti Pdratlanvédros szabdlyait. Nyilvén:
|X’| = |X|. Ebbdl az allitas kovetkezik.

Piros n esetén a dolgunk lényegesen nehezebb. Ujra linedris algebrai eszk6zokhoz kell nytdlnunk
a felsd korlat tovabbi csokkentéséhez. A bizonyitds tovdbbi részében modulo 2 fogunk dolgozni.
A becslés ekkor is éles. Vegylik az [n] azon 2 elemid részhalmazait, melyeket tigy kapunk, hogy
1 elemet az Osszes lehetségessel Osszeparositunk. Ezek szama (n — 1), és kielégitik a sziikséges
feltételeket.

Tegyiik fel indirekten, hogy az X = {C;,C»,...,C,} egy halmazrendszer, mely kielégiti a
3.2.1-es tétel feltételeit, és m > n. Vdlasszunk ezek koziil tetszSlegesen n darabot. Jelolje N
ezek incidencia matrix4t. Ekkor az A = NNT metszet-mdtrix diagondlisaban pdros, azon kiviil
pedig pératlan elemek éllnak. Azaz F) folott vizsgdlva az A matrix diagondlisdban nulldk,

mindenhol méshol pedig egyesek szerepelnek.
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3.2.2. Allitas. Ekkor az A mdtrix determindnsa, det(A) = 1.

Bizonyitas. Hajtsuk végre a Gauss-elimindciot A-n a kovetkezSképpen: el8szor is minden sort
adjunk hozzd az els6hoz. Igy egy csupa egyes sort kapunk, hiszen minden oszlopban paratlan
sok egyes van. Ekkor a matrixunk:

1111 11
1011 11
1101 11
A=l1 110 11
1111 ...01
11 .1

Most vonjuk ki az els§ sort az 0sszes tobbi sorbol. Azaz a métrix:

1111 11
0100 00
0010 00

A=l 0001 00
0000 ...1
0000 ...01

Egy fels6 haromszogmatrix, melynek diagondlisdban végig egyesek dllnak.
Tehat det(A) = 1. O

Folytassuk a 3.2.1-es tétel bizonyitdsat. Vegyiik most azt az esetet, ha n paros. Tegyiik fel, hogy
1étezik n vagy n-nél nagyobb szamossdgu halmazrendszer, mely kielégiti Forditott Paratlanvaros
feltételeit. Legyen ennek incidencia matrixa N. A = NN pedig a metszet-métrix. Ekkor 3.2.2.
miatt det(A) = 1. De det(N) = 0 mivel, ha minden oszlopot hozzdadunk az utols6hoz, egy
csupa 0 oszlopot kapunk. Ez ellentmond a determindnsok szorzéstételének, hiszen

det(A) = 1 # det(N)det(NT) = 0. O

Ratérhetiink tételkoriink kovetkezs$ tételére, a Parosvaros tételre. A feltételek hasonldak az
el6z6ekhez, egyetlen apré valtoztatast kell alkalmaznunk Pdaratlanvédros szabdlyaihoz képest.
Most pératlan helyett minden klubnak paros szdmu tagot kell szamldlnia. Ez az apr6 véltoztatds
hatalmas novekedést eredményez a klubok szdménak lehetséges méretében.
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3.3. Parosvaros

Legyen megint varosunknak »n lakéja, és nevezziik ezt a varos Parosvarosnak. Parosvaros lakéi
klubokat akarnak alapitani, de a lehetséges klubok szamanak csokkentése érdekében a kovetkezd
szabalyokat hozzdk:

1. Minden klubnak péros szdmu tagja kell hogy legyen.
2. Barmely 2 klub koz0s tagjainak a szdma paros.

3. Semelyik 2 klub nem lehet azonos (azaz nem egyezhet meg minden tag).
Els6 kérdésiink, hogy maximum hany klubot lehet alapitani Pdrosvarosban. Vegyiik elGszor
taldn a legkézenfekvsbb esetet. Allitsuk parba a varoslakokat (hdzasitsuk dssze Sket). Igy lesz
L%J parunk. Minden pér vagy tagja egy klubnak, vagy nem. Ez 212 bindris dontést jelent, tehét
2L5] Klub biztosan alapithatd.

Ezt a szakaszt annak bizonyitdsara szanjuk, hogy ez kielégit§ fels§ korlat. Tehat Parosvéros
szabdlyai mellett maximum 2L7! szdmu klub alapithaté.

3.3.1. Tétel. (Parosvaros tétel): Legyen F = {A1, Ay, ..., Ay} egy [n] folotti halmazrendszer,
mely kielégiti Parosvdros szabalyait.

Ekkor: m < 2L31.

[1], Theorem 2.32.

Bizonyitasunk gerincét a 2.6-0s szakaszban targyaltak adjak. Miel6tt azonban belevdgnédnk a
tétel bizonyitdsdba, tovibbi el6késziiletekre lesz sziikségiink, melyeket most meg is tesziink.

3.3.2. Allitas. Ha W egy nemszinguldris vektortér, akkor minden U C W altérre:
dim(U) + dim(U+) = dim(W).
Bizonyitds. Legyen dim(U) = k, és legyen uy,us,...,u; az U egy bazisa.
Ekkoregy x € W vektor pontosan akkor eleme U~-nek, ha kielégiti a kovetkezd k darab homogén
linedris egyenletet (i = 1,..., k):

uix =0.

Az egyenletrendszer rangja k, tehat dim(U+) = (n — k). O

3.3.3. Allitas. Egy n dimenzids, nemszinguldris vektortérben, melyben értelmezve van a skaldris
szorzat, minden teljesen izotrop altér dimenzidja < | 5].

Bizonyitas. dim(U) +dim(U+) =n,és U C U+. m]

A 2.6-0s szakaszban targyalt definiciok és a 3.3.2., valamint 3.3.3-as allitdsok birtokdban mar
képesek vagyunk egy preciz bizonyitast adni Parosvaros tételre.
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Bizonyitdas. Vegyik észre, hogy F7 egy nemszinguldris tér. Legyen v; az A; halmaz karakte-
risztikus vektora. Ekkor v; € FJ minden i-re. Legyen tovdbbd S a v;-k halmaza, és jelolje
U az § éltal generdlt alteret. Ekkor Pédrosvéros szabdlyai szerint S teljesen izotrép altér F)
felett, hiszen v;v; = 0 minden i # j-re. Azaz 3.3.3. miatt dim(U) < |5]. Tovdbbd nyilvén:
1S] < |U| < 2L2], O

3.4. Liberalis Parosvaros

Lazitsunk egy kicsit Parosvaros szabdlyain. Engedjiik most meg a varoslakéknak, hogy akar
paros, akdr pdratlan szamu taggal rendelkezd klubokat alapitsanak. Barmely 2 klub metszetének
viszont tovabbra is pdrosnak kell maradnia. Ezek a feltételek lathatéan sokkal enyhébbek, a
klubok szdma mégis maximum eggyel nShet.

3.4.1. Tétel. Legyen F = {Ay, Aa, ..., An} egy [n] folotti halmazrendszer, melyre a kovetkezd
teljesiil: |A; N Aj| = 0 minden i # j-re. Ekkor:

2L3], ha n paros
m < n
2031 4+ 1, han paratlan.

[1], Exercise 2.3.11.

Bizonyitas. Legyen az A; karakterisztikus vektora v;. Jelolje S a v; vektorok halmazat, U pedig az

S altal generalt alteret, (vi, va, . .., vy )-et. Osszuk két részre S-t a kdvetkezSképpen: § = S1 US>y,
ahol S tartalmazza a pdratlan, S, pedig az S pédros elemeit. Tovdbba legyen (b;1, bz, . . ., bin;)

az U; bazisa, ahol U; = (S;), és dim(U;) = n; (i = 1,2). Alkalmazzuk most S;-re a Paratlan-,
Sy-re pedig a Parosvéros tételt: m < nj + 2LFI A folytatashoz be kell latnunk, hogy U1 N U, = 0.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan v, melyre: v; € (U; N U,). Ekkor v; felirhat6é az U; és az U,
bazisvektorainak linedris kombindcidjaként is, azaz:

n n
Vj= Zklzl ykblk = Zmz:l Zmbom.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat valamely by;-vel. Mivel by;by; = 0, hai # [ és
byby; = 0.

na

Yl Yibix = yibuibyi = yi = X7 Zmbambi; = 0.

Ezzel belattuk, hogy U; N U, = 0, azaz dim(U; + U,) = n; + ny. Tovdbba tu_djuk, hogy
U +U, C Uzl, igy ny + ny < n — ny. EbbGl pedig ny +2ny < n,azaz: m < n + o=+ < 2L31,
ha n péros, és < 2L3] 4 1, ha n paratlan. O
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3.5. Halmazrendszerek viselkedése

Egy mdsik fontos kiilonbség a Paros- és Paratlanvaros szabdlyait kielégit6 halmazrendszerek
viselkedése kozott a lehetséges méret mellett az, hogy Parosvaros esetében minden rendszer
kiegészithetd maximumma. Azaz minden maximadlis rendszer maximum. Léttuk, hogy a P4ros-
varos szabdlyainak megfeleld halmazrendszerek karakterisztikus vektorai egy teljesen izotrop
alterét képezik F}-nek. Mar csak azt kell belatnunk, hogy egy ilyen altér dimenzidja sziikség-
szer(ien |5 |.

3.5.1. Tétel. FY felett minden maximdlis, teljesen izotrdp altér dimenzidja | 5 ].

[1], Theorem 2.33.

Bizonyitds. Legyen U egy teljesen izotrép altér F7 folott. Tegyiik fel, hogy dim(U) < @
Ekkor a 3.3.2-es allitds miatt 2 + dim(U) < dim(U~). Ha taldlunk egy w ¢ U izotrGp vektort,
hogy w € U+, akkor kész vagyunk. Hiszen ekkor az {U, w} éltal generdlt altér teljesen izotrép
és lathatéan tartalmazza U-t.

Abban az esetben, ha nincs ilyen w, vélasszunk két u, v € U~ vektort, melyeknek U semmilyen
linearis kombindcigjat nem tartalmazza. Ekkor, ha u vagy v izotrép, készen vagyunk. Ha nem,
az azt jelenti (F) folott dolgozunk), hogy uu = 1 ésvv = 1. Azaz (u+v)(u+v) =1+1=0.
Tehét az (u + v) vektor izotrép, és nem tartozik U-hoz. O

3.5.1.1. Kovetkezmény. Minden maximadlis halmazrendszer, amely kielégiti Parosvaros szaba-
lyait, maximum.

3.5.2. Megjegyzés. Paratlanvaros szabdalyairdl viszont ez nem mondhaté el. Konnyen taldlhatunk
ellenpéldat. Vegyiik példaul: [n] = [4] = {1,2,3,4} és F = {{1},{2,3,4}}. Ebben az esetben
Paratlanvaros szabdlyai miatt csak 1 vagy 3 elemi részhalmazokat adhatunk hozza. 1 elemd
részhalmazbdl nincs megfeleld, hiszen barmelyiket hozzdadva a {2,3,4}-zal paratlan kdzos
eleme lenne. Ha pedig a 3 elem( részhalmazok koziil valasztunk, akkor {1}-zal lesz egy, azaz
paratlan kozos eleme.

3.6. Modulo p-varos

Erdekes kérdés lehet még, hogy a halmazrendszerek szamossagarél eddig szerzett tapasztalata-
inkat 4ltaldnosithatjuk-e. Mi a helyzet, ha mod 2 helyett, mondjuk mod 3 vagy mod 4 dolgozunk?
A dolgozat ezutdn kovetkezd részében dltaldnosabban, el6szor a modulo p, aztdn pedig a mo-
dulo p* (k € N) esetet fogjuk vizsgalni, és kielégits fels§ korldtot adni halmazrendszerek
szdmossagara.

3.6.1. Tétel. (Modulo p-varos tétel): Legyen X = {Cy,C3,...,Cy} egy halmazrendszer [n]
folott, és tegyiik fel, hogy X teljesiti a kovetkezd feltételeket:

o |Ci|£0(modp) (i=1,...,m)

e |C;NCj| =0 (mod p) mindeni # j-re.

Ekkor: m < n.
[1], Exercise 1.1.21.
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Bizonyitds. A bizonyitds gyakorlatilag teljesen megegyezik a Paratlanvéros tétel F, feletti bizo-
nyitdsdval, csak ebben az esetben nyilvanvaldan F), felett kell dolgoznunk.

Vegyiik a C; halmazok karakterisztikus vektorait. Jeloljiik ezeket v;-vel. Célunk, hogy be-
lassuk, ezen vektorok F, folotti figgetlenségét, igy mint mar ldttuk, szimuk maximum n
lehet. Vegyiik a v;-k linedris kombindci6jat, 3.7, y;v; = O-t, ahol y; € F. Az egyenlet
mindkét oldaldt szorozzuk be v ;-vel jobbrol. Ekkor Modulo p-vdros szabdlyainak értelmé-
ben: 3", yiviv; = X, yi(viv;) = yjv;v;. Ebbdl pedig y; = 0. Ez igaz minden j-re, igy a v;
vektorok linedrisan fiiggetlenek az n dimenzids F), vektortér felett. O

2

Térjiink most 4t a modulo p¥ esetre. Az el6z6ekben hasznalt médszer itt nem mikodik, hiszen
abbdl, hogy y,;v;v; = 0¢és p* nem osztja v ;v ;j-t, nem kovetkezik, hogy osztja y ;-t. Ezért nem is
érdemes F,« folott dolgoznunk. A tovdbbiakban a raciondlis szamok testét fogjuk alapul venni.

3.7. Modulo p*-varos

3.7.1. Tétel. (Modulo p*-viros tétel): Legyen X = {Cy,Ca,...,Cy} egy halmazrendszer [n]
folott, és tegyiik fel, hogy X teljesiti a kovetkezo feltételeket:

o |Ci| £ 0 (mod p*) (i=1,...,m)

e |CiNCj| = 0 (mod p*) minden i # j-re.

Ekkor: m < n.
[1], Exercise 1.1.23.

Bizonyitas. Legyenek megint a karakterisztikus vektorok v;-k, és vegyiik ezek linedris kombi-
naciéjat: 3.1, y;v;, ahol y; € Q. Tegyiik fel indirekten, hogy y; # 0 minden i-re. Ha vannak
olyan y;-k, melyek nem egészek, szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldaldt ezek nevezdinek
legkisebb kozos tobbszordsével. Majd az igy kapott egész szamokbdl all6 egyenletet osszuk el
az y;-k legnagyobb kozos osztdjival. A kapott egyenlet egylitthat6i relativ primek, azaz legna-
gyobb kozos osztdjuk 1. Most szorozzuk meg az egyenletet v ;-vel jobbrol. A feltételek miatt
yiviv; oszthaté lesz p*-nal minden i # j-re, és mivel v;v; nem oszthaté p*-nal, igy p-nek

osztania kell y;-t. Az eljards mdkodik minden y;-re, tehdt minden y; (i = 1,...,m) oszthaté
p-vel. Ellentmonddsra jutottunk, hiszen az y;-k legnagyobb kozos osztdja 1. Az indirekt feltevés
megddlt, igy a v;-k linedrisan fiiggetlenek. O

A 3.7.1-es tétel segitségével dltaldnosan, barmely s € Z* egész szamra megfogalmazhatunk egy,
az eddigiekhez hasonl¢ tételt.
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3.8. Modulo s-varos

3.8.1. Tétel. (Modulo s-varos tétel): Legyen X = {Cy,Ca,...,Cp} egy halmazrendszer [n]
folott, és tegyiik fel, hogy X teljesiti a kovetkezd feltételeket:

o |Ci|£0(mods)(i=1,...,m)

e |C;NCj| =0 (mod s) mindeni # j-re.

Ekkor: m < C(s)n.
Ahol s € Z*, és C(s) az s primosztoinak a szdma.
[1], Exercise 1.1.27.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik C(s)n + 1 halmaz, mely kielégiti 3.8.1. feltételeit. Vegyiik
az s primtényezGs felbontdsat: s = Hf:(i) py*. Mivel |C;| nem oszthat6 s-sel, nem oszthat
p‘k“‘ -val, valamely k-ra. Azaz, ha 1étezik C(s)n + 1 darab halmaz, mely kielégiti a feltételeket,
skatulya-elv miatt lennie kell n + 1 darab olyannak, amely kielégiti Modulo p(]fk -varos feltételeit,
hiszen |C;| # 0 (mod p}*), tovdbba mivel |C; N C;| = 0 (mod s), és p}* osztja s-t, kovetkezik,
hogy |C; N C;| = 0 (mod pZ"). Ez ellentmondds, hiszen 3.7.1. szerint maximum # ilyen halmaz
1étezhet. O

Ezzel a Piros-, Paratlanvaros tételkor trgyalni kivant részét befejeztiik. Attériink a Ray-
Chaudhuri-Wilson tételek kiilonbozd véltozataira.
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4. fejezet

Ray-Chaudhuri-Wilson tételkor

Ebben a fejezetben olyan F = {Ay, Ay, ..., A, } halmazrendszerek szamossagat vizsgéljuk,
melyek metszete elére meghatarozott. Azaz 1étezik egy L egész szamokbdl all6 halmaz, melyre
|A; N Aj| € L mindeni # j-re.

Els6ként a Ray-Chaudhuri-Wilson tétel modulo véltozatdval fogunk megismerkedni. Ekkor
feltessziik, hogy a halmazrendszer elemeinek szdmossdga nem eleme egy elére meghatarozott
L halmaznak, ellenben L tartalmazza barmely két halmaz metszetének elemszdmat modulo p.

4.1. Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

4.1.1. Tétel. (Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen p egy tetszbleges
primszam, és L C Z*. Tovdabbd legyen |L| = s, az F = {A1, Aa, ..., A} pedig egy [n] folotti
halmazrendszer, amely teljesiti a kovetkezoket:

1. |A;|¢ L(modp)(i=1,...,m)
2. |[AinAj|l € L(modp) hai# j.

Ekkor:m < (%) + (") + (,",) +-- -+ (5)-

[1], Theorem 5.15.

Az eredeti, bonyolultabb bizonyitast a késébbiekben fogjuk kozolni. Ehhez sziikséglink lesz
magasabb rendd illeszkedés matrixok ismeretére, melyekkel csak az 5. fejezet sordn foglalko-
zunk. Az itt leirt bizonyitds megalkotdi: Alon, Babai, Suzuki. Ennek sordn nagyrészt a 2.4-es
szakaszban tdrgyalt definiciokra timaszkodunk.

Bizonyitasunkat egy felhaszndlni kivant tétellel kezdjiik.

4.1.2. Allitas. (Multilinearizdcié): Legyen F egy tetszdleges vektortér, és Q = (0,1)" c F".
Tovabba legyen f egy F feletti polinom, melynek foka < s minden valtozojaban. Ekkor létezik
olyan f’ multilinedris polinom, melyre a kovetkezdk teljesiilnek:

e foka < s minden valtozojaban,
e f(x) = f'(x) minden x € Q-ra.
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Bizonyitas. Nyilvanvald, hiszen Q folott x; = xl.z. O
Ezek utdn a 4.1.1-es tétel bizonyitdsaval folytatjuk.

Bizonyitds. Legyen x,y € F, és definidljuk a kovetkezd 2n valtozos polinomot:

F(x,y) = TTer(xy = 1).

Ebbdl készitsiink m darab n valtozos f;(x) = F(x, v;) polinomot, ahol v; az A; karakterisztikus
vektora (i = 1,...,m).
A tétel feltételei mellett ezek a polinomok:

#0, hai=j

=0, hai#j. 2)

fitv;y) ={

Ekkor 4.1.2. miatt minden f; helyettesithetS a megfeleld multilinedris polinommal, f-vel.

4.1.3. Allitas. Ezek fiiggetlenek F ) felett.
Bizonyitds. Vegylik az f!-k linedris kombinécidjat:
it Vif] =0

ahol y; € F),. Tegylik fel, hogy létezik y; # 0. Helyettesitsiink be v ;-t. Igy a j-ediket kivéve
minden tag 0 lesz. Ekkor az egyenlet: y; fJf(v ;) = 0. (2) miatt f]f(v ;) # 0, ezért sziikségképpen
yj = 0. Az eljards ugyanigy miikodik minden j-re. Azaz y; = O mindeni = 1,...,m-re. = Az
f!-k linedrisan fliggetlenek. O

Tovdbbd az f/-k multilinedris polinomok, melyek foka < s, igy ezek egy vektortérhez tartoznak.

4.1.4. Allitas. Ennek dimenzidja: )+ ")+ )+ + ()
Bizonyitas. Az n valtozés, k-ad fokd multilinedris polinomok megfeleltethetSk [n], k elemd
részhalmazaival, melyek szama (’,Z) Ezeket adjuk 6sszei =0, ..., s-re. O

Igy miér lezdrhatjuk a 4.1.1-es bizonyitést, hiszen ekkor 4.1.3. és 4.1.4. miatt:

m< () + (") + () () m
A szakasz lezdrésa eldtt térjiink at egy mdsik hasonlé eredményre tételkoriinkbdl, mely az
el6zonek kozvetlen kovetkezménye. Itt a mod p kikotés helyett szimpldn csak azt tessziik fel,
hogy a halmazrendszeriink k-uniform valamely k-ra.

4.1.5. Tétel. (Gyenge, k-uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen L egy egész szdmokat
tartalmazo halmaz, melyre: |L| = s. F = {A1,Ay,...,A,} pedig egy L-metszd, k-uniform
halmazrendszer [n] folott (k < n).
Ekkor:m < (%) + (")) + (,"5) + ...+ (5)-
[1], Colollary 5.17.
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Bizonyitds. Mivel a halmazrendszer k-uniform, barmely két elem metszetének szamossidga
maximum (k — 1) lehet. Tegyiik fel, hogy k ¢ L, és valasszunk egy p > k primet. 4.1.1-et
alkalmazva, az allitas kovetkezik. O

Bar igaz, késébb ennek a tételnek egy erGsebb valtozatdval is foglalkozunk, sok esetben a most
kapott fels korlat is kielégits lehet, és ennek bizonyitdsa lényegesen egyszeribb.

4.2. Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

A most kovetkez§ szakaszban azt vizsgdljuk, hogyan hat a halmazrendszerek szdmossagara, ha
elvessziik a modulo p feltételt, és csak azt kotjiik ki, hogy a halmazrendszeriink L-metsz6 egy
L C Z* egész szamokat tartalmaz6 halmazra.

4.2.1. Tétel. (Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen L egész szamokat tartalmazo
halmaz, melyre: |L| = s. F = {A1, Ay, ..., Ay} pedig egy L metszd halmazrendszer [n] folott.
Ekkor:m < (7) + (") + ((,"5) + ...+ (5)-

[1], Theorem 5.34.

Azaz a modulo p esetben kapott fels6 korlat most is dll. Ez az eredmény t6bb szempontbdl is
elég kényelmes becslés. Egyrészt csak n-tdl és s-tdl fiigg, azaz L és [n] szdmossagatdl. Valamint

(5 + (") + (,"5) + ...+ () éppen az [n] Gsszes < s elemi részhalmazénak a szdma.

Mint ahogyan a mod p esetben, most sem az eredeti bizonyitdssal kezdjiik. Erre majd a kés6b-
biekben tériink rd, mivel ehhez komolyabb elGismeretek sziikségesek. A most ismertetni kivant
bizonyitds Babai L4sz16 1988-as eredménye.

Bizonyitds. Legyen L = {ly,l5,...,1;} (I; € Z*). Tovabba legyen v; az A; karakterisztikus

vektora minden i = 1,...,m-re. Ekkor mint tudjuk v;v; = |A; N A;|. Rendezziik sorba F
elemeit szamossaguk alapjan, azaz: |A;| < |Az| < ... < |A,|. Ezek mellett a jelolések mellett
definidljuk a kovetkez$ n valtozds polinomokat minden i = 1, .. ., m-re:

Ji(x) = Ti<ja, vix = L.

Ekkor 4.2.1. feltételei mellett:

#0, hai=j

=0, haj<i. 3)

fi(vj) ={

InnentGl kezdve a bizonyitds megegyezik a mar targyalt modulo p esettel. Az f;(x)-eket helyet-
tesitjiik a megfelel6 multilinedris polinomokkal, melyekrdl beldtjuk, hogy fiiggetlenek F), felett.
Viszont ezek egy (7) + (,",) + (,",) + ... + () dimenzids térhez tartoznak 4.1.4. miatt. Ebbdl
pedig az allit4s kovetkezik.

Tehat mar csak azt kell belatnunk, hogy a (3) szerint definidlt multilinearis polinomok linedrisan
fliggetlenek.
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4.2.2. Allitas. Legyen f; : Q — F (i = 1,. .., m), multilinedris polinom, melyre:

| #0 hai=j
fi(vf)‘{:o haj <i.

Minden v; € Q-ra. Ekkor az fi, f>, ..., fm polinomok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas. Vegyiik az f;-k linedris kombinécidjat:
2l yifi=0

ahol y; € F),. Tegyiik fel, hogy 1étezik y; # 0, és jelolje ip a legkisebb ilyen i-t. Helyettesitsiink
be v;,-t. Ezutan az 4.1.3. bizonyitdsdban hasznalt gondolatmenetet kovetve: az iy-ediket kivéve
minden tag 0 lesz. Az egyenlet pedig a kovetkezd alakot olti: y;, fi, (vi,) = 0. Mivel f; (v;,) # 0,
ezért sziikkségképpen y;, = 0. Ellenmondasra jutottunk = Az f;-k linedrisan fiiggetlenek. O

Ezzel a 4.2.1-es tétel bizonyitdsa is teljes, hiszen 4.2.2. miatt az f/-k linedrisan fliggetlen
vektorok, egy olyan vektortérben, melynek dimenzidja () + (") + (,",) + ... + (5)- m]
Jogosan meriil fel az olvaséban a kérdés, mi sziikség volt egyrészt az f;(x) polinomok ilyen
bonyolult definidlasara, miért nem elég az F(x,y) = [[;c (xy —1) és fi(x) = F(x,v;) Osszefiig-
géssel megadni a polinomokat, valamint az A;-k szdmossag szerinti sorba rendezésére. A vélasz
mindkét esetben meglehetSsen egyszerd. Ha |A;| € L, akkor ez a polinom nem felel meg a tétel
feltételeinek. A sorba rendezésre pedig azért volt sziikség, mert ha valamely j < i-re A; C A,
az szintén sértené a feltételeket.

4.3. Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

Ebben a szakaszban azzal az esettel foglalkozunk, mikor az L-metsz6 halmazrendszeriink k-
uniform is valamely k-ra. Be fogjuk latni, hogy a 4.1.5-ben kapott felsd korlat tovdbb csokkent-
hetS. Ennek bizonyitdsa azonban lényegesen tobb munkat igényel.

4.3.1. Tétel. (Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen L egy egész szamokat tartalmazo
halmaz, melyre: |L| = s. Tovabbd F = {Ay, Aa, ..., A} egy L-metszd, k-uniform halmazrend-
szer |n] folott.

Ekkor: m < (7).

[1], Theorem 5.35.

A bizonyitds az el6z6ekhez nagyon hasonld, ezek egy Kkiterjesztése. A tétel bizonyitdsa elGtt
sziikségiink van 2 tovabbi allitdsra, valamint definiciok kimonddsara és néhény j jelolés beve-
zetésére.
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Legyen f € (0,1)" — R. A késGbbiekben gyakran az f (/) jelolést fogjuk alkalmazni, amely
alatt f(v;)-t értiink, ahol v; az I C [n] karakterisztikus vektora.
Jelolje X; a kovetkezd polinomot: X; = [],c; x; ahol I C [n]. Ekkor:

=1, halcCJ
Xi(J) ‘{ =0 egyébként.

A most kovetkez6 4dllitds kulcsfontossdgu tételiink bizonyitdsaban.

4.3.2. Allitas. Legyen f € (0,1)" — R, és tegyiik fel, hogy: f(I) # 0, ha |I| < r. Ekkor az
{X1f : |I| £r} halmaz elemei linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas. Xj és f definicidja miatt:

| =fU)#0, hal=J
X(()f(J) = { _o, ha|J] < |1].

Erre alkalmazzuk 4.2.2-t. O
Most mar ratérhetiink a 4.3.1-es tétel bizonyitdséra.

Bizonyitas. A definidljuk az f; € (0,1)" — R fiiggvényt (i = 1,...,m) a mdr ismert médon:

Ji(x) = Tz (vix = L)

Ekkor 4.3.1. feltételei mellett:

#0, hai=j

Jilv)) :{ =0, hai#j. @)

Ezek fiiggetlenek 4.1.3. miatt. Ebben az esetben viszont a kivént fels6 korlat eléréséhez nem
elég feltenniink az f;-k fliggetlenségét. A tovdbbi csokkentéshez a kovetkezd allitds lesz segit-
ségiinkre:

4.3.3. Allitas. Legyen I C [n], és |I| < s — 1. Az fi-k a XI(Z’}zlxj — k) fiiggvényekkel
kombindlva tovabbra is fiiggetlenek maradnak.

Bizonyitas. Vegyiik ezek linedris kombindcidjat:

S Vi + Dypieqeony 21X Ty 17 = k) = 0.
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Helyettesitsiink be A;-t. Ekkor, mivel |A;| = k, a masodik szumma elttinik, az els6bdl pedig (4)
miatt egyediil az [-edik tag marad. Azaz szintén (4) miatt y; = 0. EbbS] mint mér lattuk y; = 0
minden/ =1,...,m -re. Az egyenletbdl tehit a

Z|I|S(s—1) ZIXI( Z?:l Xj— k) =0

kifejezés marad. 4.3.2. miatt ez a reldcio trividlis, igy az XI( ’}zlxj - k) = 0 kifejezések
linedrisan fiiggetlenek. O

Igy taldltunk m+ Y7} (%) fiiggetlen fiiggvényt. Ezek 4.1.2. miatt olyan multilinedris polinomok-
kal reprezentdlhatok, melyek foka < s. 4.1.4. miatt pedig egy vektortérhez tartoznak, melynek
dimenziéja: (1) + (,",) + (") + .-+ (5)-

Ebbsl:m+ 3! (1) <X, ()= m<(Y). O

A Ray-Chaudhuri-Wilson tételeknek szamos kiilonbozd véltozata 1étezik, melyekre most nem
tériink ki, azonban a mdr targyalt tételekre még visszatériink a dolgozat kovetkezd fejezetében.
Ezen tétélkorrdl részletesebben Babai Laszl6 és Frankl Péter (1992): Linear Algebra Methods
in Combinatorics cim{ konyvében olvashatunk. Elérkeztiink a dolgozatban utolséként targyalt
témdhoz, mely igaz, egy kicsivel hosszabb alapozast kivdn, de nagyon hatékony linedris algebrai
eszkozt szolgdltat szdmunkra.
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S. fejezet

A tartalmazasi matrix és alkalmazasai

A tartalmazdsi métrix az incidencia métrixok egy magasabb osztdlya. Az incidencia métrixhoz
hasonldan, igen nagy hasznat fogjuk venni. Ahhoz viszont, hogy ezt hatékonyan tudjuk alkal-
mazni tovibbi ismeretekre is sziikségiink lesz. Az elsd szakaszban ezekkel fogunk foglalkozni.
ElGszor is bevezetjiik a tartalmazasi matrix fogalmat.

5.1. Elokészités

5.1.1. Definicié. (Tartalmazdsi matrix): Ha F = {A,A,,..., Ay} és T = {B1,B>,..., By}
két X folotti halmazrendszer, akkor az I(F,T) € (0,1)™* mitrixot az (F,T)-tartalmazasi
matrixnak nevezziik. Ennek a matrixnak az (i, j)-edik poziciéjaban 4ll6 eleme:

1, haB; C A;
I(F,T) = { 0, ha Bj- Z Aiw

Szamunkra egy kiilondsen érdekes eset, mikor 7T a teljes s-uniform csaldd.

5.1.2. Definicié. (s-ed rendd tartalmazasi matrix): Legyen T a teljes s-uniform csaldd valamely
s=1,...,nre, és legyen |X| =n. Az I(F,T) € (0, 1)|F|X(?) tartalmazasi matrixot s-ed rendd
tartalmazdsi matrixnak nevezziik.

Ezt a késGbbiekben I(F, s)-el fogjuk jelolni.

Ebben az esetben I (F, 0) egy m magas, csupa 1 oszlopvektor. I (F, 1) pedig éppen az F incidencia
matrixa.

A tartalmazasi matrix sorai kozotti 6sszefiiggések vizsgélata sokat elarul egy halmazrendszerrdl.
Kiilonosen hasznos lesz szamunkra az az eset, mikor ezek linedrisan fiiggetlenek.

5.1.3. Definicié. (s-fiiggetlenség): Az F = {A}, Ay, ..., A, } halmazrendszert s-fiiggetlennek
nevezziik, ha az I(F, s) matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, azaz teljes rangu.

Hasonl6an, ahogy az incidencia matrixok esetében, hasznos eredményt kapunk, ha az s-ed rendd
tartalmazdsi matrixot 6sszeszorozzuk a transzpondltjaval.
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5.1.4. Definici6. (s-metszet matrix): Az A (F) = I(F,s)I(F,s)! métrixot az F s-metszet
matrixanak nevezziik.

AiDA;
(I N ,I)_

Bizonyitds. Definici6 szerint A (F)(; j) megszdmolja azokat a T’ € (f) elemeket, melyekre:
T C Al' ésT C Aj, azaz T C (Al ﬂAj).

((¥) az X osszes s elem( részhalmazt jeloli.) O

Egy maésik fontos speciélis esete a tartalmazdsi matrixoknak, mikor F és T is egy-egy teljes
uniform csalad. Jeloljiik ezt I, (i, j)-vel. Ekkor:

LG, ) = 1((7), (j).i 2 jre.

Ujonnan definialt eszkdziinkkel megadhatunk egy dsszefiiggést F és F€, azaz F és komplemen-
tere kozott, amely szintén nagyon hasznos lesz a késébbiekben.

5.1.6. Allitas. Minden F = {A1, Ay, ..., Ay} halmazrendszerre:
o (=DII(F, DI(s, )T = 1(FC,s).
Bizonyitds. Legyen E € F és T € (¥). Ekkor 5.1.5. miatt:

Yo (=DII(F, HICs, )T = X3 (=17 (F0T).

Az egyenlet jobb oldalan all6 kifejezés értéke 1, ha |[E NT| = 0, és 0 egyébként. Az igy kapott
matrix (i, j)-edik pozicidja:

Il haTCX\E
0 haT ¢ X\E.

Ez éppen F¢ s-ed rendd tartalmazdsi matrixa. O

5.1.7. Definicid. (s-ed rendd kiterjesztett tartalmazasi matrix): Legyen F = {A{, Ay, ..., Ap}.
Az

I*(F,s) = [I(F,s) | I(F,s—1) | ...| I(F,0)]

mxy, ('i’)-es matrixot az F' s-ed rendd kiterjesztett tartalmazasi matrixnak nevezziik.
(A késibbiekben s*-ed rendd tartalmazdsi matrixként fogunk rd hivatkozni.)

5.1.8. Definicié. (s*-fiiggetlenség): Az F = {A}, Ay, ..., A, } halmazrendszert s*-fiiggetlennek
nevezziik, ha az I*(F, s) matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, azaz teljes rangu.
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Ha egy matrix s-fliggetlen, akkor nyilvdnvaldan s*-fiiggetlen is. Ennek a forditottja viszont
altaldban nem igaz, tehét az s*-fiiggetlenség nem indukélja az s-fiiggetlenséget. Lesznek olyan
esetek, melyek kivételek ez aldl, azaz abbél, hogy egy halmazrendszer s*-fliggetlen, kovetkezik
az s-fliggetlenség. Ezzel késGbb kiilon foglalkozunk.

5.1.9. Definicio. (f-metszet matrix): Legyen F = {A1, Az, ..., An}, és f(x) egy s-ed foku
polinom. Az A(F, f), m X m-es matrixot az F' halmazrendszer f-metszet matrixanak nevezziik.
Ennek (i, j)-edik pozicidjdban 4ll6 eleme: f(]A; N A;|).

5.1.10. Allitas. Legyen f(x) egy tetszdleges polinom, melynek foka < s. Ekkor f(x) egyértel-
mifen el6dll az (y), () - - .. () polinomok linedris kombindcidjaként. Azaz:

Fx) =yo(p) +y1(]) +- .. +ys(}). ahol (y; € Q).

Bizonyitds. Az ()l‘ ) kifejezés a kovetkezd alakban frhat6 fel: %x (x—=1)...(x—i+1), mely egy i-ed
fokd polinom. Ezéltal az (g), (7). . . ., (}) polimok fiiggetlenek és szdmuk s, igy bézist alkotnak
a < s-ed fokud polinomok vektorterében. m|

5.1.11. Allitas. A(F, f) = X il (F,i)I(F,i)T.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az egyenlet jobb oldaldra az 5.1.5., majd az 5.1.10-es allitast. O

5.1.12. Allitas. rk(A(F, f)) < rk(I*(F,s)).
Azaz, ha az A(F, ) mdtrix nemszingularis, akkor az F halmazrendszer s*-fiiggetlen.

Bizonyitds. A bizonyitds soran belatjuk, hogy az I*(F,s) oszlopai altal kifeszitett vektortér
tartalmazza az A(F, f) oszlopterét. Ebbdl pedig az allitds kovetkezik.

5.1.11. miatt A(F, f) = X" v I (F,i)I(F,i)". Ebb6l pedig: A(F, f) = X}, yiA;(F). Definici6
szerint I* (F, s) tartalmazza I (F, j)-tminden j = 1,.. ., s-re. I(F, j) pedig tartalmazza A ; (F)-t.
Tehat I*(F, s) tartalmazza az Ag(F), A1 (F), ..., A;(F)-ek 0sszes linedris kombinacidjatis. O

5.1.13. Definicidé. ((fi,..., fi)-metszet matrix): Legyen F = {A, Ay, ..., A} tetszGleges
halmazrendszer, fi(x), f>(x),..., fm(x) pedig legyenek s-ed fokd polinomok. Az m X m-es
A(F, (fi(x), f2(x),..., fin(x))) matrixot az F halmazrendszer ( fi, ..., f,,)-metszet matrixanak
nevezziik. Ennek az (i, j)-edik pozicidjaban 4ll6 eleme: f;(|A; N Aj]).

5.1.14. Allitas. Legyen az fi(x), f(x), ..., fn(x) polinomok foka < s. Ekkor:

rk(A(F, (fi(x), f2(x), ..., fm(x)))) < rk(I*(F,s)).
Tehat, ha az A(F, (fi(x), f2(x), ..., fm(x))) mdtrix nemszingularis, akkor F s*-fiiggetlen.

Bizonyitds. Célunk ebben az esetben is annak bizonyitasa, hogy az I*(F, s) oszloptere tartal-

mazzaaz A(F, (fi(x), f2(x),..., fm(x))) oszlopterét. Ez az el§z6vel anal6g médon kovetkezik,
hiszen A(F, (fi(x), f2(x),..., fu(x))) j-edik oszlopa megegyezik A(F, f;) j-edik oszlopa-
val. m|

A tartalmazasi métrixoknak egy fontos osztalyat képzik azok a matrixok, melyek egy k-uniform
halmazrendszerhez tartoznak. A most kovetkezd par allitds ezt az esetet targyalja. Ez azért
kiilonosen érdekes, mert mint ahogy ldtni fogjuk, ha a halmazrendszer k-uniform, akkor az
s*-fiiggetlenségbdl kovetkezik az s-fliggetlenség.
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5.1.15. Allitas. Legyen F = {A}, Aa, ..., An} X folotti, k-uniform halmazrendszer. Tovabbd
legyen |X| =n, és0 < j <i < k < n. Ekkor:

I(F, )10, j) = () ICF, ).

Bizonyitds. Legyen |T| = j. A bal oldali matrix (A;, T)-edik pozicija azoknak az E € ()f)
halmazoknak a szdma, melyekre: T C E és E C A;. Ezek szdma:

i-j

(*27), haT c A,
O, haT j(_ A[.

Ez pedig éppen (’f__jf)I(F 7). m
5.1.16. Allitas. Tegyiik fel, hogy az F = {A1, As, ..., Ay} X folotti halmazrendszer k-uniform.
Tovabba legyen | X| =n, és 0 < j <i < k < n. Ekkor I(F,i) oszloptere tartalmazza I(F, j)-t.

Bizonyitas. 5.1.15. kozvetlen kovetkezménye O

5.1.17. Allitas. Legyen F egy k-uniform halmazrendszer. Ekkor:
rk(I(F,s)) =rk(I*(F,s)) minden s < k-ra.
Azaz, ha az F halmazrendszer k-uniform és s*-fiiggetlen, akkor s-fiiggetlen is.

Bizonyitds. Kovetkezik az 5.1.16-os allitasbdl. m|

Ezzel az alapoz6 szakasz végéhez értiink. Elkezd&dhet a betakaritds idGszaka. Az eddig targyalt
tételek €s definiciok segitségével mar kiilonosebb probléma nélkiil tudunk bizonyitani olyan
tételeket, mint példaul a mar latott Ray-Chaudhuri-Wilson tételek bizonyos valtozatai. Ezekre,
ahogy igértem, a késGbbiekben vissza is tériink. De eddig még nem targyalt tételeket is vizsgalunk
a tartalmazdasi matrixok segitségével.

5.2. Visszalatogatas a Ray-Chaudhuri-Wilson tételekre

Ebben a szakaszban tjra a Ray-Chaudhuri-Wilson tételekkel fogunk foglalkozni. Lathatjuk majd,
hogy frissen szerzett eszkdzeink segitségével ezek bizonyitdsa Iényegesen egyszeribb lesz.

5.2.1. Allitas. Legyen F egy s*-fiiggetlen halmazrendszer X folott, ahol | X| = n.

Ekkor: |[F| < (1) + (") + (,"5) + ...+ (5)-

Bizonyitds. Az egyenlet jobb oldaldn az I*(F, s) matrix oszlopainak, bal oldalan pedig sorainak
szdma taldlhat6. Mivel F s*-fiiggetlen, ezért sorai linedrisan fiiggetlenek, azaz nem lehet tobb
sora, mint oszlopa. O

Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen L egész szdmokat tartalmazé halmaz,
melyre: |L| = 5. Az F = {A}, Ay, ..., Ay} pedig egy L metsz§ halmazrendszer egy X =
{ai,ay,...,a,} halmaz felett. Ekkor F s*-fiiggetlen = m < (1) + ([",) + (") + ... + (5)-
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Bizonyitds. 5.2.1. miatt elég azt bebizonyitanunk, hogy a 4.2.1. szerint definidlt halmazrendszer
s*-fliggetlen. Legyen megint L = {l,l5,...,1l;} (I; € Z"). Tovabba legyen v; az A; karakte-
risztikus vektora mindeni = 1, ..., m -re. Ekkor v;v; = |[A;N A j|. Rendezziik sorba F elemeit
szamossaguk alapjan, azaz: |A| < |Az] < ... < |Anl-

A 4.2.1.-es tétel bizonyitdsdban latotthoz hasonlé mddon definidljuk a kovetkezd n valtozds
polinomokati =1, ..., m-re:

Ji(x) = T <pa, (x = L) -

Vegyiik ezekre a polinomokra A(F, (fi(x), f2(x),..., fm(x)))-et, vagyis az F (fi,..., fm)-
metszet matrixat. Ennek (i, j)-edik pozicidja:

#0, hai=j

fi(lAi 0 Ajl) :{ =0, hai<j.

A(F, (fi(x), fo(x),..., fm(x))) egy fels6 haromszogmatrix, melynek diagondlisdban nincs O

elem. Azaz det(A(F, (fi(x), f2(x), ..., fu(x)))) # 0. Igy A(F, (fi(x), f2(x), ..., f(x))) egy
nemszinguldris matrix. Azaz 5.1.14. miatt F s*-fliggetlen. O

Térjiink most 4t a k-uniform esetre. Kezdjiik egy, az 5.2.1-hez hasonlé ,,segéd-éllitassal".

5.2.2. Allitas. Legyen F egy s-fiiggetlen halmazrendszer X folott, ahol | X| = n.
Ekkor: |F| < (%)

Bizonyitds. ('}) éppen az I(F, s) matrix oszlopainak a szdma. m

Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen L egy egész szdmokat tartalmazé halmaz,
melyre: |L| = 5. Tovabbd F = {A}, A, ..., A, } egy L-metsz8, k-uniform halmazrendszer [n]
folott. Ekkor: F s-fiiggetlen = m < (7).

Bizonyitas. Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel bizonyitdsa miatt tudjuk, hogy F s*-
fliggetlen. Ekkor, mivel F' k-uniform, 5.1.17. miatt s-fliggetlen is. O
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5.3. Frankl-Wilson tétel

Ebben a szakaszban tovdbbi érdekes eredményekre tériink ki k-uniform halmazrendszerekre
vonatkozdan.

5.3.1. Tétel. (Frankl-Wilson tétel): Legyen L egy egész szdmokat tartalmazo halmaz, és legyen
|L| = s. Tovabbd legyen F = {Ay, Aa, ..., Ay} egy k-uniform halmazrendszer n pont felett. p
pedig egy tetszoleges prim. Ekkor, ha F teljesiti a kovetkezo feltételeket:

e k¢ L (modp)
e [A;NAj| € L(modp)

Akkor F s-fiiggetlen.= m < ("!).
[1], Lemma 7.14.

Bizonyitas. Vegyiik a kovetkezd s-ed foku polinomot:

fx) =T1jer(x = 1).

Erre a polinomra:

* f(k) # 0 (mod p)
e f(JA;NAj]) =0 (mod p)

5.3.2. Allitas. Ha létezik ilyen f(x) polinom, akkor F s-fiiggetlen.

Bizonyitas. Vegyiik az F f-metszet matrixat, A(F, f)-et. A feltételek miatt ennek diagonélisa-
ban egyik elem sem oszthat6 p-vel, viszont minden f64tlon kiviili elem igen. Azaz det(A(F, f))
nem oszthaté p-vel. Ebbdl pedig det(A(F, f)) # 0. Ekkor 5.1.12. miatt F' s*-fiiggetlen. De F
k-uniform, igy 5.1.17. miatt s-fliggetlen is. O

Ezzel az 5.3.1-es allitast bizonyitasa is teljes. O

5.3.3. Tétel. (Frankl-Wilson tétel): Legyen q = p' valamely p primszdmra (I € N). Tovibbd
legyen F = {A1, A, ..., Ay} k-uniform halmazrendszer [n] folott, melyre:

|A; N A;| # k (mod q).

Ekkor F (q — 1)-fiiggetlen.— |F| < (q’_ll).
[1], Theorem 7.15.
A bizonyitashoz elengedhetetlen a kovetkezd észrevétel:

5.3.4. Allitas. Legyen q = p* primhatviny. Ekkor bdarmely r egész szdmra az (;:11) binomialis
egylitthato akkor és csak akkor oszthato p-vel, ha r nem oszthaté q-val.
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r(r—1
5(q—1
Azaz, ha p nem osztja (;j)—t, akkor g-nak osztania kell r-t. A mésik oldalrdl pedig, ha g
osztja r-t, akkor a (g — i)-nek és (r — i)-nek, p ugyanazon hatvanyét kell tartalmaznia minden
1 <i < (g-1)-re, hiszen ha p™ osztja (r — i)-t, akkor mivel p™ osztja r-t,ési < (q — 1), ezért
p™ osztjai-t, igy (g —i)-t is. Forditva pedig, ha p™ osztja (¢ —i)-t, osztja i-t, igy osztja (r —i)-t

is. Igy a Hf:_ll ((;:é))=(;:11) kifejezés nem oszthaté p-vel. o

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy (;) = ), és ezdltal ¢ mindig osztja az r(;j) kifejezést.

Ennek segitségével mar kiilonosebb gond nélkiil bizonyithat6 az 5.3.3-as tétel.

Bizonyitas. Vegyiik a kovetkezd f(x) polinomot:
Fo=(50.

Vizsgiljuk meg f(x)-re az F f-metszet matrixat, A(F, f)-et. Ekkor az 5.3.3. feltételei és az
5.3.4-es allitds miatt A(F, f) diagondlisdban 4all6 elemek nem oszthatok p-vel, a f6atlon kiviili
elemek pedig igen. Igy A(F, f) nemszingularis matrix, azaz 5.1.12. miatt F (g — 1)*-fiiggetlen.
De F k-uniform, igy megint 5.1.17. miatt (g — 1)-fiiggetlen is. ]

5.4. s-és s*-0sszefiiggd halmazrendszerek

A kovetkezGkben s- és s*-0sszefliggd halmazrendszerekrdl lesz sz4. Tehdt arrdl, hogy milyen
Osszefiiggés lehet az I(F,s), illetve az I(F,s*) matrix sorai kozott. Ez az 0sszefliggés igen
hatékony eszkoznek bizonyul majd. Segitségével konnyen beldtjuk egy halmazrendszer s*-,
illetve s-fliggetlenségét, ezt kihaszndlva pedig ujra bizonyitjuk a Ray-Chaudhuri-Wilson tételek
bizonyos véltozatait €s a Frankl-Wilson tételt.

5.4.1. Definicié. (s-fiiggetlenség modulo p): Az F = {A}, Ay, ..., A, } halmazrendszert s-
fiiggetlennek nevezziik modulo p, ha az I(F, s) métrix sorai linedrisan fiiggetlenek F), felett.

5.4.2. Definicié. (s*-fliggetlenség modulo p): Az F = {A}, As, ..., A, } halmazrendszert s*-
fiiggetlennek nevezziik modulo p, ha az I*(F, s) métrix sorai linedrisan fiiggetlenek F), felett.

5.4.3. Megjegyzés. Ha F s*-fiiggetlen (illetve s-fiiggetlen) modulo p, akkor F s*-fiiggetlen
(s-fiiggetlen). Igy a fejezetben targyaltak soran a modulo p kimondott tételek Q folott is igazak
maradnak. Természetesen a Q feletti kongruencia ekvivalens az egyenldséggel, ezt az esetet
p = 0-val fogjuk jelolni.

Abban az esetben, ha F s- vagy s*-0sszefliggs, 1éteznie kell olyan nem csupa 0 egyiitthatéknak,
hogy az I(F,s), illetve I(F, s*) matrix sorainak ezekkel vett linedris kombindaciéja 0. Jeloljiik
az A;-hez tartoz6 egyiitthat6t y(A;)-vel.

5.4.4. Definicié. Legyen F egy X folotti halmazrendszer, ahol | X| = n. Ekkor minden A C X
halmazra legyen:

0(A) = Xacaer Y(A).
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5.4.5. Allitas. Egy X folotti halmazrendszer akkor és csak akkor s*-0sszefiiggd, ha bdarmely
B C X, |B| < s halmazra:

5(B) = 0.

Bizonyitas. Vegyiik az A;-k y(A;)-kel vett linedris kombindci6jat. Z'}l:l Y(A;)A; = 0. Vegyiik
azokat a y(A;)A -ket, melyekre B C A;. Ezen vektorok B elemeinek megfelel§ helyén 4llé
elemeit csak Ggy nulldzhatjuk ki, ha Xipc4 Y(A;) =0. O

5.4.6. Allitas. Egy X folotti halmazrendszer akkor és csak akkor s-osszefiiggd, ha bdrmely
B C X, |B| = s halmazra:

o(B) =0.
Bizonyitas. Teljesen megegyezik az 5.4.5. bizonyitasaval. m|

A fejezet sorédn targyalt tételek bizonyitasdnak kulcsa a kovetkez§ 4llitas:

5.4.7. Allitas. Legyen F = {A1, Aa, ..., A} egy s*-0sszefiiggd halmazrendszer modulo p, ahol
p akar prim, akdr 0. Ekkor barmely A; € F-re, melyre y(A;) # 0, legaldbb az egyik teljesiil:

1. |A; N Aj| = |A;| (mod p) valamely A; € F-re.

2. |A; N Aj| felbonthaté legaldbb s + 1 kiilonbozé maradékosztalyra modulo p.

A bizonyitashoz sziikséglink van egy mdésik fontos allitdsra, mely szerint:

5.4.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy F egy X folotti, s*-0sszefiiggd halmazrendszer modulo p. Legyen
A; € F, és s < p. Ekkor, ha f(x) egy legfeljebb s-ed fokii polinom F), felett, és A C X:

Zaer Y(A) f(|Ai 0 A]) = 0.

Bizonyitds. 5.1.10. szerint f (x) felirhat6 a kovetkezd alakban: f(x) = yo (o) +y1(}) +- - -+ys (),
ahol y; € F),. Ezaltal elég, ha az allitast az (’J‘) polinomra latjuk be. Ebben az esetben az egyenlet
a kovetkezd lesz:

2aer Y (Ai) ('A[?A|)-

Ez pedig éppen:
2AeF ZBE(M,-OA)) y(Ai).
J
0(B) definiciéja miatt ez egyenld:
2 e(%) o(B).
Ami 5.4.5. miatt 0. ]
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Igy miér belekezdhetiink 5.4.7. bizonyitdsdba:

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy 1étezik olyan Ay € F, melyre egyik feltétel sem teljesiil. Vegyiik
modulo p azon maradék osztilyait, melyeket |A; N Ay| felvesz. Jeldlje ezeket 11,1, ...,1;.
Nyilvanvaléan ¢t < p, valamint ha t = p, akkor 1. teljesiil. Tovdbb4 7-nek kisebbnek kell lennie,
mint s + 1, ellenkezd esetben 2. teljesiil. Vegyiik a kovetkezd polinomot:

FG) =TT, (= 1)),

Erre alkalmazzuk 5.4.8-at, azaz:

Yaer ¥(A) T2 (1A 0 Akl = 1) = 0 (mod p).

Mivel f(|A; N Ag|) =0 (mod p), hai # k:
(A T, (ALl = 1) = 0 (mod p).

Tovabbad mivel y(Ay) a feltételek miatt # 0, sziikségszertien |Ax| = [; valamely j-re. Igy 1.
teljestil. O

Elevenitsiink fel megint a mar jol ismert Ray-Chaudhuri-Wilson tétel nem uniform, modulo
verzigjat.

Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen p egy tetszSleges primszam,
és L C Z*. Tovdbbd legyen |L| = s,az F = {A, Ay, ..., A, } pedig egy [n] folotti halmazrend-
szer, amely teljesiti a kdvetkezdket:

1. |[Aj|¢ L(modp) (i=1,...,m)
2. |[AinAj| € L (mod p),hai# j.

Ekkor: m < (1) + (")) + (") +-- -+ (5)-

A 4.1-es szakaszban targyalt bizonyitasnal vettiik az F'(x,y) = [];c;(xy — [) polinomot, majd
az ebbdl készitett m darab f;(x) = F(x, v;) polinomot helyettesitettiik a megfelel§ multilinearis
polinomokkal, és beldttuk ezek fiiggetlenségét egy () + (,",) + (,",) + ... + (5) dimenzi6s
tér felett. Az 5.4.7-es 4allitds ismerete lehetGvé tesz egy lényegesen egyszerlibb bizonyitdst,
melyben szimpldn beldtjuk, hogy egy, a 4.1.1. feltételeit kielégit§ halmazrendszer nem lehet

s*-0sszefiiggd.

Bizonyitas. Tegylk fel indirekten, hogy F s*-0sszefiiggd modulo p. Ekkor a tétel feltételei
miatt: |A; N A;| £ |A;| (mod p), azaz 1. megddlt. Valamint, mivel |A; N A;| € L, mely egy s
elemi halmaz, 2. sem teljesiilhet, azaz:

F s*-fiiggetlen modulo p. = m < (1) + (")) + (,",) + .- - + () O

Az 5.4.7-es dllitds ismerete lehetGvé teszi, hogy a 4.2.1-es, azaz a Nem uniform-Ray-Chaudhuri-
Wilson tételt egy harmadik mdédon is bizonyitsuk.
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Bizonyitas. Tegylk fel djra, hogy F s*-0sszefiiggd. Vizsgaljuk meg ezt az 5.4.7-es éllitdson
keresztiil. A tétel feltételei miatt 2. biztosan nem teljesiil, ezért csak azt kell beldtnunk, hogy
1. sem. Vegyiik a legnagyobb szamossagut azok koziil az A; € F halmazok koziil, melyekre:
Y(A;) # 0. Erre |[A; N Aj| # |A;| semelyik A; € F -re, igy 1. sem teljesiilhet. O

Végezetiil pedig az 5.3.1-es, azaz Frankl-Wilson tételre is mutatunk egy meglehetdsen egyszerd
Uj bizonyitast az s*-Osszefiigglség segitségével.

Bizonyitds. Esetiinkben F k-uniform. Igy 5.1.17. miatt elég beldtnunk, hogy s*-fiiggetlen. Ez
pedig az el6bb targyalt, Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel bizonyitdsdaval
anal6g médon kovetkezik. O
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