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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom során elsősorban halmazrendszerekkel, ezek számosságával foglalkozunk. Al-
kalmanként a bizonyos feltételeket kielégítő halmazrendszerek számosságára meglepően kicsi
felső korlátot tapasztalunk. Az effajta tételek kimondásában és bizonyításában kulcsszerep jut
a lineáris algebra módszereinek. Munkám során különös hangsúlyt fektettem ezen módszerek
bemutatására. Ahogy azt látni fogjuk, egészen alapvető lineáris algebrai eszközök segítségével
igen komoly eredményeket érhetünk el a halmazrendszerek számosságának becslésére. Termé-
szetesen foglalkozunk majd olyan kérdésekkel is, melyekhez már komolyabb lineáris algebrai
ismeretek szükségesek. Az olvasó a dolgozat elején a későbbiekben szükséges definíciók és
tételek listájával fog találkozni. Ehhez hozzátenném, hogy a témában kevésbé jártas olvasóknak
érdemes először tanulmányozni Dr. Freud Róbert: Lineáris algebra, valamint Dr. Kiss Emil:
Bevezetés az algebrába című könyvét. Talán sok munkának tűnik ezek részletes tanulmányo-
zása, de ezen ismeretek elengedhetetlenek a bizonyítások és tételek megértéséhez. Az alapozó
szakasz után elsőként a Páros-, Páratlanváros tételkörrel foglalkozunk. Itt a halmazrendszerekre
mint egy városban alapítható klubokra gondolunk. Ezek maximális számát rendkívüli módon le-
csökkenthetjük egészen gyenge feltételekkel. Majd rátérünk a Ray-Chaudhuri-Wilson tételkörre,
ahol olyan halmazrendszerekkel foglalkozunk, melyek metszete előre meghatározott. Végezetül
pedig a később definiált incidencia mátrixok egy magasabb osztályát ismertetjük. Ezek hasz-
nálatával vizsgálunk majd új tételeket, továbbá visszalátogatunk néhányra az előző szakaszban
tárgyaltak közül is.
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2. fejezet

Definíciók és tételek listája

A most ismertetett definíciók, alapvető fogalmak és állítások nagyrészt, ha nem is tökéletesen
ebben a formában, [1]-ben találhatók.

2.1. Halmazok

Jelölje |- | az - halmaz számosságát, azaz elemeinek számát.
Egy = elemű halmaz összes részhalmazainak száma 2=.
Az - halmaz összes részhalmazát jelölje 2- .
Egy = elemű halmaz összes : elemű részhalmazának a száma

(=
:

)
.

Az - halmaz összes : elemű részhalmazát jelölje
(-
:

)
.

Ezentúl az [=] = {1, 2, . . . , =} jelölést fogjuk alkalmazni. A későbbiekben, ahol ez lehetséges, a
halmazrendszereket |- | = = helyett az egyszerűség kedvéért [=] fölött fogjuk vizsgálni.

A halmazok tárgyalását a karakterisztikus vagy más néven illeszkedés vektorok definiálásával
folytatjuk.

2.1.1. Definíció. (Karakterisztikus vektor): Az - ⊆ [=] halmaz karakterisztikus vektora az a
(E1, E2, . . . , E=) ∈ (0, 1)= vektor, melyre:

E8 =

{
1 ha 8 ∈ -
0 ha 8 ∉ -.

2.2. Halmazrendszerek

Egy halmazrendszer alatt halmazok halmazát értjük. Jelölés: � = {�1, �2, . . . , �<}. Ahol,
amennyiben az ellenkezője nincs kikötve, feltesszük, hogy �8 = � 9 ⇔ 8 = 9 .
Egy - halmaz feletti halmazrendszeren azt az � halmazrendszert értjük, melynek elemei az -
halmaz részhalmazai.

2.2.1. Definíció. (Uniform halmazrendszer): Az � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszert :-
uniformnak nevezzük, ha |�8 | = : minden 8 = 1, . . . , <-re, és uniformnak, ha :-uniform
valamely :-ra.
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A későbbiekben nagy hasznunkra lesz, ha egy halmazrendszer elemeinek metszete előre meg-
határozott.

2.2.2. Definíció. (L-metsző halmazrendszer): Legyen ! ⊆ /+. Az � = {�1, �2, . . . , �<}
halmazrendszert !-metszőnek nevezzük, ha |�8 ∩ � 9 | ∈ ! minden 8 ≠ 9-re.

2.2.3. Definíció. (Tartalmazás modulo r): Legyen ! ⊆ /+, A és C egész számok. Azt mondjuk,
hogy C ∈ ! (mod A), ha C ≡ ; (mod A) valamely ; ∈ !-re.
2.2.4. Definíció. (L-metsző halmazrendszer modulo változat): Egy � = {�1, �2, . . . , �<} hal-
mazrendszert !-metszőnek nevezünk (mod A), ha |�8 ∩ � 9 | ∈ ! (mod A) minden 8 ≠ 9-re.

2.3. Mátrixok

2.3.1. Definíció. (Mátrix rangja): Egy mátrix oszlop rangja : , ha oszlopaiból kiválasztható :
darab független, de : + 1 darab már nem.
Egy mátrix sor rangja : , ha soraiból kiválasztható : darab független, de : + 1 darab már nem.
Jele: A: ()

A most következő néhány állítást bizonyítás nélkül fogjuk közölni.

2.3.2. Állítás. A: (�) = A: (�) ), azaz egy mátrix és transzponáltjának rangja egyenlő.
Másképp: Az oszloprang egyenlő a sorranggal.

2.3.3. Definíció. (Teljes rangú mátrix): Legyen � egy = × <-es mátrix. Azt mondjuk, hogy �
teljes rangú, ha A: (�) = <8={=, <}.
2.3.4. Állítás. Egy = × =-es mátrix akkor és csak akkor teljes rangú, ha determinánsa nem
egyenlő 0, azaz ha 34C (�) ≠ 0→ A: (�) = =.
2.3.5. Állítás. Legyen � és � két összeszorozható mátrix. Ekkor: 34C (��) = 34C (�)34C (�).

Most egy, a későbbiekben gyakran használt mátrixot fogunk definiálni. Ez a mátrix az inci-
dencia vagy más néven illeszkedés mátrix. Ennek különböző tulajdonságai hasznos információt
szolgáltatnak a hozzájuk tartozó halmazrendszer természetéről.

2.3.6. Definíció. (Incidencia mátrix): Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer [=]
fölött. Továbbá legyen az �8 karakterisztikus vektora E8 minden 8 = 1, . . . , <-re.
Ekkor az � halmazrendszer incidencia mátrixa az az " , < × =-es mátrix, melynek sorai az �8-k
karakterisztikus vektorai.

További érdekes információkhoz jutunk, ha az incidencia mátrixot összeszorozzuk a transzpo-
náltjával.

2.3.7. Definíció. (Metszet-mátrix): Legyen megint � = {�1, �2, . . . , �<}, " pedig az � inci-
denciamátrixa. Ekkor az<×<-es,# = "") mátrixot az � halmazrendszermetszet-mátrixának
nevezzük.

2.3.8. Állítás. #(8, 9) = E8E 9 = |�8 ∩ � 9 |.

Bizonyítás. #(8, 9) definíció szerint megszámolja azokat az H ∈ [=] elemeket, melyekre: H ∈ �8
és H ∈ � 9 , azaz H ∈ (�8 ∩ � 9 ) . �
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2.4. Polinomok

2.4.1. Definíció. (' fölötti = változós polinom): Az ' fölötti = változós polinomok az

5 (G) = 00 + 01G
A11
1 G

A12
2 . . . G

A1=
= + 02G

A21
1 G

A22
2 . . . G

A2=
= + . . . + 0<GA<1

1 G
A<2
2 . . . G

A<=
=

alakú kifejezések. Ahol 08 ∈ '.
Ezek halmazát '[G1, G2, . . . , G=] -nel jelöljük.

2.4.2. Definíció. (= változós polinom foka): Egy = változós polinom fokán a <0G8
∑=
9=1 A8 9

kifejezést értjük.

2.4.3. Definíció. (Multilineáris polinom): Egy polinomot multilineárisnak nevezünk, ha foka
≤ 1 minden változójában.

2.5. Dimenzió és lineáris függetlenség

2.5.1. Definíció. (Lineáris függetlenség): A E1, . . . , E= vektorok � feletti lineáris kombinációján
az ∑=

8=1 H8E8

alakú vektorokat értjük. Ahol H8 ∈ � minden 8 = 1, . . . , =-re.

2.5.2. Definíció. (Skaláris szorzat): Legyenek G = (G1, . . . , G=) és H = (H1, . . . , H=) = dimenziós
vektorok. Az G és H skaláris szorzata:

GH =
∑=
8=1 G8H8 .

2.5.3. Definíció. (Altér): Egy ) fölötti,, vektortér alterén azt a + ⊆ , nem üres részhalmazt
értjük, mely szintén vektortér ) fölött.

2.5.4. Definíció. (Generátorrendszer): Legyen + a E1, . . . , E= vektorok halmaza. Ezek összes
lineáris kombinációjának halmaza szintén altér. Jele: 〈E1, . . . , E=〉.
Azt mondjuk, hogy a E1, . . . , E= vektorok által generált altér *, ha *= 〈E1, . . . , E=〉. Ekkor
E1, . . . , E= az* egy generátorrendszere.

2.5.5. Definíció. (Lineáris függetlenség): Azt mondjuk, hogy a E1, . . . , E= vektorok lineárisan
függetlenek, ha:

H1E1 + ... + H=E= = 0⇔ H8 = 0 minden 8-re.

2.5.6. Definíció. (Bázis): A E1, . . . , E= generátorrendszer bázis, ha a E1, . . . , E= vektorok lineá-
risan függetlenek.

2.5.7. Definíció. (Dimenzió): Vektortér dimenziója a bázisának elemszáma.

2.5.8. Állítás. Egy = dimenziós vektortérben maximum = darab független vektor választható ki.

9



2.6. Ortogonalitás

2.6.1. Definíció. (Ortogonalitás): Azt mondjuk, hogy 2 vektor merőleges vagy ortogonális, ha
skaláris szorzatuk 0.

2.6.2. Definíció. (Ortogonális kiegészítő altér): Legyen, egy tetszőleges vektortér, és ( ⊆ ,
altere,-nek. Az ( ortogonális kiegészítő alterén azt az (⊥ alteret értjük, melyre:

(⊥ = (E ∈ ,, ED = 0 minden D ∈ (-re).
2.6.3. Definíció. (Merőleges vektorterek): Legyen (, ) ⊆ , . Azt mondjuk, hogy az ( és )
alterek merőlegesek vagy ortogonálisak, ha minden B ∈ ( és C ∈ )-re, BC = 0. Azaz ( ⊆ )⊥.
2.6.4. Definíció. (Izotróp vektor): Legyen F ∈ , tetszőleges vektor. Azt mondjuk, hogy F
izotróp, ha merőleges önmagára. Azaz FF = 0.

2.6.5.Definíció. (Teljesen izotróp altér): Az* alteret teljesen izotrópnak nevezzük, hamerőleges
önmagára. Ekkor* ⊆ *⊥.
2.6.6. Definíció. (Szinguláris altér): Azt mondjuk, hogy egy * altér szinguláris, ha létezik
D ∈ *, melyre DD = 0. Nemszinguláris egyébként.

2.7. Lineáris leképzések

2.7.1. Definíció. (Lineáris leképzés): Legyenek + és, vektorterek ugyanazon ) test fölött. Az
� : + → , leképzés lineáris, ha összeg- és skalárszorostartó, azaz minden E1, E2 ∈ + és H ∈ )
esetén:

• �(E1 + E2) = �(E1) + �(E2)

• �(HE1) = H�(E1).

[3], Definíció 5.11.

2.7.2. Definíció. (Magtér): Az � : + → , lineáris leképzés magtere, azoknak a E ∈ +
vektoroknak a halmaza, melyekre: {E ∈ + : �(E) = 0F}. Jele:  4A (�).
[3], Definíció 5.1.5.

2.7.3. Definíció. (Képtér): Az � : + → , lineáris leképzés képtere, azoknak a F ∈ ,
vektoroknak a halmaza, melyekre: {�(E) ∈ , : E ∈ +}. Jele: �<(�).
[3], Definíció 5.1.3.

2.7.4. Definíció. (Lineáris leképzés mátrixa): Legyen 01, 02, . . . , 0< bázis+-ben, 11, 12, . . . , 1:
pedig bázis ,-ben. Ekkor az � : + → , lineáris leképzés mátrixa az " , : × <-es mátrix,
melynek 9-edik oszlopa �(0 9 ) koordinátái a 11, 12, . . . , 1: bázisban.

Ezzel az alapozó szakasz végéhez értünk, így belekezdhetünk munkánk élvezetes részébe.
A következőkben megdönthetetlen bizonyítékot fogunk nyújtani a lineáris algebrai eszközök
hatékonyságára és az általuk szolgáltatott bizonyítási módszerek előnyeire. Reméljük, az olvasó
is egyetért majd abban, hogy az alapozásra szánt idő megtérül.
Belevágunk első nagy témakörünkbe, a Páros-, Páratlanváros tételkörbe.
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3. fejezet

Páros-, Páratlanváros tételkör

3.1. Páratlanváros

Tegyük fel, hogy egy városban = ember lakik, nevezzük ezt a várost Páratlanvárosnak. Páratlan-
város lakói klubokat akarnak alapítani, de a lehetséges klubok számának csökkentése érdekében
a következő szabályokat hozzák:

1. Minden klubnak páratlan számú tagja kell hogy legyen.

2. Bármely 2 klub közös tagjainak a száma páros.

3. Semelyik 2 klub nem lehet azonos (nem egyezhet meg minden tag).

Könnyen észrevehető, hogy a szabályok betartásával = klub biztos alapítható. Mégpedig úgy,
hogyha minden városlakó önállóan alapít egy klubot. Meglepő eredmény viszont, hogy az adott
szabályok mellett ennél nem alapítható több klub. Ami viszont talán még meglepőbb, hogy
ennek elegáns és egyszerű bizonyítására a lineáris algebra szolgáltat hatékony eszközöket.
Az alapötlet a következő: azonosítjuk a klubokat vektorokkal, egy = dimenziós vektortér felett,
és belátjuk, hogy ezek lineárisan függetlenek. Azaz, mint már tudjuk, számuk maximum = lehet.

Az olvasónak talán már szemet szúrt, hogy a klubok egy halmazrendszert alkotnak [=] felett.
Jelöljük ezt �1, �2, . . . , �<-mel. Ezek alapján már megfogalmazhatjuk első tételünket.

3.1.1. Tétel. (Páratlanváros tétel): Tegyük fel, hogy egy városban = ember lakik. Ekkor a
városban, Páratlanváros szabályainak betartása mellett, maximum = klub alapítható.
Másképp:
Legyen - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer [=] fölött. Tegyük fel, hogy - teljesíti a
következő feltételeket:

• |�8 | = páratlan (8 = 1, . . . , <)

• |�8 ∩ � 9 | = páros minden 8 ≠ 9-re.

Ekkor: < ≤ =.
[1], Corollary 1.2.
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy van < klubunk. Jelölje ezeket továbbra is �1, �2, . . . , �< . �8
karakterisztikus vektora legyen E8. Ekkor E8 ∈ (0, 1)=. Tehát E8 9-edik koordinátája 1 vagy 0
attól függően, hogy a 9-edik lakos tagja-e a klubnak vagy sem.
Vegyük észre, hogy ekkor a E8 és E 9 skaláris szorzata, E8E 9 egyenlő a �8 és � 9 halmazok
metszetének számosságával, azaz E8E 9 = |�8 ∩ � 9 |. Továbbá 8 = 9-re E8E 9 = |�8 |.

Így Páratlanváros szabályai a következő alakban írhatók fel:

E8E 9 =

{
páratlan, ha 8 = 9
páros, ha 8 ≠ 9 .

Vizsgáljuk meg ezt a felírást modulo 2. Azaz mostantól az illeszkedés vektorokat �=2 fölött
tekintjük. Így Páratlanváros szabályai a következő alakot öltik:

E8E 9 =

{
1, ha 8 = 9
0, ha 8 ≠ 9 .

Most be fogjuk látni, hogy Páratlanváros szabályai mellett a klubok karakterisztikus vektorainak
függetlennek kell lenniük �=2 fölött. Így pedig biztosan: < ≤ =.

Vegyük a E8-k lineáris kombinációját.
∑<
8=1 08E8, ahol 08 ∈ �2 minden 8 = 1, . . . , <-re. Tegyük

fel, hogy valamely 9-re 0 9 ≠ 0. Szorozzuk meg az egyenletet jobbról E 9 -vel. Ekkor az egyenlet:
0 9E 9E 9 = 0, hiszen E8E 9 = 0, ha 8 ≠ 9 . E 9E 9 viszont Páratlanváros szabályainak értelmében nem
lehet 0 modulo 2. Tehát szükségszerűen 0 9 = 0.
Az eljárás működik bármely 9-re, így 0 9 = 0 minden 9 = 1, . . . , <-re. Ezzel beláttuk, hogy a
karakterisztikus vektorok függetlenek �=2 fölött, ami egy = dimenziós vektortér. Így: < ≤ =. �

Ezt az eredményt először 1969-ben láthattuk E. Berlekamp egyik feljegyzésében.

Ezután szeretnék közölni egy másik, szintén lineáris algebrai alapokon nyugvó bizonyítást a
tételünkre, melynek kulcsa a következő egyenlőtlenség:

A: (��) ≤ <8={A: (�), A : (�)}. (1)

Ahol � és � összeszorozható mátrixok egy tetszőleges test felett.

A bizonyítás során a 2.7-es szakaszban tárgyalt definíciókra támaszkodunk, ezeket viszont
további ismeretekkel kell kiegészítenünk.

3.1.2. Definíció. Lineáris leképzés rangja, képterének dimenziója. Ez pedig éppen a leképzés
mátrixának rangja. Tehát: dim(�<(�)) = A: (�) = A: (").

3.1.3. Állítás. Legyen � : + → , egy lineáris leképzés, ekkor:

dim(�<(�)) + dim( 4A (�)) = dim(+).
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Bizonyítás. Legyen 01, 02, . . . , 0< bázis  4A (�)-ban, és egészítsük ki ezt a 11, 12, . . . , 1:
vektorokkal + egy bázisává. Ekkor dim(+) = < + : . Már csak azt kell belátnunk, hogy az
�(11), �(12), . . . , �(1: ) vektorok bázist alkotnak �<(�)-ban. Generátorrendszer, hiszen ha
F ∈ �<(�) valamely F-re, akkor létezik E ∈ + , melyre �(E) = F. Ekkor E felírható a következő
alakban:

E = H101 + H202 + . . . + H<0< + I111 + I212 + . . . + I:1: .

Tudjuk, hogy �(08) = 0, hiszen 08 ∈  4A (�). Ekkor mivel �(E) = F, továbbá � összeg- és
skalárszoros-tartó:

�(E) = F = I1�(11) + I2�(12) + ... + I:�(1: ).

Tehát minden F ∈ �<(�) elem előáll az �(18)-k lineáris kombinációjaként, már csak azt kell
belátnunk, hogy ezek függetlenek. Tegyük fel, hogy I1�(11) + I2�(12) + . . . + I:�(1: ) = 0.
Ekkor a E = I111 + I212 + . . . + I:1: ∈  4A (�), azaz E = H101 + H202 + . . . + H<0< . Bázisban a
felírás egyértelmű, így I1, I2, . . . , I: = 0. �

Ezek alapján (1) bizonyítása:

Bizonyítás. Definíció miatt �<(��) ⊆ �<(�), így

A: (��) = dim(�<(��)) ≤ dim(�<(�)) = A: (�).

Továbbá legyen � : �<(�) → ,, � (E) = �(E). Ekkor nyilván: �<(�) = �<(��). 3.1.3. miatt:
dim( 4A (�)) + dim(�<(�)) = dim(�<(�)) . Így

A: (��) = A: (�) ≤ dim(�<(�)) = A: (�).

�

Végül pedig (1)-ből 3.1.1. bizonyítása:

Bizonyítás. Legyen " a �1, . . . , �< halmazrendszer incidencia mátrixa. Célunk, hogy belás-
suk " sorainak függetlenségét �=2 fölött, hiszen ebből következik az állítás. Valóban, = az "
oszlopainak száma, és mivel az oszloprang megegyezik a sorranggal, szükségszerűen: < ≤ =.
Tehát kell: A: (") = <. Vizsgáljuk meg a �1, . . . , �< halmazrendszerre a 2.3. szakaszban defi-
niált # = "") metszet-mátrixot.
Ekkor (1) miatt A: (#) ≤ A: ("), így elég belátnunk, hogy A: (#) = <. Ez közvetlen következ-
ménye Páratlanváros szabályainak, hiszen ekkor # az < × <-es egységmátrix.
Ezzel a második bizonyításunk is teljes. �

Ezek után logikusan felmerülhet az olvasóban a kérdés, mi a helyzet abban az esetben, ha
felcseréljük a "páratlan” és "páros” szavakat Páratlanvárosban. Azaz minden klubnak páros
számú tagot kell számlálnia, és bármely 2 klub közös tagjainak a száma páratlan kell hogy
legyen. Ebben az esetben több felső korlát is elérhető az =, azaz a városlakók számának paritásától
függően.
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3.2. Fordított Páratlanváros

3.2.1. Tétel. (Fordított Páratlanváros tétel): Legyen - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer
[=] fölött. Továbbá legyen:

• |�8 | = páros (8 = 1, . . . , <)

• |�8 ∩ � 9 | = páratlan minden 8 ≠ 9-re.

Ekkor:

< ≤
{
=, ha n páratlan
= − 1, ha n páros.

[1], Exercise 1.1.5.

Bizonyítás. Páratlan eset: Először is megmutatjuk, hogy a felső korlát éles, azaz = klub biztosan
létrehozható. Vegyük az [=], (=−1) elemű részhalmazait. Ezek száma =, és kielégítik a 3.2.1-es
tétel feltételeit.
Most be kell látnunk, hogy ennél több nem lehet. Legyen �′

8
= [=] −�8 minden 8 = 1, . . . , <-re.

Ezekre a következők teljesülnek:

• |�′
8
| = = − |�8 | = páratlan

• |�′
8
∩ �′

9
| = páros .

Hiszen:
�′
8
= [=] − �8 =páratlan-páros=páratlan és

�′
8
∩ �′

9
= ( [=] \ �8) ∩ ([=] \ � 9 ) = [=] \ (�8 ∪ � 9 )

⇓
|�′
8
∩ �′

9
| = = − |�8 | − |� 9 | + |�8 ∩ � 9 | = páratlan-páros-páros+páratlan=páros.

Tehát az -′ = {�′1, �
′
2, . . . , �

′
<} halmazrendszer kielégíti Páratlanváros szabályait. Nyilván:

|-′| = |- |. Ebből az állítás következik.

Páros = esetén a dolgunk lényegesen nehezebb. Újra lineáris algebrai eszközökhöz kell nyúlnunk
a felső korlát további csökkentéséhez. A bizonyítás további részében modulo 2 fogunk dolgozni.
A becslés ekkor is éles. Vegyük az [=] azon 2 elemű részhalmazait, melyeket úgy kapunk, hogy
1 elemet az összes lehetségessel összepárosítunk. Ezek száma (= − 1), és kielégítik a szükséges
feltételeket.
Tegyük fel indirekten, hogy az - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer, mely kielégíti a
3.2.1-es tétel feltételeit, és < ≥ =. Válasszunk ezek közül tetszőlegesen = darabot. Jelölje #
ezek incidencia mátrixát. Ekkor az � = ##) metszet-mátrix diagonálisában páros, azon kívül
pedig páratlan elemek állnak. Azaz �=2 fölött vizsgálva az � mátrix diagonálisában nullák,
mindenhol máshol pedig egyesek szerepelnek.
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3.2.2. Állítás. Ekkor az � mátrix determinánsa, 34C (�) = 1.

Bizonyítás. Hajtsuk végre a Gauss-eliminációt �-n a következőképpen: először is minden sort
adjunk hozzá az elsőhöz. Így egy csupa egyes sort kapunk, hiszen minden oszlopban páratlan
sok egyes van. Ekkor a mátrixunk:

A =

©«

1 1 1 1 . . . 1 1
1 0 1 1 . . . 1 1
1 1 0 1 . . . 1 1
1 1 1 0 . . . 1 1
...
...
...
...
. . .

...
...

1 1 1 1 . . . 0 1
1 1 1 1 . . . 1 0

ª®®®®®®®®®®¬
Most vonjuk ki az első sort az összes többi sorból. Azaz a mátrix:

A =

©«

1 1 1 1 . . . 1 1
0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0
...
...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . 0 1

ª®®®®®®®®®®¬
Egy felső háromszögmátrix, melynek diagonálisában végig egyesek állnak.
Tehát 34C (�) = 1. �

Folytassuk a 3.2.1-es tétel bizonyítását. Vegyük most azt az esetet, ha = páros. Tegyük fel, hogy
létezik = vagy =-nél nagyobb számosságú halmazrendszer, mely kielégíti Fordított Páratlanváros
feltételeit. Legyen ennek incidencia mátrixa # . � = ##) pedig a metszet-mátrix. Ekkor 3.2.2.
miatt 34C (�) = 1. De 34C (#) = 0 mivel, ha minden oszlopot hozzáadunk az utolsóhoz, egy
csupa 0 oszlopot kapunk. Ez ellentmond a determinánsok szorzástételének, hiszen
34C (�) = 1 ≠ 34C (#)34C (#) ) = 0. �

Rátérhetünk tételkörünk következő tételére, a Párosváros tételre. A feltételek hasonlóak az
előzőekhez, egyetlen apró változtatást kell alkalmaznunk Páratlanváros szabályaihoz képest.
Most páratlan helyett minden klubnak páros számú tagot kell számlálnia. Ez az apró változtatás
hatalmas növekedést eredményez a klubok számának lehetséges méretében.
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3.3. Párosváros

Legyen megint városunknak = lakója, és nevezzük ezt a város Párosvárosnak. Párosváros lakói
klubokat akarnak alapítani, de a lehetséges klubok számának csökkentése érdekében a következő
szabályokat hozzák:

1. Minden klubnak páros számú tagja kell hogy legyen.

2. Bármely 2 klub közös tagjainak a száma páros.

3. Semelyik 2 klub nem lehet azonos (azaz nem egyezhet meg minden tag).

Első kérdésünk, hogy maximum hány klubot lehet alapítani Párosvárosban. Vegyük először
talán a legkézenfekvőbb esetet. Állítsuk párba a városlakókat (házasítsuk össze őket). Így lesz
b =2c párunk. Minden pár vagy tagja egy klubnak, vagy nem. Ez 2b =2 c bináris döntést jelent, tehát
2b =2 c klub biztosan alapítható.
Ezt a szakaszt annak bizonyítására szánjuk, hogy ez kielégítő felső korlát. Tehát Párosváros
szabályai mellett maximum 2b =2 c számú klub alapítható.

3.3.1. Tétel. (Párosváros tétel): Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} egy [=] fölötti halmazrendszer,
mely kielégíti Párosváros szabályait.
Ekkor: < ≤ 2b =2 c .
[1], Theorem 2.32.

Bizonyításunk gerincét a 2.6-os szakaszban tárgyaltak adják. Mielőtt azonban belevágnánk a
tétel bizonyításába, további előkészületekre lesz szükségünk, melyeket most meg is teszünk.

3.3.2. Állítás. Ha, egy nemszinguláris vektortér, akkor minden* ⊆ , altérre:

dim(*) + dim(*⊥) = dim(,).

Bizonyítás. Legyen dim(*) = : , és legyen D1, D2, . . . , D: az* egy bázisa.
Ekkor egy G ∈ , vektor pontosan akkor eleme*⊥-nek, ha kielégíti a következő : darab homogén
lineáris egyenletet (8 = 1, . . . , :):

D8G = 0.

Az egyenletrendszer rangja : , tehát dim(*⊥) = (= − :). �

3.3.3. Állítás. Egy = dimenziós, nemszinguláris vektortérben, melyben értelmezve van a skaláris
szorzat, minden teljesen izotróp altér dimenziója ≤ b =2c.

Bizonyítás. dim(*) + dim(*⊥) = =, és* ⊆ *⊥. �

A 2.6-os szakaszban tárgyalt definíciók és a 3.3.2., valamint 3.3.3-as állítások birtokában már
képesek vagyunk egy precíz bizonyítást adni Párosváros tételre.
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Bizonyítás. Vegyük észre, hogy �=2 egy nemszinguláris tér. Legyen E8 az �8 halmaz karakte-
risztikus vektora. Ekkor E8 ∈ �=2 minden 8-re. Legyen továbbá ( a E8-k halmaza, és jelölje
* az ( által generált alteret. Ekkor Párosváros szabályai szerint ( teljesen izotróp altér �=2
felett, hiszen E8E 9 = 0 minden 8 ≠ 9-re. Azaz 3.3.3. miatt dim(*) ≤ b =2c. Továbbá nyilván:
|( | ≤ |* | ≤ 2b =2 c . �

3.4. Liberális Párosváros

Lazítsunk egy kicsit Párosváros szabályain. Engedjük most meg a városlakóknak, hogy akár
páros, akár páratlan számú taggal rendelkező klubokat alapítsanak. Bármely 2 klub metszetének
viszont továbbra is párosnak kell maradnia. Ezek a feltételek láthatóan sokkal enyhébbek, a
klubok száma mégis maximum eggyel nőhet.

3.4.1. Tétel. Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} egy [=] fölötti halmazrendszer, melyre a következő
teljesül: |�8 ∩ � 9 | = 0 minden 8 ≠ 9-re. Ekkor:

< ≤
{

2b =2 c , ha n páros
2b =2 c + 1, ha n páratlan.

[1], Exercise 2.3.11.

Bizonyítás. Legyen az �8 karakterisztikus vektora E8. Jelölje ( a E8 vektorok halmazát,* pedig az
( által generált alteret, 〈E1, E2, . . . , E<〉-et. Osszuk két részre (-t a következőképpen: ( = (1∪(2,
ahol (1 tartalmazza a páratlan, (2 pedig az ( páros elemeit. Továbbá legyen (181, 182, . . . , 18=8 )
az *8 bázisa, ahol *8 = 〈(8〉, és dim(*8) = =8 (8 = 1, 2). Alkalmazzuk most (1-re a Páratlan-,
(2-re pedig a Párosváros tételt:< ≤ =1+2b

=2
2 c . A folytatáshoz be kell látnunk, hogy*1∩*2 = 0.

Tegyük fel, hogy létezik olyan E 9 , melyre: E 9 ∈ (*1 ∩ *2). Ekkor E 9 felírható az *1 és az *2
bázisvektorainak lineáris kombinációjaként is, azaz:

E 9 =
∑=1
:=1 H:11: =

∑=2
<=1 I<12< .

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát valamely 118-vel. Mivel 11;118 = 0, ha 8 ≠ ; és
12;118 = 0.

∑=1
:=1 H:11: = H8118118 = H8 =

∑=2
<=1 I<12<118 = 0.

Ezzel beláttuk, hogy *1 ∩ *2 = 0, azaz dim(*1 + *2) = =1 + =2. Továbbá tudjuk, hogy
*1 +*2 ⊆ *⊥2 , így =1 + =2 ≤ = − =2. Ebből pedig =1 + 2=2 ≤ =, azaz: < ≤ =1 + 2b

=−=1
2 c ≤ 2b =2 c ,

ha = páros, és ≤ 2b =2 c + 1, ha = páratlan. �
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3.5. Halmazrendszerek viselkedése

Egy másik fontos különbség a Páros- és Páratlanváros szabályait kielégítő halmazrendszerek
viselkedése között a lehetséges méret mellett az, hogy Párosváros esetében minden rendszer
kiegészíthető maximummá. Azaz minden maximális rendszer maximum. Láttuk, hogy a Páros-
város szabályainak megfelelő halmazrendszerek karakterisztikus vektorai egy teljesen izotróp
alterét képezik �=2 -nek. Már csak azt kell belátnunk, hogy egy ilyen altér dimenziója szükség-
szerűen b =2c.

3.5.1. Tétel. �=2 felett minden maximális, teljesen izotróp altér dimenziója b =2c.
[1], Theorem 2.33.

Bizonyítás. Legyen U egy teljesen izotróp altér �=2 fölött. Tegyük fel, hogy dim(*) ≤ (=−2)
2 .

Ekkor a 3.3.2-es állítás miatt 2 + dim(*) ≤ dim(*⊥). Ha találunk egy F ∉ * izotróp vektort,
hogy F ∈ *⊥, akkor kész vagyunk. Hiszen ekkor az {*, F} által generált altér teljesen izotróp
és láthatóan tartalmazza U-t.
Abban az esetben, ha nincs ilyen F, válasszunk két D, E ∈ *⊥ vektort, melyeknek* semmilyen
lineáris kombinációját nem tartalmazza. Ekkor, ha D vagy E izotróp, készen vagyunk. Ha nem,
az azt jelenti (�=2 fölött dolgozunk), hogy DD = 1 és EE = 1. Azaz (D + E) (D + E) = 1 + 1 = 0.
Tehát az (D + E) vektor izotróp, és nem tartozik*-hoz. �

3.5.1.1. Következmény. Minden maximális halmazrendszer, amely kielégíti Párosváros szabá-
lyait, maximum.

3.5.2.Megjegyzés. Páratlanváros szabályairól viszont ez nemmondható el. Könnyen találhatunk
ellenpéldát. Vegyük például: [=] = [4] = {1, 2, 3, 4} és � = {{1}, {2, 3, 4}}. Ebben az esetben
Páratlanváros szabályai miatt csak 1 vagy 3 elemű részhalmazokat adhatunk hozzá. 1 elemű
részhalmazból nincs megfelelő, hiszen bármelyiket hozzáadva a {2, 3, 4}-zal páratlan közös
eleme lenne. Ha pedig a 3 elemű részhalmazok közül választunk, akkor {1}-zal lesz egy, azaz
páratlan közös eleme.

3.6. Modulo ?-város

Érdekes kérdés lehet még, hogy a halmazrendszerek számosságáról eddig szerzett tapasztalata-
inkat általánosíthatjuk-e. Mi a helyzet, ha mod 2 helyett, mondjukmod 3 vagymod 4 dolgozunk?
A dolgozat ezután következő részében általánosabban, először a modulo ?, aztán pedig a mo-
dulo ?: (: ∈ #) esetet fogjuk vizsgálni, és kielégítő felső korlátot adni halmazrendszerek
számosságára.

3.6.1. Tétel. (Modulo ?-város tétel): Legyen - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer [=]
fölött, és tegyük fel, hogy - teljesíti a következő feltételeket:

• |�8 | . 0 (mod p) (8 = 1, . . . , <)

• |�8 ∩ � 9 | ≡ 0 (mod ?) minden 8 ≠ 9-re.

Ekkor: < ≤ =.
[1], Exercise 1.1.21.
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Bizonyítás. A bizonyítás gyakorlatilag teljesen megegyezik a Páratlanváros tétel �2 feletti bizo-
nyításával, csak ebben az esetben nyilvánvalóan �? felett kell dolgoznunk.
Vegyük a �8 halmazok karakterisztikus vektorait. Jelöljük ezeket E8-vel. Célunk, hogy be-
lássuk, ezen vektorok �=? fölötti függetlenségét, így mint már láttuk, számuk maximum =

lehet. Vegyük a E8-k lineáris kombinációját,
∑<
8=1 H8E8 = 0-t, ahol H8 ∈ �=? . Az egyenlet

mindkét oldalát szorozzuk be E 9 -vel jobbról. Ekkor Modulo ?-város szabályainak értelmé-
ben:

∑<
8=1 H8E8E 9 =

∑<
8=1 H8 (E8E 9 ) = H 9E 9E 9 . Ebből pedig H 9 = 0. Ez igaz minden 9-re, így a E8

vektorok lineárisan függetlenek az = dimenziós �=? vektortér felett. �

Térjünk most át a modulo ?: esetre. Az előzőekben használt módszer itt nem működik, hiszen
abból, hogy H 9E 9E 9 = 0 és ?: nem osztja E 9E 9 -t, nem következik, hogy osztja H 9 -t. Ezért nem is
érdemes �?: fölött dolgoznunk. A továbbiakban a racionális számok testét fogjuk alapul venni.

3.7. Modulo ?:-város

3.7.1. Tétel. (Modulo ?: -város tétel): Legyen - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer [=]
fölött, és tegyük fel, hogy - teljesíti a következő feltételeket:

• |�8 | . 0 (mod ?: ) (8 = 1, . . . , <)

• |�8 ∩ � 9 | ≡ 0 (mod ?: ) minden 8 ≠ 9-re.

Ekkor: < ≤ =.
[1], Exercise 1.1.23.

Bizonyítás. Legyenek megint a karakterisztikus vektorok E8-k, és vegyük ezek lineáris kombi-
nációját:

∑<
8=1 H8E8, ahol H8 ∈ &. Tegyük fel indirekten, hogy H8 ≠ 0 minden 8-re. Ha vannak

olyan H8-k, melyek nem egészek, szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát ezek nevezőinek
legkisebb közös többszörösével. Majd az így kapott egész számokból álló egyenletet osszuk el
az H8-k legnagyobb közös osztójával. A kapott egyenlet együtthatói relatív prímek, azaz legna-
gyobb közös osztójuk 1. Most szorozzuk meg az egyenletet E 9 -vel jobbról. A feltételek miatt
H8E8E 9 osztható lesz ?: -nal minden 8 ≠ 9-re, és mivel E 9E 9 nem osztható ?: -nal, így ?-nek
osztania kell H 9 -t. Az eljárás működik minden H 9 -re, tehát minden H8 (8 = 1, . . . , <) osztható
?-vel. Ellentmondásra jutottunk, hiszen az H8-k legnagyobb közös osztója 1. Az indirekt feltevés
megdőlt, így a E8-k lineárisan függetlenek. �

A 3.7.1-es tétel segítségével általánosan, bármely B ∈ /+ egész számra megfogalmazhatunk egy,
az eddigiekhez hasonló tételt.

19



3.8. Modulo B-város

3.8.1. Tétel. (Modulo B-város tétel): Legyen - = {�1, �2, . . . , �<} egy halmazrendszer [=]
fölött, és tegyük fel, hogy - teljesíti a következő feltételeket:

• |�8 | . 0 (mod B) (8 = 1, . . . , <)

• |�8 ∩ � 9 | ≡ 0 (mod B) minden 8 ≠ 9-re.

Ekkor: < ≤ � (B)=.
Ahol B ∈ /+, és � (B) az B prímosztóinak a száma.
[1], Exercise 1.1.27.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik � (B)= + 1 halmaz, mely kielégíti 3.8.1. feltételeit. Vegyük
az B prímtényezős felbontását: B =

∏� (B)
:=1 ?

U:
:
. Mivel |�8 | nem osztható B-sel, nem osztható

?
U:
:
-val, valamely :-ra. Azaz, ha létezik � (B)= + 1 darab halmaz, mely kielégíti a feltételeket,

skatulya-elv miatt lennie kell =+1 darab olyannak, amely kielégíti Modulo ?U:
:
-város feltételeit,

hiszen |�8 | . 0 (mod ?U:
:
), továbbá mivel |�8 ∩ � 9 | ≡ 0 (mod B), és ?U:

:
osztja B-t, következik,

hogy |�8 ∩� 9 | ≡ 0 (mod ?U:
:
). Ez ellentmondás, hiszen 3.7.1. szerint maximum = ilyen halmaz

létezhet. �

Ezzel a Páros-, Páratlanváros tételkör tárgyalni kívánt részét befejeztük. Áttérünk a Ray-
Chaudhuri-Wilson tételek különböző változataira.
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4. fejezet

Ray-Chaudhuri-Wilson tételkör

Ebben a fejezetben olyan � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszerek számosságát vizsgáljuk,
melyek metszete előre meghatározott. Azaz létezik egy ! egész számokból álló halmaz, melyre
|�8 ∩ � 9 | ∈ ! minden 8 ≠ 9-re.
Elsőként a Ray-Chaudhuri-Wilson tétel modulo változatával fogunk megismerkedni. Ekkor
feltesszük, hogy a halmazrendszer elemeinek számossága nem eleme egy előre meghatározott
! halmaznak, ellenben ! tartalmazza bármely két halmaz metszetének elemszámát modulo ?.

4.1. Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

4.1.1. Tétel. (Nem uniform, modulo p, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen ? egy tetszőleges
prímszám, és ! ⊆ /+. Továbbá legyen |! | = B, az � = {�1, �2, . . . , �<} pedig egy [=] fölötti
halmazrendszer, amely teljesíti a következőket:

1. |�8 | ∉ ! (mod ?) (8 = 1, . . . , <)
2. |�8 ∩ � 9 | ∈ ! (mod ?), ha 8 ≠ 9 .

Ekkor: < ≤
(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

[1], Theorem 5.15.

Az eredeti, bonyolultabb bizonyítást a későbbiekben fogjuk közölni. Ehhez szükségünk lesz
magasabb rendű illeszkedés mátrixok ismeretére, melyekkel csak az 5. fejezet során foglalko-
zunk. Az itt leírt bizonyítás megalkotói: Alon, Babai, Suzuki. Ennek során nagyrészt a 2.4-es
szakaszban tárgyalt definíciókra támaszkodunk.

Bizonyításunkat egy felhasználni kívánt tétellel kezdjük.

4.1.2. Állítás. (Multilinearizáció): Legyen � egy tetszőleges vektortér, és Ω = (0, 1)= ⊂ �=.
Továbbá legyen 5 egy � feletti polinom, melynek foka ≤ B minden változójában. Ekkor létezik
olyan 5 ′ multilineáris polinom, melyre a következők teljesülnek:

• foka ≤ B minden változójában,

• 5 (G) = 5 ′(G) minden G ∈ Ω-ra.
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Bizonyítás. Nyilvánvaló, hiszen Ω fölött G8 = G2
8
. �

Ezek után a 4.1.1-es tétel bizonyításával folytatjuk.

Bizonyítás. Legyen G, H ∈ �=? , és definiáljuk a következő 2= változós polinomot:

� (G, H) = ∏
;∈! (GH − ;).

Ebből készítsünk < darab = változós 58 (G) = � (G, E8) polinomot, ahol E8 az �8 karakterisztikus
vektora (8 = 1, . . . , <).
A tétel feltételei mellett ezek a polinomok:

58 (E 9 ) =
{
≠ 0, ha 8 = 9
= 0, ha 8 ≠ 9 . (2)

Ekkor 4.1.2. miatt minden 58 helyettesíthető a megfelelő multilineáris polinommal, 5 ′
8
-vel.

4.1.3. Állítás. Ezek függetlenek �=? felett.

Bizonyítás. Vegyük az 5 ′
8
-k lineáris kombinációját:∑<

8=0 H8 5
′
8
= 0

ahol H8 ∈ �?. Tegyük fel, hogy létezik H8 ≠ 0. Helyettesítsünk be E 9 -t. Így a 9-ediket kivéve
minden tag 0 lesz. Ekkor az egyenlet: H 9 5 ′9 (E 9 ) = 0. (2) miatt 5 ′

9
(E 9 ) ≠ 0, ezért szükségképpen

H 9 = 0. Az eljárás ugyanígy működik minden 9-re. Azaz H8 = 0 minden 8 = 1, . . . , <-re. =⇒ Az
5 ′
8
-k lineárisan függetlenek. �

Továbbá az 5 ′
8
-k multilineáris polinomok, melyek foka ≤ B, így ezek egy vektortérhez tartoznak.

4.1.4. Állítás. Ennek dimenziója:
(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

Bizonyítás. Az = változós, :-ad fokú multilineáris polinomok megfeleltethetők [=], : elemű
részhalmazaival, melyek száma

(=
:

)
. Ezeket adjuk össze 8 = 0, . . . , B-re. �

Így már lezárhatjuk a 4.1.1-es bizonyítást, hiszen ekkor 4.1.3. és 4.1.4. miatt:
< ≤

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
. �

A szakasz lezárása előtt térjünk át egy másik hasonló eredményre tételkörünkből, mely az
előzőnek közvetlen következménye. Itt a mod ? kikötés helyett szimplán csak azt tesszük fel,
hogy a halmazrendszerünk :-uniform valamely :-ra.

4.1.5. Tétel. (Gyenge, k-uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen ! egy egész számokat
tartalmazó halmaz, melyre: |! | = B. � = {�1, �2, . . . , �<} pedig egy !-metsző, :-uniform
halmazrendszer [=] fölött (: ≤ =).
Ekkor: < ≤

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

[1], Colollary 5.17.
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Bizonyítás. Mivel a halmazrendszer :-uniform, bármely két elem metszetének számossága
maximum (: − 1) lehet. Tegyük fel, hogy : ∉ !, és válasszunk egy ? ≥ : prímet. 4.1.1-et
alkalmazva, az állítás következik. �

Bár igaz, később ennek a tételnek egy erősebb változatával is foglalkozunk, sok esetben a most
kapott felső korlát is kielégítő lehet, és ennek bizonyítása lényegesen egyszerűbb.

4.2. Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

A most következő szakaszban azt vizsgáljuk, hogyan hat a halmazrendszerek számosságára, ha
elvesszük a modulo ? feltételt, és csak azt kötjük ki, hogy a halmazrendszerünk !-metsző egy
! ⊆ /+ egész számokat tartalmazó halmazra.

4.2.1. Tétel. (Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen ! egész számokat tartalmazó
halmaz, melyre: |! | = B. � = {�1, �2, . . . , �<} pedig egy ! metsző halmazrendszer [=] fölött.
Ekkor: < ≤

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

[1], Theorem 5.34.

Azaz a modulo ? esetben kapott felső korlát most is áll. Ez az eredmény több szempontból is
elég kényelmes becslés. Egyrészt csak =-től és B-től függ, azaz ! és [=] számosságától. Valamint(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
éppen az [=] összes ≤ B elemű részhalmazának a száma.

Mint ahogyan a mod ? esetben, most sem az eredeti bizonyítással kezdjük. Erre majd a későb-
biekben térünk rá, mivel ehhez komolyabb előismeretek szükségesek. A most ismertetni kívánt
bizonyítás Babai László 1988-as eredménye.

Bizonyítás. Legyen ! = {;1, ;2, . . . , ;B} (;8 ∈ /+). Továbbá legyen E8 az �8 karakterisztikus
vektora minden 8 = 1, . . . , <-re. Ekkor mint tudjuk E8E 9 = |�8 ∩ � 9 |. Rendezzük sorba �
elemeit számosságuk alapján, azaz: |�1 | ≤ |�2 | ≤ . . . ≤ |�< |. Ezek mellett a jelölések mellett
definiáljuk a következő = változós polinomokat minden 8 = 1, . . . , <-re:

58 (G) =
∏
;:< |�8 | (E8G − ;: ).

Ekkor 4.2.1. feltételei mellett:

58 (E 9 ) =
{
≠ 0, ha 8 = 9
= 0, ha 9 < 8. (3)

Innentől kezdve a bizonyítás megegyezik a már tárgyalt modulo ? esettel. Az 58 (G)-eket helyet-
tesítjük a megfelelő multilineáris polinomokkal, melyekről belátjuk, hogy függetlenek �? felett.
Viszont ezek egy

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
dimenziós térhez tartoznak 4.1.4. miatt. Ebből

pedig az állítás következik.

Tehát már csak azt kell belátnunk, hogy a (3) szerint definiált multilineáris polinomok lineárisan
függetlenek.
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4.2.2. Állítás. Legyen 58 : Ω→ � (8 = 1, . . . , <), multilineáris polinom, melyre:

58 (E 9 ) =
{
≠ 0 ha 8 = 9
= 0 ha 9 < 8.

Minden E 9 ∈ Ω-ra. Ekkor az 51, 52, . . . , 5< polinomok lineárisan függetlenek.

Bizonyítás. Vegyük az 58-k lineáris kombinációját:∑<
8=0 H8 58 = 0

ahol H8 ∈ �?. Tegyük fel, hogy létezik H8 ≠ 0, és jelölje 80 a legkisebb ilyen 8-t. Helyettesítsünk
be E80-t. Ezután az 4.1.3. bizonyításában használt gondolatmenetet követve: az 80-ediket kivéve
minden tag 0 lesz. Az egyenlet pedig a következő alakot ölti: H80 580 (E80) = 0. Mivel 580 (E80) ≠ 0,
ezért szükségképpen H80 = 0. Ellenmondásra jutottunk =⇒ Az 58-k lineárisan függetlenek. �

Ezzel a 4.2.1-es tétel bizonyítása is teljes, hiszen 4.2.2. miatt az 5 ′
8
-k lineárisan független

vektorok, egy olyan vektortérben, melynek dimenziója
(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
. �

Jogosan merül fel az olvasóban a kérdés, mi szükség volt egyrészt az 58 (G) polinomok ilyen
bonyolult definiálására, miért nem elég az � (G, H) = ∏

;∈! (GH − ;) és 58 (G) = � (G, E8) összefüg-
géssel megadni a polinomokat, valamint az �8-k számosság szerinti sorba rendezésére. A válasz
mindkét esetben meglehetősen egyszerű. Ha |�8 | ∈ !, akkor ez a polinom nem felel meg a tétel
feltételeinek. A sorba rendezésre pedig azért volt szükség, mert ha valamely 9 < 8-re �8 ⊂ � 9 ,
az szintén sértené a feltételeket.

4.3. Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel

Ebben a szakaszban azzal az esettel foglalkozunk, mikor az !-metsző halmazrendszerünk :-
uniform is valamely :-ra. Be fogjuk látni, hogy a 4.1.5-ben kapott felső korlát tovább csökkent-
hető. Ennek bizonyítása azonban lényegesen több munkát igényel.

4.3.1. Tétel. (Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel): Legyen ! egy egész számokat tartalmazó
halmaz, melyre: |! | = B. Továbbá � = {�1, �2, . . . , �<} egy !-metsző, :-uniform halmazrend-
szer [=] fölött.
Ekkor: < ≤

(=
B

)
.

[1], Theorem 5.35.

A bizonyítás az előzőekhez nagyon hasonló, ezek egy kiterjesztése. A tétel bizonyítása előtt
szükségünk van 2 további állításra, valamint definíciók kimondására és néhány új jelölés beve-
zetésére.
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Legyen 5 ∈ (0, 1)= → '. A későbbiekben gyakran az 5 (�) jelölést fogjuk alkalmazni, amely
alatt 5 (E8)-t értünk, ahol E8 az � ⊆ [=] karakterisztikus vektora.
Jelölje -� a következő polinomot: -� =

∏
8∈� G8 ahol � ⊆ [=]. Ekkor:

-� (�) =
{
= 1, ha � ⊆ �
= 0 egyébként.

A most következő állítás kulcsfontosságú tételünk bizonyításában.

4.3.2. Állítás. Legyen 5 ∈ (0, 1)= → ' , és tegyük fel, hogy: 5 (�) ≠ 0, ha |� | ≤ A. Ekkor az
{-� 5 : |� | ≤ A} halmaz elemei lineárisan függetlenek.

Bizonyítás. -� és 5 definíciója miatt:

-� (�) 5 (�) =
{
= 5 (�) ≠ 0, ha � = �
= 0, ha |� | < |� |.

Erre alkalmazzuk 4.2.2-t. �

Most már rátérhetünk a 4.3.1-es tétel bizonyítására.

Bizonyítás. A definiáljuk az 58 ∈ (0, 1)= → ' függvényt (8 = 1, . . . , <) a már ismert módon:

58 (G) =
∏B
:=1(E8G − ;: ).

Ekkor 4.3.1. feltételei mellett:

58 (E 9 ) =
{
≠ 0, ha 8 = 9
= 0, ha 8 ≠ 9 .

(4)

Ezek függetlenek 4.1.3. miatt. Ebben az esetben viszont a kívánt felső korlát eléréséhez nem
elég feltennünk az 58-k függetlenségét. A további csökkentéshez a következő állítás lesz segít-
ségünkre:

4.3.3. Állítás. Legyen � ⊆ [=], és |� | ≤ B − 1. Az 58-k a -�

( ∑=
9=1 G 9 − :

)
függvényekkel

kombinálva továbbra is függetlenek maradnak.

Bizonyítás. Vegyük ezek lineáris kombinációját:∑<
8=0 H8 58 +

∑
|� |≤(B−1) I�-�

( ∑=
9=1 G 9 − :

)
= 0.
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Helyettesítsünk be �;-t. Ekkor, mivel |�; | = : , a második szumma eltűnik, az elsőből pedig (4)
miatt egyedül az ;-edik tag marad. Azaz szintén (4) miatt H; = 0. Ebből mint már láttuk H; = 0
minden ; = 1, . . . , < -re. Az egyenletből tehát a∑

|� |≤(B−1) I�-�
( ∑=

9=1 G 9 − :
)
= 0

kifejezés marad. 4.3.2. miatt ez a reláció triviális, így az -�
( ∑=

9=1 G 9 − :
)
= 0 kifejezések

lineárisan függetlenek. �

Így találtunk<+∑B−1
8=1

(=
8

)
független függvényt. Ezek 4.1.2. miatt olyan multilineáris polinomok-

kal reprezentálhatók, melyek foka ≤ B. 4.1.4. miatt pedig egy vektortérhez tartoznak, melynek
dimenziója:

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

Ebből: < +∑B−1
8=1

(=
8

)
≤ ∑B

8=1
(=
8

)
=⇒ < ≤

(=
B

)
. �

A Ray-Chaudhuri-Wilson tételeknek számos különböző változata létezik, melyekre most nem
térünk ki, azonban a már tárgyalt tételekre még visszatérünk a dolgozat következő fejezetében.
Ezen tétélkörről részletesebben Babai László és Frankl Péter (1992): Linear Algebra Methods
in Combinatorics című könyvében olvashatunk. Elérkeztünk a dolgozatban utolsóként tárgyalt
témához, mely igaz, egy kicsivel hosszabb alapozást kíván, de nagyon hatékony lineáris algebrai
eszközt szolgáltat számunkra.
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5. fejezet

A tartalmazási mátrix és alkalmazásai

A tartalmazási mátrix az incidencia mátrixok egy magasabb osztálya. Az incidencia mátrixhoz
hasonlóan, igen nagy hasznát fogjuk venni. Ahhoz viszont, hogy ezt hatékonyan tudjuk alkal-
mazni további ismeretekre is szükségünk lesz. Az első szakaszban ezekkel fogunk foglalkozni.
Először is bevezetjük a tartalmazási mátrix fogalmát.

5.1. Előkészítés

5.1.1. Definíció. (Tartalmazási mátrix): Ha � = {�1, �2, . . . , �<} és ) = {�1, �2, . . . , �: }
két - fölötti halmazrendszer, akkor az � (�,)) ∈ (0, 1)<×: mátrixot az (�,))-tartalmazási
mátrixnak nevezzük. Ennek a mátrixnak az (8, 9)-edik pozíciójában álló eleme:

� (�,))(8, 9) =
{

1, ha � 9 ⊆ �8
0, ha � 9 * �8 .

Számunkra egy különösen érdekes eset, mikor ) a teljes B-uniform család.

5.1.2. Definíció. (s-ed rendű tartalmazási mátrix): Legyen ) a teljes B-uniform család valamely
B = 1, . . . , =-re, és legyen |- | = =. Az � (�,)) ∈ (0, 1) |� |×(=B) tartalmazási mátrixot B-ed rendű
tartalmazási mátrixnak nevezzük.
Ezt a későbbiekben � (�, B)-el fogjuk jelölni.
Ebben az esetben � (�, 0) egymmagas, csupa 1 oszlopvektor. � (�, 1) pedig éppen az� incidencia
mátrixa.

A tartalmazási mátrix sorai közötti összefüggések vizsgálata sokat elárul egy halmazrendszerről.
Különösen hasznos lesz számunkra az az eset, mikor ezek lineárisan függetlenek.

5.1.3. Definíció. (s-függetlenség): Az � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszert B-függetlennek
nevezzük, ha az � (�, B) mátrix sorai lineárisan függetlenek, azaz teljes rangú.

Hasonlóan, ahogy az incidencia mátrixok esetében, hasznos eredményt kapunk, ha az B-ed rendű
tartalmazási mátrixot összeszorozzuk a transzponáltjával.
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5.1.4. Definíció. (s-metszet mátrix): Az �B (�) = � (�, B)� (�, B)) mátrixot az � B-metszet
mátrixának nevezzük.

5.1.5. Állítás. Ennek (8, 9)-edik pozíciójában álló eleme:( |�8∩� 9 |
B

)
.

Bizonyítás. Definíció szerint �B (�)(8, 9) megszámolja azokat a ) ∈
(-
B

)
elemeket, melyekre:

) ⊆ �8 és ) ⊆ � 9 , azaz ) ⊆ (�8 ∩ � 9 ).
(
(-
B

)
az - összes B elemű részhalmazát jelöli.) �

Egy másik fontos speciális esete a tartalmazási mátrixoknak, mikor � és ) is egy-egy teljes
uniform család. Jelöljük ezt �= (8, 9)-vel. Ekkor:
�= (8, 9) = � (

(-
8

)
,
(-
9

)
), 8 ≥ 9-re.

Újonnan definiált eszközünkkel megadhatunk egy összefüggést � és �2, azaz � és komplemen-
tere között, amely szintén nagyon hasznos lesz a későbbiekben.

5.1.6. Állítás. Minden � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszerre:∑B
9=0(−1) 9 � (�, 9)� (B, 9)) = � (�2, B) .

Bizonyítás. Legyen � ∈ � és ) ∈
(-
B

)
. Ekkor 5.1.5. miatt:∑B

9=0(−1) 9 � (�, 9)� (B, 9)) = ∑B
9=0(−1) 9

( |�∩) |
9

)
.

Az egyenlet jobb oldalán álló kifejezés értéke 1, ha |� ∩ ) | = 0, és 0 egyébként. Az így kapott
mátrix (8, 9)-edik pozíciója:

{
1 ha ) ⊆ - \ �
0 ha ) * - \ �.

Ez éppen �2 B-ed rendű tartalmazási mátrixa. �

5.1.7. Definíció. (s-ed rendű kiterjesztett tartalmazási mátrix): Legyen � = {�1, �2, . . . , �<}.
Az

�∗(�, B) = [� (�, B) | � (�, B − 1) | . . . | � (�, 0)]

< ×∑B
8=0

(=
8

)
-es mátrixot az � B-ed rendű kiterjesztett tartalmazási mátrixnak nevezzük.

(A későbbiekben B∗-ed rendű tartalmazási mátrixként fogunk rá hivatkozni.)

5.1.8. Definíció. (B∗-függetlenség): Az � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszert B∗-függetlennek
nevezzük, ha az �∗(�, B) mátrix sorai lineárisan függetlenek, azaz teljes rangú.
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Ha egy mátrix B-független, akkor nyilvánvalóan B∗-független is. Ennek a fordítottja viszont
általában nem igaz, tehát az B∗-függetlenség nem indukálja az B-függetlenséget. Lesznek olyan
esetek, melyek kivételek ez alól, azaz abból, hogy egy halmazrendszer B∗-független, következik
az B-függetlenség. Ezzel később külön foglalkozunk.

5.1.9. Definíció. ( 5 -metszet mátrix): Legyen � = {�1, �2, . . . , �<}, és 5 (G) egy B-ed fokú
polinom. Az �(�, 5 ), < ×<-es mátrixot az � halmazrendszer 5 -metszet mátrixának nevezzük.
Ennek (8, 9)-edik pozíciójában álló eleme: 5 ( |�8 ∩ � 9 |).

5.1.10. Állítás. Legyen 5 (G) egy tetszőleges polinom, melynek foka ≤ B. Ekkor 5 (G) egyértel-
műen előáll az

(G
0
)
,
(G
1
)
, . . . ,

(G
B

)
polinomok lineáris kombinációjaként. Azaz:

5 (G) = H0
(G
0
)
+ H1

(G
1
)
+ . . . + HB

(G
B

)
, ahol (H8 ∈ &).

Bizonyítás. Az
(G
8

)
kifejezés a következő alakban írható fel: 1

8!G(G−1) . . . (G−8+1), mely egy 8-ed
fokú polinom. Ezáltal az

(G
0
)
,
(G
1
)
, . . . ,

(G
B

)
polimok függetlenek és számuk B, így bázist alkotnak

a ≤ B-ed fokú polinomok vektorterében. �

5.1.11. Állítás. �(�, 5 ) = ∑B
8=0 H8 � (�, 8)� (�, 8)) .

Bizonyítás. Alkalmazzuk az egyenlet jobb oldalára az 5.1.5., majd az 5.1.10-es állítást. �

5.1.12. Állítás. A: (�(�, 5 )) ≤ A: (�∗(�, B)).
Azaz, ha az �(�, 5 ) mátrix nemszinguláris, akkor az � halmazrendszer B∗-független.

Bizonyítás. A bizonyítás során belátjuk, hogy az �∗(�, B) oszlopai által kifeszített vektortér
tartalmazza az �(�, 5 ) oszlopterét. Ebből pedig az állítás következik.
5.1.11. miatt �(�, 5 ) = ∑B

8=0 H8 � (�, 8)� (�, 8)) . Ebből pedig: �(�, 5 ) =
∑B
8=0 H8�8 (�). Definíció

szerint �∗(�, B) tartalmazza � (�, 9)-t minden 9 = 1, . . . , B-re. � (�, 9) pedig tartalmazza � 9 (�)-t.
Tehát �∗(�, B) tartalmazza az �0(�), �1(�), . . . , �B (�)-ek összes lineáris kombinációját is. �

5.1.13. Definíció. (( 51, . . . , 5<)-metszet mátrix): Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} tetszőleges
halmazrendszer, 51(G), 52(G), . . . , 5< (G) pedig legyenek B-ed fokú polinomok. Az < × <-es
�(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G)))mátrixot az � halmazrendszer ( 51, . . . , 5<)-metszet mátrixának
nevezzük. Ennek az (8, 9)-edik pozíciójában álló eleme: 5 9 ( |�8 ∩ � 9 |).

5.1.14. Állítás. Legyen az 51(G), 52(G), . . . , 5< (G) polinomok foka ≤ B. Ekkor:
A: (�(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G)))) ≤ A: (�∗(�, B)).
Tehát, ha az �(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G))) mátrix nemszinguláris, akkor � B∗-független.

Bizonyítás. Célunk ebben az esetben is annak bizonyítása, hogy az �∗(�, B) oszloptere tartal-
mazza az �(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G))) oszlopterét. Ez az előzővel analóg módon következik,
hiszen �(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G))) 9-edik oszlopa megegyezik �(�, 5 9 ) 9-edik oszlopá-
val. �

A tartalmazási mátrixoknak egy fontos osztályát képzik azok a mátrixok, melyek egy :-uniform
halmazrendszerhez tartoznak. A most következő pár állítás ezt az esetet tárgyalja. Ez azért
különösen érdekes, mert mint ahogy látni fogjuk, ha a halmazrendszer :-uniform, akkor az
B∗-függetlenségből következik az B-függetlenség.
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5.1.15. Állítás. Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} - fölötti, :-uniform halmazrendszer. Továbbá
legyen |- | = =, és 0 ≤ 9 ≤ 8 ≤ : ≤ =. Ekkor:

� (�, 8)�= (8, 9) =
(:− 9
8− 9

)
� (�, 9).

Bizonyítás. Legyen |) | = 9 . A bal oldali mátrix (�; , ))-edik pozíciója azoknak az � ∈
(-
8

)
halmazoknak a száma, melyekre: ) ⊆ � és � ⊆ �; . Ezek száma:

{ (:− 9
8− 9

)
, ha ) ⊆ �;

0, ha ) * �; .

Ez pedig éppen
(:− 9
8− 9

)
� (�, 9). �

5.1.16. Állítás. Tegyük fel, hogy az � = {�1, �2, . . . , �<} - fölötti halmazrendszer :-uniform.
Továbbá legyen |- | = =, és 0 ≤ 9 ≤ 8 ≤ : ≤ =. Ekkor � (�, 8) oszloptere tartalmazza � (�, 9)-t.

Bizonyítás. 5.1.15. közvetlen következménye �

5.1.17. Állítás. Legyen � egy :-uniform halmazrendszer. Ekkor:
A: (� (�, B)) = A: (�∗(�, B)) minden B ≤ :-ra.
Azaz, ha az � halmazrendszer :-uniform és B∗-független, akkor B-független is.

Bizonyítás. Következik az 5.1.16-os állításból. �

Ezzel az alapozó szakasz végéhez értünk. Elkezdődhet a betakarítás időszaka. Az eddig tárgyalt
tételek és definíciók segítségével már különösebb probléma nélkül tudunk bizonyítani olyan
tételeket, mint például a már látott Ray-Chaudhuri-Wilson tételek bizonyos változatai. Ezekre,
ahogy ígértem, a későbbiekben vissza is térünk.De eddigmégnem tárgyalt tételeket is vizsgálunk
a tartalmazási mátrixok segítségével.

5.2. Visszalátogatás a Ray-Chaudhuri-Wilson tételekre

Ebben a szakaszban újra a Ray-Chaudhuri-Wilson tételekkel fogunk foglalkozni. Láthatjukmajd,
hogy frissen szerzett eszközeink segítségével ezek bizonyítása lényegesen egyszerűbb lesz.

5.2.1. Állítás. Legyen � egy B∗-független halmazrendszer - fölött, ahol |- | = =.
Ekkor: |� | ≤

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

Bizonyítás. Az egyenlet jobb oldalán az �∗(�, B) mátrix oszlopainak, bal oldalán pedig sorainak
száma található. Mivel � B∗-független, ezért sorai lineárisan függetlenek, azaz nem lehet több
sora, mint oszlopa. �

Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen ! egész számokat tartalmazó halmaz,
melyre: |! | = B. Az � = {�1, �2, . . . , �<} pedig egy ! metsző halmazrendszer egy - =

{01, 02, . . . , 0=} halmaz felett. Ekkor � B∗-független =⇒ < ≤
(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.
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Bizonyítás. 5.2.1. miatt elég azt bebizonyítanunk, hogy a 4.2.1. szerint definiált halmazrendszer
B∗-független. Legyen megint ! = {;1, ;2, . . . , ;B} (;8 ∈ /+). Továbbá legyen E8 az �8 karakte-
risztikus vektora minden 8 = 1, . . . , < -re. Ekkor E8E 9 = |�8 ∩ � 9 |. Rendezzük sorba � elemeit
számosságuk alapján, azaz: |�1 | ≤ |�2 | ≤ . . . ≤ |�< |.
A 4.2.1.-es tétel bizonyításában látotthoz hasonló módon definiáljuk a következő = változós
polinomokat 8 = 1, . . . , <-re:

58 (G) =
∏
;:< |�8 | (G − ;: ) .

Vegyük ezekre a polinomokra �(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G)))-et, vagyis az � ( 51, . . . , 5<)-
metszet mátrixát. Ennek (8, 9)-edik pozíciója:

5 9 ( |�8 ∩ � 9 |) =
{
≠ 0, ha 8 = 9
= 0, ha 8 < 9 .

�(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G))) egy felső háromszögmátrix, melynek diagonálisában nincs 0
elem. Azaz 34C (�(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G)))) ≠ 0. Így �(�, ( 51(G), 52(G), . . . , 5< (G))) egy
nemszinguláris mátrix. Azaz 5.1.14. miatt � B∗-független. �

Térjünk most át a :-uniform esetre. Kezdjük egy, az 5.2.1-hez hasonló „segéd-állítással".

5.2.2. Állítás. Legyen � egy B-független halmazrendszer - fölött, ahol |- | = =.
Ekkor: |� | ≤

(=
B

)
.

Bizonyítás.
(=
B

)
éppen az � (�, B) mátrix oszlopainak a száma. �

Uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen ! egy egész számokat tartalmazó halmaz,
melyre: |! | = B. Továbbá � = {�1, �2, . . . , �<} egy !-metsző, :-uniform halmazrendszer [=]
fölött. Ekkor: � B-független =⇒ < ≤

(=
B

)
.

Bizonyítás. Nem uniform, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel bizonyítása miatt tudjuk, hogy � B∗-
független. Ekkor, mivel � :-uniform, 5.1.17. miatt B-független is. �
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5.3. Frankl-Wilson tétel

Ebben a szakaszban további érdekes eredményekre térünk ki :-uniform halmazrendszerekre
vonatkozóan.

5.3.1. Tétel. (Frankl-Wilson tétel): Legyen ! egy egész számokat tartalmazó halmaz, és legyen
|! | = B. Továbbá legyen � = {�1, �2, . . . , �<} egy :-uniform halmazrendszer = pont felett. ?
pedig egy tetszőleges prím. Ekkor, ha � teljesíti a következő feltételeket:

• : ∉ ! (mod p)

• |�8 ∩ � 9 | ∈ ! (mod p)

Akkor � B-független.=⇒ < ≤
(=
B

)
.

[1], Lemma 7.14.

Bizonyítás. Vegyük a következő B-ed fokú polinomot:

5 (G) = ∏
;8∈! (G − ;8).

Erre a polinomra:

• 5 (:) . 0 (mod p)

• 5 ( |�8 ∩ � 9 |) ≡ 0 (mod p)

5.3.2. Állítás. Ha létezik ilyen 5 (G) polinom, akkor � B-független.

Bizonyítás. Vegyük az � 5 -metszet mátrixát, �(�, 5 )-et. A feltételek miatt ennek diagonálisá-
ban egyik elem sem osztható ?-vel, viszont minden főátlón kívüli elem igen. Azaz 34C (�(�, 5 ))
nem osztható ?-vel. Ebből pedig 34C (�(�, 5 )) ≠ 0. Ekkor 5.1.12. miatt � B∗-független. De �
:-uniform, így 5.1.17. miatt B-független is. �

Ezzel az 5.3.1-es állítást bizonyítása is teljes. �

5.3.3. Tétel. (Frankl-Wilson tétel): Legyen @ = ?; valamely ? prímszámra (; ∈ #). Továbbá
legyen � = {�1, �2, . . . , �<} :-uniform halmazrendszer [=] fölött, melyre:

|�8 ∩ � 9 | . : (mod @).

Ekkor � (@ − 1)-független.=⇒ |� | ≤
( =
@−1

)
.

[1], Theorem 7.15.

A bizonyításhoz elengedhetetlen a következő észrevétel:

5.3.4. Állítás. Legyen @ = ?: prímhatvány. Ekkor bármely A egész számra az
(A−1
@−1

)
binomiális

együttható akkor és csak akkor osztható ?-vel, ha A nem osztható @-val.
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Bizonyítás. Vegyük észre, hogy
(A
@

)
= A

@

(A−1
@−1

)
, és ezáltal @ mindig osztja az A

(A−1
@−1

)
kifejezést.

Azaz, ha ? nem osztja
(A−1
@−1

)
-t, akkor @-nak osztania kell A-t. A másik oldalról pedig, ha @

osztja A-t, akkor a (@ − 8)-nek és (A − 8)-nek, ? ugyanazon hatványát kell tartalmaznia minden
1 ≤ 8 ≤ (@ − 1)-re, hiszen ha ?< osztja (A − 8)-t, akkor mivel ?< osztja A-t, és 8 ≤ (@ − 1), ezért
?< osztja 8-t, így (@ − 8)-t is. Fordítva pedig, ha ?< osztja (@ − 8)-t, osztja 8-t, így osztja (A − 8)-t
is. Így a

∏@−1
8=1

(A−8)
(@−8)=

(A−1
@−1

)
kifejezés nem osztható ?-vel. �

Ennek segítségével már különösebb gond nélkül bizonyítható az 5.3.3-as tétel.

Bizonyítás. Vegyük a következő 5 (G) polinomot:

5 (G)=
(G−:−1
@−1

)
.

Vizsgáljuk meg 5 (G)-re az � 5 -metszet mátrixát, �(�, 5 )-et. Ekkor az 5.3.3. feltételei és az
5.3.4-es állítás miatt �(�, 5 ) diagonálisában álló elemek nem oszthatók ?-vel, a főátlón kívüli
elemek pedig igen. Így �(�, 5 ) nemszinguláris mátrix, azaz 5.1.12. miatt � (@ − 1)∗-független.
De � :-uniform, így megint 5.1.17. miatt (@ − 1)-független is. �

5.4. B- és B∗-összefüggő halmazrendszerek

A következőkben B- és B∗-összefüggő halmazrendszerekről lesz szó. Tehát arról, hogy milyen
összefüggés lehet az � (�, B), illetve az � (�, B∗) mátrix sorai között. Ez az összefüggés igen
hatékony eszköznek bizonyul majd. Segítségével könnyen belátjuk egy halmazrendszer B∗-,
illetve B-függetlenségét, ezt kihasználva pedig újra bizonyítjuk a Ray-Chaudhuri-Wilson tételek
bizonyos változatait és a Frankl-Wilson tételt.

5.4.1. Definíció. (B-függetlenség modulo ?): Az � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszert B-
függetlennek nevezzük modulo ?, ha az � (�, B) mátrix sorai lineárisan függetlenek �? felett.

5.4.2. Definíció. (B∗-függetlenség modulo p): Az � = {�1, �2, . . . , �<} halmazrendszert B∗-
függetlennek nevezzük modulo ?, ha az �∗(�, B) mátrix sorai lineárisan függetlenek �? felett.

5.4.3. Megjegyzés. Ha � B∗-független (illetve B-független) modulo ?, akkor � B∗-független
(B-független). Így a fejezetben tárgyaltak során a modulo ? kimondott tételek & fölött is igazak
maradnak. Természetesen a & feletti kongruencia ekvivalens az egyenlőséggel, ezt az esetet
? = 0-val fogjuk jelölni.

Abban az esetben, ha � B- vagy B∗-összefüggő, léteznie kell olyan nem csupa 0 együtthatóknak,
hogy az � (�, B), illetve � (�, B∗) mátrix sorainak ezekkel vett lineáris kombinációja 0. Jelöljük
az �8-hez tartozó együtthatót W(�8)-vel.

5.4.4. Definíció. Legyen � egy - fölötti halmazrendszer, ahol |- | = =. Ekkor minden � ⊆ -
halmazra legyen:

X(�) = ∑
�⊆�8∈� W(�8).
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5.4.5. Állítás. Egy - fölötti halmazrendszer akkor és csak akkor B∗-összefüggő, ha bármely
� ⊆ - , |� | ≤ B halmazra:

X(�) = 0.

Bizonyítás. Vegyük az �8-k W(�8)-kel vett lineáris kombinációját.
∑<
9=1 W(� 9 )� 9 = 0. Vegyük

azokat a W(� 9 )� 9 -ket, melyekre � ⊆ � 9 . Ezen vektorok � elemeinek megfelelő helyén álló
elemeit csak úgy nullázhatjuk ki, ha

∑
�∈� 9 W(� 9 ) = 0. �

5.4.6. Állítás. Egy - fölötti halmazrendszer akkor és csak akkor B-összefüggő, ha bármely
� ⊆ - , |� | = B halmazra:

X(�) = 0.

Bizonyítás. Teljesen megegyezik az 5.4.5. bizonyításával. �

A fejezet során tárgyalt tételek bizonyításának kulcsa a következő állítás:

5.4.7. Állítás. Legyen � = {�1, �2, . . . , �<} egy B∗-összefüggő halmazrendszer modulo ?, ahol
? akár prím, akár 0. Ekkor bármely �8 ∈ �-re, melyre W(�8) ≠ 0, legalább az egyik teljesül:

1. |�8 ∩ � 9 | ≡ |�8 | (mod ?) valamely � 9 ∈ �-re.

2. |�8 ∩ � 9 | felbontható legalább B + 1 különböző maradékosztályra modulo ?.

A bizonyításhoz szükségünk van egy másik fontos állításra, mely szerint:

5.4.8. Állítás. Tegyük fel, hogy � egy - fölötti, B∗-összefüggő halmazrendszer modulo ?. Legyen
�8 ∈ �, és B < ?. Ekkor, ha 5 (G) egy legfeljebb B-ed fokú polinom �? felett, és � ⊆ -:∑

�8∈� W(�8) 5 ( |�8 ∩ �|) = 0.

Bizonyítás. 5.1.10. szerint 5 (G) felírható a következő alakban: 5 (G) = H0
(G
0
)
+ H1

(G
1
)
+ . . .+ HB

(G
B

)
,

ahol H 9 ∈ �?. Ezáltal elég, ha az állítást az
(G
9

)
polinomra látjuk be. Ebben az esetben az egyenlet

a következő lesz: ∑
�8∈� W(�8)

( |�8∩�|
9

)
.

Ez pedig éppen: ∑
�8∈�

∑
�∈( (�8∩�)9 ) W(�8).

X(�) definíciója miatt ez egyenlő: ∑
�∈(�9) X(�).

Ami 5.4.5. miatt 0. �
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Így már belekezdhetünk 5.4.7. bizonyításába:

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik olyan �: ∈ �, melyre egyik feltétel sem teljesül. Vegyük
modulo ? azon maradék osztályait, melyeket |�8 ∩ �: | felvesz. Jelölje ezeket ;1, ;2, . . . , ;C .
Nyilvánvalóan C ≤ ?, valamint ha C = ?, akkor 1. teljesül. Továbbá C-nek kisebbnek kell lennie,
mint B + 1, ellenkező esetben 2. teljesül. Vegyük a következő polinomot:

5 (G) = ∏C
9=1(G − ; 9 ).

Erre alkalmazzuk 5.4.8-at, azaz:∑
�8∈� W(�8)

∏C
9=1( |�8 ∩ �: | − ; 9 ) ≡ 0 (mod ?).

Mivel 5 ( |�8 ∩ �: |) ≡ 0 (mod ?), ha 8 ≠ ::

W(�: )
∏C

9=1( |�: | − ; 9 ) ≡ 0 (mod ?).

Továbbá mivel W(�: ) a feltételek miatt ≠ 0, szükségszerűen |�: | ≡ ; 9 valamely 9-re. Így 1.
teljesül. �

Elevenítsünk fel megint a már jól ismert Ray-Chaudhuri-Wilson tétel nem uniform, modulo
verzióját.
Nem uniform, modulo ?, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel: Legyen ? egy tetszőleges prímszám,
és ! ⊆ /+. Továbbá legyen |! | = B, az � = {�1, �2, . . . , �<} pedig egy [=] fölötti halmazrend-
szer, amely teljesíti a következőket:

1. |�8 | ∉ ! (mod ?) (8 = 1, . . . , <)

2. |�8 ∩ � 9 | ∈ ! (mod ?), ha 8 ≠ 9 .

Ekkor: < ≤
(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
.

A 4.1-es szakaszban tárgyalt bizonyításnál vettük az � (G, H) = ∏
;∈! (GH − ;) polinomot, majd

az ebből készített < darab 58 (G) = � (G, E8) polinomot helyettesítettük a megfelelő multilineáris
polinomokkal, és beláttuk ezek függetlenségét egy

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
dimenziós

tér felett. Az 5.4.7-es állítás ismerete lehetővé tesz egy lényegesen egyszerűbb bizonyítást,
melyben szimplán belátjuk, hogy egy, a 4.1.1. feltételeit kielégítő halmazrendszer nem lehet
B∗-összefüggő.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy � B∗-összefüggő modulo ?. Ekkor a tétel feltételei
miatt: |�8 ∩ � 9 | . |�8 | (mod ?), azaz 1. megdőlt. Valamint, mivel |�8 ∩ � 9 | ∈ !, mely egy B
elemű halmaz, 2. sem teljesülhet, azaz:
� B∗-független modulo ?. =⇒ < ≤

(=
B

)
+

( =
B−1

)
+

( =
B−2

)
+ . . . +

(=
0
)
. �

Az 5.4.7-es állítás ismerete lehetővé teszi, hogy a 4.2.1-es, azaz a Nem uniform-Ray-Chaudhuri-
Wilson tételt egy harmadik módon is bizonyítsuk.
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Bizonyítás. Tegyük fel újra, hogy � B∗-összefüggő. Vizsgáljuk meg ezt az 5.4.7-es állításon
keresztül. A tétel feltételei miatt 2. biztosan nem teljesül, ezért csak azt kell belátnunk, hogy
1. sem. Vegyük a legnagyobb számosságút azok közül az �8 ∈ � halmazok közül, melyekre:
W(�8) ≠ 0. Erre |�8 ∩ � 9 | ≠ |�8 | semelyik � 9 ∈ � -re, így 1. sem teljesülhet. �

Végezetül pedig az 5.3.1-es, azaz Frankl-Wilson tételre is mutatunk egy meglehetősen egyszerű
új bizonyítást az B∗-összefüggőség segítségével.

Bizonyítás. Esetünkben � :-uniform. Így 5.1.17. miatt elég belátnunk, hogy B∗-független. Ez
pedig az előbb tárgyalt, Nem uniform, modulo ?, Ray-Chaudhuri-Wilson tétel bizonyításával
analóg módon következik. �
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