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Koszonetnyilvanitas

Ahhoz, hogy az ebben a dolgozatban a szavakat egyéltalan leirhattam, természetesen sok

ember tdmogatasara volt sziikség.

Szeretném koziiliik név szerint kiemelni elsGsorban Fekete Imrét, aki nem csak gyakor-
latvezetSként, de témavezet&ként is kivalonak bizonyult, igy mind az 6rai, mind a kon-
zulticiol inspirdloan hatottak és sok szakmai tapasztalatot nyujtottak. Kiilon készonom
neki, hogy elapadhatatlan segit6készségével még az innepek alatt is kész volt az idejébdl

aldozni a dolgozatomra.

Tovabbé koszonom sziileimnek ,csalddtagjaimnak a mérhetetleniil sok tamogatést, szak-
tarsaimnak a lelki és szakmai iranymutatasokat, illetve héalas koszonet mindenkori tana-

raimnak akik faradsagos munkaval egyengették utjaim.
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1. fejezet
Bevezetés

Manapsag igen gyakran talalkozhatunk az adattudomany (data science) vagy példaul a
mesterséges intelligencia (artificial intelligence roviden Al) kifejezésekkel. Utobbi kapcsan
a kevésbé szakavatottaknak olykor rémiszté gondolataik ébredhetnek. A mar szakavatot-
tabbak ugyanakkor a mai trendeknek megfelelGen érdekes és izgalmas elgondolasokkal is
megismerkedhetnek, mint példaul a gépi tanulas (machine learning) vagy a neuralis halo-

zatok (neural networks) vilaga.

A dolgozat a neuralis halozat témakdréhez kapcsolodoan egy djfajta elgondolast fog
bemutatni. Az Olvas6 megismerheti, hogyan lehet 6tvozni a tobb mint 100 éves multra
visszatekint6 kozonséges differencidlegyenletek numerikus modszereinek vilagat a manap-

sdg egyre népszeriibb neurélis halozatok (tovabbiakban neuralis halok) témakorével.

Ennek alapjat a ,Neural Ordinary Differential Equaitons" c. cikk képezi [1|. A szak-
mai berkekben nagy visszhangot kivalté publikicié Neural Information Processing Sys-
tems (NIPS) konferencian 4854 cikk koziil Best Papers Award dijban részesiilt. A témaval
kapcsolatos kutatasok még javaban folynak. Jol jelzi ezt, hogy a cikk legutols6 verziojat
arXivon 2019. december 14-én frissitették a Torontdi Egyetem kutatoi. Egyelére sok meg-

valaszolatlan kérdés van, de mar sokan ugy vélik, hogy ez az irany rendkiviil biztato.

A kovetkez6 fejezetekben a cikkhez sziikséges neuralis halok, majd a kozonséges dif-
ferencidlegyenletek témakorét tekintjiikk at olyan szellemben, hogy az utolso fejezetben

megérthessiik, hogy ez a dijnyertes cikk miben tartalmaz 4j és korszerd gondolatot.



2. fejezet
A neuralis halokrol

Szémos alkalmazasi teriiletnél a természet ihlette neuralis halok alkalmazasa a legcél-
ravezetébb. Ezek az tin. ,mesterséges" neuron halozatok mind felépitésiikben (egymassal
kapcsolatban 4ll6 elemi miiveletvégzésre alkalmas egységek), mind a tapasztalatokra épiils
tanulasi modszereikben nagyon sok hasonldésagot mutatnak a biologiai neuron halézatok-
kal.

A szakdolgozat céljaibol eredendGen nem fogunk sokat foglalkozni a neuralis halok al-
kalmazésaival (habar lesz rola sz6), inkabb a felépitésiikre és a mifkodési mechanizmusukra
fektetjiik a hangstlyt. A fejezet f6ként az [5] jegyzetet koveti, mely Haykin klasszikus ne-
uralis halok kényvén is alapszik [10]. Célunk ebben a fejezetben az, hogy megfelels alapot
nytujtsunk az alapgondolatok megértéséhez, késébb pedig a kozonséges differencidlegyen-

letek és a neuréalis halok otvozéséhez.

Amikor neuralis halokat akarunk alkalmazni egy természettudomanyos vagy miiszaki
probléma megoldéaséara, akkor nem célunk a problémat a hagyoméanyos értelemben model-
lezni, egyes torvényszertiségeket feltarni, hanem pusztan a bemeneti és a kimeneti adatokra
tdmaszkodva, a kozottiik lezajlo eseményekre egyfajta fekete dobozként tekintve kivanjuk

a problémat kezelni.

Jeldlje a bemeneti adatokat az

z(n) = (21(n), 22(n), ..., x(n))"
m-~dimenzios vektorok, ahol n = 1,2,... az aktudlis id6pillanatok. A rendszer x(n) be-
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meneti értékeihez tartozo kimeneti értékeket d(n)-nel jeloljik. A folyamatot a 2.1. abra

szemlélteti.
x1(n) \
Bemenet xg(n) I — Ismeretlen - d(n)
) rendszer
() —

2.1. 4bra. A modellezd rendszer.

A neuralis halok alkalmazasat harom {6 lépésben irhatjuk le.
¢ A modell megalkotasa.

o A modell (be)tanitésa.

¢ A modell hasznalata.

Alapvetd fontossagi a masodik 1épés, vagyis a neurdlis halok tanitasa. A halok tani-

tasdnak harom nagy modja létezik.
o Tanitoval torténd vagy feliigyelt tanitas (supervised learning)

Az ellen6rzott tanités esetében rendelkezésre all egy dn. tanité adathalmaz,
amely tartalmazza a bemeneteket és az ezekhez elvart valaszokat. Maga a ta-
nitas pedig ugy torténik, hogy a neuralis hal6 bemenetekre adott kimeneteleit
Osszehasonlitjuk az elvart valaszokkal. Ez alapjan probaljuk a halézat paramé-
tereit modositani gy, hogy a kimenetek és az elvart valaszok kozott a lehetd

legkisebb legyen az eltérés.
o Tanit6 nélkiili tanitas (unsupervised learning)

Ha nem ellenérzott tanulasrél beszéliink, akkor nem allnak rendelkezésre a be-
menetekhez elvart valaszok. A halonak magénak kell kialakitania valamilyen
viselkedést, amivel a bemeneteli adatokban hasonlésagokat, korrelaciokat, il-

letve csoportokat és kategoridkat fedhet fel.

¢ Analitikus tanitas



Analitikus esetben a hal6 tanitasa szintén tanité adathalmazon torténik, vi-
szont itt a halot nem lépésrdl lépésre, hanem kozvetlen szamitésokkal és mate-

matikai osszefliggések kiértékelésével, analitikus modszerekkel alakitjuk ki.

Mivel a dolgozat szempontjabdl csak az ellenGrzott a tanitas lényeges, ezért majd ezt

hasznaljuk a késébbiekben.

A neuralis h&lok fejlodési torténetére és a legkiilonbozEbb tipusaikra nem tériink ki. Az
érdeklsds Olvaso ezeket Haykin konyvében [10] részletekbe menGen megtalalja. Ugyan-
akkor a fogalmak és a folyamatok jobb megértése miatt targyaljuk a neuralis halok elsG
tipusaként ismert perceptront (egy neuronbdl), illetve az ezek segitségével alkotott t6bb-

rétegl perceptront (multi layer perceptron réviden MLP).

2.1. A perceptron

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy a neuralis halok olyan rétegekbe szervezett egymaés-
sal kapcsolatban 1évé neuronok Osszessége, melyek a bemenet és a kimenet kozott vala-
milyen nemlineéris leképezést valositanak meg. A késGbbi vizsgalodas megalapozasiahoz

els6ként a neuron felépitését mutatjuk meg.
Maga a neuron (idegsejt) egy informacio feldolgozo egység, amely a neuralis halo

alapegysége. Az egy neuronbdl all6 perceptron pedig a legegyszertibb neuralis halo. A

perceptron részei:

Bemenet (input)

Az z(n) = (x1(n), z2(n), ..., z,(n))T ismert m-dimenzios vektor a bemenet. Minden
n=1,2,..., N id6pontbhan érkezik egy m szambdl all6 bemeng jel. Ezek az adatok
ismertek.

Sualyok (synaptic weight)

A cél a kezdetben ismeretlen wy,ws, ..., w,, silyok meghatarozasa. A valodi si-
lyok n-edik idépillanatbeli silyai a wi(n),ws(n),. .., w,(n) salyok. Az egyes lé-
pések soran ezeket finomitjuk. Az x = (z1,29,...,7,)7 vektor a valodi, mig az

z(n) = (x1(n),ra(n), ..., r,(n))T pedig a kézelits sulyvektor.
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Torzitas (bias)
A b torzitas valodi értéke sem ismert, igy ehhez is 1épésenkénti kozelitéssel juthatunk

el. A torzitas n-edik kozelitését b(n) jeloli.

Osszegz6 csomopont (summing junction)

Ez a bemeneti adatok

silyozott Osszegét képezi.

Aktivacios fiiggvény (activation function vagy transfer function)
Egy olyan ¢ fiiggvény, ami a fenti v(n) értéket transzformalja ugy, hogy a kapott
érték a feladat szempontjabdl alkalmas intervallumba essen. A fiiggvényt nekiink

kell megadnunk.

Kimenet (output)

A neuron &altal az z(n) bemeneti értékhez rendelt y(n) = p(v(n)) érték.

A 2.2. abra szemlélteti a perceptron sematikus felépitését.

figgvény Kimenet

e | 720 )} 3} () — p(v(n)) — y(n)
o

Sulyok

b(n)
z1(n) O—’ T Aktivacios

2.2. dbra. A perceptron sematikus felépitése.



Tegyiik fel, hogy a valasztott neuralis halo sémank egy perceptron és rendelkezésre all-
nak olyan adatok, ahol ismerjiik az x(n) bemeneti vektorokat, illetve a hozzajuk tartozo

d(n) kimeneti értékeket. Ezeket tanité pontoknak nevezziik.

Most tekintsiik a perceptron altal az xz(n) bemenethez szolgaltatott y(n) kimenet és a

tényleges d(n) kimenet kozotti

e(n) = (d(n) — y(n))*
négyzetes kiilonbséget. A fenti érték a halozat négyzetes hibaja. Ennek a sulyok mo-
dositasaval torténd minimalizaldsdt mondjuk a halé tanitdsidnak vagy tanulasanak
(training). Ezt altalaban a tesztelés folyamata koveti, ahol a mar betanitott halo altala-

nositoképességét vizsgaljak.

Aktivacios fiiggvények

Ahogy lathattuk az aktivacios fiiggvények feladatra jellemzd valasztasa fontos a kimene-
tek tekintetében. Ebben az alfejezetben felsoroljuk a leggyakrabban hasznalt aktivacios
fiiggvényeket, melyek a 2.3.-2.8. dbrakon lathatok. Ezek tipikusan S-szer( fliggvények és
jellemz§ tulajdonsidguk, hogy monoton névekvéek és jobbrol folytonosak. Tovabbi tulaj-

donsag lehet, hogy a hatarértékiik minusz végtelenben 0, mig plusz végtelenben 1.

i, Logisztikus fliggvény

1
1+ exp(—ax)’

r € R

o()

2.3. abra. A logisztikus aktivacios fliggvény a = 1 véalasztassal.



ii, Kiiszob fiiggvény (threshold function, Heaviside function, hard limit)

1 haz>0
p(z) =
0 haz<0

2.4. abra. A kiiszob aktivacios fiiggvény.
iii, Szakaszonként linearis fiiggvény (telitéses lineéris)
0 haz < -0.5

o()=<2+05 ha—-05<x2<05
1 ha x> 0.5

2.5. abra. A szakaszonként linearis aktivicios fliggvény.

10



iv, Tangens hiperbolikus fiiggvény

() = tanh(x)

2.6. abra. A tangens hiperbolikus aktivacios fliggvény.

v, Szignum fliggvény (specialis kiiszob fiiggvény)

—1 haz<0
o(x)=40 haz=0
1 hax >0

2.7. abra. A szignum aktivacios fiiggvény.

Erdemes megjegyezni, hogy a fentiektél eltérs strukturaja fiiggvényeket is alkalmaz-
nak, példaul gyakori a p(z) = x identitads vagy a lentebb is lathato ¢(z) = max(0,x)

RelLu valasztas.
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2.8. abra. A ReLu aktivacios fiiggvény.

2.2. A tobbrétegii perceptron

Ha valaki neuralis halokra gondol, akkor nagy valoszintiséggel egy tobbrétegli perceptront
képzel el, ugyanis ez talan a legismertebb halézati séma. Ennél a felépitésnél nemcsak
egyszertien Osszekapcsoljuk a neuronokat, hanem rétegekbe is szervezziik Gket. Ezeket a

rétegeket hdrom csoportba oszthatjuk.
o Bemeneti réteg (input layer)
o Rejtett réteg (hidden layer)
o Kimeneti réteg (output layer)

Rejtett rétegekbdl tetszéleges szamu, bemeneti és kimeneti rétegekbdl viszont csak
egy-egy réteg lehet a halozatban. Ezen feliil a bemeneti rétegrél érdemes tudni, hogy sza-
mitast, illetve jelfeldolgozast nem végez, feladata csupan a bemeneti adatok tovabbitéasa.

A tobbrétegii perceptron sematikus felépitése a 2.9. abran lathato.

12



w;1(n)

Bemeneti réteg Rejtett réteg(ek Kimeneti réteg
(Input layer) (Hidden layer(s) (Output layer)

2.9. abra. A tobbrétegii perceptron sematikus felépitése [5].

A fenti modell esetében nincs rétegen beliili és nincs a tavolabbi rétegek kozott sem
kapcsolat, viszont minden neuron kapcsolatban all a kozvetlen szomszédos réteg Osszes
neuronjaval. Tovabbi fontos tulajdonsaga a tobbrétegi perceptronoknak, hogy minden

neuronjanak sajat aktivacios fiiggvénye és sajat sulyai vannak.

A neuralis halokat topologiailag leginkdbb iranyitott graftként tudjuk reprezentélni,
melyben a csomépontoknak a neuronok, a kapcsolatoknak pedig a graf élei felelnek meg.
Ebbdl kiindulva két fécsoportot kiillonboztetliink meg aszerint, hogy az altaluk reprezen-
talt iranyitott graf egyiranyt, vagy esetleg tartalmaz hurkot vagy visszacsatolast. Elgbbi
esetben elérecsatolt, utobbi esetben visszacsatolt halokrol beszélhetiink. A két esetet

a 2.10. dbra mutatja.

A tobbrétegii perceptron egy elérecsatolt héld, azaz a bemeneti jel a rétegrél rétegre

halad elére, mignem a kimeneti réteg megadja a kimeng jelet.
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y kimenet y kimenet

2.10. abra. A visszacsatolt és elérecsatolt halok.
2.2.1. A tobbrétegt perceptron tanitasa
A tobbrétegii perceptron tanitasa négy f6bb lépésbdl all.
o Megadjuk a kezdeti silyokat.
¢ A bemeneti jelet végigaramoltatjuk a halon a silyok megvaltoztatéasa nélkiil.
o A kapott kimeneti jelet Osszevetjiik az elvart (tényleges) kimeneti jellel.
o A hibat visszadramoltatjuk. A silyokat a hiba csokkentése érdekében moédositjuk.

A tanitas soran tipikusan a tanitd pontokat tobbszor ataramoltatjuk. Az 6sszes tanitod
pont egyszeri ataramoltatésat egy epochnak nevezziik.

A tanitas kritikus lépése a siilyok modositasa annak érdekében, hogy a hiba minimalis
legyen. Ez az an. hibavisszaterjesztéses (error back-propagation) modszerrel torténik. A
felhasznalt jelolések értelmezéséhez tekintsiik a 2.11. abran egy neuront a tébbrétegi

perceptronban.
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2.11. abra. Egy neuron a tobbrétegii perceptronban.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket és formalis definiciok irdsa helyett ezeket listaszeriien

felsoroljuk.
- Az 1,4,k harmas az i-edik, j-edik és k-adik neuront jel6li balrol jobbra haladassal.
- Az n jeloli az n-edik idépillanatot, azaz ez a tanitas n-edik lépése.

- Az i-edik neuron kimenete y;(n) és egyben a j-edik neuron bemenete, feltéve ha j

rétege kozvetleniil ¢ rétege utan all.
- Legyen yo(n) = 1.
- Az i-edik neuronbdl a j-edik neuronba mutato6 élen 16vé sily w;;(n).
- A j-edik neuron torzitésa b;(n) = wjo(n).

- A j-edik neuron altal produkalt Gsszegzett értékét

vi(n) = Z wji(n)yi(n)

ie{j el6tti réteg}
jeloli.
- A j-edik neuronhoz tartozo6 aktivacios fiiggvény ¢;.
- A j-edik neuron kimenete y;(n) = ¢;(v;(n)).
- Az y;(n)-hez viszonyitott valodi kimeneti érték d;.
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Jelolje tovabba C' a kimeneti réteg neuronjainak halmazat. Ekkor az
1« 1o (1 1 ZN 1 5
c = — = — — 2 = — — - — : 2
N ;8@) N ; (2 jEZC E (n>> N <2 jec(d](n) wim) )

az atlagos hiba, ahol N a tanité pontok szamat jeldli.

A sulyok korrekciojat a

d=(n)

wjs(n+ 1) = wii(n) = Awii(n) = =0z oy

(2.1)

gradiens moédszer segitségével kapjuk, ahol 7 > 0 a tanulasi paraméter. Erdemes meg-
jegyezni, ha n kicsi, akkor a stlyok is kis mértékben valtoznak, viszont lassti lesz a konver-

gencia. Nagy 7 esetében a konvergencia gyorsabb, viszont az algoritmus instabilla valhat.

Az e fiiggvényértékeinek meghatarozasa utan, a halo paramétereit (stlyok és torzitas)
a végsé kimenettsl kezdve visszafelé haladva modositjuk. Altalaban kiilonbozé stlyok
és nemlinearis fiiggvények hatarozzak meg a halo felépitését, igy egy adott pontban a
(2.1) jobboldali tag (tn. veszteségfiiggvény) értékét valamely bemeneteinek modositasa
jobban befolyasolja mint a tobbi bemenetelének a modositiasa. Ezeket az ardnyokat a
veszteségfiiggvény iranymenti derivaltjai hatarozzak meg. A hosszas levezetést elhagyjuk.
Az érdeklsds Olvaso a fejezet alapjaul szolgalod [5] jegyzetben részletesen megtalalhatja.

A sulyok aktualizal4si mechanizmusa

Awji(n) = nd;(n)y:(n), (2.2)

ahol y;(n) a mar korabban emlitett j-edik rétegét kozvetleniil megel6z6 rétegbeli i-edik

neuron kimenete, mig a lokélis gradiens

(n)¢(vi(n)) rejtett rétegek esetén,
(n

€j
d;(n) = @ (v;(n)) Z dp(n)wyj(n) kimeneti rétegek esetén.

ke{j utani réteg}
A (2.2) formula lényege abban all, hogy a j-edik neuron lokalis gradiense megkaphato
a j-edik utani réteg lokalis gradiensei segitségével. A kimeneti réteg lokalis gradiensei
kozvetleniil szamolhatoak, igy rétegrél-rétegre visszafelé haladva az 6sszes lokalis gradiens

meghatarozhato.
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2.2.2. Hibavisszaterjesztéses modszerrel kapcsolatos megjegyzések

Ahogy az el6z6 alfejezetben lathattuk az algoritmus lényegében a kovetkezd lépéseket

hajtja végre:
1) Lefuttatja a bemeneti adatokat a halézaton.
2) Kiszamitja a veszteségfiiggvényt.
3) Meghatarozza a lokalis gradienseket.
4) Végrehajtja a gradiens lépést.

Természetesen felmeriilnek gyakorlati kérdések is. Tobbek kozott ilyen, hogy milyen
leallasi feltételeket hatarozzunk meg. Négy tipikusnak mondhato leallasi feltételt emlitiink

meg.

¢ Ha a gradiens vektor kellen kicsi, akkor megallunk, ugyanis ekkor mar a stlyok

nem valtoznak jelentds mértékben.

¢ Ha egy stlymédositas el6tt és utan kapott atlagos négyzetes hiba az elGirt tolerancia
értékénél kisebb.

o Ha az epochok szama tul nagy.
o Ha a futasi id6 tul sok.

Ahogy lathattuk a hibavisszaterjesztéses modszer gradiens alapu, igy érzékeny a kez-
deti értékekre, azaz a kezdeti silyok megvélasztasa fontos feladat. Gyakori jelenség lehet,

hogy az algoritmus csupan egy lokalis minimumot talil meg.

Fontos leszdgezni, hogy a numerikus matematikdban szdmos eljaras létezik az ¢ fiigg-
vény w szerinti minimumhelyének meghatirozasara. A tébbrétegli perceptron esetében
a gradienseket a hibavisszaterjesztéses algoritmussal szamitjak ki, majd pedig ezeket a
gradienseket a valasztott eljarasban felhasznaljak. Igy a tobbrétegii perceptron tanitasara
tobb modszer is rendelkezésre all, melyek koziil ki lehet valasztani azt, amelyik a feladat-
hoz a leginkabb megfelels. A teljesség igénye nélkiil megemlitiink néhany gyakorlatban

leginkdbb hasznalt numerikus modszert.
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A konjugalt gradiens moédszer. Ennél a modszernél a hibavisszaterjesztéses algo-
ritmus altal kiszamitjuk a gradienst, viszont a 1épés nem a negativ gradiens iranyaba tor-
ténik, hanem egy bhizonyos ortogonalizacios eljarassal meghatarozott modositott iranyba.
A modszer f6bb varidansai: Fletcher—Reeves-formula, Polak—Ribiére-formula és a Powel-
Beale-formula ( [10] 188-194. oldal).

Kvazi Newton-modszerek. Ebben az esetben a gradienst szintén a hibavisszater-
jesztéses algoritmussal hatarozzak meg, majd ezeket a gradienseket felhasznélva keresik
meg az ¢ fliggvény minimumat egy Newton-modszerhez hasonlo iteracios eljarassal. Leg-
gyakrabban a Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno-formulat alkalmazzak ( [10] 194-197.
oldal).

2.3. A rezidualis halok

A halo felépitésével kapcsolatban tudjuk, hogy a hasznalhatosagot és az altaldnositd ké-
pességet is nagyban befolyasoljak az olyan paraméterek, mint példaul a rétegek szama és

ezek mérete. Ennek alapjan két ut adodik egy halé megalkotéséra.

o A halé novelése: egy kicsi halobol kiindulva addig noveljik azt, amig a halé méar jol

betanithatovai valik.

o A halo metszése: az e6z6 eljaras forditottjat végezziik, vagyis egy nagy és jol beta-
nitott halot addig redukalunk (csokkentjiik a neuronok és a stlyok szamat), amig

még jo eredményt ad.

Miutén a konvolucios halok attorést értek el a képfeldolgozas terén [12| tobb kérdés
is felmeriilt a halok felépitésével kapcsolatban. Amikor a halok mélyitésével, vagyis a ré-
tegek szamanak novelésével probéltak javitani az elért pontossdgon, akkor szembesiiltek
azzal a problémaval, hogy egy bizonyos pont utan a halé rosszabbul kezd el teljesiteni [6].
Taltanulasrol nem lehetett sz6, mivel ez a jelenség akkor is fennallt amikor a hozzaadott
rétegek csupan egy identitas leképezést valositottak meg. Ebbdl kifolydlag a halo felépi-

tésének modositasara volt sziikség, hogy a probléméat orvosolni tudjak.

Egészen 2015 decemberéig kellett varni, amikor is egy ujfajta halozati felépitéssel ruk-

koltak el6, mely rezidualis halé néven valt ismertté [11]|. Szokasos esetben a bemeneti

18



jel rétegrol rétegre halad elére a haloban tgy, hogy egy adott réteg a kapott bemeneti
jelen végrehajt egy leképezést, majd az igy kapott jel lesz a kovetkezd réteg bemeneti
jele. Ezzel szemben a rezidualis halokban egy adott réteg bemeneti jeléhez hozzavessziik
egy Gt megel6z6 réteg bemeneti jelét is, vagyis agymond egy réteg(ek)en ativelg réovidre
zarast (shortcut) hozunk létre. Egy ilyen rovidre zéaras altal kozrefogott részre rezidualis
blokként fogunk hivatkozni. Ebben az egy blokkban legyen y; a bemenet, y;; a kimenet,
mig f a kozrefogott rétegek kozott megvalosulo leképezés. Egy rezidualis blokk sémaja a

2.12. 4bran lathaté.

w w
<. =
< ReLu < Relu
-3 -3 U
yj ﬂ\ g\
o @ =+ w)
\ J
fjw;)

2.12. dbra. Egy reziduilis blokk ReLu aktivacios fiiggvénnyel.

Tegyiink meg itt egy érdekes észrevételt. Vegylink ugyanis egy reziduélis halot, amely
a fenti rezidualis blokkokbol épiil fel. Adott 79 bemenettel, N réteg mellet fennall az

yj+1:yj+f(yjawj)v ]:OaaN_l

osszefiiggés, w; a j-edik réteghez tartozo sulyvektor. Szorozzuk meg a fenti kifejezésben

f-et mesterségesen h = 1-gyel. Ekkor az
Yji+1 =y; T hf(yws), j=0,...,N—1 (2.3)

Osszefiiggés adodik.

A fenti (2.3) egyenlet egy numerikus modszerek vildgaban jartas Olvaso szamara

konnyen szemet sztur. Tudniillik ez lesz a kovetkezd fejezetben részletesen is targyalt un.
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kezdetiértek-feladatok megoldasara szolgald explicit Euler-moédszerre hasonlit. Ez az ész-
revétel volt, ami kitarja a kozonséges differencidlegyenletek numerikus modszerei és a

neuralis halok kozotti kaput.

2.3.1. Megjegyzés. A rezidualis haloknak is megannyi fajtaja létezik a rétegek szama-
t0l, méretétdl és a rovidre zarasok altal kihagyott 1épések szamétol fiiggden. Fontos tulaj-
donsaguk, hogy nagyon egyszertien képesek az identitas fiiggvényt megtanulni, ezaltal ha
a halo akar tobb szaz réteg mély is mégsem fogja negativan befolyasolni a teljesitményét.
A rovidre zarasok lehetnek alapvetGen akar paraméter nélkiiliek és paraméterezettek is.

Az ezzel kapcesolatos részletes konklaziokért lasd [11].

Miel6tt belemeriiliink a neuralis kozonséges differencidlegyenletek vilagédba a kovetkezs
fejezetben tomoren targyaljuk a kezdetiérték-feladatok elméleti és numerikus aspektusait

1s.
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3. fejezet

A kezdetiérték-feladatokrol

Ahogy az el6z6 fejezet legvégén lathattuk, hogy egy a numerikus analizisben jartas Olvaso
a rezidudlis halok egy blokkjara tekinthet gy, mint egy koézonséges differencialegyenlet

kezdetirték-feladatat numerikusan megold6 explicit Euler modszer egy lépésére.

Ugyanakkor ebben a teriiletben kevésbé jartasak szaméra ebben a fejezetben réviden
osszefoglaljuk a differencidlegyenletekkel kapcsolatos és szamunkra sziikséges elméletet.
Emellett vazoljuk a legnépszeriibb numerikus eljarasok megértéséhez sziikséges alapokat,

illetve tételesen felsoroljuk a késébb hasznalando modszereket is.

3.1. Folytonos elméleti 6sszefoglal6

Az alfejezetben a [3] és [16] konyvek megfelels részei alapjan kozoljiik a legfontosabb de-
finiciokat, tételeket.

Differencidlegyenletek segitségével az egyenletben szerepl6 ismeretlen fliggvény és an-
nak derivéltja(i) kozotti Osszefiiggést irhatjuk le. A kozonséges sz6 arra arra utal, hogy az
ismeretlen fiiggvény egyvaltozos. Formalisan a kozonséges differencidlegyenletekre vonat-

koz6 definicié az alabbi.

3.1.1. Definicié. Legyen G C R x R egy dsszefiiggd nyilt halmaz (tartomdny) és f -
G — RY egy folytonos leképezés. Az

u'(t) = f(tu(t))

kifejezést kozonséges differencidlegyenletnek mondjuk.
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3.1.2. Definicio. Legyen G C RxR? egy tartomdny, (to, ug) € G egy adott pont (ty € R, ug € RY),
valamint f : G — R? egy folytonos leképezés. A

u'(t) = f(t, u(t)) (3.1)
feladatot kezdetiérték-feladatnak, vagy mas szoval Cauchy-feladatnak nevezziik.

3.1.3. Definici6. Az olyan u : I — Re (I nyilt intervallum) folytonosan differencidlhatdé
figguényt, melyre

o {(t,u(t)):tel} CGq,
o u(t) = f(t,u(t)) mindent € I esetén,
o to €l ésu(ty) =u
a kezdetiérték-feladat megolddsdnak nevezziik.

Az alkalmazéasok szempontjabol is fontos a kezdetiérték-feladat megoldasanak egyér-

telmtisége.

3.1.4. Definici6. Legyen G C R x R? egy tartomdny. Az f : G — R? leképezést mdsodik
vdltozdjaban Lipschitz-tulajdonsdginak neveziink, ha létezik L > 0 konstans, hogy minden

(t,p1), (t,p2) € G esetén

|f(t,p1) — f(t,p2)| < Lip1 — pal.

Az egyértelmiiségre vonatkozo tétel az alabbi.
3.1.5. Tétel. Legyen f : G — R? folytonos fiigguény, ahol
G={(t,u) eRxR: |t —ty] <a és|uy| < b}

henger, (to,u0) € RXR? és0 < a < 00, 0 < b < oo. Legyen M = (m?XG |f(t,w)| és tegyiik
t,u)e

fel, hogy az f figgvény mdsodik vdltozdjaban Lipschitz-tulajdonsdgi. Ekkor a (3.1)-(3.2)

kezdetiérték-feladatnak egyértelmiien létezik megolddsa a [to— 0,1+ 8] intervallumon, ahol

§ = min{a, 2}.

A differencidlegyenleteknek tobbnyire csak specidlis esetekben 1étezik analitikus meg-
oldasa. Igy a kovetkezs alfejezetben a (3.1)-(3.2) kezdetiérték-feladat megoldasara szolgalo
numerikus modszerek elméletének alapjait, illetve a kés6bb sziikséges numerikus eljarasok

egyfajta Osszegzésérdl lesz sz6 a konkrét modszerek kiemelésével.
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3.2. Numerikus elméleti osszefoglal6

Az egyszeriiség kedvéért —de az altalanos elvesztése nélkiil- a tovabbiakban a (3.1)-(3.2)
kezdetiérték-feladat skalaris d = 1 esetét tekintjiik. Az alapfogalmak definidlasakor és a

szerkezet felépitésében a [4] jegyzetre tamaszkodunk.

Definialjuk az
wp ={tp, =nh;n=20,1,... . N;h=T/N}

un. ekvidisztans racshalot. Célunk az, hogy az ezen értelmezett y(t,), t, € wy racs-

fiiggvény jol kozelitse a folytonos feladat u(t) megoldasat ezekben a racspontokban, azaz

y(t,) = u(ty) t, € wy.

A kevesebb irasért bevezetjiik az y, := y(t,) jelolést. Ekkor a (3.1) feladatban szerepld
u'(t) figgvényt a tanult elsérendii jobboldali véges differenciahéanyados alapjan kozelitjiik

at =t, pontban, azaz

(1) ~ w (3.3)

Ekkor kozvetleniil a feladat jobb oldalara az

f(tn, ultn)) = f(tn, yn) (3.4)

osszefiiggés adodik. Igy a fenti (3.3)-(3.4) alapjan

Yn+1 — Yn

- = f(tn,yn), ahol n =0,1,...

Az egyenletet rendezve az
Yni1 = Yn + hf (o, yn), aholn=0,1,... (3.5)

un. explicit Fuler médszerhez jutunk, ahol n = 0 kezdetiérték esetén az y, értékének a
kezdetiérték-feladat ug érték szokas valasztani. Mivel v, 1 kozvetlen kiszamithato y,,-bol,
ezért a fenti (3.5) modszer egylépéses és explicit. Ezt az egyenletet mar kordbban mas

alakban a (2.3) egyenletnél lathattuk.

A tovabbiakban a szarmaztatott modszer alapjan értelmezziik a numerikus analizis

alapfogalmait: a konzisztenciat, a stabilitast és a konvergenciat.
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3.2.1. Definici6é. Ha a numerikus modszer

\117(11) _ _u(thrl)h_ u<tn) + f(tnau<tn))

lokdlis approrimdcios hibdjdra teljesil, hogy

lim W) = 0,
h—0

akkor a mddszert konzisztensnek nevezzik. A mddszert p-edrendben konzisztensnek hiv-
guk, ha p > 0-ra igaz, hogy
T = O(hP).

n

3.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a numerikus mddszer konvergens a t* € wy, pont-

ban, ha

lim [y, —u(t7) = 0. (3.6)

Abban az esetben, ha (5.6) teljesil a [0,T] intervallum minden t* pontjdban, akkor a
numerikus maodszert konvergensnek nevezziik az egész intervallumon. A numerikus mddszer

p-edrendben konvergens, ha

[y — u(t")] = O(h”) (3.7)

teljestil, ahol p > 0.

A fenti definicioban szerepld kifejezésben szokésos az e, := y, —u(t, ) globalis hiba jel6lés
bevezetése. Ezen definicié mellett igaz, a numerikus analizis alaptétele, miszerint ha egy
egylépéses modszer p-ed rendben konzisztens és stabil (azaz folytonosan fiigg a bemend
adatoktol), akkor a modszer p-edrendben konvergens. Kozvetlen szamolassal adodik, hogy
az explicit Euler modszer els6rendben konzisztens és a numerikus analizis alaptételének
értelmében elsérendben konvergens moédszer. A formalis bizonyitasért és a részletekért
lasd [4].

3.2.1. Runge—Kutta mdédszerek

Az 19. szazadban nagy erdfeszitéseket tettek annak érdekében, hogy magasabb rendben
konzisztens modszereket talaljanak. E folyamat soran az deriilt ki, hogy konisztenciarend-
beli javulast tudunk elérni, ha t6bb kézbiilss (t,,t,.1) pontban, tn. lépcsékben kiszami-
tott értékkel 1épiink az eredeti pontbol. Ezt szemlélteti a lenti 3.1. abra is. A 20. szézad

elején alapokat megalkot6 matematikusok utan hagyomanytiszteletbdl a roluk elnevezett
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tn tn+ 1

3.1. dbra. Runge-Kutta modszer alapgondolata.

un. Runge-Kutta modszerek mind a mai napig az egyik legalapvet&bb numerikus eljarasul
szolgélnak kozonséges differencidlegyenletek megoldasara.

Az altalanos s-1épcsés Runge-Kutta modszer alakja:

kl = f(tn + Clh7 Yn + h<a11k1 + a12k2 + ...+ alsks))
k2 = f(tn + C2h7 Yn + h<a21k1 + a22k2 + ..+ a23ks))

ks = f(tn + Csha Yn + h(aslkl + a52k2 +...+ assks))7

ahol a;;, ¢; valos paraméterek. Az v, értéket pedig ezen lépcsék linearis kombinéciojaként

kaphatjuk meg. Mégpedig
Yn+1 = Yn + h(blkl + bgk'g + ... bsk’s), bz € R.

A modszert adott s esetén az a;j,b; és ¢; paraméterei hatarozzak meg. Bevezetve az
A = (ay); o € R, ¢ = ()i és b’ = (b;):_, € R® jeléléseket az s-lépesés Runge—

Kutte modszerek tomor formaban megadhatoak az alabbi

c| A
bT
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alakban. Az ilyen tipust tablazatot bevezetGje nyoman Butcher-tablonak nevezziik.

Az erre a numerikus csalddra jellemz6 konzisztencia feltételeket, konvergencia tétele-
ket és tovabbi elméleti eredményeket nem kozoljiik, mert a dolgozat szempontjabol nem
relevans. Annyit megjegyeznénk, hogy alkalmas feltételek mellett a numerikus analizis

alaptétele fennéll. Bévebben az érdeklsds olvaso a [8] és [9] szakkonyvekben olvashat.

A neuralis kozonséges differencidlegyenletek megoldésa soran az alabbi egylépéses nu-

merikus modszereket hasznaljuk.

A kordbban méar targyalt explicit Euler modszer. A modszer Butcher-tabloja az
alabbi:
00

1

e Egy kozépponti szabaly tipusi modszer természetes explicitté tétele soran nyerjiik

a masodrendd un. explicit kézépponti moédszert, melynek Butcher-tabloja

010 0
1/2(1/2 0
0 1

e A harmadik egy kozkedvelt negyedrendii modszer, az un. 3/8-os RK4 (RK Runge—
Kutta). Alkalmazéasok soréan azért preferaljak, ugyanis ehhez a modszerhez a szak-
irodalomban klasszikusnak szamité RK4 modszerhez kisebb hibakonstanssal rendel-

kezik. A modszer Butcher-tabloja

0| o o o0 o0
1/31/3 0 0 0
2/3|-1/3 1 0 0
1| 1 -1 1 o0
1/8 3/8 3/8 1/8

3.2.2. Tobblépéses mobdszerek

Az eddig leirt numerikus modszerek a megoldasfiiggvény kozelitését egy adott racshald

pontban, az azt megel6z6 racshalo-pontbeli kozelitésb6l hataroztuk meg. Igaz volt ez a
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Runge-Kutta tipust modszerekre is, ahol annyi volt a kiilonbség, hogy egy lépés kozott a
(lepesdk szaméatol fiiggsen) s szami pontban koztes értékeket is generalunk. Ezzel szemben
a tobblépéses modszerek az 0j kozelitést egynél tobb megel6z§ racspontbeli kozelitéshol

hatarozzak meg.

3.2.3. Definicié. Az adott ag,aq, ..., ax €s By, b1, ..., Ok eqyiitthatdk mellett az

Yo + a1Yp-—1 + -+ Yn—r = h[Bofn + Bifa1 + -+ Befuils (3.8)

iterdciot, aholn =k, k+1,... linedris k-lépéses maodszernek nevezziik.

A tobblépéses modszert az «; és B;(j = 0,1,...,k) 2k + 2 szabad paramétere defi-

nialja. Ugyanakkor konvencié szerint (az egyértelmiiséghez) feltessziik, hogy ap = 1. A
k

1
modszer explicit, ha Sy = 0. Egyébként a modszer implicit. Az 7 E Q;Yn—j az u(t) meg-
Jj=0

k
oldésfiiggvény derivaltjat, mig a Z Bjfn—j az f(t,u(t)) figgvényt approximalja a t = ¢,

§=0
pontban.

A linearis tobblépéses modszerek csaladjaban a Runge—Kutta modszer csaladdal szem-
ben a konzisztencia feltételek elegansan szamolhatoak.

3.2.4. Tétel. Az (3.8) linedris tobblépéses mddszer p-edrendd, ha a mddszert definidlo

paraméterekre teljestilnek az

k
Qg = 1, ZOéj =
=0
1 k k
_stgj+2j87lﬂj7 8:1727 D
=0 =0

feltételek.

A linearis tobblépéses modszerek kozott fontos szerepet jatszanak a bal oldali deri-

— Yn—1

valtat a legegyszeiibb Yn véges differencias approximaciéval kozelitd moddszerek.

Ekkor az a; paramétereire az
a=l,ag=—1l,as=a3=---=a,=0
valasztas adodik.
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3.2.5. Definicio. Az .
Yn — Yn—1 = h Z 5jfn—j (39)
j=0

alaki modszereket k-lépéses Adams-modszereknek nevezziik.

Mig az explicit Adams-modszerek implementaldsa magétol értet6ds, addig implicit
esetben tobb lehetdség is bevett. Amikor egy implicit tobblépéses modszer realizalasara
keriil sor, akkor altalaban a létrejévé nemlinearis egyenletrendszert valamilyen iterécios
modszer segitségével oldjuk meg. Ez tipikusan az egyszert iteracio, vagy merev rendszerek

esetében a Newton-modszer.

Létezik ugyanakkor egy ut, amivel altalaban nem-merev feladatok esetén el lehet keriil-
ni a p-edrendi lineéaris tobblépéses modszer nemlinearis feladatat. Az elgondolas szerint
elére meghatarozott szamu iteracids 1épést szidndékozunk tenni a linearizalas céljabol.

Ezek a lépések a koévetkezok:

e Egy explicit, szintén p-edrendd modszerrel megjosoljuk (prediktalas — predict) a
korabbi idépontbeli kizelitésekbdl a t,, pontbeli kozelitést. Ehhez tipikusan alkalmas

explicit Adams-modszert szokasos alkalmazni. Legyen ez a modszer a kovetkezd:
(P) y7(10) + dlynfl + -+ dkynfk = h(Blfnfl + -+ kanfk)

e Ezutan ezzel az értékkel kiértékeljiik (evaluate) az f(¢,u(t)) figgvényt a t = ¢,

pontban. Azaz
(B) S0 = ftaw).

e Ezt az értéket behelyettesitve az implicit linearis tobblépéses modszerbe korrigaljuk

correct) a megoldéast:
( ) g
(C) yq(@l) A1Yn—1 e ApYn—k = h(ﬁOfn Ut 516]71—.%)'

A masodik (F) és a harmadik (C) lépések ismételhetGek mindig az utolsod kiszamolt
értékkel. A t, pontbeli kozelités az y, = yy(Lm) érték lesz az m-edik végrehajtas utan. Ezt

az eljarast P(EC)™ moédszernek nevezziik.
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Sokan hozzavesznek a fentiekhez még egy kiértékels 1épést is, vagyis még pluszban az

(E) £ = fta,y™)

értéket is meghatarozzuk. Ezt azért szamoljuk ki, mert amikor attériink a kovetkez6 id6-
pontra azaz a t,y; pontban hatérozzuk meg a kozelitést a P(EC)™ modszerrel, akkor
a joslo (C) formuldban a jobb oldalon ﬁlfn,l helyett Blfn szerepel majd, és ehhez az
fo= f,gm) értéket hasznaljuk. Ezzel a kiegészitéssel a modszert P(EC)™E tipust mod-

szernek nevezzik.

3.2.6. Definicio. A P(EC)™ és P(EC)™E tipusi mddszereket prediktor-korrektor

(avagy joslo-javits) mddszernek nevezziik.
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4. fejezet

Neuralis kozonséges

differencialegyenletek

Ahogy azt a 2. fejezet legvégén lathattuk a rezidualis halok egy blokkjaban (2.3) explicit
iterativ eljarast vehettiink észre. Az ottani motivacié mellett, valamint a 3. fejezet isme-
reteivel felvértezve folytonos hataratmenetet képezve tulajdonképpen egy w paraméterrel

rendelkezd

du(t)
dt = f(t7u(t)7w)
u(0) = ug

kezdetiérték-feladathoz jutunk. A 3. fejezetben ismertetett alapveté modszereinek se-
gitségével (és egyes esetekben alkalmas un. valtozé 1épéskozii verzidinak felhasznalasaval)
meg tudjuk oldani a fenti feladatot. Ezt a felirdsi modot a dolgozat alapjaul szolgalo [1]
cikk mellett mar tobben is észrevették. Példaul megtalalhato ez Lu és tarsszerzdi [14],

valamint Haber és Ruthotto [7] is.

Az [1] cikk t6bbek kozott arra keresi a valaszt, hogy egyéltalan miért érdemes ezzel a
témakorrel foglalkozni és milyen el6nyokkel jarhat. Roviden Osszefoglalva lentebb ezeket

az elényoket soroljuk fel.

Hatékonyabb memériafelhasznalas
A szerzdk otletének koszonhetSen (lasd kovetkezs alfejezet) létezik olyan gradiens

meghatarozasi mod, amelyek soran kezdetiérték-feladatokat oldunk meg és nem
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sziikséges a kozbiils6 1épések értékeinek tarolasa. Ez lehet6vé teszi a modell tanitasat

ugy, hogy kozben a felhasznalt memoria allando értékd a mélység fiiggvényében.

Széleskort valaszték kezdetiérték-feladatok megoldasara A 3. fejezetben lat-
hattuk, hogy a tébb mint 120 év sordn nagy valaszték all rendelkezésiinkre ilyen
tipust feladatok numerikus megoldésara. Mivel a dolgozat kereteit meghaladja, de
mar az emlitett valtozo lépéskozii (adaptiv) modszerek segitségével robusztus, nagy
pontossigi modszereket hasznalhatunk, mely figyeli a lokalis hiba mértékét és en-
nek megfelelGen valaszt 1épéskozt. Ez pedig egyrészt azonnali koltségesokkentést is
jelent [8], 9]

Paraméterezés hatékonysaganak javulasa
Folytonosnak tekinthet6 esetben a paraméterezésrdl is elmondhato, hogy egy folyto-
nos fiiggvényként valosul meg. Igy a feliigyelt tanitas soran felhasznalt paraméterek

szama csokkenthetd.

Folytonos id&sor alapii modellek

A folytonos felépitési modellek szerkezetiikbdl adodoan képesek feldolgozni a tetszo-
leges idGpontokban érkezd adatokat, ami altal hatékony eszkozei lehetnek a folyto-
nos idésor alapt modellek elemzésének. Fontos alkalmazasi teriilet lehet a pénziigyi

idgsorok teriilete.

4.1. Feliigyelt tanitas és az adjungalt egyenlet

A neurélis halokrol szolo részben mar targyaltuk, hogy hogyan is zajlik egy halo tanitasa.
Egyrészt definidlunk alkalmas modon egy veszteségfiiggvényt (példaul tobbrétegt per-
ceptron esetében (2.1) egyenlet jobboldala), majd ezt optimalizaljuk (abban az esetben
a hibavisszaterjesztéses algoritmus segitségével). Az el6z6 esetben, azaz diszkrét neuralis
halok esetében ez az algoritmus (még hogyha igen sok miivelet elvégzésére is volt sziikség)

matematikailag viszonylag egyszertien tudta kezelni a tanitast.

Ugyanakkor ebben a folytonos esetben a hibavisszaterjesztéses algoritmus alkalmazasa
a kezdetiérték-feladatot modszer altal szolgaltatott megoldason sajnos a megszokott mo-
don nem lehetséges. Ennek feloldasat targyaljuk. A feladat mivoltabol adodéan tekintsiik

a kovetkez§ skalar értéki
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Lu(t)) = L(u(ty) + /t " F(t ut), w)dt) = LODESolve(u(to), f.to t1,w))  (4.1)

veszteségfiiggvényt, ahol a fiiggvény bemenetét a kezdetiérték-feladatot megoldo (réviden
ez az angol elnevezéshdl adodo) ODESolve altalunk valasztott numerikus eljaras szolgal-
tatja. A fenti (4.1) egyenlet optimalizalasdhoz L w szerinti gradiensének kiszamolasara
van sziikségiink. A részletes szamitasi folyamatot mell6zziik, csupan a legfontosabb 1é-
pésekre szoritkozunk. Az érdekldd Olvaso az [1] fiiggelékeiben megtalalhatja ezeket. Az

optimalizalasnak két 1épése van.

1) El6szoér meghatarozzuk a veszteségfiiggvény gradiensét u(t) minden pillanatéaban,

azZaz

dr
o) = 30

Ez az érték az un. adjungalt. A dinamikijat egy maésik kozonséges differencial-

egyenlet adja meg, melyet egyfajta lancszabaly analdgiaként képzelhetiink el. Ez

: da(t)

dt

df(t,u(t),w)
u(t)

kozonséges differencidlegyenlet, melyet egy masik ODESolve segitségével numeriku-

— —a(t) (4.2)

san megoldhatunk. Vegyiik észre, hogy ezt az egyenletet id6ben visszafelé a d L /du(t;)
kezdeti értékkel kell megoldanunk. A cikk egyik masik szép elméleti eredménye, hogy
a teljes u(t) teljes trajektoriajat ismerjiik. Ugyanis u(t) id6ben visszafelé szamithato

a fenti adjungalt modszerrel (az eredeti gondolat a [15] konyvben megtalalhato).

2) A w szerinti gradiens kiszamitésa egy tovabbi integral kiértékelését igényli, mely

egyarant fiigg u(t) és a(t) értekétsl. Ez a

dL _/to a(t)TMdt (4.3)

dw t dw
kiértékelést jelenti.
A (4.2)-(4.3) egyenletekben szerepld

CL( )Tdf(t(iz((tt))v U)) és a(t)Tdf(t’(;j;E)t)’ w)
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vektor-Jacobi matrix tipusu szorzasok tn. automatikus differencialéssal kiértékelhetéek,
rdadasul f kiértékelésével 6sszemérhets koltségen. Mindharom integral egy ODESolve hi-

véssal kiértékelhets és ezek egyetlen vektorba fiihetGek.

Az eljarashoz tartozo pszeudokod az alabbi:

Input: w, to, t1 U(t1>, dL/dU,(tl)

d‘(ié) = dzd(fl)Tf(tl, u(ty), w) > Gradiens ¢, szerint
_ dL dL o 14
so = [u(ty), ity Ol — 4] > Kezdeti értékek definidlasa
def dinamika(t, [u(t), a(t), -, -], w) > Dinamika definialasa
return [t, f(u(t), w), —a(t)Tg—z, —a(t)Tg—g;, —a(t)Ti—{] > Vektor-Jacobi szdmolas
[u(to), %, g—fj, ST];] = ODESolve(sq, dinamika, t1, tg, w) > Vissza idejd
megoldas

return 4L dL dL "dL > Gradiensek visszaadasa

qu(to)? dw’ dig? dby

Mindeddig feltettiik, hogy a veszteségfiiggvény csak egyetlen idépillanattol fiigg. Ha

kozbiilsG tq,ts, ..., ty_1 idGpillanatok is kozrejatszanak, akkor a fenti lépéseket az ezek
altal meghatarozott [tx_1,tn], [Ev—2, tn—1], ..., [to, t1] részintervallumokra iterativ modon

alkalmazzuk és a nyert gradienseket Osszegezziik. A teljes eljaras sémajat szemlélteti tobb

részintervallum esetén a 4.1. abra.

z(tir1)
z(to) Kezdeti megoldds

alto)y \/a(tm) Adjungalt fiiggvény
A 1

] I aL !
: @ | el
\/' a(t;)

a(ty)

4.1. abra. A teljes eljaras sematikus abréja.
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4.2. Implementacié és példak

Az [1] cikk szerz6i az el6z6 alfejezetben ismertetett eljarast egy kompakt Python konyv-
tarként implementaltak [2]. Az ODESolve kezdetiérték-feladat megoldoi k6zott megtalal-
hatjuk a 3. fejezetben megismert explicit Euler, explicit kozépponti, 3/8-0s RK4, explicit
Adams és implicit Adams modszereket. Ezen modszerek mellett par valtozo lépéskozi és

rend modszer is megtalalhato.

A mar megismert eljarast a képfeldolgozasban legnépszeriibb MNIST (Modified Na-
tional Institute of Standards and Technology database) adatbéazison is tesztelték. Egy
korabbi eredményt felhasznalva az egyrétegti MLP halot [13], a rezidualis halok elméletén
alapulé ResNetet, a sajat eljardsukat az ODE-Netet, illetve annak direkt visszacsatolasos
Runge-Kutta verziojat (amely nem az adjungalt modszeren alapszik) RK-Netet hasonli-

tottak Ossze. Ezek eredményeit a lenti tablazat foglalja ssze.

Teszt hiba Paraméterek szama Memoria  1dG

1 MLP 1.60% 0.24 milli6 - -
ResNet 0.41% 0.60 milli6 o) O(L)
RK-Net 0.47% 0.22 millio O(L) O(L)
ODE-Net  0.42% 0.22 millio o1) o)

A fenti tablazatban L a ResNetben 16v6 rétegek szamat jeloli, mig L az ODESolve
fiiggvényhivasainak szamat egyetlen 1épés soran. Lathato, hogy az ODE-Net a legjobban
teljesitd eljards. Habar az RK-Net hasonléan teljesit, de az ODE-Net memoériaigénye sok-
kal jobb.

Egy tovabbi érdekes analizis volt résziikrél a betanitott ODE-Net statisztikdja. Ered-

ményeiket Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy
¢ a hiba kontrollalhato,
¢ a forward hivasok szama idében aranyos a fiiggvényhivasok szamaval.

Eddigi vizsgalodasunk alapjan is konnyen lathato, hogy ebben a kontextusban a hélo
mélysége nehezen definidlhato. A tapsztalat azt mutatja, hogy az epochok szamanak no-

velésével a fliggvényhivasok szama is nd.
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Végezetiil a [17] GitHub konyvtar Jupyter Notebookjat hasznélva egy egyszeri példan
keresztiil demonstraljuk a részletesen targyalt ODE-Net tipusii neurdlis kozonséges dif-
ferencialegyenlet modszerét. A kezdetiérték-feladatot az explicit Euler médszerrel oldjuk

meg. A hal6 az alabbi

dt

du(t) [-0.1 —1.0 )
[1.0 —0.1] ®)

.0,

differencidlegyenlet rendszer trajektoriajat tanulja meg egy kezdeti trajektoria alapjan. A

tanulas folyamatat a 4.2. abra szemlélteti.

4.2. abra. A tanulési folyamat balrol jobbra fentrél lefelé szemlélteve.
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5. fejezet
Osszefoglalas

Az adattudomany és ezen beliil a gépi tanulas, mélytanulas teriiletén még megannyi fej-
16dési lehetség van, amihez mi csak egy kis izelit6t tudtunk nydjtani a dolgozatunkkal.
A tudomény ezen teriiletén a fejlés iranti vagy tovabbra is szakadatlanul erésodik, ami
elére sejteti szamunkra, hogy a gépi tanulas és az ezzel kapcsolatos alkalmazasok egyre

nagyobb jelentGségnek fognak orvendeni a jovGben.

A neurélis kozonséges differencidlegyenletek elmélete reziduélis (és méas alkalmas) halok
esetében kozonséges differencidlegyenleteket megoldva és az adjungalt modszer segitségé-
vel egy 1j felligyelt tanitasi eljarast tesz lehetGvé. Az elmélet 0j kérdéseket vet fel és nagy

visszhangjanak koszonhet&en ezeken mar szamtalan kutato dolgozik is.
A neuralis kozonséges differencidlegyenletek pedig gy vélem ékes példai annak, hogy

sziilethet még 1j a nap alatt, amihez sokszor nem kell mas, csak hogy a mar meglévd, jol

kiforrott tudasunkra més szemszogdl nézziink.
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