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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Lénart Istvannak, a hat féléven keresz-
til nyajtott segitségért, valamint végtelen tiirelméért mind a kurzusok, mind a konzulta-
ciok alatt. Koszonetet szeretnék még mondani, mésik témavezetémnek, Szeghy Davidnak,
akit6l geometriai ismereteimet is szereztem, hogy idejét nem sajnalva tamogatott ezen

egyedi témavalsztasban.

Végezetiil Kiss Emilnek és Halasi Zoltannak szeretném megkoszonni algebrai ismere-

teimet ami nélkiil ez a dolgozat nem johetett volna létre.
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Bevezetés

A torténelem folyaméan méar korabban is foglalkoztak a geometria és az algebra viszo-
nyaval. Leibniz 1679-ben, Huygensnek irt levelében nagyon fontos gondolatot fejtett ki a
geometria és algebra Gsszekapcsolasarol. Szerinte olyan geometriai algebrara lenne sziik-
ség, amelyben a geometriai alakzat helye jatssza azt a szerepet, amit a szdmok kozott a
szdm nagysagrendje jatszik; és erre az alapra épiilne a szdmok kozti algebranak megfelels
geometriai algebra. Ezt az utat kovették a 19. szazad - f6leg francia és német - matema-
tikusai: Poncelet, Gergonne, Pliicker, von Staudt, Hesse, Chasles, Mobius és masok, akik
a klasszikus projektiv geometriat megalkotték; és 1ényegében ezen az titon probél haladni

az itt leirt geometriai algebra is.

Alapétletiinket a gombi-, projektiv és a véges geometridk motivaltak. Hazankban, véges
geometriakban a legjelentGsebb alkotdé Karteszi Ferenc volt, aki 1950 és 1977 kozott az
egyetem Abrazolé Geometriai Tanszékének vezetd professzora is volt. Bevezetés a véges

geometriakba cimi kényve nagy hatast gyakorolt ezen dolgozatra is.

A témakorrel valo fogalkozas aktualitasat jelzi, hogy napjainkban is foglalkoznak a
geometridra épitett algebra gondolataval. Charles G. Gunn: Projectiv Geometry Algebra

cimi mivében ir errdl (euklideszi geometriabol indul ki).

Jelen dolgozat felépitése azt a folyamatot koveti, ahogyan a Bsc folyaman a nem euk-
lideszi geometridktol eljutottam az axiomatizalasi ismereteim megszerzéséig, ez a szemlé-

letmod a megértés megkonnyitésést szolgalja.

Klasszikus projektiv geometridban pontok és egyenesek vannak mint alapobjektumok.
Ismert, hogy ha homogén koordinata-rendszert hasznélunk, akkor van egy dualitas a pon-
tok és az egyenesek kozott. Egy homogén koordinata reprezentalhat pontot és egyenest
is. Olyan axiomakat probalunk felépiteni, ami ezt a dualitast magaban foglalja - egyesiti

a pontokat és az egyeneseket - azaz csak egy féle alakzatunk lesz.

Megnézziik, hogy ez az axiomatika hogyan illeszkedik a klasszikus projektiv geometria

tételeihez.



1. A megértéshez sziikséges gombi geometriai alapisme-

retek

Klasszikus megkozelitésekben a gombi geometriat a 3 dimenzios euklideszi térben elhe-
lyezett (4ltalaban egység sugarta) gomb, és a 3 dimenzids euklideszi tér pontjaival, egye-

neseivel és sikjaival értelmezziik. Példaul:

Atellenes pontpar: A goémb kozéppontjan athalado egyenes altal kidofott két pont.
(Lasd 1 abra)

Gombi f6kor: A gomb kozépponjan athalado sik altal kimetszett egyenes. (Lasd 2 abra)

1. 4bra

Jelen dolgozat mas felépitést hasznal. Csak a gémb alakzatait és metrikajat hasznaljuk
az axiomék megértéséhez és bizonyos Osszefliggések szemléltetéséhez. llyenck az atellenes

pontpéarok, f6korok, tavolsagok.

Ahogy a sikgemetridban, a legegyszertibb elemnek a pontot fogadjuk el a gombon is.
A goémbi ponthoz egyértelmiien hozzarendelhetiink egy masik pontot, ez lesz az atellenes

pont.



2. 4bra

Egy atellenes pontpar egyértelmiien meghataroz egy f6kort, azaz egy géombi egyenest.
Ez a mindkét ponttél egyenls tavolsagra elhelyezkeds pontok halmaza. Valamint, egyetlen
olyan atellenes pontpar létezik, amelyhez tartozo f6kor pont ez az egyenes lesz. Tekint-
hetiink ra gy is mint egyenlitdre, az atellenes pontparra meg mint sarkpontokra. (Lasd

3 abra) Két gombi f6kor kozos merdleges f6kore, a metszéspontjaikhoz mint &tellenes

3. 4bra

pontpéarhoz tartozo f6kor lesz.



2. Projektiv rendszer a gombon

A Kklasszikus projektiv geometridkban az illeszkedést nem tudjuk binaris miivelettel le-
irni, mert az alapelemeink két kiilonb6z6 halmazhoz tartoznak (pontok és egyenesek), nem
teljesiilne ré, hogy két azonos halmazbol vett elemen a miveletet elvégezve ugyanabbdl a

halmazbol kapjuk az eredményelemiinket is.

Megprobalunk olyan alapidomokat, elemeket, és hozzatartozo olyan miiveletet megadni

az illeszkedésre, amely ilyen értelembe binaris mtiveletet ad.

2.1. Alapgondolat

Ahhoz, hogy az alapelemeink ne két kiillonb6z§ halamazbol szarmazzanak, legyen az
alapidom olyan, amelyben pont és egyenes is van. Ebbdl olyan kombinaciéra van sziiksé-
giink, amely részei egyértelmiien meghatérozzak egymést. A gémbi geometria tulajdon-
sagai kozt lathattuk, hogy az atellenes pontpér és a hozzajuk tartozo egyenlits (egyenes)

teljesiti az elvarasainkat.

Valasszuk tehat alapidomnak ezt a konstrukciot. (Lasd 4 abra)

AI

4. 4bra

Ez nem csak azért szerencsés, mert igy alapidomaink egy halmazbol valok, hanem mert



olyan alakban kezelhetjiik - legyen akar pont, akir egyenes - ahogy kénnyebb beleilleszteni

az adott konstrukcioba.

Mar csak egy miiveletre van sziikségiink. Azt mondjuk, hogy van a és b két kiillonb6z6
elemiink, és azt vizsgaljuk, hogy erre milyen egyértelmd megfeleltethetést illeszthetiink,

milyen harmadik elemet ad vissza a ¢és b? (Lasd 5 abra)

5. 4bra

Az a, b elemek eredménye legyen egy harmadik ¢ elem, amelyet tgy kapunk meg, hogy
c egyenlitGje A, A’ és B, B’ pontokon atmend egyenes lesz, ¢ sarkpontjai a és b egyenlitck

metszéspontjai (atellenesek) lesznek.

Miivelet: Ilyen értelemben a mitvelet altalanositott, ahogy felsébb algebréaban szok-
vanyos, egyméas mellé irassal jeloljik: ab = c. Az egyszertiség kedvéért c-t, a és b elem

szorzatanak nevezzik el.

Vegyiik észre, hogy a projektiv sik homogén koordinatas modelljében egy homogén
koordinata jelenthet pontot és egyenest is. Ha két homogén koordinatara, igy gondolunk,
hogy pontokat reprezentalnak, akkor a két pont egyenesének homogén koordinéatéit a
pontok homogén koordinatainak vektorialis szorzataval szamoljuk ki. Es forditva, ha a
két homogén koordinatara, mint egyenesekre gondolunk, akkor a metszetiik egy pont,

mely homogén koordinatajat az egyenesek homogén koordindtajanak vektorilis szorzata



adja.

De mi a helyzet, ha az egyikre, mint pontra és a masikra, mint egyenesre gondolunk,
akkor mit ir le a vektorialis szorzat. A fenti gombi modellben ez épp a pontbol az egyenesre

bocsajtott meréleges egyenest adja meg.

Azaz ez a szemlélet geometriai értelmet tud tulajdonitani az ilyen tipusiu szorzatnak

18.

Megnézziik, hogy hogyan irhatunk fel valamilyen értelmes axiéma rendszert ezzel a
szorzattal, ami illeszkedik a gémbi modelliinkh6z, majd, hogy ez a rendszer illeszkedik-e

esetleg mas ismert modellekhez is.

2.2. Axiémarendszer felépitése

A gémbon, mint modellen vizsgaljuk a mtvelet tulajdonsagait, ezen a szinten ugy latjuk
be, hogy a gémbigeometriara hivatkozunk, vagy a projektiv sik ismert tételeire, ha a felirt

formalis szorzatokat ott értelmezni tudjuk homogén koordinatak vektorialis szorzataként.

Osszegytijtjiik az alap tulajdonsagokat és par tételt, amelyekbdl mas tulajdonagok vagy
tételek kovetkezhetnek, és megnézziik hogyan lehetne egy jo axidémarendszert 1étrehozni

beldliik, vagyis melyeket valasszuk ki axioménak.

e minden x,y € S esetén, ha © # y akkor értelmezve van xy szorzat, ami az S

alaphalmazunk egy eleme
e 1y = yxr azaz a szorzatuk kommutativ

e nem létezik altalédnos egységelem (azaz olyan e, hogy ea = a s6t ab = a vagy ba = a

sem oldhato meg)
e aa értelmezetlen (mert nincs egyértelmd eredménye)
e ab = ac felirasbol nem kdvetkezik feltétlentil hogy b = ¢

e ab = ac esetén vagy b = ¢ vagy b # ¢ de ab = ac = bc a modellben ezek az elemek

kollineéris pontoknak felelnek meg, mint illeszkedd elemek fogjuk ezeket definialni

e Ha a,b, c, d kiilonb6z6 elemek, akkor ab = ac esetén ab = ac = ad = bc = bd = cd

mivel mind a négy pont kollinearis ekkor a gémbi modellben.



(ab)(ac) = a hiszen az AB pontok egyenese és az AC' pontok egyenese épp A-ban

metsz. Ezt a tulajdonsagot f6axiomanak fogunk hivni késébb.

ab = ¢ és bc = a = ca = b, hiszen ab = ¢ miatt ¢ egyenesén van az A és B
pont, azaz C-t8l /2 tavol vannak ezek a pontok, de hasonléan bc = a miatt A is
7/2 téavol van B és C pontoktol, azaz az ABC gémbi haromszog egy gémbnyolcad
(oktans) lesz. Ezt okténs tételnek hivjuk késébb.

inverz mitivelet: a, b ismert és adva van ax = b

eltérden csoport /test elmélettdl inverz létezése a és b viszonyatol fiigg

- ha a és b merdlegesek egymasra (ez alatt azt értjiik hogy a két elem f6korei zarnak
be egymassal derékszoget) akkor végtelen sok x létezik

- ha a és b nem merdlegesek egyméasra 7 megoldas

az el6z6 tulajdonsag kovetkezménye, hogy ha a-hoz és b-hez 3 olyan x, hogy ax = b

akkor a gombon végtelen sok olyan y létezik, amelyre by = a

altalaban az asszociativitds nem igaz hiszen a gombi modellben sem igaz

(ab)c # a(be)

az asszociativitas tovabbvitele

[(ab)c][(be)a] = [(be)al[(ca)b] =

[(ab)d][(be)a] = [(be)al[(ca)b] = [(ca)b][(ab)d]

ezt geometrialilag igy fogalmazhatjuk meg, hogy a haromszog magassdgvonalai egy

pontparon mennek it a gdbmbon

Pappos tétel (Lasd 6 abréan):

13[241]14123 (|13 125 15|23 =

1325|1523 ||| 14125 15|24 =

1324|1423 ||| 14|25 15 24

képlet Osszefliggés igaz, mert az elemekre, mint pontokra és a szorzatra, mint az
egyenesiikre gondolva, épp a projektiv sik Pappos tételét fogalmaztuk meg, ami

igaz.

Desargues tétel (Lasd 7 abra)
(a1b1)(asbs) = (azba)(aszbs) = (aiby)(asbs)
[(a1as)(b1b2)][(a1a3)(b1b3)] = [(a1as)(b1b3)][(azas)(babs)] = [(ara2)(bibs)][(azas3)(babs)]
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6. 4bra

Ami hasonléan az el6z6hoz igaz, hiszen itt az elemeinkre, gondolva, a kettds szor-

zatok egyeneseket adnak, ezek szorzata metszéspontjaikat stb...

al

‘s a3
b1 ‘ b3
<l

b2

7. bra

10



Az axiémaéinkat az "Ockham borotvaja" elv alapjan valasztjuk meg, ez a mi esetiinkben
azt jelenti, hogy nem szaporitjuk feleslegesen a létez6k szamat - minél kevesebb axioméabol

szeretnénk minél tobb kovetkeztetést levonni.

Mivel sajat rendszeriinkbe nem geometriailag, hanem algebrailag szeretnénk leirni az
Osszefiiggéseket, a két véleményem szerint leghatékonyabb allitast valasztjuk axidomanak,

amelybdl a legtobb kihagyoott tulajdonsagot le tudjuk vezetni. Igy az axiémaink:

* kommutativitas: ab = ba

* f6axioma: (ab)(ac) = a ,ha a miveletek elvégezhetGek, ami alatt azt értjiik, hogy ha

a#b,c+# a,ab # ac

Azért van erre a kitételre sziikség, mert a gombi modellben, ha a, b, ¢ kiilonb6z6, de

kollineéris pontok, akkor (ab)=(ac) és nem tudjuk elvégezni az (ab)(ac) miiveletet.

Elméletileg, ha egyetlen elemiink lenne, kielégitené az axiéomainkat ha aa = a, de csak
a legalabb 2 elemi eseteket targyaljuk a tovabbiakban. Vizsgaljuk meg, mely allitasok

kovetkeznek az axioma rendszeriinkbdl, és melyek fiiggetlenek téle.

e kommutativitas és f6axioma miatt:

(ac)(ab) = (ac)(ba) = (ca)(ab) = (ca)(ba) = (ab)(ac) = (ba)(ac) = (ab)(ca) =
(ba)(ca) = a

e aa értelmezetlen. Altalaban ez a két axiomabol kovetkezik, hogy nem lehet egyértel-
muen definialni; ezt indirekt modon lathatjuk be. A f6 axioma és a kommutativitas
miatt: a = (ab)(ab) = (ba)(ba) = b azaz a = b ellentmond a # b -nek. Tehat csak
akkor lehet értelmes egy ilyen rendszer (t6bb mint 1 elemen), ha az 6nmagéaval vett
miivelet nem (vagy legalabbis nem mindig) értelmezett. Pontosabban, ha egy elem
két masik szorzataként all elg, akkor ennek az elemnek az 6nmagéval vett szorzata
nem lehet értelmes, mert ellentmondasra jutnédnk. Ez 6sszhangban van a gémbi és
projektiv modellekkel, valamint a vektorialis szorzattal, ha a homogén koordinatak

korében tekintjiik.

Erdemes megjegyezni, hogy az axiomak megengednek elvileg egy olyan rendszert,
hogy van benne egy univerzalis elem w és barmely két kiillonb6z6 elem szorzata
lesz, és az "Onszorzatok" nincsenek értelmezve (azaz az aa, uu alaka szorzatok nem

értelmesek). Ez nem mond ellen a f6axioméanak, hiszen az csak akkor "érvényes" ha

11



el tudjuk végezni a mtiveletet, de uu-t nem tudjuk elvégezni. Innen latszik, hogy néha

fel kell majd tenni Gsszefiiggéseket, ha ki akarjuk zarni ezen patologikus eseteket.

ha a, b, ¢ harom kiilénb6z6 elem akkor

ab = ac = ab = ac = bc, ezt konnyen belathatjuk az axiomainkbol

tegyiik fel, hogy ab = ac de ab # bc, ekkor ekkor az egyenlet mindkét oldalét
beszorozhatjuk be-vel

(ab)(bc) = (ac)(bc) = b = ¢ ellentmondéashoz jutunk

ha a, b, ¢,d négy kiilonboz6 elem akkor (ab) = (cd) = (ab) = (cd) = (ac) = (ad) =
(bd) = (be)

el6z6hoz hasonloan lathatjuk be, indirekt tegyiik fel példaul, hogy (ab) = (cd) de
£ (ac)

beszorozhatjuk mindkét oldalt (ac)-vel

(ab)(ac) = (ed)(ac) = a = ¢ elentmondashoz jutunk

oktans tétel: ha a,b,c harom kiilénb6z6 elem akkor ab = ¢,bc = a = ac = b
Mivel ¢ # a ezért beszorozhatjuk ab = c-t bc = a-val igy

(ab)(bc) = ca = b = ca

ha a és b két kiillonbozs elem és ab # b

ar = b= dy hogy by = a

példaul y-nak megfelel az ab

by = (ax)(ab) = a

Azaz ha az axibméaknak megfelel egy modell, ahol pl. ab # b minden a, b elemparra

teljesiil, akkor itt igaz a fenti allitas. Ilyen pl. a gémbi modelliink.

Az asszociativitast nem tudjuk levezetni az axioméakbol, hiszen se gémbi modellen,

se a homogén koordindtakra nem igaz.

Ha van egység elem, akkor csak azt a rendszert tudom hozzailleszteni, amelyben
barmely a,b # e és a # b szorzata az egység elem lenne (ha értelmezett). Hiszen

ae = a és be = b tehat (ae)(be) = e.

2.1. Definicié. Ha ab = bc = ac teljesiil harom kiilonb6z6 elemre, akkor azt mond-
juk, hogy a harom elem illeszkedik egymashoz. Megjegyzés: A modellben ez azt
jelentette, hogy a harom pont 1 egyenesre illeszkedett vagy méasképp a harom egye-

nes 1 ponton ment at.

12



Definialtuk az alapelemiinket, a miiveletet és az axiémarendszeriinket is, ezzel geomet-

riai alapokon nyugvo algebrai rendszert hataroztunk meg.

A kovetkezd fejezetekben azt fogjuk vizsgalni, hogy a klasszikus projektiv geometria
fontos tételei hogy néznek ki algebrailag, illetve latni fogjuk, hogy az illeszkedésre meg-

adott binaris mtivelet miatt egyes konstrukciok sokkal kénnyebben irhatok le ilyen médon.

2.3. Uj jelolésmod bevezetése

A "projektiv gombot" definialdo miveletet egymas mellé irassal jeloljiikk ab; a kapott ¢

eredmény elemet szorzatnak neveztiik el.

A miivelet ataldnos esetben nem asszociativ: (ab)c # a(bc). Az abe kifejezés tehat
értelmezhetetlen lenne zarojelek nélkiil. Osszetett kifejezéseknél zarojelek sokasagara lenne
van sziikség, ami a jelolést nehézkessé teszi. Ennek elkeriilésére, megallapodhatunk egy
mésféle jelolésrendszerben, amely kezdetben szokatlannak akir zavarénak tiinhet, de a

hosszabb tavu hasznalat soran a hatranyokkal szemben az elényok javara billen a mérleg.
A jelblésrendszer legyen a kovetkezo:

A miiveletek végrehajtasa szigoruan balrol jobbra torténik. Az ettsl valo eltérést fiiggs-
leges vonalakkal jeloljiik. LegerGsebb kotést az egymas mellé iras jelenti; ennél gyengébb
az egyszeres vonal; még gyengébb a kétszeres vonal; és igy tovabb. Az altalunk vizsgélt

esetekben haromnél tébb vonalra nincs sziikség.

Barmilyen kifejezés atirhato a lehets legkevesebb vonalat tartalmazo alakba, a jobb
megértés kedvéért néha érdemes lehet a minimélisnal tobb vonalat tartalmazé alakot

hasznélni.
Példék zarojeles és vonalas alakokra:
123 = (12)3; 231 = (23)1; 312 = (31)2
123 | 231 = [(12)3][(23)1]
Hesse konfigurécio:

A harom asszociativ elem egy kozos elemre illeszkedik (a magassagpont-tétel altalanosi-

tasa).

13



- Zarojelekkel: [(ab)c][(bc)a] = [(bc)a)[ca)b] = [(ca)b][(ab)c]

- Vonalas jeldléssel:abe | bea = bea | cab = cab | abe

Négy elemre épiils kifejezés: 1234 = [(12)3]4
Ennek megfelelGen a kivetkezs vonalas kifejezések valamennyien egyenlék egymassal, ahol

a kommutativitast is vegylik figyelembe:

1234 =3|12|4=3|21|4=4|123=4]3 |12

Fano konfigurécio
- Zanjelekkel: [(12)(34)][(13)(24)] = [(13)(24)][(14)(23)] = [(14)(23)][(12) (34)]
- Vonalas jeloléssel: 12 |34 || 13|24 =13 |24 || 14 |23 =14 |23 || 12| 34

Pappos konfigurécio:
- ZarGjelekkel:
{[(12)B4)][(14)(23)] }{[(13)(25)][(15)(23)]
{[(13)(25)][(15)(23)] }{[(14)(25)][(15)(24)]
{[(14)(25)1(13) 241 }{[(13)(24)][(15)(24)]

- Vonalas jeloléssel:
1324|1423 ] 13|25/ 15]23=13[25]| 15|23 ||| 1425 15|24 =14]25] 15 |
24 ||| 1324 || 15| 24

—
I

3. Axiémarendszeriink a projektiv geometria tételein

3.1. Pappos-tétel

Ebben a fejezetben a projektiv geometria egy fontos tételét targyaljuk a mi algebrai
rendszeriinkben, nem tudjuk kozvetlen az axiomakbol levezetni, de ez nem meglepd, hiszen

az altalanos projektiv sik axiémaitol is fiiggetlen.

Az eredeti tétel azt mondja ki, hogy adott A és B egyenesem, ezen felveszem Aq, Ay, A3
és B1, By, B3 pontokat, akkor az Ay By és As By egyenes metszete A; By és A3B; metszete

valamint az Ay Bs és A3 By metszéspontja egy egyenesre illeszkedik.

A mi projektiv rendszeriinkben ez kétféleképpen is megoldhaté hiszen nem tesziink

kiilonbséget pont és egyenes kézott, tehat kifejezhetjiik 6 (itt pont formaban interpretaljuk
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az elemeket) illetve 5 (mint egyeneseket interpretaljuk az elemeket) elem megadasaval.

3.1.1. 6 elemmel megadott Pappos konfiguracio

Feltétel leforditasa a mi nyelviinkre:
Ay, Ay, Az egy egyenesen vannak = A1 Ay = Ay A3 = A As
By, By, Bs egy egyenesen vannak = BBy = ByBs = By B3 (Lasd 8 abra)

A3
A2
A1

B1 B2 B3

8. abra

— AlBQ ‘ AQBl H AQBg ‘ AgBQ — Ang ’ AgBQ H AlBg ’ AgBl - AlBQ ‘ AgBl H
A1 By | A3By

3.1.2. 5 elemmel megadott Pappos konfiguracié

A fsaxioma miatt feltételek egybdl lathatoak (mivel itt a modell hozzaillesztésénél mas
formaban tekintek az elemeinkre, 1j jelolést hasznalunk) (Lasd 9, 10 abrék)
13|14=14]15=13|15=1
2324 =24|25=23|25=2

Azaz a pappos tétel a kovetkezSképpen fogalmazhatd meg:
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15 """_,#ﬂ‘ 1
14
=
93 24 / 25
9. 4bra

10. abra

132414 ]231|[13]25] 15|23 =
1325|1523 |/ 14 25| 15| 24 =

16



13241423 |[14]25]| 15 | 24

3.2. Desargues-tétel

3.1. Definici6. Két haromszoget oldalaira nézve perspektivnek neveziink, ha az egymaés-

nak megfelel6 oldalegyenesek metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek.

3.2. Definici6. Két haromszoget csticsaira nézve perspektivnek neveziink, ha az egymaés-

nak megfelel cstcsokat 6sszekots egyenesek egy pontban metszik egymast. ([1])

Vizsgaljuk meg, hogyan tudnéank felirni a mi értelmezésiink szerint a Desargues-tételt.

A tétel azt mondja ki hogy, ha két haromszog egy egyenesre nézve perspektiv, akkor
egy pontra nézve is perspektiv, és ez forditva is igaz. (Ha két haromszog perspektiv egy

pontra nézve, akkor egy egyenesre nézve is.) (Lasd 11 &bra)

11. 4bra

A mi rendszeriinkbe nézve:

AA"| BB'=BB' | CC" = AA" | CC' a perspektiv centrum
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AC | AC"||AB| A'B'=AB | A’B" || BC' | B'C" = AC | A’/C" || BC' | B'C" a perspektiv
tengely

Azt sejtjiik, hogy mivel a Desargues tétel 3 Pappos tétel segitségével bizonyithato,
ezért az elemeink alkalmas kiosztasaval csak a Pappos tételt feltéve az eddigi algebrai
azonossagokkal ez igazolhato, hiszen az illeszkedést jol megfogja a mi rendszeriink is. 1d6

hidnyaban ennek alapos végigvitele nem tortént sajnos meg.

3.3. Napier: Pentagramma Mirificum

Ebben a fejezetben a rendszeriink viselkedését vizsgéljuk Napier 400 éves konstrukcio-

jan.

A csodalatos 6tszog egy csillag alaku sokszog a gombon, amely 5 f6korbdl all, ame-
lyek bels@szoge derékszogl. Fzt a format John Napier a Mirifici Logarithmorum canonis
descriptio (1614) a logaritmusok csodélatos szabélyanak leirasa - cimt mtvében talalhat-

juk meg. [2]

Egy derékszogi haromszoghefogojat és atfogdjat meghosszabbitjuk, gy, hogy az atfo-
g6 hossza /2 - negyed {6kor a gdmbon - hosszusagura egészitjiik ki, és ennek végpontjabol
bocsatunk merdlegest a befogd6 meghosszabbitasara. Ezzel a lépéssel megkapjuk a kovet-
kez6 derékszogl haromszogiinket, a kezdeti derékszogl haromszogbdl kiindulva 4 1épés

megtétele utan visszaériink a kiindulasi haromszogonkbe. (Lasd 12 abra)

Szeretnénk megmutatni, hogy a rendszeriinkben felirva a gombi elemeket konnyen léat-

hatjuk az feni allitas igazsagéat.

Ehhez kezdetben 3 kiilonb6z6 elemre (a,b, ¢) lesz sziikségiink amelyek egy derékszogii
haromszoget hataroznak meg. Ezt tobb féleképpen is interpretélhatjuk pont és egyenesek

formajaban.

A 13 abréan lathato interpretaciéban azt az esetet hasznaltuk fel amikor mind a harom
elemiink egy pont. Ekkor a derékszogii haromszogiinket gy kaphatjuk meg, hogy a és
b elemekbdl képzem ab-t, b-t tovabbiakban nem hasznalom fel, a és ¢ elemekbdl ac-t,
a derékszognél 1évs csicsot nem hasznédlom fel, hanem ab és ¢ elemek szorzatabol abe-

t veszem ami épp a csics lesz. Igy a haromszogiinket az illeszkedési lanc egy specialis
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12. 4bra

forméajaval, (5 elemii) ciklussal adtuk meg: a — ab — abc — ¢ — ac csucs-oldal-oldal-cstcs-
oldal ami a mi rendszeriinkbe annyit jelent, hogy barmely elem pontosan a két mellette

16v6 elem szorzata. (Léasd (13 abra)

ab | ¢ = abc; abe | ac=c¢; ¢|a=ac; ac|ab=a; a|abc = ab

A pentagrammat alkot6 5 darab haromszog mind az
a — ab — abc — ¢ — ac otciklus kiilonféle megjelenései. Lasd 14 abrat ahol sorba haladva a
haromszogeken, hasznalva a 7/2 meghosszabbitas és szogek miatt az 0j haromszogek j

befogoit fel tudjuk irni korabbi elemekkel. P1 a 2. haromszogben abe, ac, a az a oldalt.

Tablazatba szedve jol lathatd az egyes elemek haromszogbeli elem szerepe, példéaul,

hogy az adott elem mindig két szomszédos haromszog kozos csicsa. (Lasd 15 ébra)
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abc

F.
ab
b
ac
a
13. abra

14. 4bra
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a ab abc C ac

1.A | csucs | befogo | befogo | csucs | atfogo
2.7 | befogd | csucs | atfogo | csucs | befogo
3.A | atfogo | csucs | befogo | befogo | csucs
4.7 | befogo | befogd | csucs | atfogo | csucs

¥

5.A | csucs | atfogo | csucs | befogo | befogo

15. abra

3.4. Hesse-tétel

A klasszikus projektiv geometriaban Chasles és Hesse foglalkoztak az alabbi konfigu-
racioval, véges geometridkban nem foglalkoztak vele, mert megkiilonboztették a pontot és

az egyenest (nem volt értelme ponbol merdlegest huzni az egyenesre). Feltették, hogy;
e barmely két ponthoz egyetlen rajuk illeszthets egyenes tartozik
e barmely két egyenes metszéspontja egyértlmiien meghataroz egy pontot
e létezik legalabb 4 kiilonbozé pont
ee de pont és egyenes viszonyardl nem allit semmit

Probaljuk meg, Hesse klasszikus projektiv geometriaban alkotott tételét dtvenni a mi

rendszeriunkbe. Ezt a toviabbiakban Hesse-tételnek nevezziik.
ABC | BCA=BCA|CAB=CAB | ABC

Ha ABC Hesse eleme H, akkor AH B Hesse eleme C, a négy idom szerepe szimmetrikus.

Ez gombi modellen trividlisan igaz, és létezik véges modell amelyben teljesiil, példaul
4.0.2 illeszkedési tablajaban a nem oOnilleszked6 elemek Hesse konfiguraciot alkotnak. A
gdémbon vegyiik észre, hogy hogyha H = ABC|BCA azaz ACB Hesse idoma H, akkor
pl. ABH Hesse idoma C'. A 16 abrarél konnyen leolvashatd, hogyha egy olyan modelliink
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ABC

16. 4bra

van, ahol szorzas interpretacioja épp a abra szerinti illeszkedési tulajdonsdgnak felel meg,
akkor ABC'H "négyidom" egy olyan alakzat, hogy barmely 3 elem Hesse idoma épp a 4.

elem. Ez pl. a 7 pontu véges geometriaban is megjelenik, amire az el6bb hivatkoztunk.

4. Projektiv rendszer véges modelleken

A korébbi fejezetekben az elemeink szaménak minimumara tettiink csak kikotést, a
tovabbiakban olyan véges elemszami modelleket vizsgalunk, amelyekhez hozza tudjuk il-
leszteni a projektiv rendszeriinket. Szamos projektiv sikon értelmezett tételt vizsgalhatunk

ilyen modelleken is.

A véges elemszami modelljeinkben megjelennek az onilleszkedd elemek, ami azt jelenti,
ha a Onilleszkedd elem akkor a-nak az Osszes railleszkeds elemmel vett szorzata egyenls

a-val.

A véges modelljeinket jol szemlélteti az illeszkedés-, és miivelet tabla, amelyben az

onilleszkedd elemeket pirossal jeloltiik az atlathatosag végett.

22



Fontos, hogy oOnilleszkedd elem nem illeszkedhet masik onilleszkedd elemre.
Ezt indirekt mutathatjuk meg.
Tegyiik fel, hogy a, b két kiilonbo6z6 onilleszkeds elem és b illik a-ra. Ekkor:
a-hoz 3 b, hogy ab = a
b-hez 4 ¢, hogy bc = b
akkor az ab | bc-nek f6axioma miatt egyenlének kéne lennie b-vel, de ab = a és be = b

miatt ab | bc = a | b = a ellentmondéashoz jutunk.

Ez az illeszkedési tablaban ugy jelenik meg, hogy o6nilleszkeds (piros) elem oszlopaban

- 14 illeszkedd elemek - nem szerepel méasik onilleszkedd (piros) elem.

4.0.1. 3 elemi modell

A legegyszertibb modell amely kielégiti az axioma rendszeriinket 3 elembdl all (kissebb

elemszamt modellt nem érdemes vizsgélni).

Maéar harom elembdl két nem izomorf modell épithets fel. Az ismertebb modell nem
tartalmaz onilleszkedd elemet és barmely két elem szorzata mindig a harmadik elemmel

egyenls. Ez gombi interpretacioban az oktansnak felel meg (Lasd17 &bra).

llleszkedés tabla Miivelet tabla
1 2 3 - 1 2 3
3 2 1 1 - 3 2
3 1 2 2 3 - 1
3 2 | -
17. abra

A maésik harom elemii modellben két 6nilleszkedd elem is megjelenik (Lasd 18 &bra).
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llleszkedés tabla Mivelet tabla
1 2 3 - 1 2 3
2 3 1 1 - 3 1
3 2 1 2 3 - 1
3 1 2 2
18. abra

4.0.2. 7 elemii modell

Héaromnal tébb elemti modellt méar nem tudunk létrehozni 6nilleszkedd elemek nélkiil,
vizsgaljuk meg hogy néz ki ha hét elembdl épitjiik fel (Lasd 19 abra). Ezen a modellen

mér vizsgalhatjuk a Napier és a Fano konfiguraciot is.

A Napier féle csodalatos 0tszog létezéséhez elég egy 6t elemi ciklust keresniink, ennek

a kiillonb6z6 mejelenései méar megadjék az egész konstrukciot.

A ciklus els6 két elemét szabadon tudjuk kivalasztani, a harmadiktol mér figyelni kell,
hogy semelyik harom idom nem illeszkedhet egy idomra, ezt az illeszkedési tabla segitsé-

gével konnyen ellenérizhetjiik. Ilyen megvélasztés alapjan:
2—1-4-6-3
minden feltételnek eleget tesz, minden elem a két mellette 1évG elem szorzataként all eld.

(24=1; 16 =4; 43=6; 62 =3; 31 =2)

Vizsgaljuk meg a klasszikus projektiv geometria Fano-sikjat és probaljuk meg hozzéil-
leszteni a rendszeriinkhez. Az eredeti tételben, egy valodi négyidom (4 elem kozol semelyik
3 nem illik egy idomra) atlo elemeirsl azt tudjuk mondani, hogy nem illenek egy idomra

- geometriailag annyit jelent, hogy nem illeszkedhetnek egy egyenesre.

Keressiink tehat egy valodi Hesse idomot az illeszkedés tdblankon, a négy nem onil-
leszked6 elem pont j6 lesz - nincs olyan oszlopa amelyben egy elemre 3 nem o6nilleszkedd

- fekete - elem illene, szorzataikkal is ellenérizhetjiik (ha minden szorzat eredménye kii-
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Illeszkedés tabla
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 - b 7 1
4 5 6 7 1 2 3
1 7 6 5 4 3 2
Miivelet tabla
- 1 2 3 4 -] 6 7
1 - 1 2 1 4 4 2
2 1 - 1 1 1 3 3
3 2 7 - b 7 ] 2
4 1 1 6 - t] ] 9
t] 4 7 7 3 - 4 9
] 4 3 6 b 4 - 3
7 2 3 2 5 5 3 -
19. abra

16nboz6 elem, akkor semelyik harom nem illik egy idomra):
4=5,73=2;72=3;,43=6; 42=1; 32=7
Ekkor az atlo elemek rendre: 74 | 32;72 | 43; 73 | 42; = 5; 6; 1; ezekrdl pedig leolvashat-
S—— —— —

5|7 3/6 2/1
juk az illeszkedési tablaban, hogy az eredeti tételtdl eltérGen egy idomra (4) illeszkednek.
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4.0.3. 13 elemii modell

Felépithetiink 13 elembdl is modellt, amelyet a rendszertinkh6z tudunk illeszteni (Lasd
20 &bra), és példaul ezen is megvizsgalhatjuk a Fano-konfiguraciot. Az el6z6hoz hasonloan
itt is egy négyidomot keresek, majd megizsgalom az atl6 elemeit. A 1épések semmiben nem
kiilénboznek az el6zdekben hasznaltaktol, csak most a 13 elemd illeszkedési tabla alapjan
hajtom végre ¢ket. Igy a négyidomunk: 13, 12, 11, 10 lesznek. Lathatjuk az illeszkedési
tablan, hogy semelyik harom elem nem illeszkedik egyre. Az ezekbdl képzett atld elemeink

tehét:

llleszkedés tabla
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
S 6 7 &8 9 10 1 12 13
g 9 10 11 12 13 1 2 3
10 11 12 13 1 2 3 4 5
13 12 11 100 9 8 7 6 5 4 3 2

= N N =
DO O W M
0o = A& w

=l B =

20. abra

131211 ]10, 13|11 12|10, 13|10 1211
204 78 513
24=3, 78=7, 53=2

ezek az elemek pedig nem illeszkednek egy egyenesre.

A Fano sik mintajara létrehozott rendszereink tehat fiiggetlenek az axiéoméainktol, tu-
dunk olyan esetet is létrehozni ahol az atl6 idomok egy idomra illeszkednek, és olyat is

ahol nem.

26



4.1. Osszefoglalo
Az elébbiekben felépitett algebrai rendszer természetesen csak egyik lehetséges megko-
zelitése a projektiv geometria targykorébe tartozo fogalmaknak.

Bizonyos esetekben elényos lehet, hogy az algebrai fogalmakat gémbi geomatria segitsé-
gével szemléletessé tehetjiik, egyes bizonyitasok egyszertibbekké, algebrailag pontosabban

megfogalmazhatobba valnak.
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