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Bevezetés

Az emberi viselkedés egyik fontos eleme a legkiilonfélébb dolgok sorbarendezé-
se fontossaguk, vagy valamely més szempont alapjan. Ez az egyén mindennapi
életében ugyanugy megvalosul példaul a napi teenddk Gszeéllitdsanal, mint az
élet mas teriiletein. Altalanosan elmondhato, hogy szeretjiik rangsorolni a
minket korilvevd dolgokat, példaul, hogy kik a legjobb baréataink, kik a cég-
nél a legjobb dolgozdk mind fontos informacié szamunkra. A rangsorolasnak
rengeteg felhasznalasa van. Hogy néhényat emlitsek, a vallalatoknak tudniuk
kell, hogy a vasarloik mely termékeket szeretik jobban, a politikusoknak fon-
tos tisztaban lenniiik a tarsadalmi értékekkel, a szavazoi magatartassal. Az
adatok rangsorolasa egyebek mellett gyakran el6fordul pszhiol6gidban, szocio-
logiaban, az egészségiigyben és a kozgazdasagtanban is. A rangsorolasi adatok
elemzése és modellezése hatékonyan segit megérteni az emberek észleléseit és
preferenciait kiilonb6z6 dolgokkal kapcesolatban, melyek nem teljesen nyilvan-
valoak els6 ranézésre. Az altalanos statisztikdknal sokszor az is elGfordulhat,
hogy a rendelkezésiinkre all6 minta kozott a nagyon kiugrd értékek eltorzit-
jak a becsléseinket, modelljeinket. Ilyen esetekben is hasznos lehet az adatok

értékei helyett a rangjukkal szamolni.

A rangsorolt adatok, a minta két alapvets része az n darab dontéshozo,
akiket ezenttl birdknak nevezek, valamint az m darab targy, amit rangsorolnak
a birdk. Fontos megkiilonboztetni, hogy rangsorolésrol, vagy sorbarendezés-
r6l beszéliink. A rangvektorban az adott helyen 1év targy birdktol kapott

rangjat, sorszamat taroljuk el, ahol az 1 a legjobbat az m pedig a legrossza-



bat jeloli. A sorrendvektorba a targyakat rendezziik sorba a birak dontése
alapjan. A kovetkezdkben legtobbszor rangsorolasrol fogunk beszélni, és en-
nek megfelelen rangvektorokat hasznalunk. Teljes rangsorolasrol akkor be-
széliink, amikor az Gsszes targyat sorba allitjak a birdk, ezt y € R™ vektorral
jelolom. Ezek az y vektorok az S,, térben vannak, ahol S,, = {az Gsszes per-
mutéacidja a rangoknak}. Tehat az adott n bird altal 1étrehozott rangvektorok:
yW y@ L y™ e S, A rangsorolt adatok elemzéséhez, majd a modellezés-
hez sziikséges megérteniink az adataink matematikai hatterét. A szakdolgo-
zat els6 fejezetében bevezetésre keriil a rangsorolas matematikai felirdsa, mint
permutécio, és fontos tulajdonsigai, melyek nélkiilozhetetlenek a modellezés
alapveté megértéséhez. Ezt kovetfen a véletlen permutaciok kiilonb6zé mo-
delljei keriilnek bemutatasra. Ezek bemutatasihoz a felhasznalt {6 irodalom
az 1] konyv volt, mely segitett megérteni a modellezés alapjait. A szakdolgo-
zat lezarasaként a gyakorlatban is bemutatom az alkalmazasait a megismert
modelleknek. Egy onkéntes kitoltésen alapuld internetes teszt formajaban be-
gyidjtott adathalmazt elemzek, és modellezek egy R-ben hasznilhaté csomag

segitségével.



1. fejezet

Matematikal hattér attekintése

1.1. Permutacidk

A bevezet6ben megismert rangvektorokrol elmondtuk, hogy az S,,, halmaz ele-

mei. A rangsorolast a matematikaban permutacioként értelmezziik.

1.1.1. Definici6. (Permutécio) Legyen X tetszGleges véges halmaz és 7
olyan fliggvény, melynek értelmezési tartoméanya és értékkészlete megegyezik,
azaz m: X — X. Ha 7 bijekcio, akkor a « fiiggvényt az X halmaz permutéaci-

6janak nevezziik.

Jeloljiik [m]-el, m € N a legkisebb m pozitiv egész szambol all6 halmazt. Ennek
ellatva egy szimmetrikus csoportot kapunk, melyet S,,-el jeloliink. Fontos
megjegyezni, hogy |S,,| = m!. A © € S,, permutéaciot megadhatjuk kétsoros

jeloléssel:



jelolést fogjuk hasznalni.

Ha 7 egy rangvektor, akkor 7(i) = j azt jelenti, hogy az i-edik targy a j-
edik rangot kapta, vagyis a j-edik legkedveltebb. Es értelmezhetjiik hasonléan
a w1 fiiggvényt is, ahol 771(j) = i jelentése az, hogy a j-edik legkedveltebb

targy az i. Ez alapjan a sorrendvektort is felirhatjuk:

(774 (1), ..., 7 (m))

A rangvektor és sorrendvektor, mint permutéciok tehat egymas inverzei. Az
identitas permutéciot, amely helyben hagyja az elemeket id,,-el jeloljiik. Egy
m € S, permuticiot transzpozicionak neveziink, ha kizarolag két elemét cseréli

ki a halmaznak, a tobbit helyben hagyja.

1.1.2. Definicié. (Inverzio) Legyen 7 € S, egy permutécio és 1 < i < j <
m. Ha m(i) > m(j), akkor azt mondjuk, hogy ezek inverzioban allnak. Jelolje

inv(m) a m permutacioban 16v6 inverziok szamat, azaz
inv(m) =| {(i,7) € [m]* 1 i < jésw(i) > 7(j)} |-

Definidlhatjuk a 7= € S,, permutéacio ellentett permutéaciojat is. Jeloljiik ezt
m¢-vel és legyen

™ =(m+1)(1,1,...,1) — . (1.1)

Tehat az ellentett permutécioban a sorrend pontosan az ellenkezGje az eredeti

permutacionak.

Egy permutéaciot megadhatunk az tigynevezett permutacios matrix segit-
ségével, melynek minden oszlopadban és minden sordban egy darab 1-es van, a
tobbi csupa nulla. Legyen az m x m-es permutaciés matrixok halmaza Q,,, ez
kolesonosen megfeleltethets Sy,-el. Legyen Q) € Q,,, ekkor ();; = 1, ha a hozza
tartozo y € S,, esetén y; = j. Legyen QW) € Q,, az y-hoz tartozé permutacios
matrix, ezért



ahol id,, € S,, az identitds permutaciot jeloli. Jeloljiik a sorbarendezések
halmazat T,,-el. Az S, és T,, halmazok kolcsénosen megfeleltethetGek egy-
mésnak a mar bevezetett inverzfliiggvény segitségével. Azonban a permutacios
matrixok segitségével is megadhato az y € S,,-nek megfelel w € T,,. Legyen

@ € Q,, ahogy az elébb, ekkor w = QW id,,.
Q@ gy ;

A permutéaciok dbrézolasat az tgynevezett permutécios politop segitségé-

vel tudjuk megoldani, ezt csak kis m-ekre tudjuk szépen abrazolni.

1.1.3. Definici6. (Permutacios politop) A permutécios politop adott m-

re a konvex burka az y € S,, C R™ pontoknak.

1.1. abra. Sy politopja

Bevezetve a permutacios politop fogalmat, méar meg tudjuk hatarozni ennek
a kozéppontjat, ami egy konstans vektor. Ettsl a ponttol a politép minden
egyes csiicsa egyenld tavolsagra van. Tehat a birok altal megadott y® vektorok
a politop egy-egy csicsat jelolik, de kozel sem biztos, hogy a politop Osszes
csucsa szerepel a rangvektorok kozott. Ha minden pontnak pontosan akkora

silyt adunk, ahényszor el6fordul az adataink kozott, akkor

g=-> y" (1.3)



képlet segitségével egy 1j vektort definialhatunk. Ezt nevezziik a rangvektorok
atlaganak. Igy § € R™, vagyis a legtobb esetben i & S,,. Az ; az i-edik
targy atlagos rangjat jelenti. Az y ponttol vett tavolsagok négyzetének 6sszege

minimélis az euklideszi térben.

Egy cél lehet a kézponti rangsorolas megismerése, amit egy példan keresz-
til a legkonnyebb megérteni. Egy futoverseny végén ismerjik a versenyzék
beérkezési sorrendjét, ezt nevezziik kdzponti rangsornak, amit mp-val jel6liink.
A birok ettsl valoszintleg valamilyen mértékben eltéréen allitjak fel a sajat
sorrendjiiket, hogy szerintiik milyen sorrendben fognak befutni a versenyzsk.
Az esetek nagy részében azonban ez a kozponti rangsor szamunkra ismeretlen.
Ideélis esetben az 3-k kizel helyezkednek el a mp-hoz. De mit értiink az alatt,
hogy kozel helyezkednek el? Erre a kérdésre a valaszt a kovetkezd fejezetben

kapjuk meg.

1.2. Tavolsag értelmezése permutaciékon

A halmaz a matematika egy alapfogalma. A halmazokat kiilonb6zd tulajdon-
sagaik alapjan szoktdk megkiilonboztetni, az egyik legfontosabb, hogy lehet-e
rajtuk valamilyen forméban tavolsagot értelmezni. FEz nyilvan azért fontos,
mert ha értelmeziink rajta tavolsagot, akkor képesek vagyunk matematikai-
lag Osszehasonlitani a halmaz elemeit, megmondani két elem mennyire van
kozel egymashoz, milyen kapcsolatban allnak egyméssal. Ezen informaciok
birtokaban még tobb fontos kovetkeztetést lehet levonni a rendelkezésre allo

adatokbol.

A tavolsagot egy fiiggvényként értelmezziik. Metrikak segitségével ki tud-
juk szamolni két permutacié egymastol valo tavolsagat, valamint két vélet-
lenszertien valasztott permutacié egymastol vald varhato tavolsagat is, amibdl

mar a szorast is meg tudjuk hatarozni a masodik momentum segitségével.

1.2.1. Definici6é. (Metrikus tér) A metrikus tér egy olyan (X, d) par, ahol
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X tetszdleges nem iires halmaz, d: X? — R pedig olyan nemnegativ valos

értékd fliggvény, melyre tetszéleges x,y, z € X esetén:

l.dz,y)=0a2=y

2. d(z,y) = d(y, )

3. d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2)

A permutéaciokon értelmezett tavolsag definicioja hasonld a metrikidéhoz, csak
nem koveteljiik meg a haromszog egyenlGtlenség teljesiilését. Ezeken kiviil
a permutaciokon értelmezett tavolsigfiiggvénynél megkoveteljiik, hogy jobbrol
invarians legyen, azaz w, 0,y € S, esetén d(m,0) = d(wovy, coy), ahol moy(i) =
m(v(i)). Ez a feltélel azt biztositja, hogy az elemek tjracimkézése egy adott

v-val a tavolsagon ne valtoztasson.

Kétfajta megkozelitése 1étezik a tavolsag értelmezésének két permutacio
kozott. Az egyik a megszokott térbeli megkozelités, mennyi "id6t" vesz igénybe
az egyik pontbdl eljutni a masikba. A permutéciokat a permutacios politopon
tudjuk abréazolni, ebben az esetben az ezen vett tavolsagokat értelmezziik. A
mésik fajta megkozelités a rendezettség, vagy éppen a rendezetlenség mértéke.
Egy szemléletes példa erre, hogy a kdnyvek a polcon mennyire vannak az dbécé

szerint sorbarendezve, mennyi id6t vesz igénybe a helyes sorbarendezés.

Az el6z6 fejezetben mar beszéltiink a politép kozéppontjanak meghata-
rozasarol, azonban ezek altaldban nem permutaciok. Fontos lenne azonban
tudni, hogy melyik az 7 € S,,, amely minimalizalja adott d mellett az atlagos

tavolsagot

d(m) ==Y dy", =), T € Sp. (1.4)

Nézziink néhany permutaciokon értelmezett tavolsdgot. Spearman a szo-

késos tavolsag megkozelitést alkalmazta:

12



1.2.2. Definici6. (Spearman tavolsag) Legyen y*,y € S,,, ekkor

dSpea'r y y Z |yz (15>

ahol 0 < p < co. Altalaban p = 1 és p = 2 értékeket szoktak hasznélni.

A dgpeqr () kiszdmolasara p = 2 esetén létezik egy egyszert formula:

m(m —1)(2m + 1)

dspear(T) = —2.77y. (1.6)

1.2.3. Definici6. (Diszharmonikus par) Legyen y*,y € S,,. Diszharmo-
nikus parnak nevezziik azokat az i, j targyakat, amelyeknek y* és y rangvektor

alapjan kiilonboznek a preferenciaik, azaz i # j esetén

(yi — ;) (i —y;) <0. (1.7)

Kendall két rangvektor tavolsaganak a mérésére a diszharmonikus parok sza-

mat hasznalja fel, tehat az egyméshoz mért rendezetlenséget veszi tavolsagnak.

1.2.4. Definici6. (Kendall tavolsag) Legyen y*,y € S,,, ekkor

dicen(y's9) =3 D>, T = y)) i — ) < 0] (1.8)

Itt I az indikétor fiiggvényt jelenti.

A Spearman tavolsaghoz hasonléan ennek is létezik leegyszertisitett képlete az

atlagos tavolsagra:
d en E E Z y 9 1. 9
K {l,,]|7l'z>7’l']} J ( )

ahol K az tgynevezett parmatrix, azaz K;; = L{ k™ < yj(k)}\ A K egy
m X m-es matrix, ami az egyes targyak Osszehasonlitasait tartalmazza. A
métrix ¢7-edik eleme azt mutatja, hogy az i-edik targyat a birok hany szazaléka
preferdlta a j-edik targgyal szemben, azaz a minta hany szézalékdban kapott

kisebb rangot az i-edik targy, mint a j-edik.
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Ha az (1.5)-ben p — 0 akkor a Hamming tavolsagot kapjuk. Ez a fajta
tavolsagfiigvény is a kiillonbozdségeket vizsgalja két rangvektor kozott. Azon-
ban itt nem szamit, hogy egy hibas elhelyezés mennyivel rosszabb egy masik

hibés elhelyezésnél, a lényeg, hogy rossz helyen van az adott objektum.

1.2.5. Definici6. (Hamming tavolsag) Legyen y*,y € S,,, ekkor

dHam(y*ay) :’ {Z ’ y: 7& yl} | (11())

1.3. Permutacidok eloszlasa

Mar lattuk, hogy a rangvektorok az S, elemei és | S, |= m!. Az n bir6
altal megadott y¥ rangvektorokat megfeleltethetjiik n darab fiiggetlen, azonos

eloszlasu valdszintiségi valtozo sorozatanak:
YW y® vyt~ p (1.11)

ahol P egy valoszintiségi eloszlas az S, halmazon. Vagyis P egy m! hosszu-
sagu vektor, melynek az idexei az y permutéiciok, azaz az Osszes lehetséges

rangvektorhoz tartozik egy index:
PlY =y] = P, Y € Sp. (1.12)
Mivel P valoszintiségekbdl allo vektor, ezért P C P, C R™, ahol

P = {z € R* | 2; > 0 minden i-re, ésti =1} (1.13)

Ezeket a fogalmakat bevezetve, mar képesek vagyunk kiilonb6zé eloszlasokat is
definialni. Ha minden egyes permutécié bekovetkezésére pontosan ugyanannyi
az esély, akkor egyenletes eloszlasrol beszéliink, ami precizen definidlva az el6z6

jeloléseket hasznalva:

1
Y ~ Egyenletes(Sy,) < P = (— — ... —) e R™ (1.14)
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1.4. Maximum likelihood becslés

Tegyiik fel, hogy van egy adathalmaz, melyet egy modell jol magyardaz. A
modellnek van egy vagy tobb ismeretlen paramétere. Ezeket a paramétereket
nem tudjuk mérni, azonban a rendelkezésre all6 adatokbol a lehetd legjobban
szeretnénk becsiilni az értékiiket. A paraméterbecslésnél a legaltalanosabb

eljaréds a maximum likelihood modszer.

1.4.1. Definicié. (Likelihood fiiggvény) Legyen X = (X, X,... X,,) fiig-
getlen, azonos diszkrét eloszlast minta, 6 az ismeretlen paraméter. A likelihood

fliggvény:
o L(0,x) = [[i Po(Xi = )

A likelihood fliggvény értékei azt mutatjak, hogy adott 6 mellett mennyire va-
l6szind, hogy ez a minta jon ki. Mivel az a paraméterérték lesz a becslésiink,
ami mellett a minta bekdvetkezésének a valdszintisége a lehet§ legnagyobb,
ezért azt a 0-t keressiik, amelyik maximalizilja a fiiggvényt. ElGfordulhat,
hogy nem létezik a fiiggvénynek maximuma, vagy tobb maximumbhelye is 1é-
tezik. Ha t6bb maximumhelye van, akkor mindegyiket maximum likelihood
becslésnek tekintjiik. Kihasznélva a logaritmus fiiggvény monotonitasat sok
esetben a loglikelihood fliggvényt hasznaljuk, ami a logaritmusa a likelihood

fiiggvénynek, és megkdnnyiti a szamolast. A becsiilt paramétert f-val jeloljiik.
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2. fejezet

Modellezés

A meglévs rangsorolt adatok modellezése segit mélyebben megérteni az adat-
halmaz felépitését az altalanos statisztikdknal. A 20. szézad elején kezdtek el
el6szor komolyabban foglalkozni a statisztika ezen teriiletével. Az évek alatt

két kiilonb6z6 megkozelitése alakult ki a modellezésnek [1]:

e A rangsorolasi eljaras modellezése

e A birdk osszetételének a modellezése

Ez a két megkozelitési mod nem valaszthatod szét teljesen egyértelmiien egy-

méstol, de mégis segit a modellalkotésban.

Az els6 megkozelités az ugynevezett "hard modeling", ami matematikailag
probalja meg leirni azt a folyamatot ami a biroban lejatszodik a rangsorolas
felallitasakor. Altalaban akkor alkalmazzak, amikor viszonylag nagy a rangso-
rolando6 targyak szama. Ez a fajta megkozelités feltételezi, hogy van valamilyen
objektivan mérheté szempont, ami alapjan a birok alapvet&en kozel azonos
sorrendet allitanak fel. Ilyen mérhet§ szempont lehet példaul visszatérve a

versenyekhez az eddig elért eredmények.

A masodik megkozelités azt probalja meg leirni, hogyan jellemezhets a

rangsorolasok eloszlasa a birdk egy csoportjara nézve. A hangsuly a birok
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preferenciain van, ami alapjan csoportositani lehet Gket. Altalaban viszony-
lag kicsi a rangsoroland6 dolgok szama, ilyen lehet példaul egy orszaggytilési

valasztéas.

A els6 fajta megkozelités logikaja segit fejleszteni a masodik megkozeli-
tés modelljeit, és ez forditva is igaz, ezért nincsen nagy jelentésége ennek a

kettGsségnek.

A bevezetésben mar leszogeztiik, hogy rangsoroléssal és nem sorbarende-
zéssel fogunk foglalkozni. Vannak modellek melyeket eredetileg sorbarendezés
szerint alkottak meg, de at lehet vezetni a sorbarendezést rangsorolassé, és

forditva is igaz ez a megallapitas.

2.1. Altalanos modell

Az el6z6ekben mar definidltuk a P eloszlast, mint egy vektor a P, térben.
A valészintiségi modellek a valoszintiség-eloszlasok egy részhalmazat képezik.

Altalaban ezt a részhalmazt 6-val szoktak paraméterezni.

Legyen O olyan, hogy {P(0) | 6 € ©} C P, ahol P(0) egy fiiggvény,
amely ©-bol P,,-be képez. Egy y € S, bekovetkezésének valoszintisége a 6

paraméter mellett:
Py(e) :]P)Q[Yzy] :]P9<y>a yE Smaee O. (21>

A gyakorlatban minden modell tartalmazza az egyenletes eloszléast, azaz meg-
felels paraméter vagy paraméterek mellett egyenletes eloszlast produkal S,,-en,
vagyis minden y € S, permutacié bekovetkezésének a valoszintisége egyenld.
Legtdbbszor a © egy alacsony dimenzidszami euklideszi tér részhalmaza. Két
szélsGséges modell 1étezik, amit fontos megemliteni. Az els6 modell, aminek
csak egy eloszlasa létezik, melyre Py(y) = % minden y € S,,-re. A masik
az ugynevezett telitett modell, amikor az eloszlasok halmaza az egész P,,.
Ezek a modellek jo viszonyitasi alapot szolgaltatnak amikor mas modelleket

teszteliink. A nullmodell minden tovabbi modellnek a része, a telitett modell
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pedig az Osszes 1étezé modellt tartalmazza. A cél az, hogy talaljunk egy olyan
modellt, ami jol illeszkedik a meglévs adatainkra, és hasznos tartalommal is
bir. Annak ellenére hogy altalaban a mintat fiiggetlen, azonos eloszlastinak te-
kintjiik, nem feltétleniil sziikséges, hogy a minta ennyire szigoru strukturaval
rendelkezzen. Kiilonbozé statisztikdkkal és abrakkal is felfedezhetiink bizonyos
mintazatokat, amik hasznos informacioval szolgalhatnak a modellezéshez. A
minta alapjan minden esetben meg tudjuk hatarozni a tapasztalati eloszlast,
jelolje ezt P. Ilyenkor a cél azt a P(#)-t meghatarozni, ami a legjobban ko-
zeliti a P-t. Az esetek donts tobbségében a maximum likelihood moédszer

segitségével hatarozzuk meg a kozelséget.

2.2. Tavolsag alapti modellek

A modellezni kivant adatoknal feltehetds, hogy létezik egy ismert kozponti
rangsorolasa a targyaknak, jeloljik ezt most my € S,,-mel. A birdok feltehe-
t6en ehhez a rangsorhoz viszonylag kozeli rangsorokat allitanak fel, valamilyen
tavolsag értelmezés alapjan. A tavolsag alapi modellek a my-t6l vald tavol-
sag alapjan adnak kisebb vagy nagyobb valészintiséget az adott rangsorolas
bekovetkezésének, a 6 paraméterts] fliggen, ami a my koriili kiterjedést pa-
raméterezi. Ezek a tavolsdg alapt modellek az exponencialis modellcsalddba
taroznak. Adott my kozponti rangsorolas, d téavolsagfiiggvény, és egy valos 6

paraméter mellett a tavolsidgalapu modellek altalanos alakja:

P&,Wo (y) = 6Ip(0d(7‘r0, y) - 1/}(0))7 (22>

ahol ¢ a "normalo konstans". Altalaban a @ paramétert becsiiljiik, a 7y lehet

ismert és ismeretlen is.

2.2.1. Definici6. (Elégséges statisztika) Legyen X = (X, X5, X3..., X))
diszkrét minta. A T'(X) statisztika elégséges, ha a Py[X = = | T(X) = {]
feltételes valosziniség fiiggetlen 0-tol. Méasképp fogalmazva T'(X) elégséges

statisztika, ha minden informaciot tartalmaz a 6 paraméterre nézve.
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2.2.2. Tétel. (Fisher—Neyman faktorizacio) A T(X) statisztika akkor és
csak is akkor elégséges, ha létezik olyan h és gy fligguények, melyekhez létezik

a Py(X = x) valoszindségnek h(x)ge(T(x)) alaki faktorizdcidja.

Abban az esetben, amikor ismert a kdzponti rangsorolas, a 6 paraméterre
elégséges statisztika a T(Y) = S0 d(y®, m), ahol Y = (yM, y@ ... y™),
a rendelkezésre all6 minta. Igy a maximum likelihood becslést hasznalva egy-
szeriien meghatéarozhatjuk f-t. Probléma csupan akkor meriilhet fel, amikor
T(Y) megegyezik a minimumaval, 0-val, vagy a maximumaval, ami n- Maz(d).
Ilyenkor nem létezik maximum likelihood becslése #-nak, mivel T'(Y') = 0 ese-
tén az L(0) likelihood fiiggvény szigortian csokken, T(Y) = n - Max(d) esetén
szigoruan né. Ezen esetek bekovektezésének a valdszintsége 0-hoz tart ahogy

n — 00, azonban nagyon kis minta esetén eléfordulhat.

2.2.1. Ismeretlen kozponti rangsor

Abban az esetben, amikor szamunkra ismeretlen a kézponti rangsorolas, a

(2.2) eloszlas a 6 paraméter és az my € S, fiiggvényeként irhato fel. Legyen

T(Y)=>",dy", m). Ekkor a loglikelihood fiiggvény:

1(0,m0) = In( H Py(y™)) = 0T(Y) — ny(6). (2.3)

A normélé konstans nem fiigg mo-tol, mivel ¢ (0) = In}_ s exp(dd(mo, 7))
és igy barmely 7 € S, kdzponti rangsor valasztassal ez az Osszeg nem valto-
zik. Tehat a normal6 konstans csak a 6 paramétertdl fiigg. Tekintsiik 0 > 0-t
rogzitettnek. Ebben az esetben a L(6, my) fiiggvény, csak a kézponti rangsortol
fiigg, és azon my mellett veszi fel a maximumat, amikor 7'(Y') maximalis. Te-
hat elGszor azt a W(()l)—et kell meghatarozni, amelynél T'(Y') a lehetd legnagyobb.

Ezutan a maximum likelihood modszer segitségével kénnyen kiszamolhato (1.

Ha 0 < 0 rogzitett, akkor a likelihood fiigvény maximuma a 7'(Y’) mini-
muma esetén kovetkezik be. Jeloljik W((]Z)—val, ami esetén T(Y') minimalis. Igy

mar # is meghatéarozhato.
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A 0 diszperzios paraméter, amely a permutéacidoknak a kézponti permuta-
cidhoz viszonyitott szétszorodasét jellemzi. Ennek elGjele az adott modelltdl,
és annak felirasatol fiigg, altaldban a negativ elGjel hasznélata a jellemzé. ElG-
fordulhat, hogy 6 = 0, ebben az esetben minden egyes m € S,,-re ugyanazt a
valoszintiséget fogja adni a becslés. Tehat ha 6 = 0, akkor az eloszlas egyenle-

tes.

Abban az esetben, ha a d(y*,y) tavolsdgot a Spearman vagy a Kendall
tavolsag szerint hatarozzuk meg, akkor Max(d) = d(y*,y) + d(y*, y°), minden
y*,y € Sp-re, ezért tetszGleges permutaciokra d(y*,y) = konst — d(y*,y°),
és ebbdl latszik, hogy ha a tavolsdgok Osszegét y maximalizalja, akkor y°
minimalizélja. Mindebbél kévetkezik, hogy (r”)¢ = 72, 600 = —9®) &g
l(wél), o)) = l(ﬂ'(()Q), 6?)), igy elég megtalalni csupan az 7T((]1)7 61 part az elébb
bemutatott eljarassal. Mivel a tavolsag alapt modelleknek csak egy paraméte-
re van, sok esetben az els6 lépésekben alkamazzéik a modellezés soran. Ritkan
fordul els, hogy csupén egyetlen paraméterrel tokéletesen jellemezni lehessen

egy adathalmazt.

2.3. Osszehasonlitason alapulé modellek

Eddig a birok a targyak rangsorédnak felallitasat rangvektorokkal, vagy sor-
rendvektorokkal adtdk meg. Egy masik lehet&ség a targyak sorrendjének a
felallitasara, hogy a birékat nem arra kérjiik, hogy egy konkrét sorrendet allit-
sanak fel, hanem a targyakbol alkotott parokrol kell eldonteniiik, hogy melyiket
preferaljak. Igy m targy esetén (’;) Osszehasonlitéast kell végezni. Egy konkrét
w sorbarendezésbdl nyilvan egyértelmiien meghatarozhatoak a parosszehason-
litasok, viszont ez forditva nem feltétleniil igaz. El&fordulhat az tgynevezett
"korbeverés", amikor nem lehet felallitani a megadott dsszehasonlitdsokbol egy
konkrét sorrendet. Megkdveteljiik tehét a biroktol, hogy az osszehasonlitésok
felallitasa konzisztens legyen valamilyen sorbarendezéssel, vagyis, hogy egyér-

telmien meghatarozzon egy rangsort.
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2.3.1. Babington Smith modell

Mivel most sorbarendezésekkel foglalkozunk, w; az i-edik targynak az indexét
jelenti, ahol w € T,, sorrendvektor, a sorbarendezendé targyak halmaza pedig
{1,2,...,m}. Minden birénak tehat el kell végeznie (’;1) osszehasonlitast. Fel-
tehetd, hogy a birok homogén csoportot alkotnak, azaz minden egyes bird az
{ij} parok Gsszehasonlitasanal ugyanolyan valoszintiséggel preferédlja az i-edik
targyat a j-edikkel szemben. Ha ez a minta alapjan nem mondhato el, akkor
a birékat olyan csoportokra bonthatjuk, melyekre igaz ez az allitas. A birok
Osszetételének vizsgalatat nem részletezem. Tekintsiik a birék csoportjat ho-
mogénnek. Legyen annak a valdszintisége, hogy a birok az i targyat részesitik
elényben j-vel szemben p;;, ahol ¢ < j az {i, j} par Osszehasonlitasanal. Mivel a
sorbarendezendd targyak halmaza {1,2,...,m}, ezt tekinthetjiik egy rogzitett
sorrendnek. Legyen ez a sorrend wy € T,,, ami alapjan definidljuk a p vektort.
Mivel a parok osszehasonlitasanak a sorrendjét rogzitettnek tekinthejiik, p-nek

az indexelése a kovetkezo felirasban egyértelmtien megadhato:

b= (p127p137 ce oy P1ims P23y - - -5y P2my - - - 7pm—1,m) (24>
Ennek megfeleléen pj; = 1 — p;;. Fontos megjegyezni, hogy a p;; paramé-

tereknek nem feltétleniil kell konzisztensnek lenniiik, csupén az Osszehason-
litasoknak. Egy rangsor feldllitasa a koévetkezSképpen torténik. Egymastol
fiiggetleniil elvégezziik az Gsszehasonlitasokat a p;; valoszintségeket hasznalva.
Ha az 0sszehasonlitasok konzisztensek, akkor megkaptuk a rangsort, ha nem,
akkor 1jra kell kezdeni az 6sszehasonlitasokat, amig konzisztensek nem lesz-
nek. Annak a valészintisége, hogy az Osszehasonlitasok konzisztensek adott p

mellett:

Cp)= > [ pow (2.5)

WETm i<j
Szavakkal megfogalmazva, barmely w sorrend bekovetkezésének a valdszintisége
annak a valoszintisége, hogy a biré azokat a parosszehasonlitasokat allitja fel,
ami megfelel w-nak, feltéve, hogy olyan 6sszahasonlitasokat produkal, melyek

konzisztensek valamilyen sorrendhez. Fz alapjan a Babington Smith modell a
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kovetkezd:

P,(w) = o7 Lo (2.6)

A sorrendvektorokrol konnyedén at lehet térni a rangvektorokra. Itt adott

y € Sy, rangvektorra definialjuk az [;;(y) mennyiségeket. [;;(y) = 1, hay; < y;,
ami pontosan azt jelenti, hogy i-t preferaljuk j-vel szemben, vagyis kisebb a
rangja a rangvektorban. Egyébként pedig [;;(y) = 0. Ezek alapjan a Babing-

ton Smith modell felirhaté a kovetkezd alakban rangvektorokat hasznalva:

1 I _I 1
P,(y) = Hpijj(y)(l — py) W) = _—_ H i (2.7)
C(p) - Clp) . -+

1<y {7':]|yz<y]}
Ebben az alakban a norméal6 konstans (2.5)-hoz hasonléan meghatarozhato,
CP) = 2yesn i <von P

Nagy m esetén viszonylag sok, (Tg) paramétert hasznal ez a modell. A
legnagyobb probléméat mégis a normél6 konstans kiszamitasa okozza nagy m
esetén, hiszen m! elemet tartalmaz S,,, igy m! permutaciénak kell 6sszeadni
a valoszintiségeit. Ez m > 10 esetén mar rendkiviil idGigényes. A Babing-
ton Smith modellnek kiilonb6z6 részmodelljei 1éteznek, melyek a paraméterek

szaméat csokkentik, igy egyszerisitve a modellt.

Bradley és Terry a Babington Smith modell leegyszertsitésére a p;; értékek
meghatarozasahoz a v = (vy, vy, ..., v,) paraméterek bevezetését javasoltak,
ahol v; az i-edik targy paramétere. Ezeket a v; paramétereket hasznalva:

Uj

vi+vj

pij = (2.8)

A paraméterek bevezetésének a koncepcidja az volt, hogy minél inkdbb pre-
feraltabb az i-edik targy, legyen annal nagyob a v; értéke. Igy egy adott

w € Tp-re (2.8)-at behelyettesitve (2.6)-ba megkapjuk a Mallows-Bradley-
Terry modellt:

1 Vs 1 .
P, (w) = i m—i 2.9
(W) C(U) E Vo, + Vo, C*(U) ngz ( )
ahol C(v) = > cp HK](UUJI)%UW) behelyettesitve (2.5)-be a (2.8)-ban defi-

nialt értékeket. A (2.8) képlet nevezdjében 1évé (v; + v;) értékek minden
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{i,j} targy osszehasonlitasnal szerepelnek attol fiiggetleniil, hogy melyik tar-
gyat preferalja a bird, ezért ezen Gsszegek szorzata is konstans, ezt felhasznél-

% Vo, o 212
va C*(v) = (ZweTm Hi<j fuwi—l—ij) Hi<j(vi + ;) = ZweTm Hi<j U, & normalo
konstans. Ez a modell mar csak m paramétert tartalmaz. S6t, mivel a pa-
raméterek konstanssal valo szorzasa esetén nem valtozik a modell, valojaban

csak m — 1 paramétert tartalmaz.

2.4. Mallows modellek

A Babington Smith modell paramétereinek tovabbi csokkentésével Mallows két

darab egy-paraméteres modellt alkotott, melyeket rangvektorokkal definidlok.

2.4.1. Mallows ¢ modellje

Feltessziik, hogy létezik egy adott kozponti rangsorolas my € S,,. Ennél a
modellnél a p;; pardsszehasonlitasok valoszintiségei csak attél fliggnek, hogy
az my kozponti rangsorban my(i) < m(j) vagy mo(j) < mo(¢). Tehat minden
(1) < mo(j) esetén a p;; értékek egyenldek.A p;; értékeket a kévetkezd modon

definialjuk:
_exp(0 Imo(2) > mo(4)])

v 1+ exp(0) (2.10)

2.4.1. Allitds. A Babington Smith modellbe behelyettesitve a (2.10)-ben defi-
nidlt p;; értékeket, egy tdvolsdg alapi modellt kapunk, melyben d a Kendall féle
tavolsagfigguény (1.8).

Bizonyitas. Legyen my € S,, a kézponti rangsor, igy a p;; paraméterek ez
alapjan a sorrend alapjan definidlandok. A rangsoroland6 targyak sorrendje
legyen {1,2,3,...,m}, és a kozponti rangsorolas egyezzen meg ezzel, vagy-
is a my € S, kozponti rangvektor egyenld id,,-mel. Ennek koészonhetSen

dKen(ﬂ-(h y) = va<y)

23



Tovabba i < j esetén Iy; > y;] = I[(idy); — (idy);)(yi — y;) < 0]. Ezért
e@[[yi >y;] GO'ZK]' Iyi>y;] e@-inv(y)

H pij:H 1+el B B

{i.dlyi<v;} i<j (1+ ef’)( ) (1+ 60)( )

ee'dKen (ld)y)

— — (konst) . ea'dKen(ﬂ-Ovy)
(1 + 69)(2)

Az eddig hasznélt jelolésekkel a Mallows ¢ modelljének leggyakrabban
hasznélt alakja:

1
Po,m (y) = o) Q)ee‘dKeany) (2.11)

ahol Y(0) = > g ¥ dien(m0:9) 3 normalé konstans, 6 a m-tol valo tavolsagok
diszperzios paramétere. Ha 6 = 0, akkor teljesen egyenletes az eloszlas 5,,-en.
Mivel a p;; értékek csak mo(i) — mo(j) el6jelétsl fliggenek, bizonyos esetekben
nem illeszkedik jol a mintara. Elég arra az esetre gondolni, hogy egy focibaj-
noksag elején megtippeljiik az egymas elleni mérkézések gy6zteseit. Ekkor az
els6 és masodik helyezett csapat egymés elleni mérkézés gyGztesének p valoszi-
niiséggel az elsd csapatot valasztom, és ugyanugy p valoszintiséggel valasztom
az elsd és utolso helyezett mérkszés gyGztesének az elsd csapatot. A valosdgban

az eréviszonyok figyelembevételével ez elég valoszintitlen.

2.4.2. Mallows 6 modellje

Térjiink vissza Bradley és Terry formulédhoz, ahol a p;;-k meghatarozasahoz a
V1, Vs, ..., Uy, paramétereket hasznéljuk. A cél ismét a paraméterek szamanak
a redukalasa. Feltessziik, hogy létezik egy adott kozponti rangsorolas my € S,,.
A p;; paramétereket értelemszertien 7y alapjan hatarozzuk meg. A Mallows-
Bradley-Terry modellt felirhatjuk rangvektorokat hasznélva. Legyen az y € S,,
rangvektor, amiben az i-edik targy rangja y;, ekkor az i-edik targy (m — y;)

objektumot "el6z meg" a rangosrolédsban, tehat a hozza tartozd v; paraméter
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(m — y;)-szer szerepel (2.9)-ben latott produktumban. Igy a modell:

1
C*(v)

=1

P,(y) = p{m) (2.12)

2.4.2. Allitas. A (2.12) modellbe v; = exp(mo(i) - 20) behelyettesitésével, ahol
0 paraméter, egy tdvolsdg alapi modellt kapunk, melyben dgpeqr a Spearmann

féle tavolsdg (1.5) p = 2 értékkel.

Bizonyitas. A kozponti rangsor my € S, ismert. A targyak sorrendje egyez-
zen meg a kozponti rangsorolassal, vagyis my = id,,, mint az el6bb, tehat
mo(i) = i. A p;; értékek legyenek ugyanugy definialva mint eddig (2.8), melye-
ket a kozponti rangsorolas alapjan meghatarozhatunk, hiszen v; = exp(mo(i) -
20) adott. Ez alapjan annak a valoszintsége, hogy a bir6 egy y € S, rangso-

rolast allit fel a kovetkezs:

m

UZ-(m_y") = H exp(20-i-(m —y;)) =

1 =1

i(m —y;)) = exp(20 - Zim — (26 Zzyz)) =

1 i=1

3

~.
Il

= exp(20 -

M-

()

= exp(20 - (konst) — (20 - Z iy;)) = (konst) - exp(0 - dspear(m0,y)),

mivel dspeqr (70, Y) = dspear (id, y) = (konst) —2- 3" iy;, ahol dgpeqr a Spear-
man féle tavolsagfiiggvény (1.5) p = 2 mellett. [

Tehat ismét egy tavolsagalapi modellt kapunk, azonban Mallows ¢ mo-
delljéhez képest, ahol csupan mo(i) — mo(j) el6jelétsl figgdtt a p;; értéke, ennél
a modellnél mér az my(i) — mo(j) kiilonbsége szamit, ami sok esetben jobb

illeszkedést biztosit a modellnek. Mallows 6 modelljének altalanos alakja:

Po,m(y) = ) H)ee'dsw(w% (2.13)

ahol (0) = Zye g e¥dsvear(my) g normald konstans, 6 a diszperzios paraméter

ugyanazokkal a tulajdonsagokkal, mint a Mallows féle ¢ modellnél.
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2.5. Sidlyozott tavolsag alapi modellek

A tévolsag alapti modelleknek az egyik bdévitési lehetsége, hogy az eddigi
egyenld sulyokkal vett tavolsagok helyett a kiilonb6z6 rangokhoz, kiillénb6zd
stulyokat rendeliink, és igy hatarozzuk meg a tavolsdgokat. Ez azért is fontos,
mert példaul egy versenyen altalaban sokkal fontosabb az els§ hdrom helyezett
rangsora, mint az utols6 haromé. Legyen a verseny végeredménye, azaz a
kozponti rangsorolas my = (1,2,3,4,5), és a két bird altal megadott rangsor
m = (1,2,3,5,4) és my = (2,1,3,4,5). Ekkor példaul a Kendall tavolsag
esetén dycen (T, 1) = dien(mo, m2), azonban a valdsagban sokkal fontosabb,
hogy az els6 bird jol eltalalta az els6 helyezetteket. Tehat azt szeretnénk,
hogy dgen(mo, ™) kisebb legyen, mint dge, (7, m2). A rangokhoz a silyokat
a kozponti rangsorolés alapjan rendeljiik. A stlyok meghatarozésa altalaban
azon az elven torténik, hogy ha s; nagy, akkor csak kevés bir6 van azon az
allasponton, hogy a kozponti rangsorolasban az i-ediknek itélt targynak nem az
1-edik helyen kellene éllnia. Tehat ha s; nagy, akkor a birék tobbsége egyetért
azzal, hogy my(k) = i. Ha nem igy lenne, akkor a tévolsag jelentGsen néne.
Ebbdl adéddan, ha s; nagyon kozel van a 0-hoz, akkor a birdkat csak egy kicsit,
vagy egyaltalan nem befolyasolja, hogy a kozponti rangsoroldsban az i-ediknek

rangsorolt elemet hanyadiknak itélik meg.

Lee és Yu a sulyozott Kendall tavolsagot felhasznalva alkottak egy sulyo-
zott tévolsagalapt modellt, amit stlyozott tau modellként ismeriink [6]. Ehhez

a modellhez a tavolsagfiiggvényt a kovetkezdképpen definialtak:

dKen,s;ro y y Z S1o(i) Smo () yz - y;)(yl - yj) < 0] (214)

1<j

Mas stlyozott tavolsadgokat is lehet generédlni az el6z6h6z hasonléan, pél-

daul a Spearman féle silyozott tavolsagfiiggvény a kovetkezSképpen irhato fel:

dSpearsm) y y ZSWO ’yz yzlp (215)
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3. fejezet

Tarsadalmi értékek rangsorolasa

3.1. Adatok ismertetése

Az adataimat az ismerGseim korébdl gydjtottem, a Google kérdsiv anonim,
onkéntességen alapuld kitoltésével. A kérdGivben arra kértem a valaszadokat,

hogy rangsoroljak a kovetkezs tarsadalmi értékeket fontossaguk szerint:

Tarsadalmi egyenlGség

Szabad véleménynyilvanitas

Szolidaritas

e Hazaszeretet

Csalad

Onmegvalositas

e Hit

Minden tarsadalmi érték mellé egy szamot lehetett beirni 1-t6l 7-ig, ugy, hogy
minden szam csak egyszer szerepelhet. Az l-es az adott személy szaméra a

legfontosabb értéket jelenti, a 7-es pedig értelemszertden a legkevésbé fontosat.
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Az adatokat .xlsx formétumban mentettem le, ahol a sorok egy személy va-
laszait tartalmazzak. Az adatok tisztitasanél ellendériztem, hogy a valaszadok
helyesen értelmezték-e a feladatot, azaz permutaciokat adtak-e meg. Sajnos
a valaszadok kicsivel tobb, mint 30%-4dnak ez nem sikeriilt, ami jol mutatja,
hogy egy teljes, 7 elemiti rangsor felallitasa is sok esetben problémat okoz. Ab-
ban az esetben amikor péarok Osszehasonlitdséval szeretnénk mintahoz jutni,
nyilvanval6éan még nagyobb problémét okoz a mintavétel, hiszen az Osszeha-
sonlitasoknak konzisztenseknek kell lenniiik. Az adatok tisztitdasa utan 387
helyes kitoltés maradt. A mar megtisztitott adatokat importaltam R-be, ahol
tobbek kozott a pmr csomag felhasznalasaval elemeztem a mintat, amelyet

kifejezetten rangsorolt adatok elemzésére és modellezésére fejlesztettek [4].

3.2. Elemzés

Els6 lépésben az adatokat atalakitom egy olyan formatumra, melyet a pmr
csomag képes kezelni, és annak destat fliggvénye segitségével meghataroztam

az alapvetd statisztikakat:

$mean.rank
[1] 4.069948 3.981865 4.147668 4.518135 3.186528 3.917098 4.178756

$pair

[,11 [,2]1 [,3] [,41 [,5] [,e] [,7]
[1,1] 0 189 199 225 145 166 207
[2,] 197 0 199 219 141 197 212
[3,] 187 187 0 222 131 180 194
[4,] 161 167 164 0 136 163 167
[5,] 241 245 255 250 0 245 236
[6,] 220 189 206 223 141 0 211
[7,] 179 174 192 219 150 175 0

$mar

[,11 [,21 [,31 [,4]1 [,5] [,6]1 [,7]
[1,] 42 44 72 64 53 73 38
[2,] 31 ES 65 83 72 51 29
[3,] 9 49 86 78 86 52 26
[4,] 31 66 41 33 43 93 79
[5,] 130 66 41 35 33 27 54
[6,] 43 68 55 69 62 41 48
[7,] 100 38 26 24 37 49 112
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A minta atlagabol megallapithatjuk, hogy atlagosan az 5. elemet, azaz a
Csaladot tartottak hatarozottan a legfontosabb értéknek. Ez a megallapitas a
parok méatrixat figyelembevéve is szépen igazolhato, hiszen a péarosszehasonli-
téasoknal a Csaladot minden értékkel szemben tébben részesitették elényben.
Itt a parmatrix elemei nem szazalékban, hanem darabszamra vannak megadva.
Eddig még nem volt sz6 a marginalis matrixrol. A marginélis matrix ij-edik
eleme:

My =] {k |y =} =31 =1 =¥ (3.1)
k=1 k=1

Az el6z6 megallapitast, miszerint a Csaladot tartottdk atlagosan a legfonto-
sabb értéknek, a marginalis matrix is igazolja. Az értékek ennél a matrixnal
is a darabszamot jelolik. Az marginalis matrix alapjan a legtobben, 130-an a
Csaladot valasztottak a legfontosabbnak, mig az atlagosan mésodik legfonto-
sabbnak tartott Onmegvalésitast csupan 43 valaszado tekintette a legfontosabb
értéknek. Kiilonosen érdekes a Hit megitélése. Az atlag alapjan nem mondha-
to el, hogy a legfontosabb értékek kozé tartozik. A marginalis matrix viszont
egy fontos dologra hivja fel a figyelmet. KiemelkedGen sokan valasztottak a
legfontosabb, és ezzel egylitt a legkevésbé fontos értéknek, mig a koztes érté-
kek szdma joval alacsonyabb ezeknél. Ez alapjan joggal feltételezhetjiik, hogy
a valaszadok csoportja nem homogén, és valoszintileg kettévalaszthato egy val-
lasos, és egy nem vallasos csoportra. A birdk dsszehasonlitdsdhoz majd késébb

visszatérek.

Az eddigiek alapjan azt sejthetjiik, hogy nem egyenletes eloszlast a minta.
Legyen a Hy: P = Egyenletes(S,,). Tobbféle modon lehet ellendrizni, hogy az
YW y® Y™ minta alapjan egyenletes-e az eloszlas. Az egyik altalanos
eljaras, amikor az illeszkedésvizsgalatot a P tapasztalati eloszlast hasznalva

végezziik el. Ekkor a x? proba esetén a probastatisztika, értéke

T, = nm!|| P — upm|?, (3.2)
a szabadsagfoka pedig m!—1. Tt w, = (=, =, ..., —). Ez a proba csak akkor

hasznalhat6, ha a minta elemszama joval nagyobb, mint m!, ez a feltétel azon-

ban most nem teljesiil. Egy masik lehetGség az atlag rangvektor hasznalata.
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Ekkor a probastatisztika értéke

12n
T, = ———||17 — cml|?, 3.3
ahol ¢,, = mT“1 a politop kozéppontja, a szabadsagi foka pedig (m — 1).

A Y2 probat végrehajtva az atlag rangvektor segitségével, a probastatisztika
értéke a vizsgalt adatok alapjan 97.11522, a p érték pedig 4.810072e — 19, igy

elutasitjuk a nullhipotézist, miszerint egyenletes eloszlési a minta.

3.3. Modellezés

A modellezés sorédn a szakdolgazatban attekintett modelleket alkalmaztam,
melyeket a pmr csomag szintén tartalmaz. Annak eldontésére, hogy melyik
modell illik a legjobban az adatokra, azaz melyik magyarazza a legjobban a

valaszadok preferenciajat tobb modszer is 1étezik, ezek koziil kettst vizsgaltam.

A BIC (Bayesian information criterion) érték meghatarozasakor felhasz-
naljuk a likelihood becslést, valamint a szabad paraméterek szama is szerepet

jatszik a modell josaganak meghatarozasaban.

BIC =t - In(n) — 2 - In(L). (3.4)
Itt t a szabad paraméterek szamat jeloli, L pedig a likelihood fiiggvény ma-
ximéalis értéke. Minél kisebb a modell BIC értéke, annal jobbnak tartjuk a
modellt. Ebbdl a felirdsbol jol latszik, hogy ahogy né a szabadsagi fok, tgy a

modell meghizhatésaga is romlik.

A masik mérészam a modellek vizsgélatakor a Pearson féle x? teszt. Ez a
teszt az illeszkedést a varhato rangsorok és a megfigyelt rangsorok gyakorisdga
alapjan hatarozza meg. Jelolje O; az i-edik permutéciéo megfigyelt gyakori-
sagat, F; pedig a modell alapjan varhato gyakorisagat. Ezeket a jeloléseket

hasznélva

m! o N2
SSR=)" @ (3.5)
=1 i
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Itt is igaz, hogy minél kisebb az SSR értéke, annal jobbnak tekinthetjiik

a modellt, viszont ez az eljaras a pareméterek szamat nem veszi figyelembe.

A modellek jelolésének megértéséhez sziikséges megjegyezni, hogy a Spe-
arman tavolsagokra p = 1 esetén Spearman Footrule tavolsagként szoktak
hivatkozni, p = 2 esetén Spearman Rho-négyzet tavolsagnak hivjuk, melynek
gyoke a Spearman Rho tavolsidg. A kiilonb6z6 modellekre kapott eredményeket

a kovetkezd tablazatban foglaltam Ossze:

Modellek BIC SSR param.
Spearman rho 6470,596 | 9860,51 1
Footrule 6465,888 | 10250,56 1
Mallows ¢ 6511,307 | 9947,38 1
Mallows 6 6521,959 | 9743,12 1
Sulyozott Kendall tavolsagu 6528,322 | 9867,03 7
Stlyozott Spearman rho négyzet | 6416,399 | 8717,95 7
Stulyozott Footrule 6451,799 | 9087.82 7

Az BIC értékek alapjan az egyenld stlyokkal vett tavolsagokon alapulé
modellek koziil Footrule modell illeszkedett a legjobban a mintédra. A mo-
dellnek a becsiilt kozponti rangsorolasa 3 4 5 6 1 2 7, tehat a Csalad és az
Onmegvalositas a két legfontosabb érték, mig a Hit kérdése a modell alapjan
a legkevéshé fontos érték. A becsiilt § paraméter pedig 0.1260855. Az SSR
értékek alapjén az egyenld silyokkal vett tavolsagokon alapulé modellek koziil
Mallows 6 modellje bizonyult a legjobbnak. A modellnek a becsiilt kdzponti
rangsorolasa 4 3 5 7 1 2 6, tehat a Hit kérdése itt sem tartozik a legfontosabb
értékek kozé. A becsiilt paraméter pedig 0,01827257. A stulyozott tévolsag
alapt modellektsl varhato volt, hogy jobban teljesitenek az egyszert tavolsag
alapi modelleknél, hiszen magaba foglaljak azokat. Az Osszes kiprobalt mo-
dell koziil egyértelmiien a Stlyozott Spearman Rho négyzet tavolsdgi modell
illeszkedik a legjobban az adatokra. A becsiilt kdzponti rangsorolas ennél a
modellnél 5 3 4 6 2 7 1, ami sokmindenben kiilonbozik az el6z6 modellekétdl.

A paraméterek 5 tizedesjegyre kerekitett értékei:
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[1] -0.01581 0.01989 0.05152 0.19220 0.04975 0.03138 0.00711

A paraméterek alapjan a legnagyobb sulyt a Szolidaritas kapta, ezt ko-
veti nagysagredben a Tarsadalmi egyenléség és a Szabad véleménynyilvanitas.
Tehat a modell alapjan a valaszadok tobbsége ezeknek a kdzponti rangsorban
elfoglalt helyével egyet ért. Lathatjuk, hogy a Hit a kozponti rangsorban az
els6 helyen szerepel, azonban ehhez negativ suly tartozik, igy itt annal valo-
szinlibb lesz egy rangsorolas, minél jobban eltér a Hit rangja az 1-t6l. Tehat
annak ellenére, hogy a kozponti rangsorolasban a Hit az els6 helyen szerepel,
azok a permutaciok a valoszintibbek, ahol az utolsé helyek kozott szerepel a

rangsorolasban .

A marginalis matrix értékeibdl mar feltételezhets volt, hogy a valaszadok
csoportja nem tekintheté homogénnak. Ennek vizsgalatara a rankdist R cso-
magot hasznaltam, amelyben lehetGség van a birok halmazat klaszterekre bon-
tani. A birok csoportjat elGszor két klaszterre bontottam. A két klaszterbsl
allo modellek koziil a Mallows ¢ modellje illeszkedett a legjobban a mintéara,

jobban mint az el6z6 modellek.

Goodness of Fit

SSR: 8961.818
BIC: 6200.051
dof: 3

Parameter Estimation

Cluster A B C D E F G p Parameters
1 3 4 5 6 1 2 7 0.6 0.46
2 7 5 4 2 3 6 1 0.4 0.47

A két klaszter kozott a varakozasainknak megfelel6en a Hit megitéléseben van
drasztikus kiilonbség. A modell alapjan a masodik klaszter a vallasosnak fel-
tételezett csoport. Ebben a klaszterban a Hit, Hazaszeretet és Csalad a harom
legfontosabb tarsadalmi érték a becsiilt kozponti rangsor alapjan, ami talan
nem megleps. A masik csoportot nem ennyire egyszerd koriilhatérolni, azon-
ban fontosnak tartom megjegyezni, hogy a modell becsiilt kézponti rangsora
alapjan a Csalad az els6 helyen 4all a tarsadalmi értékek kozott, mig a Hit és

Hazaszeretet az utolsé helyeken. A két klaszter diszperzids paramétere csak
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nagyon kis mértékben tér el egymastol, vagyis a kézponti rangsorolés koriil

kozel azonos mértékben terjednek el a permutaciok.

Abban az esetben amikor 3 klaszterre bontjuk a valaszadokat, szintén Mal-

lows ¢ modelljét hasznalva a kévetkezs eredményt kapjuk:

Goodness of Fit

SSR: 7829.551

BIC: 6112.262

dof: 5

Parameter Estimation

Cluster A B C D E F G P Parameters
1 7 5 4 2 3 6 1 0.41 0.47

2 4 3 5 7 1 2 6 0.37 0.63

3 1 2 3 6 4 5 7 0.22 0.58

Lathato, hogy az el6z6, két klaszteres modellben 1év6 keresztény konzervativ
tomb aranya megmaradt, és a kozponti rangsor is megegyezik az el6z6 mo-
dellben latottal, vagyis joggal feltételezhetjiik, hogy az 1j klaszterkozéppont
bevezetése ezt a csoportot nem érintette, vagyis a valaszadok 40%-a tovabbra
is ebbe a csoportba tartozik. FEzek alapjan a masik klaszter valt ketté. Az
egyikben a csaldd és az Onmegvalositas kap nagyobb hangsilyt, a masikban
a tarsadalmi egyenlGség, szabad véleménynyivanités, szoldidaritas, a nyuga-
ti vilag sokat hangoztatott értékei. Lathato, hogy a diszperzid paraméterek
ebben a modellben mar jelentGsen eltérnek egymaéstol, vagyis a klasztereken

beliil mar a permutéciok szétszorodéasa kiilonbozik.

A kérdéiv kitoltsi nem nevezhetGek reprezentativ mintanak, ennek ellené-
re érdekes mintazatokat lehetett felfedezni a modelleket vizsgélva. Abban az
esetben, ha tobb adattal is rendelkeziink a valaszadokrol, példaul ismerjiik a
korukat, nemiiket joval pontosabb képet kaphatunk a tarsadalmunk tarsadal-
mi értékeirdl, preferenciairél. Osszességében elmondhato, hogy a valaszadok

rangsorolésait vizsgalva a csalad egyértelmiien az egyik legfontosabb érték.
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