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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni koszonetemet témavezetémnek, Dr. Csomés Petranak, aki szakér-
telmével és faradhatatlan munkdjaval hatalmas segitséget nytjtott dolgozatom elkészitésében.
Segitett a téma kivalasztdsdban, a konzultaciok sordn hasznos magyardzatokkal, tandcsokkal
szolgélt, gondosan atnézte a szakdolgozatomat. Kiilon koszonom tiirelmét €s megértését, a ren-
geteg belém fektetett idejét €s energidjat €s nem utolsé sorban azt a végtelen motivaciot és
biztatdst, ami nélkiil ez a dolgozat nem késziilhetett volna el.

Hél4dsan koszonom sziileimnek és testvéremnek, amiért tanulmédnyaim sordn mindig feltétel
nélkiil timogattak, folyamatosan 0sztonozték munkdmat, biztattak céljaim elérésében.

Koszonet illeti bardtaimat, akik mindig mellettem alltak, lelkileg tdmogattak.
Tovabba koszonom szaktarsaimnak, hogy végig lelkesitettiik egymadst, és segitettiik egymdsnak
kisebb-nagyobb felmeriil§ probléma esetén.

Végiil szeretném megkoszonni az ELTE valamennyi oktatéjanak, akik tuddsukkal és szakér-
telmiikkel segitettek iddig eljutnom és hozzdjarultak, hogy a diplomdmhoz sziikséges tudast
elsajatitsam.



Bevezetés

Szakdolgozatom témdja a galaxisok dinamikdjanak leirdsakor fontos szerepet jatszé Hénon—
Heiles modell és annak vizsgdlata matematikai médszerekkel. A fizikdban, azon beliil is a kdosz,
a kaotikus viselkedés vizsgdlatiban ez a modell fontos szerepet tolt be. A dolgozatomban mi
inkdbb ennek a modellnek a matematikai vonatkozasdval foglalkozunk.

Az 1950-es évek végén €s a 60-as évek elején djra felmeriilt az érdeklddés a galaxis potenci-
aljaban mozgo csillagok mozgdsanak harmadik izolalo integrdlja irdnt. (A galaktikus dinamikai
irodalomban az els§ integral két tipusat kiilonboztetik meg: izoldlé és nemizoldld. Ezek fontos
szerepet toltenek be dinamikai rendszerek pélydinak vizsgdlata soran.)

1964-ben Michel Hénon és Carl Heiles egy cikket tettek k6zz€ The Applicability of the Third
Integral Of Motion: Some Numerical Experiments cimmel [1]. Ebben a csillagok nemlinedris
mozgdsat vizsgiltak egy galaktikus kozéppont koriil, sikra korldtozva. Azaz egy olyan egyszerd-
sitett, idealizalt galaxismodellt tanulmédnyoztak, amelyben a csillagok a szabdlyos palydk mellett
kaotikus palydkon is mozoghatnak.

Eddig a galatikus dinamikdban csak két izoldl6 integrél volt ismeretes: a teljes energia és a ga-
laxis szimmetriatengelye koriili impulzusmomentum. Felmeriil a kérdés, hogy 1étezik-e esetleg
még ezeken kiviil izoldl6 integral. Eredeti otletiik tehdt a mozgas harmadik izoldl6 integraljanak
megtalaldsa volt.

Annak ellenére, hogy eddig csak két izoldl6 integrélt ismertek, a Nap kozelében 1évS csillagok
megfigyelése és a pdlydk szdmszer( kiszdmitdsa sordn azt kaptak, hogy bizonyos esetekben ezek
a kozeli palydk olyan viselkedést mutattak, mintha harom izolalé integréljuk lenne.

Ennek vizsgélata céljabdl egyszerdsitett, kétdimenzids, nemlinedris, tengelyszimmetrikus po-
tencidlt vettek fel, és megdllapitottdk, hogy a harmadik izolél6 integrél csak korldtozott szamu
kezdeti feltételnél 1étezik. Arra az eredményre jutottak, hogy kis energidval inditva a csillagot,
a megoldds még reguldris, viszont az energia novelésével a vizsgalt palya egyre ,,zavarosabb”
lett. EbbGI az egyszerisitésbdl a potencidlt Hénon—Heiles potencidlnak nevezziik.

Ebben az esetben ez azt jelenti, hogy bizonyos esetekben nem létezik a harmadik izolal6
integrdl a Hénon—Heiles-féle galaxismodellben. A modern perspektivdban a kezdeti feltétele-
ket, amelyek nem rendelkeznek a mozgds harmadik izoldl6 integraljaval, kaotikus pédlydknak
nevezziik. A harmadik izoldl6 integral 1éte a Tejutrendszer kinematikdjanak statisztikdja szem-
pontjabol jelentds. Az, hogy a Galaxisnak van-e harmadik izoldl6 integrdlja, még nem eldontott
kérdés. Ha nem létezne a harmadik izolél6 integral, az azt jelentené, hogy valdszintleg 1éteznek
kaotikus palyék is a Tejutrendszerben. [4]



A dolgozatban ezzel a modellel foglalkozunk, ezt vizsgaljuk matematikai szemmel. Megmu-
tatjuk, hogy a Hénon és Heiles dltal felirt egyenlet egy Hamilton-rendszert alkot. Megvizsgaljuk
a rendszer egyensulyi pontjait és azok stabilitdsat, valamint ezeket fazisképek és Poincaré-
metszetek segitségével szemléltetjiik. Ez részletesen a kovetkezSképpen épiil fel:

Az elsé fejezetben bevezetjiik a modell tanulmanyozdsahoz sziikséges matematikai hétteret.
Kimondjuk a vizsgdlat sordn haszndlando, eddig tanult alapvet§ fogalmakat és tételeket.

A mésodik fejezet a Hénon—Heiles modell felirdsarol szol. Ebben a fejezetben tériink ki a tanul-
manyaim sordn eddig nem tanult matematikai fogalmakra. Bevezetjiik a Hamilton-rendszerek és
a Poincaré-metszetek definiciéjat, kimondjuk az ezekkel kapcsolatos, a tovabbiakban sziikséges
tételeket €s allitasokat.

A harmadik fejezetben megvizsgaljuk a modellt az eddig jol ismert médszerek alapjan. Meg-
mutatjuk, hogy a Hénon és Heiles 4ltal felirt egyenlet Hamilton-rendszert alkot. Meghatarozzuk
a rendszer egyensulyi helyzeteit, valamint azok stabilitdsat. Programozdsi ismereteink segitsé-
gével kirajzoljuk a stabilitds szemléltetésére dltaldban alkalmazott fazisképeket. Megvizsgéljuk
ezek alakjat és tipusat. Ezenkiviil szemléltejiik még a kapott eredményeket Poincaré-metszetek
segitségével is. Ezeket mind a MATLAB numerikus programcsomag segitségével hoztuk 1étre.
A programkoédok megtaldlhatoak a Fiiggelékben.

A dolgozatban szeretném megmutatni, hogy egy ilyen bonyolult fizikai tartalommal rendel-
kez6 modellt is tudunk egyszerti mddszerek segitségével vizsgalni.

A modell vizsgdlata ezenkiviil tobb szempontbdl is hasznos. A rendszer dinamikéja fontos
a nemlinedris Hamilton-rendszerek aktiv teriiletén végzett kutatds szempontjabol. Poincaré-
metszeteknél ez az egyik legegyszerlibb modell, melyben a kaotikus viselkedés megjelenik.



1. fejezet

Alapveto fogalmak és tételek

Az elsé fejezetben bevezetiink néhdny eddig tanult alapfogalmat. Kimondjuk a fontos kapcsol6dé
definicidkat, tételeket és allitdsokat, attekintjilk a matematikai hétteret. Az itt taldlhat6 tételeket
€s dllitdsokat nem bizonyitjuk, mert a dolgozat keretei ezt nem teszik lehetGvé. A megadott
forrasokban minden bizonyitds megtalalhat6.

1.1. Differencidlegyenletek

Differencidlegyenleteket a matematikédn kiviil szdmos mads teriileten haszndlhatunk. Ezek segit-
ségével leirhatunk bonyolultabb fizikai, kémiai, bioldgiai vagy akar kozgazdasagi modelleket is.
Segit értelmezniink szamos idSben véltozé modellt, viszonylagos képet kapunk ezek folyama-
tairdl.

Ennek a résznek a célja, hogy bevezessiik a differencidlegyenleteket, valamint kimondjuk azok
egzisztencidjanak €s unicitdsdnak feltételeit.

E részben Simon L. Péter: Differenicdlegyenletek: Bevezetés az elméletbe és az alkalmaza-
sokba 5], Kozonséges differenicalegyenletek [6], valamint Differencidalegyenletek és dinamikai
rendszerek [7] cimd mivei voltak segitségemre. Ezenkiviil felhaszndltam még a Differencial-
egyenletek [10] és a Folytonos modellezés [9] kurzusok sorédn frédott jegyzeteimet is.

1.1.1. Definicié. Differencidlegyenletnek nevezziik az olyan egyenleteket, melyekben az isme-
retlen egy egyvaltozds vagy tobbvialtozos fliggvény, €s az egyenletben az ismeretlen fliggvény
valamely derivéltja is el6fordul.

1.1.2. Definicié. Kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik azokat a differencidlegyenlete-
ket, melyben az ismeretlen fliggvény egyvaltozos.

Legyen T ¢ R xR? ahol d € N, f: T — R képezd folytonos fiiggvény, y: R — R? képezd
folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ekkor az

Y1) = f(t,y(1)) (1.1)
egyenletet kozonséges differencialegyenletnek nevezziik.

1.1.3. Definicié. A differencidlegyenlet rendjének nevezziik az ismeretlen fiiggvény legmaga-
sabb derivéltjdnak rendjét az egyenletben.



1.1.4. Definicié. Legyen f: R™! — R folytonos fiiggvény, a keresett ¥ fiiggvény pedig valami-
lyen I C R nyilt intervallumon értelmezett n-szer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény. Ekkor
az explicit n-edrendii (kozonséges) differencidalegyenlet daltalanos alakja:

YD) = £, Y0, YP®0),...,Y" (1), (1.2)

ahol a 7 id§ szerint derivalunk (7 > 0).
1.1.5. Definicié. Adott (79, yg) € T esetén az

{y’(t) = f(t,y(1))

1.3
¥(t0) = yo (13

feladatot kezdetiérték-feladatnak vagy mas néven Cauchy-feladatnak nevezzik.

1.1.6. Definicié. Az y’(r) = f(z,y(t)) differencidlegyenletnek az y(ty) = yo plusz feltételét
kezdeti feltételnek nevezziik.

1.1.7. Tétel (Atviteli elv). Minden n-edrendii linedris differencidlegyenlet dtirhaté n darab
elsorendii egyenletbdl allo differencialegyenlet rendszerré a kovetkezoképpen:
Az (1.2) explicit n-edrendii differencidalegyenlet az

Y =Y
=Y
Yn — Y(n—l)

uj fiiggvények bevezetésével az alabbi rendszerré alakithato:

Y{(t) = Ya(1)

Y(1) = Y3(1) (14

Y, (1) = f(,Y(1),Ya(t), ..., Y(n-1) (7).
Ennek megoldasa megegyezik (1.2) megolddsanak megfeleld koordinatafiiggvényével.
1.1.8. Tétel (Picard-Lindelof egzisztencia—€s unicitdstétel). Tegyiik fel, hogy a kovetkezd felté-
telek teljesiilnek:
o T c R™! egy tartomdny
o [: T - R"T e C(T), azaz f folytonos T-n

e fa masodik valtozojaban Lipschitz-tulajdonsagi, azaz létezik olyan L > 0 dllandé, hogy
minden (t,y1), (t,y2) € T esetén igaz, hogy

ILf (2, y1) = f(2, y2)Il < Lllyr = yall.

Ekkor az (1.3) kezdetiérték-feladatnak létezik megoldasa, és az egyértelmii valamely K (to)
halmazon, vagyis to valamely zdrt kornyezetében.



1.1.9. Megjegyzés. Ha a Picard-Lindelof tételben a feltétel csak lokélis Lipschitz-tulajdonsigot
kovetel, akkor a megoldds csak lokélisan egyértlemd.

Ha a megoldas mindeniitt lokdlisan egyértelmi, akkor globdlisan is egyértelmd.

A globdlis (lokdlis) Lipschitz-tulajdonsagbdl kovetkezik a globdlis (lokdlis) egyértlemiség,
forditva viszont ez nem teljesiil.

Mar a Bevezetésben lathattuk, hogy az elsé integral fontos szerepet jatszik a Hénon—Heiles mo-
dell vizsgalata sordn. Ennek meghatirozasa tovdbba segitséget jelenthet a fazisképek kirajzoldsa
soran is.

1.1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az I: R} — R fiiggvény (1.3) kozonséges differencidl-
egyenlet elsd integrdlja, ha
I(y(t)) = alland6 Vr > 19.

Az elsd§ integrédlok lehetdvé teszik a differencidlegyenletek vizsgélatat azok megolddsanak is-
merete hidnydban is. Egy n-dimenzids differencidlegyenlet rendszerben n darab elsd integral
segitségével meg tudjuk oldani a differenicdlegyenlet rendszert.

Az els§ integrdl meghatdrozdsara nincsen dltaldnos szabdly vagy eljards. Késbb latni fogjuk,
hogy specidlis esetben viszont, amikor a rendszer Hamilton-rendszer, az els§ integral egyértle-
miien megadhato.

A kovetkezd definici6 a 3. fejezetben 1év6 vizsgdlat sordn lesz hasznos szamunkra.

1.1.11. Definicié. A Jacobi-matrix egy vektorértékd fliggvény elsérendd parcidlis derivaltja-
it tartalmaz6é matrix. Legyen f: R" — R”" fliggvény. Ekkor a vektorértékd fiiggvény egyes
komponensei:

iV, Y2, .. 1)

Yi.Y.....Y
£V, Ys,...,Y,) = St g 2 .

(Y1, Y2, ..., )

Ebbdl az n darab n-valtozos fliggvény parcidlis derivaltjaibol egy n X n-es matrixot készithetiink:

9If 9N dfi
oY, oY, T 9Y,
9f 9f af
t'(Y,Ys,....Y,) =01 Y, = Y|,
Ofn 0fn 0 fn
Yy, oY, T 9Y,

ezt hivjuk Jacobi-matrixnak vagy mas néven derivaltmdtrixnak.



1.2. Matrixok néhany tulajdonsaga

A kovetkezd részben a szamunkra lényeges linedris algebrai alapokat fektetjiik le.
Ebben a részben Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba [8] cimid miivébdl dolgoztam fel a késGbbi
vizsgalathoz sziikséges definicidkat €s tételeket.

1.2.1. Definicio. Legyen az A matrix

aylr aip ... QaAip
021 a22 e azn
A=| . . .
aAnl Ay ... App
valamely a; ; € C szdmokra, ahol i, j = 1,2,...,n ésn € N. Ekkor az A matrix karakterisztikus
polinomja a
ain — A ailn e Aln
any ajz)y — A ... (2537

ka(d) =det(A—-2Al) =
anl an e Apn—A
polinom, ahol |.| a matrix determinansét jeloli.
1.2.2. Definici6. Egy A € C skalart az A € C™" matrix sajdtértékének neveziink, ha 1étezik
olyan v € C" nemnulla vektor, melyre Av = Av teljesiil. Az ilyen v vektorokat az A matrix

A sajatértékhez tartozé sajdtvektordanak nevezzik. Ezen vektorok és a nullvektor altal alkotott
alteret pedig a A sajatvektorhoz tartozé sajdtaltérnek hivjuk.

1.2.3. Tétel. Minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

1.2.4. Allitas. Az A mdtrix sajatértékeit iigy hatdrozhatjuk meg, hogy a madtrix karakterisztikus
polinomjat nulldaval tessziik egyenléve.

1.2.5. Tétel. Egy A € C skaldr akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha az (A — Al) mdtrix
determindnsa nulla.

1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel). Legyen T = C,Rvagy Q és A = ((a;j)) € T™" egy n X n-es matrix.
Ekkor az A matrix determinansat a kovetkezoképpen kaphatjuk meg:

n
det(A) = Z(—l)”fa,-,det(AU),
=1

ahol det(A;;) az a;; elemhez tartozé aldetermindns.
Az i-edik sor j-edik, a;; elemhez tartozé aldetermindns a kovetkezo:

e a matrixbol elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot
® a kapott (n — 1) X (n — 1) -es matrix determindnsdt megszorozzuk (—1)"*/-vel

Az n X n-es matrixok determindnsdt n = 3 esetben az 1.2.6. Tételnél (Kifejtési tétel) egysze-
riibben is meghatdrozhatjuk. Ez lényegében ugyanazt jelenti, viszont ha megjegyezziik ezt a
szabdlyszeriséget, a 3 X 3-as matrixok esetében megsporolhatjuk az aldetermindnsokra bontést.
Az eljaras a kovetkezd:

10



1.2.7. Tétel (Sarrus-szabdly). Legyen T = C,R vagy Q és A = ((a;j)) € T3 egy 3 x 3-as
matrix. Ekkor
det A =ajjanas; + annazas) + ajzazazn—
—a13ads) — ai1a23ds — ai2a21d33.
Azaz lemasoljuk az elsd két oszlopot a matrix jobb oldaldra. A harom féatloval parhuzamos
egyenesen levd szamokat Osszeszorozzuk, és ezek Osszegébdl kivonjuk a hdrom mellékatloval
parhuzamos egyenesen lévd szamok szorzatdat.

ail di2 aizjailr dain an di2 aizjair dan
a) dzy ax|dar d az; a4z azz|azr ax
asp asp asz|dszr as2 a3l dz dszzjas; das

2 2

1.2.8. Definicié. Linedris algebrdban az A métrix féatl6jaban 4ll6 elemek Osszegét a matrix
nyomdnak nevezzik, jelolése: tr A.

1.3. Egyensiilyi helyzetek

A kiilonb6z6 tudomdnydgok modelljei olykor annyira bonyolultak, hogy az ket leiré diffe-
rencidlegyenletek kiszamitdsa, analitikus megoldésa is komplikalt, bizonyos esetben lehetetlen
mivelet. Ennek kikiiszobolésére stabilitdsvizsgdlatot hajtunk végre, mely sordn egy viszonyla-
gos képet kaphatunk a modell megolddsdnak idGbeli viselkedésérdl, valtozasarol.

Egy kozonséges differenicdlegyenlet id6ben dllandé megoldédsat egyensiilyi helyzetnek vagy
egyensiilyi pontnak nevezziik.

Ebben a részben Simon L. Péter: Kozonséges differenicdlegyenletek [6], Differencidlegyenletek
és dinamikai rendszerek [7], Differencidlegyenletek eladasjegyzet [10] és a Folytonos model-
lezés elGadasjegyzet [9] forrasokat hasznéltam fel.

1.3.1. Definicio. A y* € R" vektort egyensiilyi pontnak vagy egyenstuilyi helyzetnek nevezzik,
ha y(t) = y*, ahol t € R konstans fiiggvény a (1.1) egyenlet megoldasa, azaz f(y*) = 0.

1.3.2. Definicié. Az (1.1) alaki kozonséges differencidlegyenlet y* € R” egyenstlyi helyzetét

* stabilnak nevezziik, ha Ve > 0 esetén 36 > 0, melyre ||yo — y*|| <6 = ||y(¢r) = y*|| < €
minden ¢ > 0 esetén;

* aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és lim y(¢) = y*;
t—o00

¢ instabilnak nevezzik, ha nem stabil.

Az 1.3.2. Definicié haszndlata azonban a feladatok sordn nagyon sok idSt €s szdmoldst venne

27 4 2

igénybe. Egyszertibben meghatarozhatjuk az egyenstilyi helyzet stabilitdsat a kovetkez§ tétel
segitségével.

1.3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f: R" — R”" kétszer folytonosan differencidalhato és y* € R"
egyensulyi helyzete a kovetkezd feladatnak:

{ v =f()

¥(0) = vo (1.3)

11



Ekkor ha az f'(y*) € R™" mdtrix A; sajatértékeire

e Re A; < O teljesiil Vi esetén, akkor az y* egyensiilyi helyzet aszimptotikusan stabil,

e Re A; < 0 teljesiil Vi esetén és A; egyszeres gyok i esetén, akkor az y* egyensiilyi helyzet
stabil.

® Ha létezik legalabb egy sajatérték, melyre Re A; > 0, akkor instabil.

1.3.4. Kovetkezmény. Az y'(t) = f(y(t)) egyensiilyi helyzetei f zérushelyei.

1.4. Faziskép meghatarozasa

Ketts- vagy tobbdimenzids rendszer esetében az egyensilyi helyzetnek nemcsak a stabilitdsat
tudjuk meghatarozni, hanem bizonyos esetekben az egyensilyi helyzet tipusat is. Ehhez el§szor
meghatdrozzuk a fazistér, illetve az egyes tipusok fogalmat. Mindezt 2-dimenzids rendszer se-
gitségével tessziilk meg. Ketténél nagyobb dimenzié esetén az egyensulyi helyzet tipusat mar
sokkal nehezebb egyértelmiien meghatdrozni, valamint a fazisteret is csak 2- illetve 3-dimenzios
esetben tudjuk pontosan felrajzolni.

Ebben a részben leginkdbb a Differencidlegyenletek kurzus soran irédott jegyzeteimet haszndl-

tam. [10]

1.4.1. Definicié. Kétdimenzids nemlinedris autonom rendszernek nevezziik a kovetkezd egyen-
letrendszert:

Y1) = f@),

ahol f: R" — R”" folytonos fiiggvény, ¢ € R konstans fiiggvény, y* € R" vektor.
Specidlisan két dimenzid esetén:

{x'(t) = P(x(1), y(1)) (1.6)

Y1) = Q(x(0),y(1)’
ahol P, Q: R? — R folytonos fiiggvények.

1.4.2. Tétel. Egy autonom differencidlegyenlet rendszer egyenértékii egy dinamikai rendszerrel.
Legyen T =R", f: R" — R”" folytonosan differencialhato. Ekkor létezik olyan dinamikai rend-
szer, melynek palydi megegyeznek az y'(t) = f(y(t)) differencidlegyenlet palydival. Valamint
megforditva, barmely dinamikai rendszerhez van olyan f: R" — R" folytonosan differencial-
hato fiiggvény hogy az y'(t) = f(y(t)) differencidlegyenlet megoldasai a dinamikai rendszert
adjdk.

A fazistér vagy dllapottér egy olyan geometriailag érzékeltethetd tér, melyet a dinamikai rend-
szert meghatarozo fiiggetlen valtozok (fazisvaltozok) feszitenek ki. A fazistérben egy dinamikai
rendszer éllapotai szerepelnek, minden egyes éllapot a fazistér egyetlen pontjaval egyezik meg.
Ezek az éllapotok a rendszer adott idSpontbeli dllapotai. A rendszer dllapotanak idGbeli vélto-
zésat kovetve ez a pont elmozdul, és egy utat jar be. Ezt az utat trajektorianak nevezziikk. Egy
fazistérben akar tobb lehetséges dllapotot és azok valtozasait is dbrazolhatjuk.

12



1.4.3. Definicié. Azy'(t) = f(y(¢)), f: R" — R" fazisképe a D(f) C R" halmazon akiilonb6zd
palyék, rajtuk a haladdsi irdnnyal, kiilonos tekintettel az egyensilyi pontokra és a tipuséra.

1.4.4. Definici6é. A (1.6) rendszernek a y* € R” egyensulyi pontja nyeregpont, ha van olyan U
kornyezete, melyben két pdlya + — oo esetén befut y*-be (azaz (x(t), y(t)) — y*, hat — o),
van olyan két palya, ami r — —oo esetén befut y*-be (azaz (x(z),y(t)) — y*,hat — —o0), a
tobbi palya e kornyezetben mindkét irdnyban (¢ — oo esetén és t — —oo esetén is) elhagyja U-t,
kivéve a y* egy pontd pély4jat.

1.4.5. Definicié. A (1.6) rendszernek a y* € R” egyensilyi pontja centrum, ha van olyan U
kornyezete, melyben minden pélya periodikus (a pdlya zart, €s rajta (x(z), y(¢)) periodikusan
korbejar).

1.4.6. Definicié. A (1.6) rendszernek a y* € R" egyensilyi pontja stabil fokusz, ha egy U
kornyezetében minden megoldasra tlim r(t) =06és tlim lp(t)| = oo0; az egyensiilyi pont instabil
fokusz, ha egy U kornyezetében minden megoldésra tlir_n r(t) =06és llir_n lo(t)] = co.

1.4.7. Definici6. A (1.6) rendszernek a y* € R”" egyensilyi pontja stabil csomo, ha egy U
kornyezetében minden megoldasra tlim r(t) =0¢és tlim |@(t)| < oo; az egyenstlyi pont instabil

csomo, ha egy U kornyezetében minden megoldésra tlil}l r(t) =0¢és tlir_n lo(1)] < oo.

1.4.8. Tétel. Kétdimenzios esetben az (1.6) rendszer y* € R? egyensiilyi pontjdnak tipusdt a

oP 0P
ox 0y
90 909
ox 0y

Jacobi-matrix sajatértékei mutatjak meg, ha a sajatértékekre teljesiil, hogy Reld # 0. Ekkor
az egyensilyi helyzetre igaz, hogy:

® hadi,1, <0 = y* stabil csomo,
e hadi,1, >0 = y" instabil csoma,
e haly >0> Ay = y* nyeregpont,

ehalip=axfiésa <0 = y” stabil fokusz,
ehalip=axfiésa>0 = y"instabil fokusz,

® hadjp=+pi = y* centrum.
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1.4.9. Allitas. A (1.6) rendszer esetén elég a Jacobi-mdtrix determindnsdt és nyomdt kiszdmolni.
Ezek segitségével meghatdarozhato az egyensiulyi helyzet tipusa, ha felrajzoljuk a tr A és det A
sikon.

e detA <O = nyerepont,

e detA>0,trA=0 = centrum,

edetA>0,trA<0éstr?A/4 <detA = stabil fokusz,

edetA>0,trA>0éstr’ A /4 <detA = instabil fokusz,

edetA>0,trA<0éstr?A/4 >detA = stabil csomd,

edetA > 0,trA > 0 és tr? A/4 >detA = instabil csomo.

Szemléletesen egy egyensulyi pont tipusai a kovetkezGképpen nézhetnek ki a det A és tr A sikon:

A=0:
det A
0 ¢ det A=1(Tr A)?

| |

spiral sink spiral source

®

center

degenerate sink degenerate source

uniform
motion

ik "\“
sin source A
! I
line of stable fixed points saddle line of unstable fixed points

1.1. dbra. Egyensilyi pontok tipusai [13]
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2. fejezet

A Hénon-Heiles modell

A kovetkezd fejezetben bevezetjiik magit a Hénon—Heiles modellt. Megmutatjuk, hogyan is
kovetkeztették ki az dltalunk késébb vizsgilt egyenletet. Ezekhez [1] és [2] szakirodalmakat
hasznaltam. Bemutatjuk tovdbba az eddig tanulmanyaim sordn nem tanult definiciokat és téte-
leket, allitasokat. Ezekkel a 3. fejezetben torténd vizsgélat sordn fogunk taldlkozni.

2.1. A Hénon-Heiles modell

Hénon és Heiles arra torekedtek, hogy taldljanak bizonyitékot arra, hogy létezik a mozgds
harmadik izolal6 integrdlja. A modellt elGsz6r hengerkoordindta-rendszerben, azaz (R, 6, z)-
ben irtak fel, ahol R > 0, a pont tengelyt6l mért tdvolsdga; 0 < 6 < 2km, a pont és a tengely
altal meghatdrozott sik hajldsszoge; z > 0, a pont és a pont merdSleges vetiiletének tavolsaga.
Maga a rendszer 6-dimenziés fazistérben (R, 0, z, R, 6,2) van, ahol (R, 6, z) a kezdeti helyzet
koordinatdi, (R, 6, ) pedig a sebesség harom megfeleld iranyd komponense.

Ekkor a megolddshoz léteznie kell 5 darab /;(R, 6, z, R,6,z) elsé integralnak (j = 1...5),
melyek konstansok a 6-dimenzids fazistérben. Ezekkel tudjuk leirni a rendszer mozgdsat. Az
I; = C;, ahol C; € R egyenletek mindegyike egy hipersik a 6-dimenzids fazistérben és a
trajektoria ezeknek a metszéspontja.

De ezek az els@ integralok lehetnek izoldl6 és nem izoldl6 integralok is. A nemizolélé integralok
altaldban kitoltik a fazisteret, €s nem korlatozzdk a trajektoriat. Ez a fizikai tartalom miatt fontos,
a dolgozatban azonban nem ez kap elsddleges hangsulyt.

Amikor Hénon és Heiles megirtdk a cikkiiket, még csak két izoldl6 integralt ismertek: a teljes
energidt és a galaxis szimmetriatengelye koriili impulzusmomentumot:

1 . .
I1 =U,(R,7) + = (R> + R§* + 3*
1= Up (R, 2) + 5( &) @.1)

L, = R*6?
Belathat6, hogy az integralok koziil legaldabb kett§ nem izoldld integrdl. Azt is feltételezték,
hogy a harmadik is nem izol4l6, mert nem taldltak erre analitikus megoldast. A Nap kozelében
1év{ csillagok megfigyelése €s a palydk numerikus kiszdmitdsa azonban megmutatta, hogy ezen
kozeli palydk viselkedése esetenként arra ad kovetkeztetést, hogy harom izoldl6 integraljuk van.

A konnyebb tanulmdnyozds érdekében a kutatok nem tartottdk olyan fontosnak a probléma
csillagdszati jelentését, €s csak azt kovetelték meg, hogy a vizsgdlt potencidl tengelyirdnyban
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szimmetrikus legyen, és a mozgés csak egy sikra korlatozddjon, azaz a rendszer négydimenzio-
ban van.
A derékszogl fazistérben a mozgds (x,y,x,y) koordinatakkal adhaté6 meg, ahol a pontok x
koordinatdi az x irdnyu sebességet, y koordinatéi pedig az y irdnyu sebességet adjak. Egységnyi
tomeget hasznaltak, az impulzusvektor koordinétdi: p, = X és py, = y.
Ekkor a teljes energia

L =U(x,y) + 5% +5%) (2.2)

alakban irhat6 fel, ahol U(x, y) a potencidlis energiat jeldli.
Néhany kisérlet utdn gy dontottek, hogy az alabbi egyszerdsitett, kétdimenzids potenicalt
alaposabban megvizsgdljak:

U(x,y) = %(x2 +y2+2x%y — %y3), (2.3)

ugyanis ezt analitikusan egyszerd vizsgdlni, igy a keringési palydk meglehetGsen konnyen ki-
szamithat6k, de még mindig elég bonyolultak ahhoz, hogy a keringési tipusok nem trivialisak.
Ezt a potencialt Hénon—Heiles potencidlnak nevezik.

2.2. Hamilton-rendszerek

A dinamikai rendszerek egy bizonyos osztilyat Hamilton-rendszereknek nevezziik. Ezek meg-
hatdrozhat6ak egyetlen fiiggvénnyel, a Hamilton-fliggvénnyel. Ebben a részben ezen rendszerek
sajatossagait mutatjuk be. Mindehhez Ernst Hairer, Christian Lubich, Gerhard Wanner: Geo-
metric Numerical Integration [11] cimd mivét ,valamint [14] forrdst vettem alapul.

2.2.1. Definicié. Legyenek p, q: R — R" fiiggvények. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan H: R" x
R" x R — R" fliggvény, melyre

dp(t) _ 0H(p(1),q(1),1)
dt dq

dq(r) _ 0H(p(1),q(1),1)
dt ap ’

(2.4)

ahol a H(p(t), q(1),t) fiiggvény p és g szerint is kétszer differencidlhaté. Ekkor a fenti egyen-
letrendszert Hamilton-rendszernek, a H fiiggvényt Hamilton-fiiggvénynek nevezziik.

2.2.2. Allitas. A Hamilton-fiiggvényre igaz, hogy

dH(p(1),q(®),1) _ 9H(p(1),q(1),1)

<0. 2.5
o o ahol t<0 (2.5)

2.2.3. Allitas. Ha a Hamilton-fiiggvény nem fiigg expliciten az id6t6l, akkor az dltala meghatd-
rozott Hamilton-rendszer konzervativ.

Bizonyitas. Derivéaljuk a Hamilton-fiiggvényt az alabbi médon:

dH(p(1),q(1),t) _ 0H(p(1),q(1),1) dp N OH(p(1),q(1),1) dgq N OH(p(1),q(1),1) dt
dt B ap dt dq dt ot dt
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Helyettesitsiik be a 2.2.2 Allitds alapjdn a kovetkezdt:

dH(p(1),q(t),1) O0H(p(1),q(1),1)
dt B ot

Tehat ha a Hamilton-fiiggvény nem fiigg expliciten az id6t6l, azaz

OH(p(1). q(1).1) _

0,
ot

akkor az ennek a Hamilton-fliggvénynek megfelel6 Hamilton-rendszer konzervativ, vagyis

dH(p(1),q(0),1) _

0.
dt

Ez tovdbba azt jelenti, hogy a H(p(t), q(t)) konstans a trajektoridk mentén. O

2.2.4. Kovetkezmény. Ha a Hamilton-fiiggvényre teljesiil, hogy H = H(p(t), q(t)), azaz nem
fiigg expliciten az idotdl, akkor a Hamilton-fiiggvény dllando. Ez a rendszer elsd integrdlja. (A
fizikaban ez a mozgasallando, iigynevezett energia).

2.2.5. Megjegyzés. Fizikai alkalmazdsok sordn sokszor szoktdk az adott rendszer Hamilton-
fliggvényét vizsgalni. A leggyakoribb ilyen esetekben a Hamilton-fiiggvény értéke a rendszer
osszenergidjaval egyezik meg. Eppen ezért szokds a Hamilton-fiiggvényt a kovetkezd alakban
irni:

H(x,y) =T(x,y) +U(x,y), (2.6)

ahol a T'(x, y) a mozgdsi energiat, a U(x, y) pedig a potenicélis energiat jeloli.

Az aldbbiakban a gyengén zavart Hamilton-rendszerekrdl ejtiink par szt a késGbbi konyebbb
érthetdség kedvéért, mindezt a teljesség igénye nélkiil.

A Hamilton-rendszerek gyakran felbonthatéak két részre: egy integrdlhaté részre és egy kis
perturbéciora (a csillagdszatban ez a zavaré hatést jelenti) a kovetkez6képpen:

H=Hy+AH
ahol AH a perturbécid, Hy pedig az integralhaté Hamilton-fliggvény, azaz

{ Y'(1) = f(Y(1))
Hy(Y (1)) = alland6 Vt esetén.

Ha A H elég kicsi, azaz a rendszerben csak kis perturbécié van jelen, akkor a Hamilton-rendszert
gyengén zavart Hamilton-rendszernek nevezziik. Ezekben az esetekben a rendszer ugy visel-
kedik, mint a teljesen zavartalan rendszer. Nagy perturbdcié esetén viszont zavarniuk kell a
megoldas szabdlyszertségét, ezdltal a rendszer fazisképét és Poincaré-metszeteit. Ilyenkor a
gorbék alakja kissé megvaltozik, de ugyanabban a fazistérben maradnak, mint a nem zavart.
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2.3. Poincaré-metszetek

A kovetkezd részben a Poinceré-metszetekrdl sz6106 sziikségest tudast fogjuk megalapozni. Mind-
ezt a [12], [15], valamint [16] alapjan tessziik.

Amikor a vizsgélt dinamikai rendszer leirhat6 folytonos egyenletekkel, dltaldban differencidl-
egyenletekkel, akkor a rendszer viselkedését gorbék jellemzik a f4zistérben.

Az altalanos definicio szerint a Poincaré-metszet dinamikai rendszerek dbrazoldsanak egy olyan
modszere, melyet a trajektoria €s a fazistér dimenzidszdmdanal egyel kisebb dimenzi6ja hipersik
egyirdnyd metszéspontjai alkotjak, azaz csak azok a pontok tartoznak bele, melyeknél a trajek-
téria a hipersikon azonos irdnyban halad ét.

Ez azt jelenti, hogy egy n-dimenzios fazisteret egy (n— 1)-dimenzids térrel szemléltetiink. Az uj,
(n — 1)-dimenzi6s rendszer gorbéinek csak azon pontjait frjuk le, melyek a fazistér egy alterébe
esnek. Ekkor a folytonos pélyak helyett egy olyan pontsorozatot kapunk, melynek egymast ko-
vetd pontjai kozott maga a dinamikai rendszer teremt kapcsolatot. Ez egyértelmiien megmutatja,
hogy egy adott pontbdl hova jut a rendszer a kovetkez$ 1€pésben. Ezt Poincaré-leképezésnek
nevezzik.

Konnyen latszik, hogy periodikus palydk esetén a Poincaré-leképezés csak néhdny pontot tar-
talmaz.

Mivel az uj, alacsonyabb dimenzidji rendszer megorzi az eredeti rendszer periodikus €s kvazi-
periddikus pélydinak sok tulajdonsédgat, és alacsonyabb dimenzids dllapotteriilettel rendelkezik,
gyakran hasznéljdk az eredeti rendszer egyszer(ibb elemzésére.

Népszertd médszerré valt a gyengén zavart Hamilton-rendszerek elemzéséhez.

2.3.1. Megjegyzés. Ahogy mar eddig is lathattuk, a késébbiekben is tapasztalni fogjuk, hogy a
kdosz, illetve a kaotikus palydk fontos szerepet toltenek be a modell fizikai vonatkozdsaiban.

A kéosz fogalmanak bevezetése, valamint részletes tdrgyaldsa azonban tdlmutat ezen dolgozat
keretein, hiszen rengeteg kiilonféle értelmezése 1étezik. Szamunkra ez kizdrolag a fizikai héttér
miatt érdekes, igy csak 2 tulajdonsdgat tiintetjiik fel: aperiodikussag és a kezdeti feltételtSl valod
érzékeny fiiggés. A kaotikus pdlyardl pedig a kovetkezSket sziikséges tudnunk: korldtos, nem
aszimptotikusan periodikus, valamint érzékenyen fiigg a kezdeti feltételtdl.

Ezek leginkabb a 3.5 részben, a Poincaré-metszetek dbrdzoldsandl kapnak nagy szerepet, ahol
sajat példan keresztiil mutatjuk be a kaotikus viselkedést.
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3. fejezet

A Hénon-Heiles modell vizsgalata

Ebben a fejezetben az eddig bevezetett Hénon—Heiles modellt fogjuk matematikai szempontok
alapjan vizsgalni. Bemutatjuk, hogy a modell egy Hamilton-rendszer. Megvizsgéljuk a rendszer
egyensiilyi helyzeteit, majd meghatdrozzuk az egyensilyi helyzetek stabilitdsat. Abrazoljuk a
kapott eredményeket faziskép meghatirozasaval, illetve Poincaré-metszetek segitségével.

A tovdbbiakban a matematikai konnyebbség miatt kicsit elvonatkoztatunk a modell fizikai tar-
talmatol.

3.1. A Hénon-Heiles modell, mint Hamilton-rendszer

Hénon és Heiles kutatdsuk sordn az eddig mar ismert izoldl6 integrédlok segitségével probaltak
vizsgalni a harmadik izol4l6 integral 1étezését. Ezt azt jelentette, hogy a teljes energia (2.2) és az
analitikus vizsgdlat szempontjabodl egyszeri Hénon—Heiles potencidl (2.3) segitségével felirtak
egy Hamilton-rendszert. A tovdbbiakban ezt a rendszert fogjuk vizsgdlni.

A modell egy egyszerd, klasszikus, nemlinedris Hamilton-rendszert ir le, amely a részecskék
dinamikdjanak széles skaldjat kindlja: a szabdlyos pélydktol egészen a kaotikus trajektoridkig.
Ez egy klasszikus példa egy az id6tdl expliciten nem fiiggé Hamilton-rendszerre, amely szdmitasi
szempontbdl egyszerd €s dltalanos az alapvetd tulajdonsagaiban [3] .

A rendszer dinamikdja fontos a nemlinedris Hamilton-rendszerek aktiv teriiletén végzett kutatas
szempontjabol.

A Hamilton-fiiggvény poldrkoordinata-rendszerben a kovetkezd:

1 1 1
H(R,0, pr, po) = 5 (P + Py) + 53R + 2R sin(30), 3.1)
ahol pr = R' és py = 6'.
Ez a derékszogi koordindta-rendszerben, az impulzusvektor p, = x" és p, = y’ koordindtdi
mellett a kovetkez§ alaku:

3

o7 1 / / 1 y
H(x,y,x,y) = (0 +y%) + S (2 4+ y%) +x7y - (3.2)

?.
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Vizsgéljuk meg a 2.2.1 Definicio alapjan (ahol p, q: R§ — R*ésg = (x,y) eR% p=(x,y) €
R?) az egyenletbdl kaphat6 értékeket.

d« O0H 1 ,
ar " ou 2 T
q poziciora felirt egyenletek dy OH 1 s
a v 27 TY
dx OH .
— =———=—Xx-2Xxy=X
. dt 0x
p momentumra felirt egyenletek { .
dy oH 2 + 2 ”
—_— —_— — — — X =
= 5y = y =y

Ezek egy nemlinedris, masodrendd differencidlegyenlet rendszert alkotnak.

Az 1.1.7 Tételt (Atviteli elv) alkalmazva frjuk 4t a kapott egyenleteket négy elsérendd egyenletbdl
all6 egyenletrendszerré. Ehhez bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

X=X
y=y (3.3)
u=Xx
v=y'

és definidlunk egy koordindtavektort a véltozokkal:

X
.

’

h<
Il
< 8 < =

X
y

Ezt derivélva a kovetkezd, Y-tdl fiiggd vektort kapjuk:

x u u X
, B y/ B v 3 V 3 y/
Y'=F({)= Wl (]| x-2xy || x-2xy |

NG v _y_x2+y2 _y_x2+y2

és ez éppen (1.5) alaku.

3.2. Egyensulyi helyzetek

Ebben a részben a rendszer egyensulyi helyzeteit szamoljuk ki. Az egyensilyi helyzeteket az
(x,y,u,v) koordindtdkkal szeretnénk megadni.

A fenti egyenletrendszer egyensulyi helyzeteit az 1.3.1 Definicié szerint a kovetkezd feltétel
mellett kapjuk meg:
F(x,y,x,y') = F(x,y,u,v) =0
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Ez az 1.3.4 Allit4s alapjn akkor és csak akkor teljesiil, ha

0
0
0
=0

’
X
’
y
u/
’
1%

A (3.3)-ben bevezetett valtozokat visszahelyettesitve a kovetkezd egyenletekbdl allé egyenlet-
rendszert kapjuk:

u=>0

v=0
—x—-2xy=0 (3-4)

—y-x2+y*=0

Az elsé két egyenlettel az egyensulyi helyzetek harmadik, illetve negyedik koordinatdjanak
értékét meg is kaptuk. Emiatt a tovdbbiakban csak az utols6 két egyenletet vizsgéljuk.
Tekintsiik a harmadik egyenletet és emeljiink ki beldle x-et a kovetkezSképpen:

-x—2xy=0

3.5
x(-1-2y)=0 (3-5)
Oldjuk meg az egyenletet, majd helyettesitsiink vissza a negyedik egyenletbe.
A (3.5) egyenlGség csak két esetben teljesiilhet:
e l.eset: Hax; =0:
—y-02+y>=0
y(=1+y)=0
/ N
y1 =0 yo=1
e 2.eset: Ha—-1-2y=0= y3 :—%:
1 1
—(—5) -x"+ (—5)2 =0
1 1
5 - )C2 + Z =0
3
2 = —
YTy
/ N
V3 V3
X = — X = ——
T2 T2
A kapott értékek az egyensulyi helyzetek elsd, illetve masodik koordinétdit adjak meg.
Ezekbdl tehat a kovetkezd egyensulyi helyzeteket kaptuk:
Y1 (0,0,0,0)
Y5(0,1,0,0)
(3.6)

Y;(\/_g’ _%9 Oa O)
Y:(_\/_§9 _%9 Oa 0)
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3.3. Stabilitas

A kovetkezd részben a négy egyensulyi helyzet stabilitdsat fogjuk megvizsgdlni.
Ehhez elGszor ki kell szamolnunk a rendszer Jacobi-matrixat.

Derivéljuk az Y matrixot:
u

%
—x — 2xy
—y = x>+

Y =F(Y) =

b

ennek a Jacobi-mdtrixa vagy mas néven derivaltmdtrixa az 1.1.11 Definici6 alapjan a kovetkezd:

0 0 1 0

0 0 01
-1-2y -2x 0 O

-2x —-1+4+2y 0 O

F(Y)= (3.7)

Ezutan egyesével behelyettesitve a kapott egyenstlyi helyzeteket, kiszdmoljuk azok karakte-
risztikus polinomjat. EbbSl meghatarozzuk a sajatértékeket, valamint azok valds részét. Ezek
segitségével pedig megéllapitjuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat.

Elsé egyensiilyi helyzet: Vizsgaljuk meg elsSként Y7 (0, 0,0, 0) stabilitdsat:
Ehhez helyettesitsiik be ¥ "-et Jacobi-matrixba (3.7)

0 0 10

7 k 4 0 0 0 1
F(0)=F0,000=4=|"1 o o,
0 -1 00

Szamoljuk ki a matrix karakterisztikus polinomjat az 1.2.1. Definici6 szerint:

20 1 0
0 -1 0 1
Av-Al=1 4 g )
0 -1 0 -1

Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) segitségével kiszdmoljuk a matrix determindnsat:

-2 0 1 0 0 1 0 -1 1
det(A; —A) = (=) |0 -2 0|-=0-]-1 =2 O|+1-]-1 0 Of-
-1 0 -2 0 0 -2 0 -1 -2
0 -1 0
0-1-1 0 -2a
0 -1 0

Mivel az aldetermindnsok 3 X 3-asak, alkalmazhatjuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabdly) a
tovabbi aldetermindnsok elkeriilése végett:
det(Ay —Al) = (=) - [(-D) (=) (=) +0-0-(-1)+1-0-0-
-1-(=1)-(-1)-0-0-(-2)—(-=2)-0-0]+
+1-[0-0- () + (=) -0-0+1-(-1)-(-1)-
-1-0-0-(-)(-1)(=1) —-0-0-(-1)].
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Az egyenlet 0sszevonds utdn a kovetkezd:
det(A; = A) = (=)(-2 =) +1-(1+2%.
Ebbdl kapjuk, hogy az A karakterisztikus polinomja az 1.2.1. Definici6 alapjan:
4222+ 1,

Ebbd] a métrix sajatértékei az 1.2.4. Allitds és az 1.2.5. Tétel alapjan a kovetkezd egyen-
letbdl kaphatéak meg:
4222 +1=0.

Latszik, hogy egy olyan negyedfokd polinomot kaptunk, melyet konnyen visszavezethe-
tiink masodfokira. Vezessiik be a 1> = u jelolést. Ekkor az egyenlet alakja:

uz +2u+1=0.
Ebbdl a gyokok:
—2+V4-4-1-1
Hi12 = ,
2
melybdl a kovetkezd gyok adodik:
u=-1.

Ezt visszahelyettesitve 12 = u egyenletbe:

2=-1
/11,2 =+V-1
Tehdt a A* + 242 + 1 = 0 karakterisztikus polinom gyokei és egyiittal a sajatértékek a

kovetkezGek:
/11,2 =+i

Megvizsgélva a sajatértékek valos részét:

Re /11’2 =0

Az 1.3.3. Tétel alapjan ldtjuk, hogy Y[ (0,0,0,0) egyensulyi helyzet stabil egyensulyi
helyzet.

Masodik egyensulyi helyzet: Tekintsiik most Y7 (0, 1,0,0) egyensilyi helyzet stabilitasat:
A Jacobi-madtrixba (3.7) behelyettesitve Y -t:

0 0 10
e, 0 0 01
F5)=F0O10,0=4=|_" > o 4,
0 -1+20 0

Szamoljuk ki a karakterisztikus polinomjat az 1.2.1. Definici6 alapjn:

-2 0 1 0
0 -1 0 1

A-Al=1 5 o )
0 1 0 -2
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Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) segitségével aldetermindnsokra bontjuk:

-1 0 1 0 0 1 0 -1 1
det(Ay —AD) = (=) |0 -1 0[-0-]-3 =2 0|+1-:]-3 0 0O
1 0 -1 0 0 -2 0 1 -2a

0 -4 0

0--3 0 -1

0 1 0

Mivel az aldetermindnsok 3 X 3-asak, ezért az egyszer(ibb szdmolds kedvéért alkalmaz-
hatjuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabdly):

det(As — A) = (=A) - [(=) (=) (=) +0-0-1+1-0-0-
1 (=) -1=0-0-(=2) = (=2) - 0-0]+
1-[0-0- (=) + (=) -0-0+1-(=3)-1—
~1-0-0—=(=2)(=3)(=) —-0-0-1].

Osszevonds utdn az egyenlet a kovetkezd:
det(A, — AI) = (=) (=23 + ) +1-(=3+32%).
Tehat A, karakterisztikus polinomja:
AH+222 -3
Ebbél a métrix sajatértékei az 1.2.4. Allitds és az 1.2.5. Tétel alapjdn a kovetkezdek:
4222 -3=0.

Konnyen ldthatd, hogy ebben az esetben is egy mdsodfokura visszavezethet negyedfoku
polinomot kaptunk. Vezessiik be a 1> = u jelolést. Ekkor az egyenlet alakja a kovetkezd:

u?+2u—3=0.

Alkalmazzuk a masodfoki egyenlet megoldoképletét:

24+A—4-1-(=3)
MH12 = ) .

{#1 =1

H2 =3

Helyettesitsiink vissza 1> = u egyenletbe. A karakterisztikus polinom gyokei, azaz a
sajatértékek:

Ebbdl az egyenlet gyokei:

2
/11’2 =1
2
By = -3
A1p = i\/T = =+1



Vizsgéljuk meg a sajatértékek valds részét:

Re 144 =1 >0
Rel,=-1 <0
Re/13,4 =0

Ebbdl az 1.3.3. Tétel alapjédn latszik, hogy 4; miatt a ¥7(0,1,0,0) egyensilyi helyzet
instabil lesz.

Harmadik egyensiilyi helyzet: Nézziik meg Y;(?, —%, 0, 0) egyensulyi helyzet stabilitasat:

Behelyettesitve Y;-at a Jacobi-métrixba (3.7):

0 0 1 0
. , 0 0 0 1
F(Y3):F(§’_%’O’O):A3: “1+1 —\/§ 0 0
-3 -1-10 0

Nézziik meg, mi lesz a matrix karakterisztikus polinomja az 1.2.1. Definici6 segitségével:

2 0 1 0
0 -1 0 1
0 —V3 -1 0

V3 =2 0 -2

Ay — Al =

Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) szerint aldetermindnsokra bontva:

-1 0 1 0 0 1 0 -1 1
det(A3 — AN =(-A)-|-V3 =2 0|-0-]0 -2 O0|+1-]0 -3 0
2 0 -a -3 0 -2 -3 -2 -2

0 -1 0

—0-| 0 -3 -2

-3 2 0

Alkalmazhatjuk az 1.2.7. Sarrus-szabalyt, mivel az aldeterminansok 3 X 3-asok:

det(A3 — Al) = (=) - [(=) (=) (=) +0-0- (=2) + 1 - (=V3) - 0-
~1- (=) (=2) =0+ (=V3)(=1) = (=) - 0- 0]+
+1-[0- (=V3) (=) + (=) - 0- (=V3) +1-0- (-2)-
=1 (=V3) - (=V3) = (=) -0+ (=) = 0- 0+ (-2)].

Vonjunk 6ssze az egyenletben:
det(Az — AI) = (=) (=23 =22) + 1 - (-3).
Ebbdl az A3 karakterisztikus polinomja a kovetkezd lesz:
4222 -3
A matrix sajatértékei az 1.2.4. és az 1.2.5. alapjan a kovetkezSképpen szdmolhatok ki:

A2 +222-3=0.
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Ez az el6zGekhez hasonléan ugyancsak egy masodfokira konnyen visszavezethetS ne-
gyedfokd polinom. A 12 = u jeldlést bevezetve az egyenlet alakja:

u?+2u—3=0.

A masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva:

SN g

H12 =

7 ,
melybdl a gyokok a kdvetkezdek:
{,Ul =1
M2 =-3
Visszahelyettesitve 1> = u egyenletbe, a karakterisztikus polinom gyokei, a sajatértékek:
/1%,2 =
3,=-3
Aip = +V1 = +1
A2 =+V-3 = £V3i
A sajatértékek valds része:
Red;=1 >0
Red, =-1 <0
Red34=0

Az Yy (ﬁ, —%, 0,0) egyensulyi helyzet 1; miatt az 1.3.3. Tétel alapjan instabil lesz.
Negyedik egyensulyi helyzet: Végiil vizsgiljuk meg Y, —g, —%, 0,0) egyensulyi helyzetet

stabilitds szempontjabol.

A Jacobi-matrixba (3.7) behelyettesitve:

0 0 1 0
74 *\ 14 _ﬁ _l _ _ 0 0 O 1
F(Y4)_F 2 2’0’0)_144_ “1+1 \/§ 00
Vi -1-10 0
A mitrix karakterisztikus polinomjét az 1.2.1. Definici6 alapjan az el6z8ekhez hasonléan
szamoljuk:
-4 0 1 0
TR 0 -4 0 1
R R L
V3 -2 0 -2
Az 1.2.6. Tétel alapjdn, kifejtéssel aldetermindnsokra bontva:
-1 0 1 0 0 1 0 -4 1
det(Ay —AD =(-)-V3 =1 0|-0-]{0 -2 O|+1-]{0 V3 0
-2 0 -2 Vi 0 -2 V3 -2 -2
0 -4 0
—0-[0 V3 -2a
V3 -2 0
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Alkalmazzuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabdly):

det(A3 — AI) = (=) - [(=) (=) (=) +0-0- (=2) +1-V3-0-
—1-(=2)-(=2)=0-V3- (=) = (=1) - 0- 0]+
+1-[0-V3- (=) + (=) -0-V3+1-0-(-2)-
—1-V3-V3-(=2)-0-(-=1)-0-0-(-2)].

Osszevonds utdn az egyenletiink alakja a kovetkez6:
det(As — AI) = (=) (=23 = 22) + 1(=3).
Ebbdl azt kapjuk, hogy az A4 karakterisztikus polinomja:
A4 +24% -3
A sajatértékek 1.2.4 és 1.2.5 alapjdn:
422 -3=0.

Ez szintén egy olyan negyedfokd polinom, melyet vissza tudunk vezetni mésodfokdira.
Vezessiik be a 12 = u jelolést. Ekkor az egyenlet alakja:

,u2 +2u—-3=0.
Alkalmazzuk a mdsodfoku egyenlet megoldoképletét:

2+ JITE T (3

H12 = > .
A gyokok a kovetkezéek lesznek:
pp =1
{ﬂz =-3

Visszahelyettesitve A2 = u-t, a sajatértékek:

/1%,2 =

A3,=-3

Ao =+V1 = %1

Ebbdl kiszdmitva a sajatértékek valds részét:

Re41=1 >0
Re/lzz—l <0
Re/l3,4:0 =0

Latjuk, hogy Y, egyensulyi helyzet szintén 4; miatt instabil egyensulyi helyzet az 1.3.3.
Tétel alapjan.
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Osszegezziik az aldbbi tdbldzatban a kapott eredményeket:

Egyensiilyi helyzet | Sajatértékek | Sajatértékek valos része | Stabilitas
YI*(O, 0,0,0) A1p =+i Red;2=0 stabil
By A1p = +1 Re A1p = +1 instabil
Y (0,1,0,0) 34 = +V3i Redsz4=0
N A1p==1 Redjr=+1 instabil
Y3(_’_§’0’0) /13’4 = i\/gi Re/l3,4 =0
A1p = %1 Redi, = +1 instabil
v (=¥ _1 0,0) A C
4 (7773 D34 = +V3i Red;s =0

Az eredmények egyértelmtien megmutatjak, hogy miért is ezt a potencidlt védlasztottak ki részle-
tesebb vizsgdlatra. Az egyensilyi helyzetek elhelyezkedése tengelyszimmetrikus, sajatértékeik 3
esetben is megegyeznek. Emiatt a fazistérben valo dbrdzoldsuk sordn a keringési palydk konnyen

kiszamithatoak.

Stabilitas tipusa

Kett6nél nagyobb dimenzi6 esetén az egyensilyi helyzetek tipusit nagyon nehéz egyértelmien
meghatdrozni. Eppen ezért a Hénon—Heiles modell négydimenzids rendszerében az egyensulyi
helyzetek tipusat is komplikalt feladat megdllipitani. Erre nem taldltunk egyértelmi modszert.

Ennek ellenére mivel a centrum 1.4.5. Definicidja csak a palydk periodicitdsat, valamint az 1.4.8.
Tétel csak sajatértékek tisztdn képzetes voltdt koveteli meg, ezért az ¥;(0,0,0,0) egyensulyi

helyzetrdl igy is meg tudjuk alliptani, hogy centrum.
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3.4. Fazisképek

Ebben a részben a kapott eredményeket dbrazoljuk fazisképek segitségével. Az abrdk elké-
szitéséhez minden esetben a MATLAB numerikus programcsomagot alkalmaztuk, az egyes
programkddok megtaldlhatéak Fiiggelékben.

Az abrék készitése sordn el6szor numerikus mddszerek segitségével probéltunk fazisképeket raj-
zolni. Negyedrendd Runge-Kutta mddszerrel kirajzoltuk a differencidlegyenlet rendszer egyen-
sulyi helyzeteinek (3.6) id6beli fliggvényét. Mivel az egyenstlyi helyzetek (EH-k) id6ben allan-
doak, ezért egyenesekre szdmitottunk.

100

; Elsé EH ) Masodik EH
08r
15
06
04
1
0.2
> 0 > 05
021
0
-04
-06
0571
-08
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 20
t t
, Harmadik EH 8 Negyedik EH
08 g 0.4
06 1 0.2
041 1 0
> 0.2 = -0.2
0 0.4 \
-0.2 1 1 -06
-04 J 1 -08
06 i i ; ; ; ; i ; ; S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 20

3.1. dbra. EH-k az id¢ fiiggvényében RK4-el

A harmadik, illetve negyedik egyensulyi helyzet kirajzoldsakor azonban érdekes eredményekre
lettiink figyelmesek, amik numerikus hibdra engedtek kovetkeztetni. Ez azt jelenti, hogy a
differencidlegyenlet rendszer egy merev rendszer, amely numerikusan nehezen kezelhetd. Rajtuk
az explicit médszerek nem miikodnek elég hatékonyan, igy az ismert médszereket, mint Explicit-
Euler, Runge-Kutta médszerek, valamint az ode45, odel113 és ode23 beépitett fiiggvényt sem
tudjuk haszndlni.

29

100



A MATLAB-ban azonban vannak ezek megolddséra is beépitett fliggvények, mint példdul az
odel5s, ode23t, ode23tb és az ode23s.

Ezért az ode23s segitségével is kirajzoltuk az egyensulyi helyzetek idSbeli valtozasat. Az el6z8
esethez hasonldan itt is egyenesekre szamitottunk.

100
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3.2. dbra. EH-k az id¢§ fliggvényében ode23s-el

Az igy kapott dbrdk esetében mar egyértelmden latszodik, hogy az egyensilyi helyzeteink min-
den esetben dllanddak az id6ben. Ezek emellett bizonyitjdk a rendszer merevségét is.

A (3.2) egyenlet vizsgdlata sordn olyan egyensilyi helyzeteket hatdroztunk meg, melyek az
(x,v,u,v) € R* fazistérben vannak. Mivel ebben a fizistérben a pontok u koordinitdi az x
irdnyu sebességet, v koordinatdi pedig az y irdnyu sebességet adjak, ezért egyértelmien latszik,
hogy az egyenstilyi helyzetek harmadik, illetve negyedik koordindtdja O lesz. Ellenkezd esetben
az EH-k kezdeti sebességgel rendelkeznének, ami miatt trajektdridt jarnanak be.

Ez természtesen nem jelenti, hogy az egyensilyi helyzeteken kiviil minden pont u és v koordi-
nétdja csak nulla lehet.
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Az egyensulyi helyzeteket tehat a tovdbbiakban vizsgéljuk az (x, y) sikban.
Els6ként megvizsgéltuk a négy egyensilyi helyzet viselkedését az (x(¢), y(¢)) fazistérben az
ode23s beépitett fliggvény segitségével. Ezek megoldasat szemléltettiik egy k6zos abran.

y(t)

08
06
04

02}

0271
-04 |
-06 |

-0.8

EH-k az (x(t),y(t)) sikban ode23s-el

@

08 -06 -04 -02 0 02 04 06 0.8 1
x(t)

3.3. dbra. EH-k az (x,y) sikban ode23s-el

Latszodik, hogy a megoldds minden esetben az egyensilyi helyzet koriil mozog, ettdl alig
észrevehetd eltérést mutat.

y(t)

08
06
04

02}

021
-04
-06

-0.8

EH-k tavolsaga az origotol

Jrm e e -

3.4. dbra. EH-k tdvolsdga az orig6tol

Eszrevehetd még, hogy az egyes egyensiilyi helyzetek (kivéve nyilvan magit az origét) orig6tél
valo tdvolsdga minden esetben 1. Ez azt jelenti, hogy a rendszer origd kdzéppontd, tengelyszim-
metrikus rendszer, ami tovdabbi magyardzatot ad arra, hogy Hénon és Heiles miért éppen az (2.3)
potencidlt valasztottdk részletesebb vizsgélatra.
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Megvizsgaltuk tovabba a (3.2) egyenletet az egyes sebességek figyelembe vétele nélkiil az (x, y)
sikban. Ekkor az egyenlet éppen a (2.3) Hénon—Heiles potencidl (HH-potencidl) alaku lesz.

A kovetkez§ dbran ekvipotenicdlis, azaz azonos potencidld gorbéket lathatunk.

3.5. dbra. HH-potencidl az (x,y) sikban

Az E = % energiaérték alatt a potencidlgérbék zdartak, nagyobb érték esetén azonban ezek
a gorbék kinyilnak. Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy ezen érték felett a rendszer kaotikus

tulajdonsédgot fog mutatni.

Ux.y)

3.6. dbra. HH-potencidl a térben
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3.5. Poincaré-metszetek

Ebben a részben mar a Hénon-Heiles modell fizikai vonatkozdsai kapnak nagy szerepet.
Poincaré-metszetek segitségével tanulmédnyozzuk a dinamikai rendszer viselkedését, valamint
érzékeltetjiik a modellben rejld kaotikus tulajdonsagot.

Az dbrdink elkészitéséhez ezesetben is a MATLAB numerikus programcsomagot hasznaltuk, a
programkddok megtaldlhatdak a Fiiggelékben .

Ahogy a 2.3. Poincaré-metszetek részben lattuk, a Poincaré-metszetek n-dimenzids dinamikai
rendszerek egy kétdimenzidbeli dbrdzoldsi modszere. Haszndlata sordn egy olyan pontsoroza-
tot kapunk, amely egyértelmiien megmutatja, hogy egy adott pontbdl a rendszer a kovetkezd
1épésben melyik pontba jut. Népszerti mddszer a gyengén zavart Hamilton-rendszerek (mint
a Hénon—Heiles modell Hamilton-rendszere) dbrazoldsa esetén. Poincaré-metszetek esetén a
Hénon—Heiles modell az egyik legegyszertibb modell a kaotikus palydk szemléltetésére.

Ezek segitségével szeretnénk szemléltetni a dinamika rendszer viselkedését kiilonbozd energia-
értékek esetén, a pontokat kicsivel az egyensilyi helyzetek mell8l inditva.

Abrdinkat az (y(t), v(t)) sikban szeretnénk felrajzolni az x(¢) = 0 feltétel mellett. A dinamikai
rendszer palydi az (y(t),v(t)) sikot pozitiv iranybdl fogjdk metszeni, ezzel az (y(t),v(?))
fazistérben egy pontsorozatot alkotva.

A Poincaré-metszetekhez sziikséges feltételeket a kovetkez6képpen hatdroztuk meg.

A 2.2.5. Megjegyzésben lathattuk, hogy a Hamilton-fiiggvény fizikai alkalmazdsok sordn az
Osszenergidt is jelenti. A Hénon—Heiles modell Hamilton-fiiggvénye épp (2.6) alaku, ezért az
(3.2) egyenlet értéke megegyezik az energidval, tehat:

1 1 3
H(x,y,u, V) = _(u2 + Vz) + —()C2 +y2) +X2y — y— = E,
2 2 3
ahol E € R az adott energia, x, y,v € R adottak.
Az egyenletbdl emiatt egyszerten kiszamithato az u értéke:
u= \/ZE —y2—v2+3y3 —x2 - 2x2y. (3.8)

Az igy kapott P(x, y, u,v) pont éppen egy kicsivel az egyensulyi helyzet mellett helyezkedik el.

Abrazoljuk a P(x, y, u,v) palyajat a kovetkezd kezdeti feltételek mellett:

XOZO
yo=0
vo=0

ug = \/2E —y% —v(2)+ %yé —xé —2x(%y
Mivel az egyes dbrdinkat eltérd energiaértékek mellett készitettiik el, ezért az up minden esetben

mas értéket fog kapni. Igy minden dbran mds-més pontbdl indul a trajektdria, emiatt a palyak
mads alakot fognak olteni.
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Hénon és Heiles tanulmdnya alapjdn arra szamitunk, hogy kis energidkkal inditva, a palydk
periodikusak, kvaziperiodikusak lesznek, az energia novelésével viszont kaotikus irdnyba moz-
dulnak el. Szabdlyos mozgds esetén a Poincaré-metszeten egy gorbét lathatunk, mig kaotikus
mozgdsndl a pontsorozat egy feliiletet alkot.

Poincaré-metszet Poincaré-metszet
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3.7. abra. Poincaré-metszetek

Latszodik, hogy E = ﬁ energia esetén a pdlya a y-tengely 0 és 0, 15 pontjai kozott periodikusan
mozog.

Ezaz E = % esetében elkezd kitolddni, [0; 0, 5] intervallumra médosul.

A harmadik dbran latvanyos valtozast tapasztalunk. Szembettinik, hogy a pdlya mind az y(7)-
tengely, mind az v(#)-tengely irdnydban nagyon kiszélesedik, €s az eddig latott trajektoriak csak
a fazistér egy belsd részeként jelennek meg, ahol a pontok strtibben helyezkednek el.

A negyedik dbran, E = % esetben mar minden szabdlyszer(is€ég nagyjabdl teljesen eltlinik, a
palya majdnem a teljes tartomdnyt bejarja.

Megfigyelhetd azonban, hogy minden energiaérték mellett, igy a jobb alsd,negyedik dbra esetén
is a fazistér egy tartomdnyéra korlatozédik, amely az energia tovdbbi novelésével nem tagul
tovabb. Emellett kétségkiviil 1atszodik, hogy a pdlydk viselkedése érzékeny fiiggést mutat a
kezdeti feltételektSl. Ezek éppen a kaotikus pélydk tulajdonségai.
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Osszefoglalas

A szakdolgozat sordn bemutattuk a galaxisdinamikdban fontos szerepet bet6ltd Hénon—Heiles
modellt, amely a csillagok nemlinedris mozgdsdnak vizsgdlata egy galaktikus kozéppont koriil,
sikra korldtozva. Ezt a modellt tanulményoztuk kiilonb6z8 matematikai modszerekkel.

A fizikdban ez a modell fontos szerepet jatszik a kdosz, a kaotikus viselkedés vizsgdlatdban. A
dolgozatban bepillantdst adtunk erre is, viszont mi inkdbb a modell matematikai vonatkozdsaira
fokuszéltunk.

ElsSként attekintettiik a vizsgélathoz sziikséges matematikai hatteret. Kimondtuk az alapvets
fogalmakat, a kapcsolodo tételeket és allitdsokat. Kiilon kitértiink a Hamilton-rendszerekre €s
Poincaré-metszetekre, valamint ezek tulajdonségaira.

Ezek segitségével ismertettilk a modellt, felvetettilk az alapvet§ problémat, amely a galaxis
potencidljdban mozgo csillagok mozgéasdnak harmadik izoldld integraljanak megtaldlasa volt.
Megvizsgéltuk a Hénon és Heiles altal részletesebben tanulmdanyozott egyszerdsitett, kétdimen-
zi6s, nemlinedris, tengelyszimmetrikus potencialt.

Megmutattuk, hogy az altaluk felirt rendszer Hamilton-rendszert alkot.

Kiszdmoltuk a rendszer egyensilyi helyzeteit, valamint meghatdroztuk azok stabilitdsit. Az
igy kapott eredményeket fazisképek alkalmazasdval szemléltettiik el6szor az idS fiiggvényében,
majd az (x(¢), y(¢)) sikban.

Végiil Poincaré-metszetek segitségével betekintést nydjtottunk a modell fizikai vonatkozasaiba.
Bemutattuk, hogy a modellben szerepld pédlydk kis energiaértékek esetén periodikusak, kvazi-
periodikusak, az energia novelésével viszont kaotikussa védlnak. Ezzel bizonyitottuk az eredeti
feltevést, miszerint a Hénon—Heiles-féle galaxismodellben bizonyos esetekben nem létezik a
mozgds harmadik izolald integralja.

A szakdolgozat eredményeként képet kaptunk a csillagok mozgasardl egy galaktikus kdzép-
pont koriil. Megmutattuk, hogy a modell feltételei mellett a csillagok mozgdsa olykor szabdlyos,
olykor viszont kaotikus tulajdonsdgi. Bemutattuk a szabdlyos és a kaotikus pédlydk megkiilon-
boztetésére bevezetett Poincaré-metszeteket is.

Az, hogy a Galaxisnak van-e harmadik izoldl6 integrélja, még nem eldontott kérdés. Ha nem
létezne a harmadik izoldl6 integral, az azt jelentené, hogy valdszintleg 1éteznek kaotikus palyak
is a Tejutrendszerben. [4]
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Fuggelék

A modell vizsgdlata sorain MATLAB (R2019b) numerikus programcsomagokat hasznéltunk. A
programkodok a kovetkezok.

A differencialegyenlet rendszer

function F = f(t,Y)

X = Y(1);
y = Y(2);
u=Y(3);
v = Y(4);

F = [u; v; - x - 2%x*y; -y - X.%2 + y. 2];

A negyedrendii Runge-Kutta modszer

function [h, t, y] = RK4(a,b,y0,N)

h = (b-a)/N;

t = linspace(a,b,N+1);
m = length(y0);

y = zeros(m,N+1);
y(:,1) = y0;

for j = 1:N

kl = £Ct(3), y(:,3));

k2 = £(t(j)+0.5*h, y(:,j)+0.5*h*k1);
k3 = £(t(j)+0.5*h, y(:,j)+0.5*h*k2);
k4 = £(t(3)+h, y(:,3)+h*k3);

y(:,j+1) = y(:,j) + h*(1/6%kl + 1/3*k2 + 1/3*k3 + 1/6%*k4);
end
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HH-potencial az (x,y) sikban (3.5. abra)

clear

x = -2:0.01:2;
y = -2:0.01:2;
[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z =1/2.%X.22 + Y.A2) + X.A2.*%Y - 2/3.%Y.A3;

figure;

hold
contourf(X,Y,Z,18)
colorbar

xlabel( )
ylabel( )

HH-potencial a térben (3.6. abra)

clear

[X,Y] = meshgrid(-2:0.1:2,-2:0.1:2);
Z=1/2.%(X.A2 + Y.A2) + X.A2.%Y - 2/3.%Y.A3;
surf(X,Y,2)

colorbar

xlabel( )

ylabel( )
zlabel( )
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Poincaré-metszetek (3.7. abra)

A Poincaré-metszetek programkddjanak megirdsdhoz a MATLAB beépitett orbitode példajat
vettem alapul.

function [value,isterminal,direction] = event(t,Y)
value = Y(1);
isterminal = O;
direction = 1;

hold

E =1/6;

x0 = 0;
0
0

yo =
vl =

u® sqrt(2*E - y0.42 + 2%y0.43/3 - v0.422 - x0.42 - 2*x0.42.%y0);
EH = [x0 y® u® vO];

tspan = [0 100000];

options = odeset( ,1le-6, ,1le-9, ,Gevent) ;

[t,Y,te,YE,ie] = ode23(@f, tspan, EH, options);

figure;

plot(YE(:,2),YE(:,4), , ,1.5);
title( );

xlabel( );

ylabel( );

legend( )
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