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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetGimnek, Kiss Gergelynek és Somlai Géabornak a re-
mek kézos munkat, illetve hogy felkeltették az érdeklgdésem a téma kapcsan. Koszonettel
tartozom a csaldadomnak a rengeteg tamogatasért, illetve minden kedves ismer&sémnek,

baratomnak akik segitettek egyetemi éveim soréan.
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1. fejezet

Bevezetés

A geometriai tartalmazas méar nagyon régota foglalkoztatja az embereket. A téma sok
szempontbol érdekes lehet valo életben torténd problémak megoldéasara, illetve a sok fel-
hasznalasi teriilet miatt kiterjedt problémakorrsl beszéliink. Ezekkel a problémékkal méar
a matematikai tanulményaink korai szakaszaban is taladlkozunk, példaul a haromszogek
koré, illetve beirt koreivel mar altalanos iskolaban megismerkedtiink. Természetesen a
témakorben vannak a korabban megismertnél komolyabb problémak is, ilyenek lehetnek
a kiilonboz6 alakzatok egymasba helyezhetGségének feltételei, vagy akar annak a prob-
lémaja is, hogy mekkora teriileti alakzatra van sziikségiink, hogy korbe tudjunk benne
forgatni példaul egy egység hosszu szakaszt (Kakeya problem [4]). A témaban el6jonnek
szélsGérték feladatok is, mint példaul Kiss Gergely, Pach Janos és Somlai Gabor cikke
[1], melyben azt vizsgaljak, hogy egy tetszdleges haromszoget tartalmazo egyenls szara
haromszogek koziil melyiknek a legkisebb a teriilete. Jelen dolgozat, az emlitett cikkhez
hasonloan, az R. Nandakumar altal irt cikkben [2] felallitott sejtésekkel foglalkozik. R.
Nandakumar azt allitja, hogy a beirt, illetve a koriilirt haromszogek teriiletének, illetve
keriiletének is a késGbb felvazolt 3 specidlis beirt, illetve 3 specialis koriilirt egyenld szarta
haromszogekben lesz az optimuma. Az el6bb emlitett sejtések koziil egyet mar megoldot-
tak az emlitett [1] cikkben, a masik harom sejtés eldontésérsl pedig jelenleg kozos cikket
frunk Csikos Monikaval, Kiss Gergellyel, Pach Jénossal és Somlai Gaborral. A dolgozat
kiilonb6z6 fejezeteiben az itt megismert eredményeink egy részét szeretném bemutatni,
ezek koziill a maximalis teriileti, egyenld szart beirt hdromszoggel foglalkozo sejtés be-
latasat szeretném a negyedik fejezetben részletesebben kifejteni, mivel ebben a részben
sikeriilt a legtébb eredményt elérnem. Ebben a részben a tételt sikeriilt tisztan elemi geo-

metriai allitasok segitségével belatnunk. A dolgozat tovabbi fejezetei Osszefoglaljak a [1]
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cikket, illetve a keriilettel kapcsolatos eredményeinket mutatjak be réviden. A minimélis
kertilettel foglalkozo allitdson kiviil a tobbi esetben a sejtést belattuk, illetve ebben az

esetben is megtalaltuk az 6sszes ellenpéldat.

1.1. Alap allitasok, jelolések

A bevezetés ezen részében szeretnénk bevezetni néhany alapvetd jelolést, melyek segitsé-
glinkre lesznek a tovabbiakban. Ezek mellett néhany segédallitas szerepel még a fejezet-
ben, ezek koziil ebben a dolgozatban csak az egyenld szart, koré irt haromszog teriiletével
kapcsolatos allitasokkal foglalkozunk részletesebben.

Béarmely két A, és B pontra jelolje AB az A, és B pont kozti zart szakaszt, illetve ennek
a szakasznak a hosszat jelolje | AB|. Innent6l legyenek a vizsgalt haromszog csticsai rendre
A, B, C, illetve az oldalaik hossza a = |BC|, b = |AC|, és ¢ = |AB|. Ha valamely két oldal
egyenld lenne, akkor ABC' a legnagyobb beirhat6/legkisebb koré irhato egyenls szaru
haromszog, tehat nincs mit vizsgalnunk. Innentél az altalanossig megszoritasa nélkil
feltessziik, hogy az ABC' haromszogre a < b < ¢, illetve emiatt @ < [ < 7, ahol a =
CABL,3 =ABCK,v= BCAX .

1.1.1. Lemma. Minden ABC' hdromszoghoz létezik legaldbb eqy mazimdlis teriletd, és
legaldbb egy maximdalis kerileti ABC' hdromszdgbe irt eqyenld szdri hdromszég. Hason-
loan minden ABC' hdromszdéghdz létezik legalabb egy minimdlis teriletd, és legalabb egy

manimalis keriletd ABC' hdromszdg koré irt eqyenld szdri hdaromszog.

1.1.2. Lemma. Legyen SPR hdromszég az ABC hdromszog koré irt minimdlis teriletd

(/keriilett) egyenld szdri hdaromszdg. Ekkor
1. SPR hdromszdgnek van olyan oldala, amely A, B, C' csicsok kézil kettdt tartalmaz.

2. SPR hdromszog minden oldala legaldbb egyet tartalmaz ABC hdromszdg csucsai

kozil.

3. ABC' hdromszég minden csicsa SPR hdromszog oldalain taldlhato.

1.1.3. Lemma. Legyen SPR hdromszég az ABC hdromszigbe irt maximdlis teriletd

(/keriileti) egyenld szdri hdromszég. Ekkor
1. ABC' hdromszdgnek van olyan oldala, amely S, P, R csicsok kéziil kettdt tartalmaz.
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2. ABC hdromszog minden oldala legaldbb egyet tartalmaz SPR hdromszog csicsai

kozil.

3. SPR hdromszog minden csicsa ABC hdromszdg oldalain taldlhato.

Az 1.1.1,1.1.2, 1.1.3 lemmak bizonyitésa a beirt haromszog teriiletével foglalkoz6 esetben

a 4. fejezetben taldlhatoak, a tobbi eset bizonyitésa ezekhez hasonloan all eld.



2. fejezet

Minimalis teriiletd, egyenl6 szartu koré

irt haromszog

Ebben a fejezetben a [1] cikkben szerepls eredmények Gsszefoglalasarol lesz szo. Ebben
a részben a bizonyitasokat vazlatosan ismertetjiik, minden bizonyitas részletesen megta-
lalhato a [1] cikkben. A fejezet elején megnézziik milyen specialis haromszogek johetnek
szoba, ha egy tetszbleges ABC' haromszoget egy egyenld szart haromszoggel szeretnénk
lefedni. Ezek utan vazlatosan bebizonyitjuk a 2.0.1 tételt, majd megvizsgaljuk, hogy egy
adott ABC héromszogh6z maximum hany minimalis teriilet, koréirt hdromszog tartoz-
hat.

2.0.1. Tétel. Legyen ABC' eqy tetszdleges haromszog, és SPR eqy hozzd tartozé mini-
malis teriletd eqyenld szdri koréirt haromszog. Ekkor SPR hdromszog eqyike a specidlis

korilirt hdromszogeknek.

2.0.2. Tétel. Ha eqy tetszdleges ABC' hdromszog minimdlis teriletd eqyenld szdri koré

irt hdromszoge heqyesszoqi, akkor ez eqy elsd fajta specidlis kérilirt haromszag.

2.1. A specialis koriilirt hAromszogek.

Elss fajta specialis koriilirt haromszog. Legyen C” az AC szakasz azon pontja, melyre
|AC"| = |AB| = ¢ (2.1. abra). Ehhez hasonloan legyenek B, és C” a BC' szakasz azon
pontjai, melyekre |B'C| = |AC| = b, illetve |BC"| = |AB| = c¢. Az AB'C, az ABC', és
az ABC” haromszogek egyenls szartuak lesznek, és Sket nevezziik az elsd fajta specialis

koriilirt haromszégeknek.



C/

2.1. abra. Az elsé fajta speciélis koriilirt haromszog.

Masodik fajta specialis koriilirt haromszog. Legyen B; az AB oldal azon A-t6l
kiilonb6z6 pontja, melyre |B;C| = |AC| = b (2.2. dbra). Ehhez hasonloan legyenek C, és
Cy az AC, és a BC oldalak azon A-tol, illetve B-t6l kiilonb6z6 pontjai, melyre |BCY| =
|AB| = ¢, illetve |[ACy| = |AB| = ¢. Az AB,C, az ABCY, és az ABC, haromszogek egyenld

szariak lesznek, és Gket nevezziik a masodik fajta speciélis koriilirt haromszogeknek.

2.2. abra. A masodik fajta specialis koriilirt hdromszog.

Harmadik fajta specialis koériilirt haromszoég. Legyen C az AB oldal felezéme-
rélegesének, illetve a BC' oldalnak a metszéspontja (2.3. d4bra). Ehhez hasonloan legyenek
A, és B a BC, és az AC oldalak felez6 merdlegeseinek, az AC, illetve a BC' oldallakkal

vett metszéspontjai. Fontos megjegyezni, hogy tompaszogli ABC haromszog esetén csak
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az ABC haromszog jon létre. Az ABC, az ABC, és az ABC haromszogek egyenld szé-
ruak lesznek (amennyiben létrejonnek), és 6ket nevezziik a harmadik fajta specialis beirt

haromszogeknek.

Ql

B

[
(N1}

2.3. abra. A harmadik fajta speciélis koriilirt haromszog.

2.2. Néhany segédallitas

2.2.1. Lemma. Legyen ABC' eqy tetszdleges haromszig, és SPR eqy hozzd tartozo mini-
mdlis teriletd egyenld szari koréirt haromszdg. Ekkor A, B, C' csiucsok az SPR hdromszdg
oldalain kell fekiidjenek, illetve SPR hdromszog minden oldaldnak tartalmaznia kell lega-

labb egyet koziilik.

Legyenek SPR tetszbleges egyenld szaru haromszog SP, PR, RS oldalainak felezg-
pontjai rendre mg, mg, mp. Ekkor SPR konvex burkat harom toréttvonalra oszthatjuk,

nevezetesen:
mpmp = mpS USmpg, mrpmg =mrP UPmg, mgmp =mgRU Rmp.

2.2.2. Lemma. Legyen ABC egy tetszdleges haromszog, és SPR eqy minimdlis teriletd

— .

s Pl ’ .. Py a .o —_— —_— .. .
eqyenld szdaru koréirt haromszog. Ekkor az mpmpg, mrmg, €s mgmp tortvonalak minde-

gyike pontosan egyet tartalmaz az A, B, C csiucsok koziil.



2.2.3. Lemma. Legyen ABC' eqy tetszdleges hdromsziog, és SPR egy hozzd tartozé mi-
nimdlis teriletd egqyenld szdri koréirt hdromszdg. Ekkor ABC hdromszignek, és SPR

hdaromszognek van eqy kozds csiucsa.

2.2.4. Lemma. Tetszbleges ABC hdromszégre t(AB,C) < t(ABC). Tovdbbd, ha ABC
hdaromszog hegyesszégii, akkor t(ABC)) < t(ABC), illetve t(ABCs) < t(ABC) egyenldt-
lenségek is fenn dllnak. Tehdt, a harmadik fajta specidlis tartalmazo hdromszog teriilete

nem lehet minimdlis.

2.3. A 2.0.1 tétel bizonyitasanak vazlata

Legyen SPR haromszog egy ABC haromszog minimaélis teriiletd egyenld szart koréirt
haromszoge. A 2.2.1 Lemma miatt a két haromszognek van kozos oldala, a 2.2.3 Lemma
miatt pedig k6zos csticsa. Ekkor a 2.2.2 Lemmét figyelembe véve a szimmetria erejéig 8
esetet kiilonboztetiink meg a fentebb felsorolt segédallitasok miatt. A bizonyités hatralévs
része a 8 esetbdl 5 esetrdl belatja, hogy a teriilete nem lehet maximalis, a maradék hdrom

pedig specialis koréirt haromszogeket fog adni.
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R R R
1) (2) (3)
mp mg mp mg mp mg
S mpR P S mR P S mR P
R R R
(4) (5) (6)
D
mp mgs mp mg mp mg
S mR P S mR P S mR P
R R
(7) (8)
mp mg mp mg
S mpR P S mp P

2.4. dbra. A 8 kiilonb6z6 eset a szimmetria erejéig.

11

Az (1), (2), (3) esetek a harom specidlis koriilirt haromszoget reprezentaljak, tehat
a tétel belatasdhoz mar csak a (4)-(8) eseteket kell kizarnunk. A (4) esetet sajnos csak
koordinatageometria segitségével tudjuk kiszamolni, amely a [1] cikkben megtalalhato. A
tobbi esetben elemi geometriaval konnyen belathatd, hogy a teriilet nem lehet minimalis.
Az (5), (6) esetekben az SPD haromszog tartalmazza ABC haromszoget, illetve SPR
haromszog harmadik tipusu specialis koréirt haromszoge SPD haromszognek, tehat a
2.2.4 Lemma miatt ezekben az esetekben sem lehet optimalis az S PR haromszog teriilete.

A (7) esetben S PR haromszog alapjat tudjuk csokkenteni, a magassag megtartasaval ugy,



hogy tovabbra is tartalmazza ABC haromszoget, tehat ezt az esetet is kizarhatjuk. Végiil
a (8) esetben az ABC haromszoget R cstcsbol tudjuk ugy forgatni, hogy tovabbra is SPR
haromszogon beliil maradjon, azonban ABC' csticsai koziil nem mind fog SPR oldalain
fekiidni, ami a 2.2.1 Lemma miatt szintén ellentmondés. Tehat, csak a specialis koréirt

haromszogek felelnek meg, a bizonyitas vazlatat ezzel befejeztiik.

2.3.1. Tétel. Minden nem egyenld szdari ABC' hdromszdghdz maximum 3 minimdlis te-
riletd korulirt haromszog létezik. Ezek az AB'C, ABC' és AB1C hdromszdgek lehetnek.

Létezik egy T™ haromszog, melynek a szogei o ~ 41.831452°, 2a* és 180° — 3a*, ahol

o a sin(a) sin(2a) — sin?(3a) = 0 egyenlet egyetlen megoldasa a [36°,45°] intervallumon.
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3. fejezet

Minimalis kerulett, egyenld szart koré

irt haromszog

Ebben a fejezetben a sejtést cafolni fogjuk a koriilirt haromszogek keriiletére vonatkozo-
an. El6szor kivalasztjuk azt a harom specialis koriilirt haromszoget, melyeknek a kertilete
minimalis lehet, majd a 4.5 4bran szereplG eseteket megvizsgalva a maéasodik, illetve a
harmadik esetben ellenpéldat mutatunk, melyek bizonyos ABC haromszogekre kisebb
keriileti koriilirt haromszoget generalnak, mint a specidlisok. Végiil a 2.0.1 tétel bizo-
nyitasdban is bemutatott esetszétvilasztashoz hasonlé modszerrel belatjuk a kdévetkezd
tételt.

3.0.1. Tétel. Ha SPR hdromszog a tetszdleges ABC' hdromszdg koré irt minimadlis ke-
ruletd eqyenld szdard hdromszogek egyike, akkor SPR hdromszog vagy valamelyik specidlis

korilirt haromszog, vagy pedig a 2 ellenpélda dltal generdalt korilirt haromszogek egyike.
3.0.2. Lemma. Az ABC hdromszoqg koré irt specidlis haromszogek kéozil az AB'C, ABC',
vagy az ABC hdromszig keriilete lesz minimdlis.

3.1. Az egyik ellenpélda

3.1.1. Lemma. Adott eqy tetszdleges P pont a sikon, és hozzd eqy | egyenes, melyre
P & 1. Legyen | egyenes, és a P pont tdvolsiga m. Vegyink fel ekkor eqy SPR egyenld

szdri hdromszéget, melyben az S, €s az R csiucsok az | eqyenesen helyezkednek el, illetve
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a vy csucsszoge az a S csucsban van. Ekkor SPR hdromszog keriilete

2 n 1 )
siny  cos(y/2)”

kspr = m(

A kspr kerilet a v* = 4tan~ ' (3(1+v5—1/2(1 + V/5))) (i.e., v* ~ 76.3466°) szdgben veszi
fel a minimumat. A 0° < v < ~* tartomdnyon a keriletfiigguényiink monoton csokken, a

v* < < 90° tartomadnyon pedig monoton nd.

3.1. 4bra. A 3.1.1 Lemma.

3.1.2. Kovetkezmény. A 3.1.1 Lemma segitségével létre tudunk hozni olyan ABC' ha-
romszoget, melyhez a 3.1.1 Lemma&aban bemutatott haromszog kisebb keriiletd koriilirt

haromszoget ad, mint a speciélis esetekben szereplsk.
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3.2. abra. A masodik esetbdl generalt ellenpélda.

Ezutan mér csak azt kell belatnunk, hogy SPR haromszog teriilete kisebb, mint az
AB'C, ABC" és az ABC haromszogek keriiletei. Az a ~ b miatt tudjuk, hogy Kipc <
K apcr, tehat elég megmutatnunk, hogy az S P R haromszog keriilete kisebb mint az AB'C,
illetve az ABC haromszogek keriiletei. Ez pedig a 3.1.1 Lemma miatt igaz lesz. A teljes

bizonyitas a késziil6 cikkben keriil leirésra.
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4. fejezet

Maximalis terulett, egyenl6 szara beirt

haromszog

Ebben a fejezetben a maximalis teriiletd, egyenld szarta beirt haromszogekkel fogunk rész-
letesebben foglalkozni, mely kapcsan belatjuk R. Nandakumar a bevezetGben szerepld
sejtését.

4.0.1. Tétel. Barmely hdaromszoghéz, a legnagyobb teriletd, eqyenld szdri beirhato hd-

romszog valamelyik specidlis beirt hdromszdg lesz.

A most kivetkez6 két Lemma éaltalanos kimondésa a bevezetében is szerepel (1.1.2, és
1.1.3 Lemmaék), alabb a maximalis teriilethez kapcsolodo forméajuk, illetve annak bizonyi-

tésa talalhato.

4.0.2. Lemma. Minden ABC' hdromszoghéz tartozik legaldbb eqy maximdlis méretd beirt

eqyenld szdri hdromszag.

Bizonyitas. Legyenek az ABC' haromszogbe irhatdé haromszogek cstucsai S, P, R. Az
SPR haromszogek teriileteinek létezik szuprémuma, mivel a Typc mindig felsG korlat-
ja a teriileteknek. Az S, P, R csticsok halmaza kompakt, illetve Tsppg fliggvény folytonos,
tehat a teriiletekbdl képzett sorozatok hatarértéke is felvétetik a halmazon beliil. Mivel
a teriilethalmaznak létezik szuprémuma, ezért létezik a szuprémumhoz tarté sorozat is,

tehat a szuprémum egyben maximum is. [J

4.0.3. Lemma. Legyen ABC' egy hdromszdg, és SPR egy mazimdlis teriletd egyenld
szard beleirhato haromszog. Ekkor az S, P, R pontok az ABC' hdromszog oldalain kell le-
gyenek, és ABC minden oldaldnak tartalmaznia kell legalabb egyet az S, P, R pontokbdl.
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Bizonyitas. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ABC' minden oldala tartalmaz legaldbb
egy csucsot SPR csucsai koziill. Ha ABC valamely oldala nem tartalmazné SPR egyetlen
csucsat sem, akkor SPR haromszoget eltolhatnak egy picivel az adott oldalra meréleges
irdnyban az oldal felé ugy, hogy az ABC' haromszogon beliil maradjon, ami miatt SPR
egyetlen cstucsa sem fekiidne ABC' oldalain, ezért nagyithaté lenne, ami ellentmond a
maximalitasanak.

A kovetkezd 1épés, hogy SPR minden cstucsa ABC' valamely oldaldn kell fekiidjon.
Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy S nem ABC valamely oldalan van.
Ekkor, ha P, R pontok egyike sem esik ABC haromszog valamely cstucsédba, akkor ABC
valamely oldaldn nem volt egyetlen csticsa sem S PR haromszognek, tehat készen vagyunk.
Amennyiben pontosan egy csiics kozos, akkor ebbdl a kozos csticsbél tudjuk tgy forgat-
ni SPR haromszoget, hogy csak a kozos csics legyen rajta ABC' oldalain, tehat ismét
lesz egy oldal, amely nem tartalmaz csticsot. Amennyiben P, és R pontok is egybeesnek
ABC' csucsaival, két esetet kiilonboztetiink meg. Amennyiben ABC' haromszog P, vagy
R csticsanal 1év6 szoge tompa, akkor a mésik csticsbol ugyanigy elvégezhetd az emlitett
forgatas. Amennyiben mindkét szog hegyes, tudjuk mozgatni S cstucsot ugy, hogy SPR
tovabbra is egyenld szard, beirt haromszog maradjon, azonban a teriilete ngjon. Ezt ab-
ban az esetben, amennyiben S a két szar metszéspontja, tavolabb toljuk az alaptol, az
alaphoz tartozé magasssdgvonalon, ha S az alapon fekszik, akkor pedig nyitjuk a két szar
altal bezart szoget, amirdl tudjuk, hogy hegyesszog, ezaltal az SPR haromszog teriilete

ng. O

4.1. A specialis beirt hAromszogek

Elss fajta specialis beirt haromszog. Legyen A’ az AC szakasz azon pontja, melyre
|A'C| = |BC| = a (4.1. abra). Ehhez hasonloan legyenek B’, és A” az AB szakasz azon
pontjai, melyekre |AB'| = |AC| = b, illetve |A”"B| = |BC| = a. Az A'BC, az AB'C, és az
A” BC haromszogek egyenls szartuak lesznek, és 6ket nevezziik az elsd fajta specialis beirt
haromszégeknek. A szinusos teriiletképlet segitségével konnyen szamolhatoak az elsé fajta

specialis beirt haromszogek teriiletei, melyek a kévetkezsk:

a?sin
Tone — %

b2 sin(a
Tapc = %
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4.1. abra. Az els6 fajta specialis beirt haromszog.

Masodik fajta specialis beirt haromszog. Legyen C) az AB oldal felezémerdle-
gesének, illetve az AC oldalnak a metszéspontja (4.2. dbra). Ehhez hasonléan legyenek
Ay, és By a BC, és az AC' oldalak felez6 merélegeseinek, az AB oldallal vett metszés-
pontjai. Az A1 BC, az AB,C, és az ABC) haromszogek egyenld szaruak lesznek, és dket
nevezziik a masodik fajta specialis beirt haromszogeknek. A masodik fajta speciélis beirt

haromszogek teriiletei a kdvetkezdk:

a® tan
Ta e = #

b? tan(«
Tap,c = #

A tan(a
Tapc, = #
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4.2. dbra. A masodik fajta specialis beirt haromszog.

Harmadik fajta specialis beirt haromszog. Legyen A az AB szakasz azon pontja,
melyre |AC| = |BC| = a (4.3. abra). Ehhez hasonléan legyenek A, ¢s B az AC, 6s
a BC szakasz azon pontjai, melyekre |EB| = |BC| = a, illetve |BA| = |AC| = b.
Megjegyzendd, hogy az utébbi két eset nem jon létre tompaszogi haromszog esetén. Az
ABC, ABC , és az ABC héaromszogek (amennyiben létrejénnek) egyenls szartak lesznek,
és Gket nevezziik a harmadik fajta specidlis beirt haromszogeknek. A harmadik fajta

specialis beirt haromszogek teriiletei:

a?sin(243)
TZBC = 2

a®sin(27)
THpc = 9

b? sin(27)
Thpe=—%
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4.3. abra. A harmadik fajta specialis beirt haromszog.

4.2. Az SPR haromszog csucsainak elhelyezkedése

Legyenek ABC' haromszog oldalfelezd pontjai rendre: my, mp, me, ekkor ABC kiils6
burka 3 részre esik szét, melyek a kiovetkezéek: mamp, mpme és mema. Ezek mindegyike

2 szakaszbol all:
mamp = maC UCmp, mpme =mpgAU Ame, mema = meB U Bmag.

4.2.1. Lemma. Legyen ABC' egy adott haromszdg, és SPR eqy maximalis teriletd ABC-

s z pd z e z L —_— z —_— [ .
be irhato egyenld szdari hdromszog. Ekkor az mamp, mpme, €s memy toréttvonalak

mindegyike pontosan egyet tartalmaz SPR csicsai koziil.

Bizonyitas. A Lemma 4.0.3, miatt SPR cstcsai ABC' haromszog oldalain fekszenek.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy az m mp tértvonal tartalmaz SPR
cstcsai koziil kettdt, legyen ez a két csucs P, és R (4.4.4bra). Legyenek T1, és Ty az mamc

szakasz PR, illetve RS szakaszokkal vett metszéspontjai. Mivel SPTT; C Bmamg, ezért
t(SPTlTQ) S t(BmAmC).
Hletve |T1T5| < |mame| miatt

TTngR S Tm

Ampmc -

Tehat a kovetkez6 egyenlétlenséget kapjuk:

Tapc
5

TSPR S TBmAmC + TmAmBmc -
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Egyenléség akkor allhat fenn, ha P = B, R =C,S = m¢, vagy P =ms,R=A,S = B.
Mivel ¢ < a+ b < 2b a kovetkezst kapjuk:

b? sin(«) - besin(a)  Tape
2 4 2

Tapc =

Tehéat van olyan beirt héromszogiink, aminek a teriilete legalabb az ABC' haromszog

tertiletének fele, igy az el6bbi SPR haromszog teriilete nem lehet maximalis. [

4.4. dbra. Az 4.2.1. lemma bizonyitasa.

4.2.2. Lemma. Legyen ABC' eqy hdromszog, és SPR eqy mazimdlis teriletd, beleirhato

egyenld szdrid hdromszdg. Ekkor ABC-nek, és SPR-nek van kozds csicsa.

Bizonyitas. Az 4.0.3 lemma miatt az SPR haromszog csicsai az ABC' haromszog olda-
lain kell legyenek. Az 4.0.3, és az 4.2.1 lemmék miatt kétféleképpen helyezkedhetnek el az
S, P, R pontok az oldalakon: m4 B, mgC, m¢c A szakaszok mindegyike tartalmaz pontosan
egyet, vagy pedig m4C, mpA, mec B szakaszok mindegyike tartalmaz pontosan egy pontot.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy P € maB, R € mgC, S € mcA. Ek-
kor az S PR haromszogbe irt kér kozéppontjabol negativ iranyban nagyon keveset forgatva
S PR haromszoget, elérhetjiik, hogy az igy kapott S’, P', R’ pontok az ABC haromszog
belsejébe keriiljenek. Az 4.0.3. lemma miatt az S’ P’ R’ teriilete nem lehet maximaélis, tehat
SPR héromszog teriilete sem lehetett maximalis, igy ellentmondasra jutottunk. A beirt
S PR haromszognek tehét legalabb egy csiicsa egybe kell essen az eredeti ABC haromszog

valamely cstucsaval. [
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4.3. Az 4.0.2 tétel bizonyitasa.

El6szor is nézziik meg, hogy hol helyezkedhetnek el S PR haromszog csicsai ABC harom-
sz0Og oldalain beliil. Az 4.0.3.lemma miatt az S, P, R pontok az ABC oldalain kell legyenek.
Az 4.2.1 lemma miatt az mamp, mpme, és momy toréttvonalak mindegyike pontosan
egyet kell tartalmazzon az S, P, R pontok koziil. Az 4.2.2 lemma miatt ABC' haromszog-
nek, és S PR haromszognek van kozos csticsa. Most nézziik meg, hol helyezkedhetnek el a
beirt SPR héromszog csicsai, ha SPR haromszognek, és ABC haromszognek pontosan
egy kozos cstucsa van. Ezen feltételek mellett a szimmetria erejéig 9 esetet kiilonboztetiink

meg, melyek a kdvetkezGek:

(7) (8) (9)

mp mna mp ma mp mA

4.5. abra. Az S, P, R pontok 9 kiilénb6z6 lehetséges elhelyezkedése.

4.3.1. Lemma. Az /.5 dbran tdrgyalt 9 eset kozil eqyik sem adhat mazimdlis teriletd

beirt hdromszoget.

Bizonyitas.

22



(1). eset: A beirt SPR haromszoget P csucsabol tudjuk forgatni negativ irdnyba tgy,
hogy az S, R csticsok ABC haromszogon beliilre keriiljenek. Ehhez csak azt kell belatnunk,
hogy ARBX tompaszodg, ami pedig nyilvanvaldéan igaz, ugyanis b < ¢ miatt az a oldalhoz
tartoz6 magassag talppontja a Cm, szakaszra esik. Tehat a 4.0.3. lemma miatt SPR
héromszog nem lehet a legnagyobb egyenld szara beirt haromszog.

(2). eset: Amennyiben r, és s oldalak az SPR haromszog egyenld szérai, tudjuk "nyit-
ni" az SPR szoget, amivel SPR haromszog teriiletét noveljiik, mivel CABA < 90°. Ezt
egészen addig tudjuk csinalni, amig az S cstcs egybe nem esik C-vel, tehat a teriilet ebben
az esetben nem lehet optimalis. (Hegyesszogli ABC' haromszog esetén, az S = C' pont
az ABC specialis beirt haromszoget fogja adni, tompaszogii haromszog esetén pedig nem
jon létre a (2). eset.) A SPR haromszog mashogy pedig nem lehet egyenld szart, ugyanis
a < b miatt

|AS| =r > |SB| > |SR| = p.

Tehéat p # r. Analég moédon a p = s sem lehetséges.

(3). eset: Az el6z6 esethez hasonloan r = p itt sem lehetséges, ugyanis, S pontot, ha AB
szakaszra vetitjik, akkor S’ € m¢g B, illetve az R pontot megkaphatjuk, ha A-t tiikkrozziik
S’-re, viszont az el6z6 megfigyelésiinkbdl latszik, hogy R ¢ AB lenne, ami ellentmondés.
Mivel a p = s esetben az s-hez tartoz6 magassig kisebb mint az ABC héromszog C'
cstcshoz tartozd magassaga, illetve s = p < a, ezért Tange > Tspr, tehat p = s esetben
nem lehet maximalis a teriilet. Az r = s esethez nézziik azokat az S’ PR haromszogeket,
melyeket tigy kapunk, hogy az AB'C haromszdg B'C oldalat AB irdnyaban eltoljuk e-nal.
Ekkor minden (3). esetben szereplé SPR haromszoghoz, melyre r = s tartozik egy S'PR
haromszog, melyekbdl megkaphatjuk az S PR haromszogeket, ha az S’ csicsot adig toljuk

B csucs irdanyaba, amig r = s lesz(4.6 abra). Kénnyen végiggondolhato, hogy

b+ecc—b—e¢
Tspr < Tsipr="Tapc T

Tehat, amennyiben
b+ec—b—c¢

b c—b
készen vagyunk a (3). esettel. A szorzast elvégezve, majd a nevezével atszorozva (b > 0,

<1

illetve ¢ — b > 0) a kovetkezs egyenlStlenséget kapjuk:
—e — (2b—c)e < 0.
Ez pedig a haromszog-egyenlStlenség miatt mindig igaz lesz.
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4.6. abra. A (3). eset bizonyitasa.

(4). eset: A beirt SPR haromszoget R csicsabol tudjuk forgatni pozitiv irdnyba ugy,
hogy az P, S cstcsok ABC haromszogon beliilre keriiljenek, ezért S PR haromszog teriilete
nem lehet maximaélis (4.0.3. lemma). A bizonyitas analég az (1). esetben latottal, b < ¢
miatt.

(5). eset: Az r = s eset nem lehetséges, ugyanis b < ¢ miatt |PR| = s > |PC| > |PS| =
r. A p = s esetben a (2). esethez hasonléan tudjuk nyitni a PRS széget, amibdl latjuk,
hogy Tspr < TjBC'
haromszogeket. Amennyiben ABC haromszog tompaszogi, akkor Tspr < Tapc,, ugyanis

A p = r esetben kiilon kell nézziik a tompa, illetve a hegyesszogi ABC'

mindkét haromszog B = R cstcshoz huzott magassaga ugyanakkora, az ehhez tartozo
alap pedig a SPR haromszoghen r = p hosszi. Ez pedig 90° < BOCAL < RSP4 miatt
akkor lesz maximaélis, ha A = P, tehat SPRA = ABC,A. Hegyesszogi ABC haromszog
esetén, amennyiben a B-bdl htuzott magassig talppontjatol A irdnyaban talalhato az S
pont, azesetben a S PR haromszog R-bdl pozitiv iranyban forgathato, tehat a teriilete nem
lehetett optimalis (4.0.3. lemma). Most nézziik meg mi torténik, ha S a talppont mésik
oldalan talalhatd. Mivel a fent emlitett két magassiag ebben az esetben is megegyezik,
ezért szintén az r = p hossza hatarozza meg a haromszog teriiletét. Mivel S a talppont
megfelels oldalan helyezkedik el, ezért S pontot C' irdnyaba mozgatva, SPR haromszog
tertiletét noveljik, tehat Tspr < Tapc, igy az (5). eset sem lehet optimalis.

(6). eset: Jelolje az ABC haromszog C' csticshoz tartozd magassagat ebben az esetben

m, ekkor Tspr < illetve Typc = %b Tehéat ahhoz, hogy Tapc < Tspr, sziikséges,

ms
9
hogy b < s. Mivel r < |AS| < b, ezért az r = s eset nem lehet optimalis. Amennyiben S

csucs az AB szakasz felezd merdlegesétsl A csucs iranyaba talalhato, akkor erre a felezo
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merGlegesre tiikrozve SPR haromszoget, a kapott P’'R'S’ haromszog csucsaira: P, R’ €
AB, viszont az S’ cstics ABC haromszog egy belsé pontja lesz, tehat 4.2.1 miatt a teriilet
igy nem lehet optimalis. Kovetkezésképpen az S cstcs vagy a felezd merélegesen talalhato,
vagy pedig a felez§ merdlegestsl C' csiics iranyaba. Amennyiben a felezd merélegesen
helyezkedik el, az esetben az ABC) haromszog tartalmazza az SPR haromszoget, tehat
ezt az esetet is kizarhatjuk. Mivel S a felez6 meréleges C' feloli oldalan van, p < |AS] <
|AC| = b, tehéat a b < s feltétel miatt a p = s eset sem lehetséges.

A megmaradt p = r esetben a SPR haromszoget, illetve annak teriiletét is az ABC,
haromszogbdl fogjuk képezni, a kovetkezSképpen: az ABC) haromszog A cstcsat 2e-nal
eltoljuk AB irdnyba, illetve ehhez igazitjuk hozza az S cstcsot is tgy, hogy p = r egyenl6-

c—2¢

ség igaz maradjon (4.7 abra). Ekkor s hossza “—*-szeresére csokken, az ehhez az oldalhoz

tartoz6 magassag pedig %—szeresére nd, ugyanis az 0j magassag egybeesik az AmqcCh
haromszog A pontbol 5:€—szeresére nyujtott mcCh oldaléval. Tehét
2

c+2ec— 2 ?—¢e?

= Tapc
c b2

Tspr = Tapc,

Igy az ¢ = 0 esetben lesz maximalis a teriilet, ezért a (6). eset sem adhatott megfelel§

beirt haromszoget.

Cy

55

4.7. dbra. A (7). eset bizonyitasa.

(7). eset: Amennyiben az R csics az ABC haromszog C' csicsbol allitott magassaganak
talppontjatol B csics iranyaba talalhato, az SPR haromszoget S csicsbol tudjuk dgy
forgatni pozitiv iranyba, hogy P, R pontok az ABC haromszogon beliilre keriiljenek, tehat
S PR teriilete nem lehetett optimalis (4.0.3. lemma). Amennyiben az R cstcs a talpponttol
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az A cstcs irdanyéaba helyezkedik el, az AB’'C haromszog tartalmazza az S PR haromszoget,
tehat az SPR haromszog itt sem lehetett a legnagyobb egyenls szara beirt hdromszoge
ABC haromszognek.

(8). eset: Ha p = r, akkor az RSP A szoget nyitva az SP R haromszog teriilete novelhe-
t6, egészen addig, amig az R, és B csticsok egybe nem esnek, igy pedig az ABC haromszo-
get kapjuk, tehat SPR haromszog teriilete nem lehetett optimalis, mivel Tspr < T4pq-
A p = s esetet két részre bontjuk, az alapjan, hogy az R pont a C-bdl allitott magassag
melyik oldalan van. Ha az A-hoz kozeli részre esik, akkor az AB’C haromszog tartalmaz-
za az S PR haromszoget, igy ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk. Amennyiben az R
pont a talppont masik oldalan talalhato, s hossza éppen akkor lesz maximélis, ha R, és
B pont egybeesik, tehat SPRA = A”"BCA. Mivel az s oldalhoz tartoz6 magassag nem
valtozik, ezért Tspr < Tarpc. Az 7 = s esetr6l a p = s esethez hasonléan elmondhato,
hogy Tspr < Tapc-

(9). eset: A SPR haromszog az S pontbol pozitiv irdnyba forgathaté ugy, hogy a P, R
pontok az ABC héaromszogon beliilre keriiljenek, tehat az 4.0.3. lemma miatt a teriilete

nem lehet maximalis. O

A 4.3.1. lemma miatt tudjuk, hogy ABC, és SP R haromszogeknek legalabb két kozos
csucsuk kell legyen (természetesen nem egyenls szaria ABC haromszog esetén ez pontosan
2 kozos cstcsot jelent), ehhez ha hozzavessziik az 4.0.3. lemmat, kideriil, hogy az ABC
haromszogekbe irhatoé egyenld szari haromszogek koziil csak valamelyik speciélis fajta

beirt haromszodgnek a teriilete lehet maximalis. [J

4.4. A haromfajta specialis beirt hAromszog

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy a specialis beirt hdromszogek koziil melyeknek

a tertilete lehet optimalis.

4.4.1. Lemma. Az elsd fajta specidlis beirt haromszdgek kozil az A" BC' hdromszdg te-

rilete nem lehet maximdlis.

Bizonyitas. Az A'’BC elsé fajta specialis beirt haromszog teriilete minden ABC' harom-
szogre legalabb akkora lesz mint az A” BC' haromszog teriilete, mivel

a’sin(f3) < a*sin(B) ¢ a®sin(f) sin(7y)
2~ 2 b 2 sin(f)

Tarpe = =Ty pc.

Egyenléség akkor allhat fenn, ha b =c. O
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4.4.2. Lemma. A mdsodik fajta specidlis beirt hdaromszégek kézil az A1 BC hdromszig

tertlete nem lehet mazimdlis.

Bizonyitas. Az A; BC haromszog azért nem lehet optimélis, mivel az AB'C haromszog
teriilete nagyobb nala. A két haromszog C' cstcsbél inditott magassaga azonos, viszont

az ehhez tartozo alap az AB'C haromszogben nagyobb lesz, ugyanis

|AB'| = |AC| > |A\C| = | A1 B].

4.8. abra. A 4.4.2 lemma bizonyitasa.

4.4.3. Lemma. A mdsodik fajta specidlis beirt hdromszogek kozil az AB,C hdromszog

terilete nem lehet mazimadlis.

Bizonyitas. Az ABC) haromszog teriilete legalabb akkora, mint az AB;C haromszog

teriilete

b? tan(a) < ¢ tan(a)
4 - 4
Egyenlgség akkor allhat fenn, ha b =c. [J

Tap,c = = Tapc,

4.4.4. Lemma. A harmadik fajta specidlis beirt hdromszigek kézil az ABC hdromszog

teriilete nem lehet mazimalis.
Bizonyitas. Az ABC, teriilete legalabb akkora, mint az ABC haromszog teriilete.

TZBC < TAB01
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a’sin(24) < c? tan(a)
2 - 4

2sin(f) cos M
a?sin5) cos() < 2T

Fejezziik ki cos(a)-t, és cos(f)-t a Koszinusztételbdl, majd helyettesitsiik vissza az egyen-

letbe, illetve alkalmazzuk sin(a)-ra, és sin(f)-ra a Szinusztételt.

2ba2 +c =0 2bc
ab——mm— < —a5————
2ac — 4 b+ —a?
(a2+c2 —52)(b2 +62 o CL2) S C4
—a* = b 4+ 2a°* <0
—(a* - b*)* <0
Egyenléség akkor allhat fenn, ha a = b. O

4.4.5. Lemma. A harmadik fajta specidlis beirt hdromszdogek kozil az ABC hdromszog

terilete nem lehet mazimalis.

Bizonyitas. Az ABC teriilete legalabb akkora, mint az ABC teriilete.

a’sin(2y) _ b*sin(2y)
Bpe=—%5 " =—5  =Lusc

Egyenléség a = b esetén allhat fenn. [

4.4.6. Lemma. A harmadik fajta specidlis beirt haromszégek kozil az ABC hdromszog

terilete nem lehet mazximalis.

Bizonyitas. Az AB'C haromszog teriilete nagyobb, mint az ABC héaromszog teriilete,
ugyanis mindkét haromszog egyenld szarai b hossziak, viszont a két szar altal kozrezart
sz0g AB'C' esetén nagyobb, de még itt is kisebb mint 90°, tehat T,z < Tupc. EgyenlGség

b = ¢ esetén allhat fenn. [

4.4.7. Tétel. Bdarmely ABC' hdromszéghdz a maximdlis terileti, eqyenld szdri beirt hd-

romszog a kovetkezd specidlis beirt haromszdgek valamelyike: A’BC, AB'C, ABC}.

Bizonyitas. Az 4.0.2 tétel, illetve a 4.4.1 - 4.4.6 lemmak kizarnak minden mas esetet. [J

4.4.8. Lemma. Tompaszogii ABC hdromszog esetén az A’ BC' hdromszdgek teriilete nem

lehet optimdlis.
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Bizonyitas. Tompaszogi haromszog esetén 0° < a < 45°, ezen az intervallumon a
sin(2«) fiiggvény szigortian monoton nd. Illetve max(2a)) = 180° —~. Ezekbdl a kovetkezst
kapjuk:
sin(2a) < sin(180 — ) = sin(y)
2sin(a) cos(a) < sin(7y)
sin(a) < sin(y)
2 cos(a)

sin(a) sin(7y)

5 -vel:

szorozzuk be az egyenlGtlenséget

sin?(a) sin(y) _ sin(«) sin?(7)
2 ~  4cos(a)

ebbdl a Szinusztétel miatt:

a’sin(y) _ ?sin(a)

2 ~ 4cos(a)
a?sin(7) < c? tan(a)
2 - 4

Tape < Tapc,

Egyenléség az a = b esetben allhat fenn. [

4.5. Egyenls optimumok esete

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogy a harom lehetséges optimalis haromszog teriilete

mikor eshet egybe. Nevezetesen:
Twpe =Tapc =Tapc,-

Nézziik meg el6szor, mit mond nekiink az Ty e = Tap o egyenldség.

a’*sin(y)  b*sin(a)

2 2
Alkalmazzuk a Szinusztételt.
a’c B b?
2 2
b = ac

Most nézziik az Tapc = Tape, egyenlGséget.

a’sin(y)  c*tan(a)
2 A4
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¢?sin(a)

2 _
@ sin(y) = 2 cos(a)
Itt is alkalmazzuk a Szinusztételt.
2
s ac
€T3 cos(a)

2a cos(a) = ¢
Fejezziik ki cos(a)-t a Koszinusztételbsl.

b? + ¢ — a?
20—
2be

=C

ab® + ac® — a® = bc?
Helyettesitsiink be a c-k helyére %—t.

4 5
, ab 3 b
g

Az egyenl@ség megoldésa szamitogéppel tortént, valés megoldésai pedig a kovetkezdk:
a=b;a~ —1,3803b;a ~ 0,81917b. Ezek koziil az a ~ —1,3803b eset természetesen nem
allhat el6. Az a ~ 0,81917b esetben pedig ¢ hossza: ¢ = % N

~ 1,220748b. Tehat

ha az optimumok egybeesnek, akkor az ABC' haromszog a = b oldalai egyenld hosszuak,

vagy pedig a harom oldal aranya: a : b : ¢ ~ 0,81917 : 1 : 1,220748. Erdekesség, hogy

ennek a haromszognek a szogei ugyanakkorak, mint a 2.3.1 tételben szereplé haromszog

szogei.
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5. fejezet

Maximalis keriileti, egyenlé szara beirt

haromszog

A maximalis teriilet esetéhez hasonloan itt is sikeriilt beldtni Nandakumar sejtését. A ma-
sik keriilettel foglalkozo esethez hasonloan itt is csak az eredmények egy részét szeretnénk
bemutatni, a bizonyitasok, illetve a téma részletesebb kifejtése a korabban méar emlitett,
még meg nem jelent cikkben lesz olvashato. A bizonyitéas az el6zd esetekhez hasonlban itt

isaz 1.1.1, 1.1.2 és 1.1.3 Lemmakbdl indul ki.

5.0.1. Tétel. Bdrmely hdromszioghoz, a legnagyobb keriletd, egyenld szari beirhato hd-

romszog valamelyik specidlis beirt haromszog lesz.

A bizonyitas vazlata: Ha ABC héaromszognek, és a beleirt SPR héaromszognek
két kozos csiicsa van, akkor SPR haromszog a specialis beirt haromszogek valamelyike.
Nézziik meg tehat mi torténik, ha ABC haromszognek, és S PR haromszognek pontosan
egy kozos cstcsa van. Ebben a részben az S PR haromszognek mindig S lesz a csticsszoge.

A.1 eset: S a kozos pont, P és R csicsok az S-el szemben 1év6 oldalon helyezkednek

el.
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5.1. &bra. Az A.1 eset.

A.2 eset: S a kozos pont, P és R cstucsok koziil pontosan egy helyezkedik el az S-el

szemkozti oldalon.

5.2. dbra. Az A.2 eset.

B.1 eset: R a koz0s pont, csak S cstics van az R-rel szemkozti oldalon.
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5.3. dbra. A B.1 eset.

B.2 eset: R a kozos pont, P és S csticsok is az R-rel szemkozti oldalon talédlhatoak.

5.4. dbra. A B.2 eset.

B.3 eset: R a kozos pont, csak P van az R-rel szemkozti oldalon.
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5.5. dbra. A B.3 eset.

Az A.1 és a B.1 esetben a P pont S-bdl valdé negativ iranyba torténd forgatasaval
novelhetjik az SPR haromszog keriiletét gy, hogy tovabbra is egyenls szard maradjon,
illetve ABC' haromszogoén beliil helyezkedjen el. A t6bbi eset kizardsa tobb szamolast

igényel, a korabban mar emlitett cikkben lesz megtalalhato.
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