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1. fejezet

Bevezetés

A véges geometria a matematikdnak egy viszonylag 1j és gyorsan terjed§ aga, mely a
véges sok pontbol épitkezs geometriai rendszerekkel foglalkozik. Eredete a XIX. szazad
kozepére nyulik vissza, amikor Wesley S. B. Woolhouse megfogalmazta a ma Steiner
hdarmasrendszerként ismert kérdését a Lady’s and Gentlemen’s Diary folydiratban 1844-
ben. A felvetett probléméat 1847-ben Thomas Kirkman oldotta meg (Kirkman’s schoolgirl
problem). Kirkman munkajanak ismerete nélkiil Jakob Steiner is publikalt a harmas rend-
szerekrdl 1853-ban. Mivel Steiner munkaja szélesebb korben volt ismert, a rendszereket az
G tiszteletére nevezték el. Kirkman és Steiner altal vizsgalt kombinatorikus problémakbol

alakult ki a blokkrendszer elmélete.

Az els6, egy véges test elemeivel koordinatéazott projektiv tér leirasa Von Staudt 1856-ban
megjelent kényvében talédlhato. Késébb szamos matematikus tanulméanyozta a témakort,
tugy mint Fano, Hilbert, Veblen és Young. Ez a teriilet az 1940-es években indult gyors fej-
16désnek, f6leg Bose, Baer, Bruck, M.Hall, majd B. Segre munkassaganak koszonhetden.
Késébb csoportelméleti, illetve az extremélis grafelmélet terén is hasznosnak bizonyult,
legijabban pedig a kodelméleti alkalmazasok irdnyitottak a figyelmet a véges geometria
bizonyos teriileteire. Hazankban Kdrteszi Ferenc kezdte el a véges geometria oktatésat az
ELTE-n. A targy a 90’-es évek elejétdl fokozatosan valt a matematikus és a matematika

tanar szakos hallgatok kotelezGen valaszthato tananyaganak részévé.

A cimbdl is adddik, hogy a dolgozat soran tobb kiilonb6z6 konstrukcidval fogok foglalkoz-
ni és nem csak egy témakorre koncentralni. Ez a fajta megkozelités az életben is sokkal
kozelebb all hozzam. Inkabb szeretek tobb mindent megérteni is tudni, és elfogadom, hogy

ezzel nem én leszek egy-egy teriilet szakértGje. Amikor gondolkoztam, hogy mirél szeret-



nék irni, mindeképpen szempont volt, hogy kézzel foghatoé példakrol is tudjak beszélni.
Ennek két oka is van. Az egyik, hogy sokkal konnyebbnek taldlom én is, mind megérteni,
mind magyarazni egy témakort, ha azt egy teljesen hétkoznapi példan keresztiil le lehet
vezetni. A masik, hogy a szamtalanszor feltett "Es ez mire jo?" kérdésre kénnyedén tudok
valaszolni és olyan példat hozni, amir6l a nem szakavatott emberek nem is gondolnak,
hogy emdgott bizony ott lapul a matematika.

El6szor bemutatom a véges projektiv sik és terek alapvetd tulajdonsagait és megvizsga-
lunk a témakorrel kapcslatban péar olyan példat amivel a vald életben is taldlkozhatunk.
Ismerkedni fogunk kiilonb6z6 ivekkel és tulajdonsigaikkal a projektiv sikon és térben,

végiil az altalanositott sokszogeket fogjuk vizsgalni.

A dolgozat els6 két fejezet alapjai [3| és [5] forrasokra tamaszkodnak. Az utolsé pedig

Kiss Gyorgy kombinatorikus geometria elGadasjegyzeteit veszi alapul.



2. fejezet

Affin /projektiv sikok és terek

2.1. Affin- és projektiv sik definici6ja

2.1.1. Definicié. (Illeszkedési geometria) Egy (P,E,T) rendezett hdarmast illeszkedé-
si geometridnak nevezzik, ha P és € két diszjunkt halmaz, és T C (P x £) U (€ x P)
szimmetrikus reldcid, azaz (P;e) € T pontosan akkor, ha (e; P) € T.

P elemeit pontoknak, £ elemeit eqyeneseknek, I-t pedig illeszkedési reldcionak nevezzik.

A dolgozat soran mindvégig, ha nem mondunk mast, P és £ halmazokat végesnek tekint-
juk.

Ha (P,e) € Z, azt mondjuk, hogy P illeszkedik e-re, vagy e illeszkedik P-re.

Ha egy illeszkedési geometriaban pontok egy halmazahoz taldlhatoé olyan egyenes, amelyre
a halmaz 6sszes eleme illeszkedik, akkor a tekintett ponthalmaz elemeit kollinedrisnak ne-
vezziik. Amennyiben egyenesek egy halmazahoz van olyan pont, amely a tekintett egyene-
sek mindegyikére illeszkedik, azt mondjuk, hogy az egyenesek konkurrensek. Két egyenes
metszd, ha van koézos pontjuk. Lathato, hogy az egyeneseket egy P-t6l diszjunkt hal-
maz elemeiként definiadltuk, nem pedig P-beli elemek halmazaként. Az intuicié kedvérét
azonban mégis alkalmazzuk a kovetkezd jelolést: e\ H jeloli az e-re illeszked§ nem H-beli

pontok halmazat, ahol H részhalmaza P-nek.

A projekci6 szo vetitést jelent. A térbeli alakzatok sikon torténé dbrazolasdhoz kézenfek-
v§ vagy a parallel vetités, vagy a centralis vetités modszerét alkalmazni. Az emberi szem
altal a térbeli targyakrol alkotott kép a centrélis vetiiletnek felel meg. Ily moédon féként

a festészet és az épitészet szaméra mar évszazadokkal ezel6tt sziikségesnek mutatkozott



a centralis vetités torvényszertiségeinek feltarasa. A centralis vetités Osszefliggéseinek ta-
nulményozasa egy matematikai elmélet, a projektiv geometria kialakulasahoz vezetett.
A projektiv sik, mint az euklideszi geometria egy kibdévitése jelent meg. Ezt tgy érjiik
el, hogy az euklideszi sik minden egyenesét kib&vitjiik egy-egy idealis ponttal méghozza
ugy, hogy két egyenest pontosan akkor bévitiink ugyan azzal a ponttal, ha parhuzamo-
sak. Vagyis az idealis pontokat tekinthetjiik az euklideszi sik parhuzamos egyenesei altal
alkotott ekvivalencia-osztalyoknak. Egy egyenes akkor tartalmaz egy idealis pontot, ha
benne van annak megfelel6 egyenesosztalyaban. Bevezetiink egy idealis egyenest is ugy,
hogy tartalmazza az Osszes idedlis pontot, de ne tartalmazzon az eukildeszi sik pontjai
koziil egyetlen egyet sem. A klasszikus projektiv sik tehat az idealis pontokkal és az ideélis

egyenessel bovitett euklideszi sik.

A klasszikus projektiv sitkon a pontok és egyenesek illeszkedésérsl a kovetkezsket tudjuk:

e Barmely két kiilonboz6 ponthoz pontosan egy egyenes (a két pont 0sszekots egye-
nese) illeszkedik.

e Barmely két kiilonb6z6 egyeneshez pontosan egy pont (a két egyenes metszéspontja)
illeszkedik.

E két tulajdonsagot megtartva definidljuk az absztrakt projektiv sikot.

2.1.2. Definicié. A Il = (P, E,I) illeszkedési geometridt projektiv siknak nevezzik, ha

kielégitik a kovetkezd 4 axiomdt:

P1 P barmely két kiilonbozd eleméhez pontosan egy olyan eleme van £-nek, amely mind-

kettével reldacioban dll.

P2 & bdarmely két kilonbozd eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely mind-

kettovel relacioban dll.
P3 & minden eleme legalabb hdarom kiilonbzé P-beli elemmel dll reldcicban.

P4 P minden eleme legaldbb hdarom kilénbozd E-beli elemmel dll reldcioban.

2.1.3. Definicié. A II' = (P, &', T") projektiv sik a 11 = (P, E,T) projektiv siknak rész-
sikja, ha P' C P,E' CE, ésT aP' x E'UE x P’ halmazon megegqyezik T-vel. Azaz eqy
részsikbeli pont pontosan akkor illeszkedik eqy részsikbeli eqyenesre, ha az eredeti sikon is
illeszkednek.



2.1.4. Példa. (Fano-sik)

Ha egy projektiv sik barmely egyenesét és a rajta 1évé pontokat elhagyjuk, akkor affin
sikot kapunk.

2.1.5. Definicio. A (P, &', 1) illeszkedési geometriat affin stknak nevezzik, ha kielégiti

a kovetkezd 4 axiomdt:

A1 P barmely két kilonbozé eleméhez pontosan eqy olyan eleme van E'-nek, amely

mandkettdvel reldcicban dll.

A2 Ha P € P' nem dll relicioban az e € E' elemmel, akkor E'-nek pontosan eqy olyan
eleme van, amely reldcicban dall P-vel, de nem dll reldcidban egyetlen olyan P’-beli

elemmel sem, amely e-vel reldcioban dll.
A3 & minden eleme legaldbb két kilonbozdé P’-beli elemmel dll reldcicdban.

A4 P minden eleme legaldbb hdrom kilonbozdé E'-beli elemmel dll reldcidban.

Az eljarés visszafelé is miikodik, azaz egy affin sikbol is mindig lehet projektiv sikot

késziteni.

2.1.6. Allitas. (Dualitas) Ha (P,&,T) projektiv sik, akkor (€,P,T) is projektiv sik. Ezt

a projektiv sikot az eredeti dudlisanak mondjuk.



Minden absztrakt projektiv siknak van dudlis sikja, amit gy kapunk, hogy az eredeti
sik egyeneseit tekintjiik a dualis stk pontjainak, illetve az eredeti sik pontjait a dualis sik
egyeneseinek. Az illeszkedést pedig gy definialjuk, hogy a duélis sik egy pontja akkor és
csak akkor van rajta a dudlis sik egy egyenesén, ha az eredeti sikon a pontnak megfelelg
egyenesre illeszkedik az egyenesnek mefelel§ pont. Mivel a P1 és P2, illetve a P3 és P4

axioméak egymas dualisai, ezért, ha egy tétel levezethets beldliik, akkor annak duélisa is.

2.1.7. Tétel. Ha a Il projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre n+1 pont illeszkedik,
akkor a stk minden egyenesére n+1 pont illeszkedik, és a sik minden pontjan n+1 egyenes

halad dt. A sik dsszesen n?® +n + 1 pontot és ugyanannyi egyenest tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen e a projektiv sikon egy n + 1 pontot tartalmazoé egyenes. Jeloljiik
e pontjait Py, P, ..., P, 1-gyel. Legyen () olyan pont, ami nincs rajta e egyenesen. Mivel
minden pontra legalabb 3 egyenes illeszkedik (P4 axioma), igy e egy tetszSleges pont-
jan keresztiil létezik legalabb 3 egyenes. Ezek koziil kivalasztom az egyiket, ami nem e,
nevezziik g-nek. Mivel minden egyenesre legalabb 3 pont illeszkedik (P3 axioma), ezért
g-nek létezik legaldbb 3 pontja. Ezek koziil csak az egyik illeszkedik e-re, mert barmely két
egyenesnek pontosan egy kozos pontja van (P2 axioma), tehat a tébbi pont barmelyike
lehet Q. Mivel barmely két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik (P1 axiéma), ezért Q-t
ossze tudjuk kétni valamennyi P; ponttal, és a QP; egyenesek mind kiilonbozsk (jeldljiik
ezen egyeneseket f;-vel), mert () nincs rajta e egyenesen. P2 axiéma miatt minden Q-n
atmend egyenes metszi e-t és ez a metszéspont csak a P; pontok valamelyike lehet, azaz
(Q-n at pontosan n + 1 egyenes megy.

A dualités elvét felhasznalva, ha van olyan E pont, amelyen at n + 1 egyenes megy, akkor

minden egyenesen n + 1 pont van, amelyik nem megy 4t E-n.

€

/‘ Py / Py Pt



Tudjuk, hogy minden ponton at létezik legalabb 3 egyenes (P4 axiéma). Akkor létezik
h egyenes, példaul Pj-en keresztiil, ami nem metszi (-t és nem azonos e-vel. Ezen a h
egyenesen kijeloliink egy R pontot, ami nem azonos Pj-gyel. R nem illeszkedik e-re, tehéat
rajta keresztiil is van n+1 egyenes, ahogy azt méar (Q-nal lattuk. R nem illeszkedik fi-re és
a dualitasbol kovetkezik, hogy fi-nek is n+1 pontja van. Tehat )-n &tmend egyeneseknek
is n + 1 pontjuk van. Ismét felhasznalva a dualitést, ekkor e pontjain at is n + 1 egyenes
megy at.

Ha P a Il projektiv sik egy tetszéleges pontja, ekkor az el§z6ekben bizonyitottak miatt P
pontra n+ 1 egyenes illeszkedik, és minden egyenesnek a P ponton kiviil tovabbi n pontja

van. Igy a P ponttal egyiitt megkapjuk a sik Osszes pontjat, azaz a siknak valoban
nn+1)+1=n*>+n+1

pontja van. Az allitas dudlisa szerint a projetiv sik egyeneseinek szdma is n? +n + 1.
[ |

2.1.8. Definici6. A II projektiv sik rendje n, ha I1-nek van olyan egyenese, amelyen n+1

pont van.

Példaul a 2.1.4-es Fano-sik rendje 2. A P3 és P4 axiomak kiévetkezménye, hogy ennél
kisebb rendd projektiv sik nem is létezik.

Véges projektiv és affin stkok minden egyenesére ugyanannyi pont illeszkedik. A projektiv
sikok rendje definici6 szerint eggyel kisebb, mint az egy egyenesen 1évé pontok szama, de
az affin sikok rendje megegyezik ezzel a szammal.

Abbdl az eljarasbol, ahogy a projektiv sikbol affin sikot kapunk az is latszik, hogy q rendt

affin siknak ¢ pontja illetve egyenese van.
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2.2. Kartyazzunk véges geomteriaval

2.2.1. Példa. (Dobble)

A Dobble egy 55 lapos kartyapakli, melynek minden lapjan 8 szimbo6lum lathato. A la-
pokon 0Osszesen 57 kiilonbo6zd szimbolum talalhato, és barmelyik két lapon pontosan egy
szimbolum azonos.

A tarsas 5-féle mini-jatékot tartalmaz, melyek mindegyikénél az a lényeg, hogy minél gyor-
sabban talaljunk kartyaparokat azonos szimbolumokkal. Tekintsiik ezek koziil az egyik
verziojat:

Tegyiink egy lapot képpel felfelé az asztal kozepére, a maradék paklit osszuk szét egyenlGen
a jatékosok kozott. Kiosztott lapjaikat a jatékosok képpel leforditva tartjak maguk el6tt,
ez lesz a jatékosok sajat paklija. A jatékosok egyszerre képpel felfelé forditjak a sajat
paklijukat, és elkezdik keresni azt a szimbolumot, ami egyszerre szerepel az asztal kozepén
lévs huzopakli fels6 lapjan és sajat kartyajukon. Az elsé jatékos, aki kimondja a k6zos
szimbolum nevét, sajat paklija legfels§ lapjat a kozépen 1évs lap tetejére teszi. Innen
kezdve ez lesz az a lap, amellyel a jatékosoknak 6ssze kell hasonlitaniuk sajat felss lapjukat.
A jaték ugyanigy folytatodik egészen addig, amig valaki meg nem szabadul 6sszes lapjatol

és ebben az esetben & lesz a nyertes.

Tekintsiik a kartyainkat a II projektiv sik egyeneseinek és szimbolumait II pontjainak.
Barmely két kartyan pontosan egy kozos dbra van (P2 axiéma). Barmely két kiillonboz6
abra pontosan egy kartyan szerepel egyszerre (P1 axioma). A 2.1.7 alapjan ki tudjuk
szamolni, hogy a Dobble beagyazhatd a 7-edrendd projektiv sikba, de akkor miért van
csak 55 lapunk az 57 helyett? A valasz a jaték gyartasaban rejlik, mert olyan szabvanyos
kartyakészité gépek allitjak el6, amelyek 52 plusz 3 joker kartyat tudnak egyszerre legyar-
tani.

A tarsas matematikai modelljérsl Rajta Ldszlo szakdolgozataban[4] olvashatunk részlete-

sebben.

Hogyan tudnank modositani a szimbolumok és kartyak szamat, ha a jatékot egyszertsiteni,
vagy bonyolitani szeretnénk?

Jelen ismereteink szerint az eddig ismert projektiv sikok és a beldliik szarmaztatott affin
sikok rendje primhatvany. Minden ¢ primhatvanyhoz létezik g-adrendid véges projektiv
sik. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ primhatvanyhoz tudunk olyan Dobble tarsashoz hasonlo

jatékot konstrualni, amelyek a g-adrendii véges projektiv sikot modellezik. Igy biztosan
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készithetiink 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12 ... abrat tartalmaz6 kartyakat.
A 10-r6l mar gépi tamogatassal belattak, hogy nem lehet projektiv sik rendje, azaz 11

abrat nem fogunk tudni ebben a jatékban egy kartyara pakolni.

2.2.2. Példa. (SET)

A véges geometria gyakorlati alkalmazasara egy maésik érdekes példa a SET jaték. Egy
izgalmas, porgds, koncentracios kartyajaték, melyben a cél, hogy a lent 1év6 lapok kozott
szinben, forméaban vagy belsé kitoltésben a jatékosok egyezdséget, vagy teljes kiilonbsége-
ket taldljanak.

Minden kartyalapon 4 tulajdonsag van, minden tulajdonsigbol pontosan 3:
e Szimbolumok szama (1, 2, 3)
e Szin (lila, voros, zold)
e Alak (hullam, ovalis, trapéz)
e Minta (iires, csikos, teli)

Harom kartya akkor alkot SET-et, ha a fenti négy tulajdonsag mindegyikénél igaz a kdvet-
kezé feltétel: Az adott tulajdonsag mindegyik kartyan egyforma, vagy mindegyik kartyan
kiilénbo6z6, de sosem lehet két egyforma és egy harmadik eltérd, mert az biztos nem SET!
A jaték soran a résztvevsk 12 lapot raknak ki a kartyakbol az asztalra képpel felfelé, egy
3x4-es téglalap alakban. Ha valamelyik jatékos a 12 lap kozott talal SET-et, leveszi és a
helyére tjabb 3 kartya keriil. Az nyer, aki a jaték sorédn a legtébb SET-et gytjti dssze.

A konstrukcio, az el6z6 példdhoz hasonléan, konnyen le tudjuk forditani a matematika

nyelvére, melyrsl bévebben Csapldros Déra szakdolgozatdban|1| lehet olvasni.
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2.3. Ciklikus modell

2.3.1. Példa. (Véges test feletti projektiv sikok ciklikus megadasa)

Tekintsiik az euklideszi sikon egy S szabalyos n? + n + 1 szoget, amelynek a koré irhato
kor kozéppontja O. Legyenek a sokszog csiicsai - ebben a sorrendben Py, ..., P2, 1.
Nevezziik a P; és P; tavolsaganak Z,2.,1-ben szamolva i — j és j — 7 koziil a kisebbik
szamot k-nak. Tegyiik fel, hogy van olyan R (n + 1)-sz0g, amelyre teljesiil, hogy barmely

két cstucsanak tavolsaga kiillonbozs. Legyen:

e P az S szabdlyos sokszog cstucsainak halmaza
k - 360°

® 5 az R SOkSZég O korili m

(k €0,1,...,n%+n) szogi elforgatottjainak

halmaza;

o az [ illeszkedési relacié a tartalmazés.

Megmutatjuk, hogy ekkor (P, &, I') projektiv sik. Ezt a projektiv sikot ciklikus siknak hiv-
juk. R cstcsainak tavolsagai kozott az S csticsai kozotti lehetséges tavolsdgok mindegyike
pontosan egyszer fordul el6. Mivel S egy kivalasztott csticsat n? + n tovabbi csticesal kot-

hetjiik Gssze, igy S csticsai kozotti lehetséges tavolsagok mindegyike kétszer fordul els. Az

S csicsai kozotti lehetséges tavolsagok szama . R-nek n+ 1 csticsa van és barmely

két cstucsanak tavolsaga kiilonbozd, igy R cstcsai annyi lehetséges tavolsagot hataroznak

. n+1 .
meg, ahany cstucspart kivalaszthatunk, azaz ( 5 ) Mivel

n+1 _n2+n
2 ) 2

ezek pontosan az S csicsai kozotti lehetséges tavolsagok.
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Harmadrendi ciklikus sik pontjai és egy egyenese

Lathatjuk, hogy P1 axioma teljesiil, mert ha P; és P; két kiilonb6z6 pont, melyek tavolsaga
k, akkor R csucsai kozt pontosan ketté van, melyek tavolsdga k, ezért R-nek pontosan
egy olyan elforgatottja van, amelyek P;-t is és Pj-t is tartalmazza. Ez az elforgatott a P,
és P; pontok altal meghatarozott egyértelmii projektiv egyenes.

Tekintsiik az R sokszog Rq és R elforgatottjait (két kiilonbozd egyenes), és tegyiik fel,
hogy a pozitiv irdnyt, k - 360°/(n? + n + 1) szogi O koriili elforgatas az egyik egyenest
(Ri-et) a masikba viszi (Ro-be). Egy Ri-hez tartozé C' pont pontosan akkor tartozik
Ro-hoz is, ha van Ri-nek olyan D csticsa, hogy a DOCZ (modulo 360°) iranyitott szog
+k - 360°/(n? +mn + 1). Ilyen pont pontosan egy van, mert R, és igy R csiicsai kozt is
minden ilyen k tavolsdg pontosan egyszer fordul elé.

Ha n > 2, akkor P3 és P4 axiomékat nyilvan kielégiti a modell.

Adott S esetén az R sokszog nem mindig létezik, azaz nem minden n esetén tudunk

n-edrendt sikot késziteni ezzel a moddszerrel.
2.3.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy Zi eqy H részhalmaza differenciahalmaz, ha Zy
tetszdleges, nullatol kilonbozd eleme egyértelmiien dll eld két H-belv elem kiilonbségeként.

Ha S cstcsait Z,2,,1 elemeinek feleltetjiik meg, akkor az R-hez tartozé cstucsok diffe-

renciahalmazt alkotnak Z,2,,.1-ben. Azaz egy ciklikus sik megadasahoz egy differencia-
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halmazt kell ismerniink. Az alabbi tdblazatban n < 10 esetén lathatunk egy-egy differen-

ciahalmazt.

n+n+1

13
21
31
43
57
73
91

© 00 N O Ot e w3

1,24

1,2,5,7

1,2,5,16,17

1,2,4,9,13,19

nem létezik
1,2,4,14,33,37,44,53
1,2,4,8,16,32,37,55,64
1,2,4,10,28,50,57,62,78,82

2.4. Magasabb dimenziés projektiv terek

A projektiv sik axioméihoz hasonléan magasabb dimenzios projektiv tereket is tudunk

definalni.

2.4.1. Definicid. Legyen S véges halmaz amelynek adott néhdny kitintetett részhalma-

za, melynek mindegyikéhez hozzd van rendelve eqy —1 < d < n egész szam. Az S halmazt

n-dimenzios véges projektiv térnek, a kitintetett részhalmazokat pedig S d-dimenzios alte-

reinek nevezzik, ha ezek a részhalmazok kielégitik a kovetkezd axiomdkat:

T1 Minden —1 < d < n egész szam esetén létezik legaldbb eqy d-dimenzios altér, tovdb-

ba:

o cgyértelmiien létezik (—1)-dimenzids altér, az 0);

o cqyértelmiien létezik n-dimenzids altér, S;

e a 0-dimenzids alterek megegyeznek S egyelemi részhalmazaival.

T2 Ha egy r-dimenzios altér része eqy s-dimenzios altérnek, akkor r < s, és har = s,

akkor a két altér megegyezik.
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T3 Alterek metszete altér.

T4 Ha valamely r-dimenzids altér és eqy s-dimenzids altér metszete m-dimenzios altér,
a maindkettot tartalmazo 6sszes altér metszete pedig t-dimenzids altér, akkor r+ s =

m+t.

T5 Az 1-dimenzids alterek mindegyike q + 1 > 3 elembdl dll.

Konnyd meggondolni, hogy az n = 2 eset éppen a 2.1.2-ben definialt projektiv sikot adja.

A 0-, 1-, 2-...., (n — 1)-dimenzids alteret rendre pontnak, egyenesnek, sikoknak és hiper-

stkoknak nevezziik.

A legkisebb haromdimenzios projektiv tér a kételemi test f6lotti projektiv tér. 15 pon-
tot, 35 egyenest és 15 sikot tartalmaz. Minden sik 7 pontboél all, 7 egyenest tartalmaz,
és izomorfak a Fano-sikkal. Minden pont 7 egyenesre illeszkedik, és minden egyenes ha-
rom pontot tartalmaz. Barmelyik pontparhoz egyértelmten van rajta atmend egyenes,
és barmely sikpar egy egyenesben metszi egymast. Gino Fano 1892-ben fedezte fel ezt a

geometriat.

A sik esetében latottakhoz hasonldéan értelmezheték magasabb dimenzios affin terek is,
amelyeket megkaphatunk magasabb dimenzios projektiv terekbdl és az eljaras ugyaniagy
forditva is miikodik.

Jelolje GF(q) a q elemii véges testet. Ismert, hogy ilyenkor ¢ = p*, ahol p prim és k pozitiv

egész szam.

2.4.2. Példa. (Galois-tér)

Jelolje V,, 11 a GF(q)"! vektorteret. Legyen S a V1 egydimenzios altereinek halmaza, a
kitlintetett részhalmazok pedig legyenek V. alterei és az . A V,, 1 egy (k+1)-dimenzios
alterének megfelels S-beli részhalmaz dimenzioja legyen k, az () dimenzi6ja legyen —1, az
illeszkedés pedi a tartalmazas.

Ezt a teret n-dimenzids Galois-térnek nevezziik. n = 2 esetén Galois-sikrol beszéliink.
Jelolese: PG(n,q)
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2.4.3. Tétel. Legyen O(R) = (¢"™' —1)/(q—1) ésr < s esetén [r,s] = HS (¢"—1). A

i=r

PG(n, q) projektiv tér altereire igazak az aldbbiak:
1. a tér pontjainak szima ©(n)
2. a tér m-dimenzids altereinek szima [n —m+1,n+1]/[1,m+1], ha0 <m <n—1

3. a tér eqy adott k-dimenzios alteret tartalmazo m-dimenzids altereinek szama
m—k+1Ln—Fk/[l,n—m], ha0<k<m<n-—1

Bizonyitas.

1. PG(n, q) pontjainak szama a GF(q) feletti (n + 1)-dimenzios vektortér egydimenzi-
s altereinek szamaval egyezik meg. A vektortérben ¢"*! elem van, az egydimenzios
altérben pedig gq. Mivel a zérusvektortol kiillonb6z6 vektorok mindegyike egy és pon-
tosan egy darab egydimenzios altérben van benne, és a kiilonb6z6 egydimenzids
alterek csak az origbban metszik egymast, az Osszes egydimenzios alterek szaméat
megkaphatjuk, ha a nemnulla vektorok szamaéat elosztjuk az egydimenziés altérben
szereplé nemnulla vektorok szamaval. Igy PG(n, ¢) pontjainak szama valoban

qnq+1_—_11=q”—l—q”_1—|—---+q+1:@(n)

2. Egy m-dimenzios projektiv alteret m + 1 darab linearisan fiiggetlen pont hataroz
meg. Ezért az m-dimenzios projektiv alterek szamat megkaphatjuk, ha PG(n, q)
Osszes pontjabol kivalaszthato linearisan fiiggetlen m + 1 elemti ponthalmazok széa-
méat elosztjuk az egy m-dimenziés altér Osszes pontjaibol kivilaszthaté linedrisan
fiiggetlen m + 1 elemi ponthalmazok szamaval. Az els6 rész bizonyitasahoz hason-
l6an kapjuk, hogy egy m-dimenzios projektiv altér ©(m) pontot tartalmaz. k pont
kivalasztasa utan mér az altaluk meghatarozott k-dimenziés altér egytlen pont-
jat sem valaszthatjuk, tgyhogy egy-egy lépésben ©(m) — ©(k) darab wj pontot
valaszthatunk. Igy egy m-dimenzios altérbél kivalaszthato fiiggetlen m + 1 elemd

ponthalmazok szama

qm—i-l—_l. . qm-i-l_l_qk:-i-l_l ' . qm+l_1_qm_1 _
- — p— — -
(@ =1 (@ =g (@ = ™)

g—1 '
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m = n valasztassal kapjuk az Osszes lehetséges linearisan fiiggetlen m + 1 elemti

ponthalmazok szamat. Igy az m-dimenziés projektiv alterek szama

0(0)©m) -—e))-...-(en) -6(m—-1)) _
0(0)(0(m) —6(1)) - ... - (8(m) —6(m — 1))

n—m+1,n+1]
L+ 1

. A dualités elvét felhasznalva PG(n, q) egy adott k-dimenzios alterét tartalmazo m-
dimenzios altereinek a szama megegyezik a tér egy (n —k — 1)-dimenzios altere altal
tartalmazott (n —m — 1)-dimenziés altereinek szaméval. Ez pedig nem mas, mint
PG(n —k —1,q) térben 1év6 (n —m — 1)-dimenzids altereinek szama, ahol az el6z6

pont alapjan

(n—k—1)—(Mm—m-—1)+1,n— k| [m—k+1,n—k]'

[1,n —m] N [1,n —m]
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3. fejezet

Ivek, ovalisok, hiperovalisok

3.1. Ivek, ovalisok és hiperovalisok definicidja

Az iv és ovalis fogalma, mint a kipszeletek kombinatorikus altalanositdasa a projektiv
sikon, az egyik legkorabbi fogalmak voltak, melyeket Bose mér a negyvenes években be-

vezetett. Az alabbi fejezetben ezekrdl az ivekrdl és tulajdonsagaikrol fogok beszélni.

A tovabbiakban II, egy tetszSleges g-rendid projektiv sikot fog jel6lni.

3.1.1. Definicié. (Iv) Egy projektiv sik olyan nemiires ponthalmazdt, amelynek nincs
hdarom eqy egyenesen fekvd pontja, twnek nevezziik. Ha az v k ponti, akkor k-ivrdl beszé-
link. Az tvet teljesnek mondjuk, ha tartalmazdsra nézve mazimadlis, tehdt nem részhalmaza

egyetlen tovabbt tvnek sem.

3.1.2. Definicid. (Szels, érintd, kiils6 egyenes) A sik valamely egyenese az adott k-
wre nézve szeld, érintd, illetve kilsd eqyenes, ha a k-ivvel rendre 2,1, illetve 0 kézos pontja

van.

3.1.3. Definicid. (Lefogdé ponthalmaz) Azt mondjuk, hogy egy projektiv sik pontjai-
nak eqy B halmaza lefogo ponthalmaz, ha a sik minden egyenesének van B-vel kdzos

pontja. Az egyenesmentes lefogo halmazt blokkold halmaznak hivjuk.

3.1.4. Lemma. II; barmely lefogo ponthalmaza legalabb q+1 pontbol dll. Eqy lefogo pont-
halmaz akkor és csak akkor dall éppen q + 1 pontbdl, ha a ponthalmaz éppen eqy egyenesre

illeszkedd pontok halmaza.
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Bizonyitas. Tekintsiink a sik egy olyan pontjat, amely nem eleme a tetszélegesen valasz-
tott lefogd halmaznak. Feltehetjiik, hogy ilyen pont létezik, hiszen 2.1.7-b6l tudjuk, hogy
egy projektiv sikon ¢ + ¢ + 1 pont van, tehat biztosan talalunk egy olyat, ami nem eleme
a ¢ + 1 pontbdl allo lefog6 ponthalmaznak. Erre a pontra q + 1 egyenes illeszkedik. Ezen
egyenesek mindegyikének van a lefogd6 halmazba esé pontja, igy valoban a lefogé halmaz

legalabb ¢ + 1 elemfi.

Tekintsiink most egy ¢ + 1 elemd B lefogd halmazt, és legyen e egy olyan egyenes, mely
két B-beli pontot kot Gssze. Ha B nem egyezik meg az e egyenesre illeszked§ pontok
halmazaval, akkor valaszthatunk egy e-re illeszked6 P ¢ B pontot. Mivel e-re legalabb
két B-beli pont illeszkedik, a P-re illeszkedd, e-t6l kiilonb6z6 ¢ darab egyenes "lefogasara"
legfeljebb ¢ — 1 darab B-beli pont marad, ami nem lehetséges.

[ |

A kovetkez6 két tétellel becslést tudunk adni a legnagyobb és a legkisebb ivre egy ¢-

adrendd sikon.

3.1.5. Tétel. (Bose) II, barmely k-ivére k < q+2 teljesiil. Ha q pdratlan, akkor k < q+1

18 10a2.

Bizonyitas. Valasszunk egy tetszéleges P pontot az ivr6l. Erre a pontra ¢ + 1 egyenes
illeszkedik, amelyek mindegyikének az ivvel legfeljebb tovabbi egy metszéspontja lehet.
Igy a pontok szama Gsszesen legfeljebb 1+ (¢ + 1) = g + 2.

Ha k = q + 2 esetén barmelyik pontot vilasztottuk P-nek, minden rajta d&tmené egyenes
pontosan tovabbi egy ponton megy at az iviinkrél. Azaz minden egyenes, amely metszi
az ivet, pontosan két pontban metszi azt. Ezt felhasznélva be tudjuk bizonyitani, hogy
paratlan ¢ esetén nincsenek (g + 2)-ivek. Vegyiink egy R pontot, amely nem illeszkedik
az fvre. Az R-en dtmend egyenesek vagy 0 vagy 2 pontban metszik az {viinket. Ha az iv
pontjait 6sszekotjiik R-rel, akkor az igy keletkez6 metszéspont-parok az iv pontjait parba
allitjak, azaz iviink mérete paros szam kell, hogy legyen. Ha q + 2 péros, akkor ¢ is paros.

3.1.6. Allitas. Ha I1,-nak van k pontbol dllo teljes tve, akkor

k(k—1)

> 41,
5 =47
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Bizonyitas. Ha létezik a siknak olyan P pontja, amelyen &t nincs szel§ a k-ivhez, akkor
a P-re illeszkedd egyenesek mindegyie vagy 0, vagy 1 pontban metszi az ivet. Igy ezen
P pont hozzavételével ki lehet egésziteni az ivet és (k + 1)-ivet kapunk, ezért a teljesség
miatt a szelSk fedik a sik pontjait. Igy 3.1.4 dualisa miatt legalabb ¢+ 1 pontbol all. Egy
k pontbol allo ivnek k(k — 1)/2 szelGje van, hiszen az ivre illeszked & pont mindegyikét
k — 1 féle ponttal kothetjiikk 0ssze, hogy szel6t kapjunk, ekkor azoban minden egyenest
kétszer szamoltunk. Igy a szelsk szaméra vonatkozo fenti becslés éppen allitasunkat adja

[ |

3.1.7. Definicidé. Egy projektiv sik eqy olyan iwét, amelynek minden pontjdra eqy és csak
eqy €rintd illeszkedik, ovdlisnak nevezzik. Azokat az iveket, amelynek nincsen érintd egye-

nestik, hiperovdlisoknak hivjuk.

3.1.8. Allitas. I1, k pontbol dllo ive esetén az v minden pontjdira ¢ — k + 2 darab érin-
tdegyenes illeszkedik. Az ovdlisok pontosan a q+ 1 ponti fvek, a hiperovdlisok pontosan a

q + 2 ponti ivek.

Bizonyitas. Ha egy ivnek k£ pontja van, akkor minden pontra k—1 szel6 illeszkedik, mivel
egy rogzitett pontot az iv Gsszes tobbi pontjaval 6sszekotve megkapjuk az arra illeszkedd
szel6ket. Ez az jelenti, hogy a rogzitett pontra illeszkedd maradék g+1—(k—1) = g—k+2
egyenes érinté. Ovéalisok esetén tudjuk, hogy ez a szdm 1, igy ¢ —k+2 = 1 miatt k = g+1
adodik. Hiperovalisok esetén pedig ¢ — k + 2 = 0, igy ebben az esetben valoban k = ¢ + 2

|

A 3.1.5 Bose-tételnél lattuk, hogy g + 2 pontu ivek csak paros rendi projektiv sikokban
lehetnek, ebbdl adodik az alabbi kévetkezmény:

3.1.9. Kovetkezmény. Pdratlan rendi projektiv sikon nincsenek hiperovalisok.

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy paros rendii projektiv sikon létezik hiperovalis, s6t

minden ovalis kiegészithets azza.

3.1.10. Allitas. Pdros rendid projektiv sik tetszéleges ovdlisinak érintdi eqy pontra illesz-
kednek.

Bizonyitas. Tekintsiik egy paros q rendii projektiv sik egy ovalisat, és legyen P a sik egy

egy olyan pontja, amely nem illeszkedik erre az ovalisra. Mivel az ovélisra paratlan szamu
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pont illeszkedik, a P-re illeszked6 egyenesek nem allithatjak péarba az ovalis pontjait,
azaz biztosan van kozottiik érint6. Tehat a sik minden pontjara illeszkedik az ovalisnak
érintGje. Fz azt jelenti, hogy az ovalis érintéi olyan egyeneshalmazt alkotnak, amelynek
a sik Osszes pontjara illeszkedik eleme. Mivel az ovalis minden pontjara egy és csak egy
érintd illeszkedik, ezért ez az egyeneshalmaz ¢+ 1 elemd. A 3.1.4 lemma méasodik felének

dualisabol méar kovetkezik az allités.

Az el6zdallitasbol értelmet nyer a kdvetkezs definicio:

3.1.11. Definicié. (Magpont) Legyen 11, egy ovdlisa O, ahol q pdros. O érintdinek

metszéspontjit az O magpontjinak nevezzik.

3.1.12. Kovetkezmény. Pdros rendid projektiv sik tetszdleges ovdlisdat a magpontjdval ki-
egészitve hiperovdlist kapunk. Tetszdleges hiperovdlisbol annak tetszdleges pontjdt elhagyva

ovdlist kapunk.

Pératlan rendd esetben a helyzet az euklideszi stkhoz hasonlé.

3.1.13. Lemma. Legyen O owvdlis a Il,-n, ahol q pdratlan. A sik O-hoz nem tartozo

barmely pontjan vagy 0 vagy 2 érintd megy dt.

Bizonyitas. Tekintsiik O egy tetszéleges t érintGjét. Jeloljiik T-vel O és ¢ érintési pontjat.
Megmutatjuk, hogy t\{7T'} pontjain pontosan egy tovabbi érinté megy at. Mivel O minden
pontjan pontosan egy érinté megy at, igy a t-tél kiillonboz6 érinték szama pontosan g a
3.1.8 allitas szerint. Ugyanennyi a t\{7T'} pontok szdma, igy elég azt megmutatni, hogy
t\{T} minden pontjan megy &t t-t6l kiillonb6z6 érints. Tekintsiik egy ilyen R € t, R # T
pontot, és kossiik 6ssze O\{T'} pontjaival. Mivel O\{T'} pontjainak szdma paratlan, lesz
olyan pont, amelyet R-rel 6sszekotve érint6t kapunk.

[
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3.2. Ovalisok néhany kombinatorikus tulajdonsagai

3.2.1. Allitas. Egy q-adrendd projektiv sik tetszéleges ovdlisa esetén:

1
e a szeldk szama @,

e az érintdk szama q + 1,

e a kilsd eqyenesek szama M

Bizonyitas. Mar korabban belattuk, hogy egy k pontu iv szelSinek szama k(k —1)/2, ez
k = q+ 1 esetén adja az allitas els6 részét.

Mivel egy ovalis minden pontjara illeszkedik egy és csak egy érintd, és az ovélis pontjainak
szama q + 1, az érit6k szama is ¢ + 1.

A sik Osszes tobbi egyenese kiils6 egyenes, igy azok szama

+1 -1

3.2.2. Definicié. (Kiilsé és belsé pontok) A pdratlan rendd 11, projektiv sik olyan
pontjat, amelyen az O ovdlisnak 2 érintdje meqy dt, O-ra nézve kiilsd, amelyeken 0 érintd

meqy at, belsd pontnak nevezziik.

3.2.3. Allitas. Ha q pdratlan szdm, akkor a q-adrendd projektiv sik tetszéleges ovdlisdnak
q(g+1) q(g —1)

5 belsd pontja van.

kiilsd pontja és

Bizonyitas. Az ovalis tetszéleges kiilsé pontjara két érinté illeszkedik. Igy a kiils6 pontok
megszamolésdhoz vegyiik az ovalis ¢+ 1 darab érint6jét. Mindegyik érintén ¢ darab kiilsé

pont van, ezzel a kiils6 pontokat kétszer szamoltuk meg. Igy a kiilsé pontok szama valéban
q(q +1)

2
Minden olyan pont, amely nem illeszkedik az ovélisra és nem kiils6 pont, az belsé pont.

Igy a belsé pontok szama

q(q—1)
2

q(q+1)

+q+1-— —(¢+1)=
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3.3. Kormérkoézéses bajnoksag

Az alabbi példankhoz bevezetiink néhany grafelméleti alapfogalmat és jelolést.

3.3.1. Definici6é. Legyen V(G) a G grdf csucsainak halmaza, E(g) a G grdf éleinek a
halmaza és K, az n ponti teljes graf. A G graf 1—faktoranak nevezzik az F C E(G)
élhalmazt, ha minden x € V(QG) csics pontosan egy F-beli élen van rajta.

A G grif 1—faktorainak F = {Fy, Fs, . .., Fy} halmazdt G 1—faktorizacidjanak nevezziik,
ha minen e € E(G) €l pontosan egy F-beli 1 — faktorban van benne.

3.3.2. Példa.

Képzeljiik el, hogy szeretnénk egy kormérkézéses sport bajnoksagot rendezni. A bajnoksag
tobb fordulobol all, és minden forduléban minden csapat egy meccset jatszik. A fordulok
végén pedig minden csapat minden masikkal pontosan egyszer jatszott. Ez azt jelenti,
hogy a bajnoksagot csak paros szamu csapattal tudjuk megrendezni.

A rengeteg kérdésbdl, ami ezzel kapcsolatban felmertilhet, én kett&t szeretnék kiemelni,
amire itt valaszt is adhatunk. Hany csapat tud egy ilyen jellegti bajnoksagon részt venni?
Hogyan tudom esetleg ezt a szamot béviteni, vagy csokkenteni?

2 és 4 csapat esetén lényegében egyféleképpen tudjuk lebonyolitani, de 6 csapattal mar
konnyen el lehet rontani a szervezést. Feltehets, hogy 2n darab csapat vesz részt, ekkor a
csapatokat fel tudjuk rajzolni egy Ko, teljes graf cstucsaiként. Tetsz6leges két cstcs kozti
élt pedig a két csucs altal jelolt csapatok mérkézésének feleltetem meg. Ekkor az egyes
fordulokban 16v6 mérkézések megfeleltethetGek a teljes graf egy-egy faktoranak, mivel
minden cstics pontosan egy élen van rajta. A bajnoksag teljes menetrendje felrajzolhato
K5, 1-faktorizacidjaval.

De hogyan kaphatjuk meg K5, 1-faktorizaciojat?

Tekintsiik valamely paros ¢g-ra a PG(2, ¢) Galois-sikot. Ha ¢ = 2n—2, akkor létezik a sikon
H ={Py, Ps,..., Py} hiperovalis. Legyenek Py, Py, ..., Pa, a Ky, graf csicsai. Legyen e
egy kiils§ egyenese H-nak és legyenek Ly, Lo, ..., Ly,_1 az e egyenes pontjai. Ezek az L;
pontok lesznek az egyes forduléi a bajnoksagnak. Minden egyes L; ponthoz hozzarende-
link egy 1-faktort a kovetkezé képpen: L; ponthoz tartozé faktorban benne van egy Py P;

¢l akkor és csak akkor, ha L;, P, és P; pontok kollinearisak.
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Az igy készitett fordulok mindegyike valoban 1-faktor, hiszen P; a sik Gsszes pontjaval
Ossze van kotve, illetve a P;-n atmend egyenesek mindig pontosan két pontban metszik H-
t. A fordulok pedig valoban kiadjak K, 1-faktorizacidjat, mert minden szels, amely H-t
metszi két pontban, az pontosan egy pontban metszi az e egyenest. Ez azt jelenti, hogy
minden egyes parositds pontosan 1-faktorban van benne. Azaz teljesitettiik azt a feltételt,
hogy minden csapat minden masikkal jatszik és egy forduloban egyszer 1ép palyara.
Ezzel a modellel olyan bajnoksagokat tudunk szervezni, ahol a csapatok létszama felirhato
egy kettd hatvany plusz kettd alakban, azaz 2n = 2"+ 2, hiszen GF'(q) elemszéma mindig
primhatvany.

Természetesen ilyen jelleg bajnokségokat nem csak ennyire kotott szigora szabalyok mel-
lett lehet szervezni, de egy kis triikkel fel tudjuk hasznélni a médszert tovabbra is. Példaul
eggyel kevesebb csapat esetén létrehozunk egy plusz csapatot, ezzel ismét paros szamu
pontunk van. Minden forduléban az a csapat, akik a fantom csapattal lettek Gsszepéaro-
sitva, pihend kort tartanak.

A témakorrsl bévebben David Péter szakdolgozatdban|2] lehet olvasni.
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3.4. Ivek és ovoidok magasabb dimenziéban

A harmadik fejezetben eddig megismert fogalmakat és tételeket, ha szeretnénk magasabb
dimenziora kiterjeszteni, két lehetGségiink van. Vagy megtartjuk szé szerint az eredeti
definicidkat, vagy példual harom dimenzi6 esetén a ,nincs hdrom pontja egy egyenesen”
feltételt kicseréljiik arra, hogy ,nincs négy pont egy sikon”. Igy a siiveg, illetve az iv

fogalmahoz jutunk.

3.4.1. Definicio. (Siiveg) A PG(n,q) olyan ponthalmazdt, amelynek nincs hdrom egy
egyenesen fekvd pontja, sivegnek nevezziik. A sikbeli esethez hasonloan k-stivegrdl beszé-
link, ha a ponthalmaz k ponti. A siiveg teljes, ha nem része nagyobb siivegnek. A legna-
gyobb PG(n, q)-beli siiveqg méretét ms(n, q)-val, a mdsodik lenagyobb teljes siiveg méretét

may(n, q)-val jeldljiik.

A sikbeli esethez hasonloan az olyan egyenest, amely 2 pontban metszi a siiveget, szelének,
amely 1 pontban, azt érintének nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a siiveg metszete altérrel altérbeli siiveg (specidlisan siiveg és sik met-
szete sikbeli iv). Ez azt jelenti, hogy n + 1 dimenzidban a legnagyobb siiveg legfeljebb
(q + 1)-szer akkora lehet, mint a legnagyobb siiveg n dimenziéban. Ezt a trivialis meg-

jegyzést fogjuk pontositani késébb, de el6tte még sziikségilink lesz a kovetkezd definiciokra:

3.4.2. Definici6. Legyen
n+1

Q(x) = ) aymix;

ij=1
kvadratikus alak. A PG(n,q) térben azon pontok halmazdt, melyek koordindtdi kielégitik a

Q(z) = 0 egyenletet, a Q-hoz tartozé mdsodrendd varietdsnak nevezziik.

Egy varietas szinguldris, ha a koordinata-rendszer valtoztatasaval elérhets, hogy a hoz-
zé tartozo alak eggyel kevesebb valtozot tartalmazzon. Ha ez nem teheté meg, akkor a

varietas nemszinguldris.
3.4.3. Definicié. Nemszinguldris masodrendi varietashoz tartozo kvadratikus alak a
PG(n, q) térben az aldbbi kanonikus alakok eqyikére hozhato:

e Han pdros, akkor Q,(r) = 2?2 + ToZ3 + ... + TpTpi1-
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e Ha n paratlan, akkor vagy

1. Qn(x) = m129 + 2374 + ... + TPy, ezt hiperbolikus kvadrikanak nevezzik,
vagy

2. Qn(x) = f(x1,29)+ w324+ . .+ 20211, ahol f irreducibilis homogén mdsodfoki

polinom, elliptikus kvadrikdnak nevezziik.

3.4.4. Allitas.
1. PG(3,q) minden elliptikus kvddrikdra q*> + 1 pont illeszkedik.

2. PG(3,q) minden hiperbolikus kvddrikdra (q + 1)* pont illeszkedik.

Most mér tovabb tudjuk vizsgélni a siivegek tulajdonsagait el6szor paratlan g-ra nézve.

3.4.5. Allitas. Ha q pdratlan, akkor PG(3,q) egy siivege legfeljebb ¢ + 1 ponti, azaz
m2(37Q> = q2 + 1

Bizonyitas. Tekintsiink egy K siiveget PG(3, ¢)-ban, valamint legyen A és B a siiveg két
pontja. Mivel egy paratlan rendi sikbeli iv legfeljebb ¢+ 1 pontii, minden A, B-n &tmend
sikban legfeljebb ¢ — 1 tovabbi pont van. Az A és B pontokat 6sszekots egyenesre g+ 1 sik
illeszkedik, ezt 2.4.3 tétel felhasznalasaval ellendrizhetjiik. Igy a ¢ + 1 sik mindegyikére
a siivegnek legfeljebb ¢ — 1 tovabbi pontja illeszkedik, az A és B pontokkal ez a siiveg

pontjainak maximéalis szaméra valéban
(g+1)(g—1)+2=¢>+1.

Az elliptikus kvadrikak esetén ez egyenlGséggel teljesiil a 3.4.4 allitas kovetkeztébben.
[

3.4.6. Definici6. PG(3,q)-ban a ¢*> + 1 ponti siivegeket ovoidoknak nevezziik.

Azaz paratlan rendd test feletti projektiv térben az ovoidoknal t6bb pontbdl 4ll6 siivegek
nem léteznek. Az ovoidok definicidja tehat az elliptikus kvadrikidk egy fontos kombinato-

rikus tulajdonsagat altalanositja.
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3.4.7. Allitas. Legyen q pdratlan. PG(3, q)-beli ovoid minden pontjdin dt pontosan egy

érintdsik megy. Minden sik metszi az ovoidot.

Bizonyitas. 3.4.5 bizonyitasa alapjan minden sik, amely legalabb két pontban metszi O
ovoidot, az pontosan ¢ + 1 pontban metszi O-t. Vegyiink egy ¢ érinté egyeneset, ilyen O
minden pontjan (¢>+q+1)—(¢?*+1—1) = ¢+1 megy at, és tekintsiik a t-n 4tmend sikokat.
Ezek mindegyike 1, vagy ¢+ 1 pontban metszi O-t. Mivel az érintési pontot nem szamitva
¢* pontja van O-nak, ez csak tigy lehet, hogy pontosan ¢ tartalmaz g tovabbi pontot. A
fennmarado sik az érintdsik. Megszamolva az O-t metsz6 sikokat, ¢® + 1 érintdsik van, a
metsz6 sikok szama pedig (q2;“1)/(q’§1) = q(¢* + 1). Ehhez ¢* + l-et adva épp PG(3,q)
sikjainak szamat kapjuk.

3.4.8. Tétel. (Barlotti, Panella) Pdratlan q-ra PG(3, q) minden ovoidja elliptikus kvdd-

rika.

Paros ¢ esetén méar nehezebb dolgunk van. Nem tudjuk az el6z6 3.4.8 tételt paros rendd
projektiv terekre altalanositani, ugyanis ismert egy példa paros rend test feletti projektiv

térben olyan ovoidra, amely nem elliptikus mésodrend feliilet:

3.4.9. Tétel. (Suzuki, Tits) Legyen q = 2", h pdratlan, o = 2° az a testautomorfizmusa

GF(q)-nak, amelyre s = (h+ 1)/2, azaz x — x7 négyzete a négyzetreemelés. Az
S={(t"+st+5""1,s,t):5tcGF(q)}uU{(1,0,0,0)}

ponthalmaz ovoid.

PG(3, ¢)-ban az a sejtés, hogy kétféle ovoid létezik. A 3.4.4 és 3.4.8 tételek szerint parat-
lan ¢ esetén az ovoidok pontosan az elliptikus kvadrikak. Paros ¢ esetén az egyetlen ettsl

eltérd ismert konstrukeié a 3.4.9 tételben ismertetett Suzuki—Tits-ovoid.

3.4.10. Definicio. PG(n,q) olyan legaldbb n+1 ponti ponthalazat, amelynek nincs n+1

pontja eqy hipersikban, ivnek nevezzik.
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3.4.11. Definici6. A q elemi véges test folotti n-dimenzids projektiv térben momentum-

gorbének nevezzik a

Crg={(1,t,8%, ..., t") 1 t € GF(q)} U {(0,0,...,0,1)}

ponthalmazzal projektive ekvivalens halmazt.

3.4.12. Allitas. A Ch,q, momentumgdérbe egy (¢ + 1)-tv, ha ¢ > n.

Bizonyitas. Azt kell belatnom, hogy a momentumgdrbe barmely n + 1 pontja linearisan

fiiggetlen. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a determinansuk nem nulla.

Két esetem van, ha a vizsgalt n + 1 pont nem tartalmazza a (0,0,...,0,1) pontot, akkor

a determinans igy néz ki:

Ellenkezd esetben, ha a vizsgalt n + 1 pont tartalmazza a (0,0, . ..

determinans ilyen alaki:

1t
1ty 2
L top t721+1

1t @
1ty t2
1 t, t2
0 0

t

ty

tn

n
1

n
2

0 1

n+1

,0,1) pontot, akkor a

Mindkét eset 1ényegében egy Vandermonde-determinanst ad, melyet olyan szorzatta tu-

dunk alakitani amelynek egyik tényez6je sem nulla.

A Vandermonde-determinans alakja:

Legyen x1, 2o, ..

V(:Bl, e ,.l'n_;’_l) -

T, Ty tetszbleges

1<i<j<n+1



Specidlisan V' (z1,...,2,11) # 0, ha z1, 29, ..., 2,41 kiilonbozsek.

Az els6 esetben ez mér eleve egy Vandermonde-determinans, ahol az eredmény biztosan
nem nulla.
A maésodik esetben ha kifejtem a (0,0,...,0,1) sor szerint a determinanst, akkor egy

eggyel kisebb rendi Vandermonde-determinast kapok, ami megintcsak nem lehet nulla:

1t 2 ... !
1ty 82 ... 0!

31 I F
1 t, t2 ...

A kovetkezs tételek megmutatjik, hogy a momentumgorbék egy jo konstrukcio a teljes

ivekre alacsony dimenziés Galois terekben:

3.4.13. Tétel. (Segre) PG(3,q), q pdratlan, (q + 1)-ivei projektive ekvivalensek a mo-

mentumgorbével, ha ¢ > 9.
3.4.14. Tétel. (Casse) PG(3,q) wei legfeljebb q + 1 pontiak.

3.4.15. Tétel. (Casse, Glynn) PG(4,q)-ban, g > 8, a legnagyobb iv mérete (¢ + 1), és

minden (q + 1)-7v momentumgdorbe.

Ellenben 5 dimenziéban ezek mar nem igazak.

30



4. fejezet

Altalanositott sokszogek

Eddig féleg projektiv terekkel és azon beliil is Galois-terekkel foglalkoztunk, de az élta-
lanositott sokszogek fogalmat is a 2.1.1-ben definialt illeszkedési geometriaban vezetjiik

be. Az euklideszi sikon megsimert sokszogek is eleget tesznek az altalanositott sokszogek

s s

mutatunk rd mas példat is.

4.0.1. Definicid. Egy illeszkedési geometria rendje (s,t), ha minden egyenesre pontosan

s+ 1 pont, és minden pontra t + 1 egyenes illeszkedik.

4.0.2. Definicio. Tetszdleges (P, E,T) illeszkedési geometridban az xg, x1, Ta, . . . T} SOTO-

zatot h hosszu lancnak nevezzik, ha minden i esetén ¢; € PUE és xv;Lx;y .

A tovabbiakban feltessziik, hogy barmely P U &£ elemei kozott 1étezik lanc.

4.0.3. Definici6. Két elem tdvolsdga d(x,y), ahol z,y € PUE, a legrovidebb lanc hossza,

ami a két elemet 0sszekoti.

4.0.4. Definici6é. Legyen n > 1 pozitiv egész szam. Az S = (P, E, L) hdrmast dltaldnosi-

tott n-szognek nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd axiomdkat.
Gnl d(z,y) <n minden z,y € PUE

Gn2 Ha d(x,y) = h < n, akkor egyértelmien létezik x-et és y-t osszekitd h hosszisdgi

lanc
Gn3 Minden x € P U E-hoz létezik y € P UE gy, hogy d(x,y) =n
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4.0.5. Definicié. A metrikus tér egy olyan (X,d) rendezett pdar, ahol X tetszéleges
nemiires halmaz, d pedig X -beli metrika. d: X x X — RS, melyre z,y,z € X esetén az
aldabbiak teljesiilnek:

1. d(z,y) =0 < x =y (egyenldségi tulajdonsdg);
2. d(z,y) = d(y,z) (szimmetria);

3. d(x,z) < d(z,y) + d(y,z) (hdromsziog-egyenldtlenség);

4.0.6. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Eqy ) # H C X halmaz dtmérdje:
diam(H) = sup{d(z,y): =,y € H}

Ha H véges, akkor a fenti szuprémum helyett hasznalhatunk maximum fiiggvényt.

4.0.7. Példa. G = (V(G); E(G)) dsszefiiggd, iranyitatlan, véges egyszerd graf esetén

kénnyen ldthatéan (V(G),d) metrikus tér, ahol d(u,v) = a legrévidebb u — v it hossza.

4.0.8. Példa. A 4.0.3-ban bevezetett d tavolsdgfiggvénnyel (P U E,d) egy metrikus tér.
Ez valojdban az eldzd példa eqy specidlis esete, ahol a G grdf minden csiucsa eqy pontnak
vagy eqy eqyenesnek felel meg, éler pedig a pontok és eqyenesek kozotti illeszkedésnek, azaz
V(G)=PUE, ésx,y € V(GQ) csicsok esetén (z,y) € E(G) pontosan akkor, ha xZy.

4.0.9. Definicié. (Girth) A grdfelméletben akkor mondjuk, hogy egy grdaf girth-e k, ha a
grdfban taldlhato legrévidebb kor k hosszu. Ha nincs kor, akkor k-t végtelennek definidljuk.
Visszatérve az altalanositott sokszogekhez, nézziink meg néhany alapvets megfigyelést:

o Grafelméleti szempontbol: Az Aaltaldnositott n-szog egy Osszefiiggd paros graf a

4.0.8-ban emlitett konstrukcioé szerint. Az ilyen grafok atmérdje n, girth-e 2n.
o A legegyszertibb példak: sokszogek az euklideszi sikon
e Fgy altalanositott sokszog dualisa is altalanositott sokszog

o Két pont vagy két egyenes kozti tévolsag péaros. Egyenes és pont kozti tavolsag

paratlan.
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Ha n = 2, akkor barmely két pont kollinearis és barmely két egyenes metszi egymast,

ezért az altalanositott 2-szogek trivialis strukturak.

Ha n = 3, akkor:

e Barmely két kiilonall6 pont tavolsaga 2 és a rajuk illeszkeds egyenes egyediilallo
(Gn2). A két pont kollinearis.

e Barmely két kiilonéllo egyenes tavolsaga 2, a két egyenes metszi egymast és ez a

kozos pont egyedi (Gn2).

4.0.10. Definicid. (Vastag sokszogek) Egy dltaldnositott n-szoget vastagnak nevezink,

ha minden egyenesére legaldbb 3 pont, és minden pontjara legaldbb 3 egyenes illeszkedik.

T stz

mint egy vastag altalanositott haromszog.

Ha n = 4, és felhasznalva (4.0.1)-ben definialt s, ¢ szamokat:
e Barmely pontra t + 1 egyenes illeszkedik
e Barmely egyenesen s 4+ 1 pont van

e Egyértelmiien létezik adott ponton atmend, a pontra nem illeszkeds egyenest metszé

egyenes

4.0.11. Példa. Tekintsiink a klasszikus euklideszi sikon eqy derékszogi koordindtarend-
szert, valamint régzitsiink egy s pozitiv egész szamot. A pontok legyenek azon (x,y) rdcs-
pontok, amelyek koordindtdira 0 < x,y < s teljesiil, az eqyenesek pedig legyenek az x = c
és y = d egyenletid egyenesek, ahol 0 < c¢,d < s. Az illeszkedés legyen az euklideszi sikbeli

illeszkedés.
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4.0.12. Példa. Legyenek a pontok a K141 teljes paros grdf csicsai, az eqyenesek pedig
a graf élei. Eqy pont akkor illeszkedjen eqy egyenesre, ha a graf megfeleld csucsdt tartal-

mazza a megfeleld él.

Ky

A 4.0.11-es példa altalanositott négyszogének rendje (s, 1), a 4.0.12-esé (1,t). Kénnyen
belathato, hogy ha egy altalanositott négyszog valamelyik paramétere 1, akkor az izomorf

e két példa egyikével. Ha s = t, akkor a két példa egymés duéalisai.
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Az altalanositott négyszogek rendje nem lehet tetszéleges. Adott rendid altalanositott
négyszogek létezésének kérdése mar kis rendek esetén is nyitott probléma. Az 6sszes eddig

ismert altalanositott négyszog rendje a kovetkezsk egyike:

e (s,1) ahol s > 1;

(1,t) ahol t > 1,

(q,q) ahol ¢ primhatvany;
d (q,QQ), (¢%,q) ahol g primhatvany;

o (2, ¢%), (¢3,¢%) ahol q primhatvany;

(gq—1,q+1), (¢+ 1,9 — 1) ahol q primhatvény.

4.0.13. Tétel. Véges vastag dltaldnositott n-szog esetén minden egyenes ugyan annyi
ponttal és minden pont ugyan annyi eqyenessel dll reldcioban. Ha n pdratlan, akkor ez a

két szam megegyezik.

Bizonyitas.

Legyen S = (P, E,7) egy véges vastag n-szog, és legyen minden = € (P U E)-re:
N(z) ={y:y e (PUE) d(z,y) =1}

x szomszédos elemeinek halmaza.

Elgszor megmutatjuk, hogy |N(x)| = |N(y)|, ha d(x,y) = n, azaz = és y szomszédos
elemeinek szama megegyezik, ha a tavolsdguk n.

Legyen N(x) = {x1,22,..., 2k} és N(y) = {y1,y2, ..., Ym}. Ekkor d(z,y;) < n, mert a
paritasa kiilonbozik d(x,y) paritasatol. Ugyanakkor d(x,y;) > n — 1, mert a 4.0.5-ben
ismertetett haromszog egyenl6tlenség miatt d(z,y) < d(z,vy;) + d(yi,y) = d(x,y;) + 1.
Ezért d(z,y;) = n — 1 minden ¢ = 1,2,..., m-re. Ennélfogva minden i-r létezik egy z-et
és y;-t 6sszekotd, n — 1 hosszu egyedi C; : xZx;, T ... Ty; lanc.

Azt allitjuk, hogy ha i # j, akkor C;-nek és Cj-nek Osszesen egy kozos eleme van, ami az
x. Tegyiik fel ennek az ellenkezGjét, hogy létezik egy masik kozos 2z elem is, ami a két
lancban a felsorolasban az utols6 kozos elem. Ekkor d(z,y;) <n —2 és d(z,y;) < n — 2,

amiatt, mert a z egyarant egy bels6 eleme a C; és C; n — 1 hosszt lancoknak. Ebbdl az
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kovetkezik, hogy 27 ... Zy;ZyZLly;T ... 1z illeszkedési lanc egy j6 k-szog, ahol K < n—1. De
ekkor lenne 2 kiilonb6z6 z-t és y-t Osszekots k hosszi lanc az n szogben, ami ellentmond
Gn2-nek.

Mivel ¢ # j, amibdl kévetkezik, hogy x;, # x;,, ezért |N(z)| > [N (y)|.
Ugyan ezzel a modszerrel be tudjuk bizonyitani a masik iranyt is, hogy |N(z)| < |N(y)|.
Ebbdl kovetkezik |N(x)| = |N(y)].

Eddig megmutattuk, hogy egymastol n tavolsédgra 1évs elem esetén az allitas teljesiil, most

megnézziik mi van akkor, ha ez a tavolsag kisebb, mint n.

Legyenek P; és P, tetsz6leges pontok. Ha a tavolsaguk n, akkor az allitdst mar belattuk.

Tegyiik fel, hogy d(P;, P») = 2r < n, és legyen
PlIzl e Izr_llerzTHI. .. IZQT_1IP2

a két pontot 6sszekotd 2r hosszu egyedi lanc. § vastagsagabol adodik, hogy létezik egy
wZz, illeszkedés, oly modon, hogy z,_1 # w # z.41. S vastagsagabol adodik az is, hogy

van egy z.ZwZ ...v lanc, ahol d(z,,v) = n — r. Ez azt jelenti, hogy
PIlz... Iz, 1Iz,Twl...v

és
vl .. . wlz Lz, 1L .. . Lzo, 1 LP,

n hosszisagi lancok, melyek Gsszekotik Pi-et és v-t, valamint Po-t és v-t. Mivel d( Py, v) =
d(P,,v) = n, mert ha lenne egy h < n hosszusagu lanc P; és v kozott, akkor S tartalmazna
egy jO (h + n)/2-szoget, ami ellentmond 4.0.4-es definici6 Gn2-es axiéméajanak. Ezért
IN(P)| = [N(v)] = [N(P)].
Hasonl6é modon be tudjuk bizonyitani, hogy barmely két egyenes szomszédainak elemsza-
ma is ugyan annyi.
Végiil, ha n paratlan, akkor vegyiik P pont és [ egyenes tavolsagat d(P,l) = n. Igy
|N(P)| = |N(l)], ami bizonyitja a tétel masodik felét.

[ |

A kovetkezd tétel mutatja, hogy csak kevés n esetén beszélhetiink vastag n-szogekrsl.

4.0.14. Tétel. (Feit, Higman) Véges vastag dltaldnositott n-szogek akkor és csak akkor
léteznek, ha n = {2,3,4,6,8}.
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