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Bevezetés

A szakdolgozatom téméaja a Bayes-statisztika bemutatisa mindennapi alkalma-
zésokon keresztiil. A statisztikaban két {6 iranyzat létezik, a klasszikus, illetve a
Bayes-statisztika. Mindkét médszer mar évtizedek 6ta létezik, azonban az okta-
tasban, azon beliil is fGleg a felsGoktatasban a klasszikus statisztika van elGtérben.
Mindkét modszer jelentds képviseld taborral rendelkezik.

1997-ben egy vita is keletkezett arrol, hogy a fels6oktatasban mekkora szerepet
kellene adni a Bayes, illetve a klasszikus statisztikinak. A két modszer képviselsi
leirtak érveiket modszereik mellett. A klasszikus statisztika {6 képviselGje a vita-
ban D.Moore professzor volt. Szerinte csak a klasszikus statisztikat kellene oktatni
a felsGoktatasban.

Ervei kozott szerepelt, hogy a bayesi mddszereket a gyvakorlatban keveset hasznal-
jak, nincsenek kialakitva sztenderd modszerek és a feltételes valoszintség fogalma-
nak nehézsége.

Ezzel szemben a masik oldal a Bayes statisztika felsGoktatasban val6 oktatasat
képviselte. Szerintiik a fogalmi tisztazas miatt lenne fontos a Bayes statisztika ok-
tatasa. Tovabba azt allitjak, hogy szerintiik a klasszikus statisztika megzavarja a
diakokat, és nehéz megérteni, mivel inverz gondolkodas sziikséges hozza.

A vita 6ta egy harmadik allaspont is felmeriilt, miszerint az imént emlitett két
allaspontot parhuzamosan kellene oktatni. Ezaltal a didkok mindkét modszert lat-
hatnak egymas mellett (Vancso, 2005).

Jelen dolgozatomban a Bayes-statisztikat szeretném bemutatni alkalmazasokon
keresztiil.
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1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Bevezetés

A Bayes statisztika és a klasszikus statisztika kozotti kiillonbségek mar évtizedek
Ota jelen vannak, nagy torténelmi hatérrel rendelkeznek. A két iranyzat alapvetd-
en egymassal szemben all. A szembenéllas lényegében filozofiai alapi. A Bayes-
statisztikdban fontos beszélniink két alapfogalomrol, melyek a kovetkezdek:

e Prior eloszlas: A kisérlet elvégzése elGtti az illetd szubjektiv megitélése és
informéltsagan alapulé becslés.

o DPoszteriori eloszlas: A tapasztalati statisztika alapjan a priori eloszlas médo-
sulaséaval 1étrejott 0j eloszlas.

1.2. A feltételes valoszintliség és a Bayes-tétel

A kovetkezo részben egy rovid elméleti 6sszefoglald kovetkezik a tovabbiakban
hasznalni kivant jelolésekrdl, definiciokrol és tételekrdl, Wickmann: Bayes Statisz-
tika (1999) cimii kényve alapjan.

1.2.1. Feltételes valoszintiség

Es esemény E) feltétel melletti feltételes valdszintisége a kovetkezd:

P(E, N E,)

P(Ey) > 0 esetén (Wickmann 1999).

1.2.2. Bayes-tétel

Ha E; egy teljes eseményrendszer, akkor a feltételes valoszin(iség értelmében (Wick-
mann 1999):
P(B|E;)P(E;) P(B|E;)P(E:)

P(E;|B) = P(B) - Z;:l P(B|E;)P(E;)




1.3. Példafeladat

Nézziink meg egy példat a Bayes-tétel és a feltételes valoszintiség alkalmazasara.
Adott egy teszt, ami meg tudja allapitani 0.8 pontossaggal egy soférrél, hogy a vé-
rében az alkohol szintje milyen magas. Tehat a teszt pozitivat jelez az esetek 80%-
dban, ha a sofér ittas, és negativat szintén az esetek 80%-aban, ha nem ittas. Ha
pozitiv lesz az elsé teszt, akkor egy masodikat is alkalmaznak. A masodik tesztrdl
pedig azt tudjuk, hogy ha a sofér nem ittas, akkor biztosan negativat mutat, ha
pedig ittas, akkor csak az esetek 10%-aban hibazik. Tegyiik fel, hogy a rend6rok
altal megallitott soférok negyede ittas. Hatarozzuk meg annak a valosziniiségét,
hogy valaki ténylegesen ittas, feltéve, hogy mindkét tesztje pozitiv. (Migon és Ga-
merman, 1999)

1.3.1. A megadott adatok

Jeloljiik #-val a sofér allapotat. @ = 0, ha a sofér nem ittas és = 1, ha ittas.
Legyen z; = 0, ha az i-edik teszt negativ, és x; = 1, ha az i-edik teszt pozitiv.
(i =1{1,2}) A feladat alapjan a kdvetkezSket ismerjiik:

Mivel az elsG teszt pontossaga 0.8:
o Plap=1d=1)=08
e P(zy, =0/ =0)=0.8
Mivel a masodik teszt mindig kisziiri a nem ittasakat:
e P(zy=0/=0)=1
e Plzs=1|#=0)=0
Mivel a mésodik teszt csak az esetek 10%-aban hibazik az ittasoknal:
e Pl(z;=1|=1)=0.9
s Pz, =0=1)=10.1
A kérdés: P(@=1|zy =1,25=1) =7

1.3.2. Megoldas

ElGszor szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy valaki ittas, feltéve, hogy az
elsé teszt pozitiv.

Pl@=1Nz=1)
P(CE]Z )

El6szor szamoljuk ki P(xy = 1)-et. Tudjuk a feladatbol, hogy a rendérdk altal
megallitott soférok negyede ittas. Igy:

PO =1lz; =1) =

P(z;=1)=0.8-0.25+0.2-0.75 = 0.35



Igv a Bayes tétel segitségével:

0.8-0.25
Plb'= ilgg=1) = — 0.571
O=lm=1 =2 0mr02.07

Ebbél az kivetkezik, hogy, ha a teszt pozitiv, akkor annak az esélye, hogy valaki
nem ittas: P(6 = Olzy = 1) =1 —0.571 = 0.429. Az eddig kiszamoltakbél kiindul-
va nézziikk meg, hogy mekkora az esélye, hogy valaki tényleg ittas, ha a méasodik
tesztje is pozitiv.

Plzi=1,2:=1|8=1)- P(8=1)
Plzi=1a2:s=1)

Pl = llgi=1, 9= 1) =

A szamlaloban azok az esetek talalhatoak, amikor mindkét teszt pozitiv és valoban
ittas a sofér, a nevezében pedig altalanosan mekkora az esélye, hogy mindkettd
teszt pozitiv. Szamoljuk ki a nevezét:

P(ry=1,z,=1)=0-(0.429) + 0.9 (0.571) = 0.514
Igy a Bayes-tétel alapjan:

0.9-0.571

PO =1lz1 = 1,2 =1) = ———

Ezek alapjan lathatjuk, hogy 100% az esélye, hogy valaki ténylegesen ittas, ha
mindkét teszt pozitivot mutat. Ez az eredmény szépen kijott a Bayes-tétel alkal-
mazasaval, azonban érdemes megjegyezni, hogy szamolas nélkil is ra lehet jonni, a
jozan ész alapjan a megoldasra. Ugyanis ha a mésodik teszt pozitiv, akkor bizto-
san ittas a sofér, igy szamolasra nincs sziikség. Ezt onnan tudjuk, hogy a feladat
azt irja, hogy a mésodik teszt a nem ittasakra biztosan negativ eredményt hoz.

Ez eléggé idealizalt helyzet, ugyanis a val6sagban nem lehet 100% pontossdggal
kisziirni az ittasakat.



2. fejezet

A koronavirus és a tesztek
hatékonysaga

2.1. Bevezeto

A 2020-as év egyik legmeghatarozobb téméaja a koronavirus volt. Ez a téma min-
denkit érint az orszag- és a vilag nagy részén is. Mivel jelenleg is zajlik a jarvany,
igy teljesen pontos adatokkal nem tudunk még szdmolni, csak kozelité értékekkel.
Nézziik meg, a Bayes-statisztika milyen médon hasznosithatod ezzel a téméval kap-
csolatban.

A legtobb ember kivancsi arra, hogy mekkora a valoszintisége annak, hogy korona-
virusos, feltéve, hogy mar tesztelték is 6t, és a teszt pozitiv lett. T6bb fajta tesz-
telési modszer is létezik, mindegyik mas-mas elénnyel és hatrannyal rendelkezik. A
tovabbiakban harom kilénbo6zé tesztrdl fogunk beszélni. A valosagban tobb fajta
teszt is létezik, viszont az alabbi harom a leggyakoribb, igy ezekkel fogunk foglal-
kozni. Azonban miel6tt bemutatnank a teszteket, két alapfogalmat tisztézni kell.

2.1.1. Specificitas

LJAnnak a valoszintisége, hogy a diagnosztikus teszt értéke negativ lesz egy olyan
paciensen, akiben nem all fenn a vizsgalt betegség. A specificitas tehat azt jel-
lemzi, hogy a teszt milyen megbizhatéan azonositja azokat, akikben nem kéros a
vizsgalt paraméter."(Fidy & Makara, 2005)

2.1.2. Erzékenység

LAnnak a valoszintsége, hogy a diagnosztikus teszt értéke pozitiv lesz egy olyan
paciensen, akiben fennall a betegség. A szenzitivitas azt jellemzi, hogy a teszt mi-
lyen megbizhatoan detektalja a betegség fennallasat." (Fidy & Makara, 2005)

2.1.3. Fontos megjegyzés

Fontos megjegyezni, hogy az ilyen tesztek célja nem az, hogy a tesztalanynak mi-
nél nagyobb valoszintiséggel jelezzen pozitivat, ha ténylegesen fert6zott. A tesztek



legfobb célja a hamis negativak csokkentése, tehat azon esély csokkentése, mely-
nél a negativ teszteredmény esetén valojaban fert6zott a tesztalany, mivel a cél a
fert6z6k izolalasa, nehogy tévedésbdl el legyenek engedve.

2.2. A tesztek

2.2.1. A PCR teszt

A PCR teszt soran a tesztalany garatjabol és orr nyélkahéartydajabol vesznek min-
téat, az ott talalhato sejtekbdl. A mintat egy pélcika segitségével szerzik be tgy,
hogy azt a garatfalhoz és az orrjarat hatso részéhez nyomjiak. A mintavétel utan
nagyjabol 1-3 nappal késébb deriil ki az erediménye a vizsgalatnak. A vizsgalat so-
ran az alanytol vett mintabol a virus 6rokitGanyagat probaljak meg kimutatni. A
PCR teszt a legspecifikusabb és legérzékenyebb modszer. Mivel tobb helyen is vé-
geznek PCR vizsgélatokat, kiilonboz6 modokon, igy a pontos szenzitivitast és spe-
cifitast nem tudjuk megmondani, csak annyit, hogy koriilbeliil a teszt specifitasa
85-93% kozott, a szenzitivitdsa pedig 95-96% kozott van. Az egyszertiség kedvéért
a tovabbiakban szamoljunk 89%-os specifitassal és 95%-o0s szenzitivitassal. (Bilecz,
2020)

2.2.2. Rapid antitest teszt (,,gyorsteszt”)

A gyorsteszt legnagyobb elénye, ahogy azt neve is sugallja, hogy gyorsan végez-
hets. A tesztalany vérmintajat vizsgaljak, melyben a koronavirus specifikus ellen-
anyagait keresik. Az eredmény 15 percen beliil elkésziil. Rengeteg fajta gyorsteszt
létezik, viszont az egyszertiség kedvéért egy olyannal fogunk foglalkozni, amely-
nek a specificitasa 99% és a szenzitivitasa 60%. (Dimenzio-Med Egészségkozpont,
2020)

2.2.3. Rapid antigén teszt

A rapid antigén teszt soran a tesztalanytol léguti mintat vesznek. ElsGsorban a
nagy valdszintséggel fert6zott embereknél szoktdk hasznilni, ugyanis 6k a virus
S-proteinjét a legutak segitsegével tiritik ki. A teszt elvégzése itt is elég gyors, 15
percen beliil kész lehet az eredmény. A teszt specificitasat itt is 99%-nak fogjuk
mondani és az érzékenysége pedig 84-97,6% kozotti értékeket vehet fel, igy mi a
91%-ot fogjuk hasznalni. (Centers for Disease Control and Prevention, 2020)
Megjegyzés: Eredetileg a gyors, illetve a rapid antigén tesztet is ugy hirdették,

hogy 100%-o0s a specificitasuk. Azonban 100 helyett csak 99%-kal szdmolunk, ugyan-
is a Bayes-statisztika egyik alapelve, hogy minden értéket a (0,1)-bol valasztunk.

2.2.4. Megjegyzés a tesztek paramétereirdl

A PCR teszt esetében az érzékenység értéke magasabb a specificitias értékénél. A
masik két teszt esetében ez pont forditva van. Ez megfigyelheté mas virusokra ki-
fejlesztett tesztek esetében is, példaul a HIV virus esetében is (Peabody, 2019).

Ez a kiilonbség azért van, mivel a magasabb érzékenység kovetkezménye tébb fals
pozitiv eredmény, és hasonléan a magasabb specificitas kovetkezménye a tobb fals
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negativ eredmény. A két érték kozotti megfeleld egyensiily elérése a tesztek célja.
Ezért az egyes teszteket mas-mas alkalmakkor hasznaljak. A HIV virus tesztelése
esetében két tesztes megoldast alkalmaznak, ugvanis végrehajtanak egy magas ér-
zékenységi tesztet és egy magas specificitasu tesztet is. Az els6t azért, hogy minél
tobb fals negativat sziirjenek ki, majd a méasodik sordn minél tébb fals pozitivat
(Peabody, 2019).

A koronavirus esetében a PCR tesztet javasoljak egyéni, valamint kisebb kozossé-
gek tesztelésére. A rapid antigén tesztet olyan esetben javasoljak, amikor a pozitiv
eredmény valoszintisége varhatoan magas, ennek megerdsitésére. A gyorstesztet is
hasonlé felhasznélasra javasoljak, mint a rapid antigén tesztet (Synlab, 2020).

2.3. A tesztek hatékonysaga

Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy milyen hatékonyak az altalunk vizsgalt tesztek,
meg kell nézniink, hogy vajon hany fert6zott ember lehet a lakossag kérében. A
valoban fert6zott emberek szamat nem lehet megmondani, csak a beigazolodott
fertozotteket. Ugy becsiilik, hogy a valoban fertézottek akar tébb mint tizszer
annyian is lehetnek, mint a regisztralt fert6zottek. Oktober 8-4n az aktiv ferts-
zottek szama Magyarorszagon 23 088 {6 volt (Magyarorszag Kormanya, 2020).
Az orszag lakossiga (2019-es adatok alapjan) 9 772 756 f6.(Kozponti Statisztikai
Hivatal, 2020) Ezek alapjan a lakossag 23 088 / 9 772 756 = 0,24% -a regisztralt
fertézott. Tegyiik fel, hogy a valodi fertGzottek szama ennek tizszerese.(Havers,
Reed, Lim, Montgomery, Klena, Hall... Thornburg, 2020) Ebben az esetben a la-
kossdg ~ 2,5%-a fert6zott. A tovabbiakban meg fogjuk vizsgalni a tesztek haté-
konysagat egy 10 000 f6s populacion.

2.3.1. A PCR teszt

Tegyiik fel, hogy 10 000 PCR tesztet elvégziink véletlenszeriien a lakossag koré-
ben. A 2,5%-kal szamolva 250 {6 fert6zott a 10 000 f6bsl. Mivel tudjuk, hogy a
teszt érzékenysége 95%, igy konnyen ki tudjuk szamolni, hogy a 0,95 - 250 = 238
fonél lesz pozitiv a teszt és 12-nél pedig negativ. A 89%-os specificitashdl pedig
konnyen kiszamolhato, hogy 9750 - 0,89 = 8678 fénél fog a teszt negativat mutat-
ni, és 1072 f6nél pedig pozitivat. Ezt az alabbi abra is szemlélteti:
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Valosig
Pozitiv Negativ

Pozitiv

Teszt eredmény

Negativ

2.3.2. Rapid antitest teszt (,,gyorsteszt”)

Az el6z6 teszthez hasonloképpen 2,5%-os fertézottséggel és 10 000 fovel, valaming
a teszt 99%-os specificitasaval és 60%-os érzékenységével szamolva a teszt a 250-
bal 150 fénél fog pozitivat mutatni, és a 9750 f6bdl pedig 9653-nal fog negativat
mutatni.

Valésig

Teszt eredmény

2.3.3. Rapid antigén teszt

Szintén 2,5%-os fertézottséggel és 10 000 f&vel, valamint a teszt 99%-os specificita-
saval és 91%-os érzékenységével szamoltunk. Ebben az esetben a teszt 250-b6l 228
fénél mutat pozitivat, és 9653 fénél a 9750-bél negativat.
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Valosig
Pozitiv Negativ

Pozitiv

Teszt eredmény

Negativ

2.4. A tesztek megbizhatosaga

Ezek alapjan szeretnénk megtudni, hogy mekkora az esélye, hogy valaki ténylege-
sen fert6zott, ha pozitivak az egyes tesztjei?

A Wickmann (1995) Bayes-statisztika cimi konyv jelolései alapjan, jeloljik #-val a
tényleges egészségiigyi allapotot (tehat 6, — fert6zott és 6, — nem fertézott), és X
pedig legyen a teszteredmény (x = 0 negativ és x = 1 pozitiv).

A jelblések alapjan a kivancsiak vagyunk arra, hogy:

Neézziik meg ezt az egyes tesztekre.

2.4.1. A PCR teszt
A feltételes valoszintiség és Bayes-tétel alapjan:

_ P(6)P(z = 1(61)
P(6,)P(z = 1|6) + P(02) P(z = 1]6.)

A kovetkezd adatokat tudjuk:

P(6,) = 0.025
P(6,) = 0.975

P(x = 1/0,) = 0.95 (érzckenység)

P(z = 1|6,)-t pedig a feltételes valoszintiség segitségével ki tudjuk szdmolni:

Plx=1Nn6,)
Plz=1|6) = ———==0.11
(ZL‘ | 2) P(Gg)
A fenti adatokat pedig a Bayes-tételbe behelyettesitve a kovetkezot kapjuk:
0.025 - 0.95
P(6y|z = 1) 2 = 0.1851

= 0.025-0.95+ 0.975- 0.11
13



Lathatjuk, hogy ha a teszt pozitiv eredményt mutat, akkor is csak 19% esély van
arra, hogy ténylegesen fert6zottek vagyunk. Ez els6re meglepdnek tiinik, viszont
ha jobban belegondolunk ez az dra annak, hogy ha negativat mutat a teszt, akkor
99% eséllyel tényleg ne legyiink fertézottek.

2.4.2. Rapid antitest teszt (,,gyorsteszt”)
Az el6z6hoz hasonld szamoléassal:
P(z = 1|6,) = 0.6

P(x = 1]6y) = 0.01
P(th|z =1) = 0.6073

2.4.3. Rapid antigén teszt

Az el6z6hoz hasonld szamolassal:
P(z =1]¢,) = 0.91

P(z = 1]2) = 0.01
P(6y|z = 1) = 0.7015

2.5. Tobb teszt elvégzése

Ezck utan felmeriilhet a kérdés, hogy mi van akkor, ha egymaés utan készitiink

el tobb tesztet, akkor az vajon megbizhatobb eredményt fog adni? Nézziik meg,
hogy javit-e a meghizhatésiagon az, hogyha a gyorsteszt utan a masik két fajta
tesztet is elvégezziik. Tegyiik fel, hogy a gyorstesztiink eredménye pozitiv lett.
Mekkora esély van ekkor, hogyha elvégziink egy masik tesztet, akkor az is pozitiv
lesz?

2.5.1. Gyorsteszt utan PCR teszt

A Bayes-i gondolkodasnak megfelelGen fogunk eljarni. A gyorsteszt elGtt a priori
eloszlasunk a kovetkezé volt:

Pi(6,) = 0.025

Py(6y) = 0.975
Mivel a gyorsteszt pozitiv lett, igy az ebbdl kapott poszteriori eloszlast fogjuk a
kovetkezd kisérlet priori eloszldsanak hasznalni:

Py(6,) = 0.6073

Po(65) = 0.3927

Ha ezekkel az adatokkal végezziik el a kisérletet, akkor a kévetkezd poszteriori el-
oszlast fogjuk kapni:

Py(6,)Py(a = 1|6,) 0.6073 - 0.95

Ptz =1)
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Az eredmény 93,03%. ami elég magasnak mondhatd a 60%-hoz és az 19%-hoz ké-
pest is. Tehat ha két tesztet végziink, akkor az javitani fogja az eredményt. Néz-
zik meg hasonloan, hogyha egy gyorstesztet és egy rapid antigén tesztet végziink
el.

2.5.2. Gyorsteszt utan rapid antigén teszt

A gyorsteszt utéani poszteriori eloszlast most priori eloszlasnak hasznalva a kovet-
kezG lesz a kisérlet:

Py(6,) Py(z = 16, 0.6073 - 0.91
P(bilz=1) = = = (.940:
B0 ja=d) Py(01)Py(z = 1|6,) + P3(62) Py(z = 1]6) ~ 0.0673-0.91 + 0.3927 - 0.01 .

Lathatjuk, hogy az eredmény itt is javult.

2.5.3. PCR teszt utan rapid antigén teszt

Nézziik meg, hogy a PCR teszt eredményén tudunk-e javitani a Rapid Antigén
teszt segitségével.
A poszteriori eloszlasunk most a kévetkezé:

Py(65) = 0.81

Végezziik el a kisérletet most a rapid antigén teszttel:

Bbile=1) = Py(0,)Py(z = 1)01) + Py(02)Pa(z = 1]02) _ 0.19-0.91 + 0.81 - 0.01

= 0.9552

Lathatjuk, hogy jelent&s novekedést értiink el a két teszt egyméas utéani alkalma-
zasaval. Azaz két kiilonboz6 egymasutani pozitiv teszt utan mar tényleg nagy va-
loszintiséggel mondhaté, hogy fertGzott vagyok. De jegyezziik meg, hogy nem ez
a teszt elsddleges pozitivuma, hogy pozitiv esetben nagy eséllyel tényleg fertézott
vagyok-e, hanem az, hogy kisztirje potenciilis veszélyforrasokat.

2.6. Esetszam valtoztatas

A szamolés elején az oktober 8-i adatokkal szamoltunk. A tényleges fert6zottek
szamat pedig a tesztek altal megéllapitott fertdzottek szamanak tizszeresével be-
cstiltiik. Nézziik meg, hogvan valtozik a tesztek megbizhatosaga abban az esetben,
ha a tényleges fertézottek szamat az oktober 8-i allapot tesztek altal megallapitott
fert6zottei adnéak csak ki. Tehat ebben az esetben a ténylegesen fertézottek szama
a lakossag 0.24%-a.
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2.6.1. Ha kevesebb a ténylegesen fert6zott

Az eléz6ekben latott szamolasok alapjan nézziik meg mekkora az esélye, hogy fer-
tézottek vagyunk, ha az egyes tesztek pozitivat mutatnak:

a) PCR teszt esetében: P(f;|z = 1) = 0.0214
b) Gyorsteszt esetében: P(6;|x = 1) = 0.1304

¢) Rapid antigén teszt esetében: P(6]|z = 1) = 0.1869

2.6.2. Ha tobb a ténylegesen fert6zott

Erdemes ezek utan megvizsgalni azt is, hogy mi térténik abban az esetben, ha né-
veljiik a ténylegesen fert6zottek szaméat. November 10-én az aktiv fertézottek széa-
ma hazankban 88 737.(Magyarorszdg Korménya 2020) Ez a lakossag 0,91%-a. A
valodi fert6zottek szaméahoz, ha megint a tizszeres becslést alkalmazzuk, akkor a
lakossag 9,1%-at mondhatjuk fertézottnek. Nézziik meg, hogy alakulnak az ered-
mények ezekkel az adatokkal szamolva.

a) PCR teszt esetében: P(f|x = 1) = 0.4638
b) Gyorsteszt esetében: P(6:]z = 1) = 0.8571

¢) Rapid antigén teszt esetében: P(6;|z = 1) = 0.901

2.7. Kérddiv a koronavirus tesztek megbizhatosaga-
rol
2.7.1. Kérdések

A szakdolgozatomhoz kapcsoloddan készitettem egy kérddivet, az eddig targyalt
témaval kapcsolatban. A kérddivet 2020.10.28. és 2020.11.04. kozott lehetett ki-
tolteni. Ez id6 alatt 117 valasz érkezett. A kitolték sajnos nem reprezentaljak a
teljes lakossagot, igy az eredményeket dvatossaggal kell kezelni. A kérdéiv sordn az
adatfelvételen kiviil hat kérdést tettem fel, melyek a kovetkezdk:

e Mit gondol a PCR teszt a ténylegesen fertézottek hany szazalékat mutatja
pozitivnak?

e Mit gondol a gyorsteszt a ténylegesen fert6zottek hany szazalékat mutatja
pozitivnak?

e Mit gondol a rapid antigén teszt a ténylegesen fert6zottek hany szazalékat
mutatja pozitivnak?

e A PCR tesztnél ha pozitiv eredményt kap, mit gondol mekkora a valészin-
sége, hogy tényleg fertézott?

e A gyorstesztnél ha pozitiv eredményt kap, mit gondol mekkora a valosziniisé-
ge, hogy tényleg fertdzott?

e A rapid antigén tesztnél ha pozitiv eredményt kap, mit gondol mekkora a
valoszintsége, hogy tényleg fert6zott?
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2.7.2. A kitolték adatai

A kitolt6ktol a kovetkezé adatokat kértem el:
e Eletkor
e Legmagasabb iskolai végzettség
e Foglalkozas

e Legmagasabb fokt matematikai tanulméany

Adja meg az életkorat: Adja meg legmagasabb iskolai vegzettseget:
117 valasz ® 15 it 117 valasz
® 18-25 @ & altaldnos
® 26-45 @ Szakiskola
® 46-65 @ Szakgimnézium
@ 65 folott @ Erettsagi
@ Faiskola
@ Egyetem

Adja meg, hogy jelenleg mivel foglalkozik: Adja meg a legmagasabb foki matematikai tanulmanyat:

117 vdlasz 117 védlasz

® Diak

@ Dolgozo @ Altalénos iskolai szint

@ Nyugdijas @ Kbzep szintl érettségi szint
@ Egyéb (pl: munkandlkili, GYES, stb._) @ Emelt szintil érettségi szint

@ Egyetemi szint

A fenti dbrak alapjan jol lathato, hogy a kitolték nagy része 46-65 év kozotti, va-
lamint a kitolték tobbsége egyetemi szint{i matematikai tanulmannyal rendelkezik.
Ezek alapjan érdemes megvizsgalni, hogy vajon mennyire kiilonb6z6 eredménnyel
toltottck ki a matematikaban kevésbé jartas és a matematikaban jartas kitolték a
kérdsivet. Ez alapjan nevezziik a tovabbiakban egyes csoportnak, akik legfeljebb
kozép szint( érettségi szint matematika végzettséggel rendelkeznek, és kettes cso-
portnak, akik emelt szinti érettségivel, vagy egyetemi szintd matematikai végzett-
ségeel rendelkeznek.

2.7.3. Az eredmények

Az elsé harom kérdés az egyes tesztek érzékenységére utalt. A PCR teszt esetében
én 95%-kal szamoltam. Az egyes csoport altal irt vélaszok atlaga 70,6%, a kettes
csoport altal frt valaszok atlaga pedig 81% lett.
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A gyorsteszt esetében én 60%-os érzékenységeel szamoltam, az egyes csoport atla-
ga 61,7%, a kettes csoport atlaga pedig 67,4% lett.

A rapid antigén tesztnél pedig 91%-os érzékenységgel szamoltam, az egyes csoport
atlaga pedig 57,8% lett, a kettes csoporté pedig 63,1%.

Ezutan kovetkeztek azok a kérdések, melyeknél azt kérdeztem, hogy ha pozitiv
eredményt mutat a teszt, akkor mekkora valoszintiséggel vagyunk tényleg fert6zot-
tek.

A PCR teszt esetében én 18,5%-ot szamoltam ki. Az egyes csoport 74,5%-ot, a
kettes pedig 80,75%-ot irt.

A gyorsteszt esetében 60,7%-ot szamoltam, az egyes csoport 60,5%-ot irt, a kettes
pedig 69,9%-ot.

70,2% lett a rapid antigén teszt esetében az eredményem, mig az egyes csoport itt
60,7%-ot, a kettes pedig 65,6%-ot irt.

2.7.4. Az eredmények kiértékelése

A beérkezett valaszok alapjan tigy tinik, hogy a kettes csoport mind a hat kér-
désnél magasabb szézalékokat irt. A legjobban kitiing eredmény a PCR tesztnél
alakult ki. Az altalam a Bayes-tétel segitségével kiszamolt 18,5%-kal szemben, a
valaszadok 74,5%, illetve 80,75%-ot irtak be. Ez a nagy kiilonbség valosziniileg
azért van, mivel mostansag az van a koztudatban, hogy a PCR teszt a legmegbiz-
hatobb. Ez alapjan és a jozan ész alapjan az emberek azt mondhatjak, hogy ak-
kor biztos az a teszt fogja megmondani a legtébb esetben azt is, hogy ténylegesen
fert6zott-e az illetd, ha pozitiv a teszt. Ezt a valaszok is tiikrozik, ugyanis mindkét
csoportnal a PCR teszt esetén adték a legnagyobb értékeket. A kiszamolt 18,5%
pedig megmutatja, hogy nem mindig érdemes a jozan esziinkre tdmaszkodni.

2.7.5. A tobbi teszt

Ezek utan jogosan meriilhet fel benniink a kérdés, hogy akkor a masik két teszt
miért hoz jobb eredményt, mint a PCR teszt, ha a PCR teszt a legmegbizhatébb.
ElsG sorban erre a valasz az, hogy a PCR teszt nem a legmegbizhatobb, hanem

a legérzékenyebb teszt. Masrészrdl pedig ha megvizsgaljuk a gyorsteszt, valamint
a rapid antigént teszt paramétereit, akkor lathatjuk, hogy a specificitast tekintve
mindkettd jobb, mint a PCR teszt. Az adatok hitelessége miatt viszont kétsége-
sek a kiszamolt eredmények. A legtébb az interneten megvasarolhato gyorsteszten
nem talalhatéak meg czck a paraméterck, vagy pedig az altalunk szamolt adatok-
hoz hasonloakrol szolnak, vagy nem rendelkeznek diagnosztikai mindsitéssel. Ezek
alapjan el6fordulhat, hogy a valésagban a gyorsan elvégezhetd tesztek (gyorsteszt
és rapid antigén teszt) paramétereinek értékei alacsonyabbak. Ezek alapjan termé-
szetesen a kiszamolt értékek is csokkennének, de mivel konkrét adatokkal jelenleg
nem tudunk szamolni, ezért a fellelhetd adatokboél szamoltam.
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2.8. Konkluzid

Mivel jelenleg is tart a jarvany, igy sok bizonytalansaggal kell szamolnunk a tesz-
tekkel kapcsolatban. A valos adatokat pontosan nem tudjuk, és a tesztek teljesit-
ményeérdl is csak koriilbeliili fogalmunk van. Ennek ellenére allithato, hogy a PCR
teszt a legérzékenyebb az 6sszes koziil, és ha valakinél felmeriil a fertézés gyani-
ja, akkor érdemes elvégezni nala azt. A kiszamolt eredmények alapjan lathattuk,
hogy nem szabad mindig pusztin a megérzésiinkre tamaszkodni. A joézan ész és a
matematika szerint kell eljarnunk, ha a valésaghoz kézelebbi eredményt szeretnénk
kapni.

19



3. fejezet

A hanglemez keresked6

3.1. Alapprobléma

A hanglemez kereskeddnek felajanlanak 1000 db hanglemezt, 10 euré/db éaron.
(Feltételezhetjiik, hogy ez a raktar és a munkakoltségi arat is tartalmazza). A
hanglemezeket 15 eurd/db dron tudja eladni. A hibas hanglemezek ardanya isme-
retlen. A kereskeddnek két valasztasi lehetdsége van. Az elsd, hogy atvegve a szal-
litmanyt, a masodik, hogy F széllitasi vallalat ajanlatat elfogadja. F szallitot a
keresked§ méar rég 6ta ismeri, és tudja, hogy az 6 szallitmanyaban nem talélha-

t6 selejt. Ha a kereskedd a méasodik lehetGséget valasztja, akkor 2000 eurd biztos
nyereséggel szamolhat. A dontés el6tt az ismeretlen szallité arujabol 75 lemezt
megvizsgalhat a kereskeds. Vajon melyik déntés fog nagyobb nyereséget hozni?

3.2. A Bayes-elvrél Altalanosan

A Wickmann (1995) konyvbél idézve:

3.2.1. A Bayes elv diszkrét esetben
LAdott]...]:

1. az A = {a;]1 < i < T} halmaz, amely az adott szituaciéban lehetséges, egy-
mast kizaré a; cselekvéseket tartalmazza; A az tn. cselekvés- vagy dontéstér;

|A| = Z;

2. az Q = {F;|]1 <i < J} halmaz, amely J darab egymast kizaro, lehetséges
E; eseményt és egy P(E;) valosziniiségeloszlast tartalmaz;
3. a g;(E;) nyereségfiiggvények ugy, hogy az a;-hez tartozo eg; érték eg = Z;zl g(E;)P(E;),
ahol Z}Ll P(E;) = 1 alapjan adott." (Wickmann 1995, p.58)
Azt az a. € A cselekvést kell valasztanom, amelyre teljesiil (Wickmann 1995,

p.58):
£g. = maz{eg;}.

20



3.2.2. A Bayes tétel folytonos esetben

A folytonos @ eseménytérre vonatkozo Bayes-tétel az f(60|x) poszteriori stirtiség-
fiiggvényre.(Wickmann 1995, p.67)

f(0)P(x|0)
f(6lz) = Jy [(0)P(x|0)do

3.2.3. A Bayes elv folytonos esetben

A diszkrét esethez hasonléan itt is maximalis nyereségii a.-ot kell vilasztanunk.
Azonban itt J darab szorzat Osszege helyett itt az Osszes lehetséges 0-t kell ven-
niink, melyet a #-n valé integralassal tudunk kifejezni. (0 = {6;|j € {1,...,J}}
diszkrét esetben, és most 8 = [0, 1] és p egy # beli valos szam.) Igy (Wickmann

1995, p.67):
9= [ 9i)f6lo)d0

3.3. A feladat megoldasa

A feladat megoldasa a Wickmann (1995) kényv alapjan. Legyen p a selejtek aréd-
nya az ismeretlen szallito szallitmanyaban. Legyen g, és g a nyereségfiiggvények
az egyes esetekben.
g1(p) = 1000 - 15 - (1 — p) — 10000 = 5000 — 15000p
g2(p) = 2000

A Bayes-elv hasznalatdhoz a kévetkez6 feltevésekre van sziikségiink:

o Tegyiik fel, hogy az 1000 db hanglemez kozott a selejtes hanglemezek egyen-
letes closzlast kovetnek. Ekkor f(p) = 1.

o Mivel véletlenszertien vilasztunk ki 75 db lemezt a vizsgilat céljara, igy ez
egy Bernouilli-kisérlet lesz. Tehat a megvizsgalt n = 75 lemez kozott k db
lesz selejtes.

A folytonos esetre vonatkozo Bayes-tétel segitségével meg tudjuk hatarozni a posz-
teriori stirtiségfiiggvényt.

fplk) = (P)) ( ) ( p)”_k pk‘(l - p)n—k

fu (ppr P)"_kdl’ f jadt y—kdp

A f %(1 — z)dz = m Osszefiiggés segitségével a kifejezés atalakithato a
kO\«CtkCAOlC

0K = g (L=

Az eddigiek alapjan a nyereségfiiggvénytink pedig a kivetkezd alakot veszi fel:

1
£gi = /ﬂ 9i(p) f (p|k)dp
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Mivel nem tudjuk k& mekkora értéket vesz fel pontosan, igy a megfelel6 dontés ér-
dekében meg kell hataroznunk azt a c kiiszobszamot, ami felett mar a masodik
valasztési lehetGség fog nagyobb nyereséget hozni.

Helyettesitsiik be k = c-t!

f(ple) = Hp‘(l ez

Ekkor a nyereségfiiggvény a kovetkezs:

1
. (H—{—].), c n—c
Egl—£ (5000 150001))0!(?1_0)!;)(1 p)*%dp
1 1
(n+1)! - ]’ (n+1)! . S
— . (1 — p)—¢ - 15 B L+11_.n(.d
-[u sl cl(n —(:)!p{ B 0 xR (:!('.f.t—(,‘)!p (1-p) 3
_ (n+ 1)! /“ . » o (n+1)! /1 , ~
o - ne(1 — n(.d — 15( - o 1_,ncd.
Ll clin—c)! Jy p"(1-p) el cin—c) Jy P (1-p) P
| J . (n — el _ I : 1+ (n—c)
— 5000 m+1)}  d-(n=0) 15000 (m+1)!  (e+)-(n—c¢)
cdin—c)! (e+n—c+1)! cdin—c)! (c+14+n—-c+1)!
— 5000 — 15000 - <
9 = n+2
Tegyiik egyenlGvé gy és £go-t.
€01 = £42
4+ 1
5000 — 15000 - < = 2000
n+2
e+1 1
n+2 5
n = 75-re
c=14.4

Ez azt jelenti, hogy k < 14 esetén érdemes a; szallitmanyt valasztani, egyébként
as-t.

3.4. n valtoztatasa

Erdemes megvizsgalni mi torténik akkor ha valtoztatjuk a lemezek mintavételének
szamat. A feladatban nem szerepel, hogy a mintavétel koltséggel jarna-e.
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3.4.1. Ha ingyenes a mintavétel

Ha semmilyen koltséggel nem jar a mintavétel, akkor azt ahogyan az alabbi abran
is lathatjuk, minél nagyobb az n értékiink, annal nagyobb lesz a ¢ érték is, tehat
nagyobb mintavétellel pontosabb értéket kapunk ¢ meghatéarozéasakor. A hényado-
suk pedig kozeliteni fog p-hez.

C

15 4

10 1

mn

ZI(] 4ICI EII’.'I BIO l(l)(]
Viszont ez a valosdgot nem tiikrozi, ugyanis a mintavétel a valéosagban altalaban

nem koltségmentes.

3.4.2. Ha a mintavétel nem ingyenes

Legyen [ a koltsége minden egyes mintavételnek.
Ez altal az eredeti nyereségfiiggvényiink a kovetkezéképpen modosul:

g1(p,n, 1) = 5000 — 15000p — n - I
ga(p,m, 1) = 2000

c+1
n -+

eq1(p, n,l) = 5000 — 15000 - —n-l

Tegyiik fel, hogy | = 5. Hasonlitsuk Gssze a két nyereségfiiggvényt, hogy mikor lesz

EQL = €G2 .
C

5000 — 15000 - 5~ 5 > 2000

n +

3000 > 15000 -

e+ 1
1+ 2
3000n + 6000 > 15000¢ + 15000 + 5n° + 10n
—15000¢ > 9000 + 5n2 — 2990n
9 n? 2990n

c< —— —

"= 715 " 3000 ' 15000

+ 5n
T
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A fenti abra alapjan lathato, hogy mely tartomanyban lesznek a szamunkra nye-
reséges kombinaciok. A gorbe alatti teriileten lesz t6bb mint 2000 a nyereségiink.
A fliggvény a maximumat 299-nél veszi fel. Ebbdl azt a kovetkeztetés vonhatjuk
le, hogy n-et nem érdemes 299 f6lé novelniink, ugyanis akkortol ¢ értéke elkezd
csokkenni. Ez azért érdekes, mivel feltételezhetjiik, hogy tobb selejtes minta lesz
299-nél tobb mintaban, mint 299-nél kevesebb mintaban. Viszont a maximalis c
érték n = 299 folott mar csokken, igy ha n = 299-nél még hezitdlunk a nagyobb
mintavétellel, akkor tudhatjuk, hogy méar biztosan nem érdemes tovabb menni.
Igy a tartomanyunk lesztkiil [1,299]-re.

Ezutan érdemes megnézniink, milyen viszonyban van az ingyenes mintavétel altal
kapott fliggvény és a nem ingyenes mintavétel altal kapott fliggvény.
C
60 1
50
40 1
30

20 4

10 A

n

50 100 150 200 250 300

Az abrardl konnyen leolvashato, hogy a két fiiggvény kozotti kiilonbség n novelésé-
vel egyre csak novekedni fog. Ez szamunkra azért érdekes, mivel ha a két fiiggvény
"kozel" van egymashoz, akkor a mintavételi koltség kicsi, és minél tavolabb van-
nak egyméastol, annal nagyobb ez a koltség. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy n-et
addig érdemes novelni csak, amig a mintavételi koltség kicsi, tehat a két fliggvény
"kozel" van egyméashoz. De pontosan mit értiink "kicsi" alatt? Ehhez nézziik meg
a két fliggvény kiilonbségét. Vonjuk ki egymasbol a két fiiggvényt.
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Az igy kapott kiilénbségfiiggvény megmutatja, hogy melyik n értékhez mekkora
c-beli kiilonbség lesz a két fiiggvény kozott. Azt tudjuk, hogy ha noveljik n-et,
akkor a mintavételi koltség miatt csak a kisebb ¢ értékek lesznek méar szamunk-
ra elfogadhatéak. Ezt az el6z6 abran is lathatjuk. Mivel szamunkra esak a kisebb
¢ értékek lesznek elfogadhatoak, igy csokkenni fog a valészintisége annak, hogy a
szallitmanyt at tudjuk venni, mivel kevesebb selejtet engediink meg csak ekkor.
Igy nem érdemes tl nagy n-et nézniink, mert akkor ¢ nagyon le fog csokkenni,
azonban valamennyi mintat muszaj venniink, hogy megtudhassunk valamit a szal-
litmanyrdl. Igy a kiilonbségfiiggvény segithet abban, hogy eldéntsiik, hogy mekko-
ra maximalis ¢ csokkenésig vagyunk hajlandéak elmenni.

Ha azt mondjuk, hogy a maximaélis ¢ érték csak 1-gyel esokkenhet, akkor a kiilonb-
ségfiiggvénybe ¢ = 1-et helyettesitve megkapjuk, hogy akkor n = 53-ig mehetiink.
Ebben az esetben informaciot is kapunk a szallitmanyrol és a mintavétel koltse-

ge még nem is befolydsolja nagyon a végeredményt. Ennek alapjan egy 50 koriili
mintavétel j6 dontésnek tiinik.
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4. fejezet

A gyumolcskereskedé példaja

4.1. Alapprobléma

Ez a feladat az el6z6 fejezetben targyalt hanglemez kereskedd példajanak folyta-
tasa. Az eddigiek sordn a Bayes-elv alapjan mindig a legjobb a, € A cselekvést
akartuk valasztani, ahol A véges sok 7 esemény halmaza volt. A hanglemez keres-
ked6 példajaban Z = 2 volt, viszont most vizsgiljuk meg azt az esetet, ha a le-
hetséges események halmaza nem diszkrét, hanem folytonos. Ez alapjan a vizsgalt
probléma a kovetkezs: Egy gyiiméleskereskedd azon gondolkodik, hogy mennyi na-
rancsot rendeljen a kévetkez6 hétre. A narancs romlandé, igy egy hét utdn mar
nem lehet eladni. Jeldljiik a-val a kereskedd altal megvasarolt készletet, z-szel pe-
dig a keresletet. Tegyiik fel, hogy a felvasarlasi és eladési ar aranya 1:4. Ekkor a
kovetkezd folytonos nyereségfiiggvényt kapjuk:

(6.8) dz —a, hazr<a
gla,z) =
— 3a, ha x> a

Hatarozzuk meg azt a legjobb a, értéket, amire a kereskedd az adott kereslet-
kindlathoz mérten a legnagyobb nyereségre tesz szert (Wickmann 1995).

4.2. Feladatmegoldas

4.2.1. Becslés a keresletre

A feladat megoldasa a Wickmann (1995) kényv alapjan. A gyiiméleskereskedd
ezenkiviil még egy becslést is adott a keresletre. Azt mondta, hogy a kozepes ke-
reslet 1000, és a kozepestdl valo pozitiv és negativ eltérésnek azonos a valészindse-
ge, nagyjabol nyole hét alatt egyszer fordul els, hogy legfeljebb 500-at tud eladni.
Tegyiik fel, hogy f (kereslet) most normalis eloszlast kovet. Igy kiszamolhatjuk a
striiségfiiggvényt: fy (x|, o). A kozepes kereslet 1000, igy legyen ¢ = 1000. o
pedig a keresked$ elmondéasa alapjan megallapithato a tapasztalatok alapjan. A
legfeljebb 500-as kereslet igy nagyjabol . A standardizalt normalis eloszlas alap-

jan, az inverz fliggvény segitségével megkapjuk, hogy z(F = 0.125) = —1.15. Mivel
=L =21gyo= % ~ 435. Tehat o = 435-tel szamolhatunk.
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4.2.2. Veszteségfiiggvény

Az el6zb alfejezetben meghatarozott nyereségfiiggvényiink atalakithato egy vele
ekvivalens nyereségfiiggvénnyé:

Gekv = g(a, ) — ¢'(2)
Ahol ¢'(x) = 3z az a = x helyettesités alapjan. Az ekvivalensségrol részletesen a
Dieter Wickmann Bayes statisztika 133-ik oldalan lehet olvasni. Ez alapjéan:

dr—a—-3zx=-1(-z+a), hazx<a
Geko(a,7) =
3a— 3z =—-3(x —a), hax > a

Ebbél az elGjelek megforditasaval az s(a, z) veszteségfiiggvény jon létre:

a— 1z, haz <a
sla;x) =
3(x—a), haz>a

Ez a veszteségfiiggvény altalanos formaban is felirhato.

(a,0) kr(a—0), haf<a
s(a,0) =
' k(@ —a), ha>a

A Fy a talbecsiilés ardnyossagi faktora, a k) pedig az aldbecsiilés aranyossagi fak-
tora. Ezek alapjan szeretnénk meghatarozni a £s minimumat.

es = /e s(a,0) - f(6)do

A Wickmann (1995) kényv 135 és 136-ik oldalain a részletes levezetés megtalalha-
t6. A levezetés utan:

es = (ky + ky)aF(a) — kya — (ky + k) d(a) + krop(0,) — kyo(6,)

Ahol, ¢ 6 valamilyen fiiggvénye, ez szamunkra most nem érdekes. A minimum &s
a szerinti derivaltjat 0-val egyenl6vé téve adodik.

%53 =kt +k)(1-F(a)+a- fla)) —k — (kt+k)o(a) = (kt + k) F(a) — k

Ha ezt egyenlévé tessziik nullaval, akkor:

A'TL
F(a,) =
( ) kT + kl
Az altalunk kapott értékeket behelyettesitve:
Fn(a.u,0) = S 0.75
N Qx| T ) = 1+3_ " ]

Innen a. kiszamolhato:
a, = F5'(0.751000, 435) = 1293

Igy megkaptuk, hogy 1293 adag narancs vasarlasa esetén lesz a kereskedd nyere-
ségfiiggvénye a legnagyobb.
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4.3. Mennyi is az annyi?

Az el6z6 alfejezetben megallapitottuk, hogy 1293 adag narancs vasarlasa esetén
lesz a kereskedd nyereségliiggvénye a legnagyobb. De mekkora is ez a nyereség?
Mekkora a kiilonbség akkor, ha a kereskedd a jelenleg altala meghatarozott heti
1000 adagot rendeli?

4.3.1. A nyereség kiszamitasa
ElGszor is szeretnénk meghatarozni, hogy mekkora lesz a kereskedd nyeresége, ha

1293 adag narancsot rendel. A nyereségfiiggvényiink a kiovetkezs 4.1. alapjan:

egla) = / (4z — a) fn(x)dz +/ (3a) fn(x)dx

—0Do

Ezt az integralt kell kiszamolnunk a = a, = 1293-ra.

eg(a) = 4 / m 2fv(@)ds — a f_ m In(@)dz + 3a / " fe(@)da

A maésodik és harmadik tag konnyen kiszamolhato:

/ | Ina)de = Fi(a)

/m f\,r(’lf)dﬁ.’,' =1- ‘F-"L'(a')

Az els6 tagot pedig a kovetkezd helyettesités segitségével szamolhatjuk ki:

=t 'u..’t? =u+oz,dr=o0dz, z, = uﬂff\'(z) =ofn()
= od

Valamint hasznaljuk a fy(z) = f. és fn(z) = f. jeloléseket. Igy:

zfn(z)dr = ,u +oz)e 2 dz
/w ' r

__‘2
¥ dz

== #F za

\/E
= ;UFz(za) - Ufz(za) = ,[LFJ,((I,) - sz,;(a)

Igy behelyettesitve Fola.) = %-t, w = 1000, ¢ = 435-t, valamint f,(a, = 1293) =
7.3-107* a kovetkez6t kapjuk:

3 3 1
eg(a,) = -(1000 - 7~ 435 52.7.3:10™%)— 1293 (4)+3-1293-522447

Tehat a kereskedd heti nyeresége ebben az esetben 2447.
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4.3.2. Atlagkereslet szerinti nyereség

Ha az a = 1000 értéket helyettesitjiik be az el6z6 alfejezetben kiszamoltakba, ak-
kor a kivetkezdt kapjuk:

F(1000) = 0.5, s = 1000, 0 = 435, f,(1000) = 9.17 - 10~

:

1 . 1
eg(a = 1000) = 4- (1000 - 5 —435*-9.17-107") — 1000 (3) +3- 1000 -  ~ 2306

Ezek alapjan a kereskedd 2447 — 2306 = 141 egységgel keresne tobbet, mintha

az atlagkereslet szerint valasztana a heti rendelését. Ez az egység a valosagban
valamilyen pénznemet jelent (euré, forint, stb.).
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5. fejezet
A gombak

5.1. Alapprobléma

A Bayes statisztika egy mésfajta alkalmazasat lathatjuk a kévetkezd probléma so-
ran. Tegyiik fel, hogy adott egy adatbazis, melyben gombak vannak felsorolva.
Minden gombanak t6bb kiilonboz8 paramétere van. Szamunkra most a legfon-
tosabb az lesz, hogy ehetd-e a gomba, vagy sem. Az eddigi adatok alapjan jos-
last szeretnénk arra adni, hogy ha megnéziink egy 1j gombét, ami nines benne az
adatbézisban, akkor az ehet® lesz-e vagy sem. A probléma Vancsé Odon és Princz
Péter Integrating elements of data science into highschoool teaching: Naive Bayes
classification algorithm, and programming in Python cimi cikkiik alapjan meriilt

fel.

5.2. Naive Bayes osztalyzas

5.2.1. Fiiggetlenség

A Naive Bayes osztalyoz6 nevében a "Naive" kifejezés arra utal, hogy fiiggetlen
attribatumaink vannak, és azokat hasznaljuk az osztalyozas soran. Erdemes meg-
emliteni, hogy az osztalyozo egészen jol miikodik akkor is, ha nem fiiggetlenek az
attribatumok. A Naive Bayes féle osztalyzo az osztalyra vonatkozo feltételes valo-
szintiséget becsiili meg, feltéve, hogy az attributumok feltételesen fiiggetlenek.

d
P(X|Y =y) = [[P(XilY =)
i=1
ahol X = {Xj, Xy, ..., X4}. (Tan, Steinbach & Kumar, 2006)

5.2.2. Az osztalyozasrol

Adott egy adathalmaz attributumokkal (Ay, As, ..., A,). A célunk az, hogy megjo-
soljuk a C' osztalyt, pontosabban, hogy melyik C-re a P(C|A,, As, ..., A,,) a legna-
gvobb. Ezt a Bayes tétel segitségével a kovetkez6képpen tudjuk megtenni:

P(Ala AQ: reey A?I C)P(C)
P(Aq, A, ..., Ay)

P(C|Ay, As, ..., Ay) =
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P(C|A4, As, ..., A,)-t maximalizélasa ekvivalens azzal, ha olyan C-t valasztunk,
ami maximalizalja P(A;, As, ..., A,|C)P(C)-t.

P(Ay, Ay, ..., A,|C)-t ki tudjuk szamolni, mivel feltettiik, hogy fiiggetlenek az att-
ributumok. Igy:

P(Ay, A, ..., A,|C) = P(A,

Cj)P(A,

Cj)...P(An|Cj)

(Tan, Steinbach & Kumar, 2006)

5.3. A feladat

5.3.1. Az adathalmaz

Az adathalmaz, amit a jéslasunkhoz szeretnénk felhasznélni, a kaggle.com-rél szar-
mazik. Ezen az oldalon rengeteg adathalmaz talalhato, melyeket adatbanyaszat-
hoz szoktak hasznalni. Jelen esetben az adathalmazunk 8124 sorbél és 24 oszlop-
bol all. A sorok tartalmazzak az egyes gombéakat, az oszlopok pedig a gombéak tu-
lajdonsagait (méas néven attribitumait) tartalmazzak. (Megjegyzés: Az dbran nem
az Osszes oszlop lathato)

class S;:El; sur;:z c;igr_‘ bruises odor n:;;gr ri;g; ;5:::: population habitat
color

0 p X 5 n t p (o] p k s u

1 e X S y t a [} p n n g

2 € b 5 w t I 0 p n n m

3 p X y w t p 0 p 4 s u
4 e X s g f n 0 e n a g
8118 e K S n f n 0 p b c |
8120 € X ] n f n 0 p b v I
8121 e f 5 n f n 0 p b c |
8122 p k y n f y o € w v I
8123 = X s n f n 0 p ) c I

Az elsd oszlopban lathatjuk a gombak osztalyba sorolasat. Ez két fajta lehet, ehe-
t6 (e), vagy mérgezé (p). A tovabbi oszlopok pedig a gomba tovabbi tulajdonsaga-
ira vonatkoznak, példaul a gomba kalapjanak alakja, a kalap bdre, a kalap szine, a
gomba illata, el6forduléasa, stb.

Azonban mivel az adataink széveges karakterként vannak megadva, igy elGszor
ezeket a karaktercket at kell konvertalnunk szamma, hogy kénnyebben dolgozhas-
sunk veliikk. (Megjegyzés: Az dbrén nem az Osszes oszlop lathato)
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cap- cap- cap-

ring- ring-

spore

class shape sirfice color bruises auber  type pzigg; population habitat
0 1 5 2 4 1 1 4 2 3 5
1 1] S 2 9 1 1 4 3 2 1
2 0 0 2 8 1 1 4 3 2 3
3 1 b 3 8 1 1 4 2 3 5
4 0 5 2 3 0 1 0 3 0 1
8119 0 3 2 4 0 1 4 0 1 2
8120 0 5 2 4 0 1 4 0 4 2
8121 0 2 2 4 0 1 4 0 1 2
8122 1 3 3 4 0 1 0 7 4 2
8123 0 5 2 4 0 1 4 4 1 2
5.3.2. A moédszer bemutatasa
A modszert az adathalmazunk egy leegyszertisitett verziojan mutatom be. 6 osz-
lopot fogunk vizsgalni, és 9+1 sort. 9 gomba alapjan probéaljuk meg megjosolni,
hogy a tizedik vajon ehetG-e vagy sem. A kovetkezs tablazat mutatja az adatain-
kg;b-shape Cap-surface |Cap-color |Bruises Odor Class
5 2 4 1 2 1
a5 2 9 1 2 0
0 2 8 1 3 0
5 3 8 i 2 1
X 2 3 0 3 0
3 2 “ 0 0 0
5 2 4 0 0 0
2 2 4 0 0 0
3 3 4 0 s 1
5 2 4 0 2 ?

A kérdéjel értékét szeretnénk megtudni. A Class oszlopban a 0 érték jeléli, hogy

egy gomba ehetd és az 1 érték, hogy mérgezs. Jelolje Ef azt, hogy a gomba ehetd,
és M, hogy a gomba mérgezs. Ezenkiviil jelolje T a tulajdonsagokat. Ezek utan ki
szeretnénk szamolni a P(T'|E) értéket, és a P(T|M).

P(T|E) =

6666 6
2 1 2



P(T|FE) esetében a nevezd 6, mivel 6 darab eheté gombéank van. A ;—: szamlaloja-
ban pedig azért 3 all, mivel a 6 eheté gombabdl 3-nak egyezik a kalap formaja az
altalunk josolni kivant gomba kalap formajaval. A tobbi érték hasonléan jon ki
mindkét esetben. Ezt az értéket meg kell szorozni az el6fordulasok valoszintiségé-
vel:

0.028 - — =0.019

Il

P(T|E)- P(E)

P(T|M) - P(M) = 0.033- = = 0.011

©olw Ll

Mivel 0.019 > 0.011, igy az altalunk keresett gombat chetének itéljiik. Természe-
tesen ez egy nagyon leegyszertisitett példa, a valodi eljarasnal figyelembe fogjuk
venni az osszes oszlopot és sort. Viszont ezt mar csak szamitégéppel tudjuk kisza-
molni.

5.3.3. A modszer végrehajtasa a teljes adathalmazon python-
ban

Az adathalmazunkat két részre bontjuk, a tanito és a teszt adathalmazokra. A
tanité adathalmaz az egész adathalmaz 70%-abdl fog allni, amit véletlenszertien
valasztunk ki. A teszt adathalmazra pedig azért lesz sziikségiink, hogy megnézziik
milyen pontos lesz a modelliink. Ezt gy tudjuk megallapitani, hogy mivel a teszt
adathalmaz eredményeit tudjuk, igy azokat dssze tudjuk vetni a josolt értékekkel.
A GaussianNB modellt fogjuk hasznalni. Ez a modell feltételezi, hogy a mintank
normélis eloszlast, valamint végrehajtja az el6ziekben bemutatotthoz hasonléan
a szamolast az adathalmazunkhoz. ElGszor a tanito részt adjuk oda a modellnek,
majd pedig a teszt részt, és végiil Osszevetjiik a josolt értékeket a valos értékekkel.
from sklearn.model_ selection import train_test split

X_train, X_test, y train, y test = train_test_split(x, y, test_size=8.3,random_state=109)

»»> from sklearn.naive_bayes import GaussianNB
a = np.ravel(y_train)

gnb = GaussianNB()

gnb.fit(X_train, a)

y_pred = gnb.predict(X_test)

A teszt adathalmazon valo futtatas utan megkaptuk a josolt értékeket. Most ves-
siik Ossze a tényleges értékekkel ezeket:

° from sklearn import metrics

print("Pontossdg:",metrics.accuracy_score(y_test, y pred))
Pontossdg: 0.9196062346185397

Lathatjuk, hogy a modell 91,96%-ban josolta meg jol, hogy a gomba ehetG-e vagy
SeII.
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6. fejezet

Zarszo

6.1. Végil egy izgalmas kérdés

Utoljara nézziink még egy feladatot. Adott egy tablazat, melyben az autépalyan
egy 15 perces idéintervallum alatt elhaladé jarmtivek szama lathato hat egymast
koveté napon, két héten keresztiil.

Hétf6 Kedd Szerda  Csutortok Péntek  Szombat

Elsé hét 50 65 52 63 84 102
Masodik het 56 49 60 45 112 90

Feltételezhetjiik, hogy a jarmtvek szama Poisson eloszlasi. Igy a hétfs és csiitor-
tok kozott atlagosan elhalado jarmiivek szama legyen A és a pénteken és szom-
baton elhaladé atlagos jarmiivek szama pedig p. Feltételezhetjiik, hogy az egyes
napok fiiggetlenek. Adjunk meg olyan intervallumokat, amelyekbe a p, illetve a A
paraméterek 95%-os eséllyel fognak beleesni. (Migon és Gamerman, 1999, p. 193,
12. feladat)

6.2. A feladat egy lehetséges megoldasa

Eloszor szamoljuk ki ezt az intervallumot a A paraméterre, azaz a hétfs és csii-
tortok kozotti idészakra. Most esak az elsé hét adatait fogjuk figyelembe venni és
azok alapjan fogunk szamolni. Irjuk fel a Poisson eloszlast és helyettesitsiink be az
egyes napok értékeit:

_ 30 _)‘ )65 N
_P(:LZUU):E"G"E’ =P(.’E=6tj):@.€

" e A6
P(m-o?)——52! e ,P(:z,—63)——63[ -e

Mivel az egyes mintavételek fiiggetlenek, {gy az hét elsG négy egymdas utani napja
alapjan ezek a szamok adodnak:

230 L 265 "y 252 — )f[)'.'i A 1,230 g
50! 65! 52! 63! 50! - 65! - 52! - 63!

Ezt forméalisan leirva:
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230

e E() e — BF e — 5O — G2\ — ap) — Y e
Plz1 = 50,15 = 65,23 =52, 73 = 63| A =9) = =0l 651 521 63l ¢ v

Viszont mi a kovetkezd valészintiséget keressiik:
P(A = ylzy = 50,29 = 65,23 = 52,24 = 63) =7
Ezt a ki tudjuk szamolni a Bayes-tétel segitségével:
P\ =y|z; = 50,20 = 65,23 = 52,24 = 63) =
Plzy = B, 23 = 65,24 = 02,23 =63 A=9)+ P(A=1y)
" [N Pz, = 50,2, = 65,25 = 52,25 = 63|\ = y)dy - P(A = 3)

Jeloljiik A stirtségfiiggvényét f-fel. Ekkor P(A = y) = f(y). Mivel f egyenletes
eloszlasu, igy f(y) = lN Helyettesitsiik be a kiszamolt értékeket:

P = 7|y = 50,89 = 065,15 = 52,8, = 83) =

_yl— . e_éy i i
501-650-521-63! N
230
Le—dy . L
fn 501651501631 © N

Az egyszeriisitések utan a kovetkezd tortet kapjuk:

g0 . e~y

N
230 , p—4
Jo y=0 e

Azt az [a,b] intervallumot keressiik, amibe az altalunk keresett A, 0.95 eséllyel be-
leesik. Ezt a koévetkez6 egyenlGtlenség segitségével tudjuk kiszamolni:

fb 280 . e~y gy
Jo y230 . e=dudy

> 0.95

Szamoljuk ki elGszor a nevezdt, parcialis integralassal:

N 230 1 230 g gt N a2 €
ce" ¥y = N=° . —0- — 230 - | : dy =
j{; Y € Y ) 1 ]{; Y 1 1

e N 230 (Y ~
= N23l] ; _4 _4 A y229 ‘e 4ydy

Lathatjuk, hogy az y fokat eggyel csdkkenteni tudtuk. Igy a parcialis integralast
még 229 alkalommal el kell végezniink, hogy megtudhassuk N fliggvényében a ne-
vez6 érteket. Igy:
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Az utolso integralast is végezziik el:




gy a kifejezést zart alakra tudjuk hozni:

: N =230 - ) et N
230 | —4y g, — N230 g =0\ 7)) oasi € . 1
fo it S —4 +§ . DT == )

Egy N-t6l fliggo kifejezést kapunk igy végeredményiil a nevezének. Azonban ezt
kiszamolni mar szamitégéppel lenne érdemes, egy analizises programcsomaggal.
Azonban mivel ez egy N-t6l fliges kifejezés, igy meg kell becsiilniink azt a maxi-
malis értéket, amit N felvehet, és erre a becsiilt értékre, mar a szamitogép ki tud-
ja szamolni a kapott kifejezést. A tort szamlalojat hasonloképpen ezek alapjan ki
lehet szamolni. Az pedig a-tél és b-t6l is fog majd fiiggeni,és olyan a, b part kere-
siink a definici6 szerint, amelyre b — @ minimalis és teljesiil az egyenlGtlenség. Ezt
approximacioval lehet a nevez6hoz hasonléan meghatirozni szamitogép segitségé-
vel.

6.3. Megjegyzés a hasznalt értékekhez

Az eddigi szamolasaink soran csak az elsé hét értékeit vettiik figyelembe. Erdemes
lenne kiszamolni a masik hét szerinti intervallumot is, valamint a péntek-szombat
értékei altal meghatarozott intervallumokat is. Utébbibol a kérdésbhen szereplé mii
értékére adodik majd egy intervallum. Mas becsléssel is dolgozhatunk, ahol a meg-
adott szamoknak csak az atlagat hasznaljuk ( igy ebben kevesebb informacié keriil
felhasznéalasra, de abbdl is lehet becsiilni), de erre most idé és terjedelmi okbol
sem térek mar ki.

6.4. Végszo

A dolgozat soran helepillanthattunk, a fokozatosan egyre nehezebb feladatok kap-
csan, hogy milyen is a Bayes-statisztika. Az alapoktol kezdve, ahol még kézi sza-
mitasokkal is boldogultunk eljutottunk a nehezebb feladatokig is. Ezaltal lathat-
juk a Bayes-statisztika Osszetettségét és mélységét. A gombds, illetve az imént
latott feladat alapjan lathatjuk, hogy a Bayes-statisztikdban is el6fordulhatnak
nehéz szamitasok. Ezek elvégzésére szamitogépes programokat kell hasznalnunk.

Osszességében megismerhettem és elmélyedhettem a Bayes-statisztika vildgéaban.
Az ezen témabeli alapismereteimet a Bayes-tétel folytonos esetével, a Bayes-elvvel,
kiilonféle nyereségfiiggvénybeli becslésekkel, osztalyozo algoritmussal és sok mas
érdekes tapasztalattal bévithettem. Remélhetéleg a jovGben sikeresen kamatoztat-
hatom majd az igy megszerzett tudasomat.
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