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1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja az Euler-féle poliéderformula bemutatasa, valamint szamos, a
matematika kiilonb6zé agaib6l szarmazo6 bizonyitds ismertetése. Az Euler-féle
poliéderformula a konvex vagy az egyszeri poliéderek, illetve még altalanosabban a sikba
rajzolhaté grafok egy alaptulajdonsagaroél sz6l6 egyenléség, melyet els6ként Euler (1707-
1783) sejtett meg, kés6bb pedig szamos matematikus bizonyitott be. Euler eredményeit
egy, Christian Goldbachnak cimzett levelében ismertette 1750-ben. Késébb két
publikacioja is megjelent, melyekben részletesebben szamolt be felfedezésérdl, illetve
bizonyitani is megprébalta azt. Vitatott tény azonban az, hogy Euler volt az els6, aki
rabukkant a formuldra: Descartes (1595-1650) felismerései a haromdimenziés
poliéderrdl lehetévé tették volna szamara az altalanos formula megalkotasat, azonban
ezen utolsé lépés megtétele Eulerre maradt. Bar maga a formula viszonylag egyszert,
mégis alegtobb poliéderekkel foglalkoz6 matematikus szamara rejtve maradt, hiszen nem
tekintettek ugy a poliéderekre, mint olyan struktdrakra, melyek csucsok, élek és lapok
egylittesei. Ez a latasmo6d maganak Eulernek sem volt meg, pedig mint a hires grafelméleti
probléma, a Kénigsbergi hidak megoldoéjanak, kézenfekvdnek tlinhetne. Els6ként Cauchy
(1789-1857) ismerte fel ezt a fontos 0sszefiiggést, miszerint a poliéderek helyett az 6
élgrafjukat is vizsgalhatjuk, neki koszonhetjik a formula egyik legkorabbi,
kombinatorikus bizonyitasat. A konvex poliéderekre vonatkoz6 legkorabbi,
matematikailag teljesen hianytalan bizonyitas Legendre (1752-1833) nevéhez flizddik,
aki egy nagyon okos és atlathato, metrikus megoldasat adta meg a problémanak. [1]

A szakdolgozatban jonéhany bizonyitast fogunk végignézni, ezek kozott vannak
egyszerlbbek és bonyolultabbak is. Latni fogjuk, hogy a tétel mennyi, a matematika mas-
mas agahoz tartozo tertlettel all kapcsolatban, milyen érdekes kovetkeztetéseket
vonhatunk le egyik-masikat felhasznalva a poliéderformuladra és forditva, illetve, hogy

milyen érdekes matematikai jelenségek 6vezik magat az Euler-féle poliédertételt.



2. Konvex poliéderek

Miel6tt megvizsgaljuk részletesen mit is mond az Euler-féle formula, vizsgaljuk meg
magukat a poliédereket részletesebben.

Magat a poliédert igen nehéz pontosan definialni, a konvex poliéder fogalma azonban
kénnyebben megfogalmazhat6. Konvex poliédernek nevezziik véges sok, nem egy sikban
fekvé pont konvex burkat a térben. A konvex poliéder csucsai ekoziil a véges sok pont
kozil keriilnek ki (nem feltétleniil az 6sszes), a poliéder élei a cstuicsok koziil bizonyos
parokat 6sszekotd egyenes szakaszok, mig a lapjai a csticsok bizonyos részhalmazai altal
kifeszitett konvex sokszogek. A poliéder hataranak ezen lapok egyesitése felel meg. Egy
poliéder minden cstcsabol legaldbb harom él indul ki, azaz ra legalabb harom lap
illeszkedik. Egy konvex poliéder minden élszége és minden lapszoge konvex szog.

Fontos kiemelni a poliéderek néhany alapvet6 tulajdonsagat:

1. egy élben pontosan két lap csatlakozik

2. élben csatlakozd lapokon végighaladva barmely laprdl eljuthatunk barmely lapra

3. egymashoz csatlakozé éleken végighaladva barmely csicsbdl eljuthatunk barmely

csucsba

4. tetszdlleges csatlakozé élekbdl all6 egyszerd(, zart torottvonal a poliédert két részre

osztja
Néhany, a késGbbiekben ismertetett bizonyitas csupan ezeket az alaptulajdonsagokat
hasznalja fel, ennek kovetkeztében pedig altalanosabb esetekre is alkalmazhato a formula,
példaul egyszerli poliéderekre, melyeket pontosan ezzel a négy tulajdonsaggal

definialunk, illetve bizonyos sikgrafokra.

3. Az Euler-féle poliéderformula

Az Euler-féle poliédertétel a konvex poliéderek kombinatorikus tulajdonsagaira
vonatkozo tételek koziil az egyik legismertebb. A tétel nem csak a konvex, de az egyszer(
poliéderekre is teljesiil.

Erdemes a kovetkezd jeloléseket bevezetniink az egyszeriibb kovethetSség

érdekében:



e c: a poliéder csdcsainak szama
e ¢: a poliéder éleinek szama

e [: a poliéder lapjainak szama

Az Euler-féle poliédertétel: Legyen adott egy konvex poliéder, mely csucsainak,

éleinek és lapjainak szdma rendre ¢, e és I. Ekkor a konvex poliéderre fennall, hogy
c+l=e+2

azaz a csucsok és lapok szamanak 6sszege pontosan kettdvel tobb, mint az élek szama.
A tételnek maganak szamos fontos kovetkezménye is van, ezek koziil izelit6iil nézziik
meg a kovetkezdket (bizonyitas nélkiil) [4]:
1. Minden konvex poliéder tartalmaz legalabb egy harom-, négy- vagy étoldala
lapot.
2. Minden konvex poliéder tartalmaz legaldabb egy harmad-, negyed- vagy
otodfoku csucsot.
3. Nincs olyan konvex poliéder, melynek 7 éle van.
4. Barmely konvex poliéderben a lapok atlagos oldalszama kisebb, mint 6.

5. Barmely konvex poliéderben a csucsok atlagos fokszama kisebb, mint 6.

6. Barmely konvex poliéderben% < é <2

4. Bizonyitasok

4.1. Legendre bizonyitasa

A kovetkez6kben bemutatott bizonyitas nagy jelentdségii, hiszen torténetileg az els6
ismert bizonyitasa a tételnek. A bizonyitas gombi geometriat hasznal, igy fontos par
alapfogalmat tisztazni a geometria ezen tertletérol.

Fékornek nevezziik azokat a koroket egy gombfeliileten, melyek sikja tartalmazza a
gomb kozéppontjat. Gombfeliileten a szé hétkoznapi értelmében nem taldlunk
egyeneseket, ezek szerepét a gomb fékorei toltik be.

Girard-formula: Egy egységnyi sugari gomboén az a, f, y sz6gli gombharomszog
felszine:

A= a+f+y—m



A Girard-formula altalanositasa gombi sokszogekre: Ha egy gombi sokszog szogei as,

ag, ..., Ak, akkor a felszine

A= (Zk:ai>—(k—2)'n

i=1

A fenti fogalmak tisztdzdsa utan ratérhetiink magara a bizonyitadsra. Konvex
poliéderekre bizonyitjuk a formulat, a szokasos jelolésekkel. Valasszunk a poliéder
belsejében egy O pontot, majd 0-bo6l mint kozéppontbdl a poliéder élhaldzatat vetitsiik ra
egy O korili gombfeliiletre (az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy ezen gémb
sugara egységnyi). A vetités eredményeképp feldaraboltuk a gombfeliiletet géombi
sokszogekre, melyek oldalszamait jelolje ki, kz, ..., ki

A fentebb kimondott Girard-formula értelmében az i-edik sokszog felszine:
A = szogosszeg — (k; — 2)-m

Vegylik most ezeknek a felszineknek az 0sszegét. Az egyenlet bal oldalan a teljes
gombfeliilet jelenik meg (hiszen ezt daraboltuk fel gombi sokszdgekre), melynek felszine

egységnyi sugar esetén 4m. Ekkor

l
4m = 0Osszes sz0g 0sszege — (Z ki> T+ 1-2m

i=1

[tt az utolsd tagban megjelend [-es szorzo a sokszogek szamat jeloli, ez a fenti, egy
sokszog felszinét megadd képletben 1 volt. Az 6sszes szog 0sszege c- 2m, ahol c a jeldli a
poliéder csicsainak szamat, minden csucs koriil pedig a szogosszeg 2m. Tovabba tudjuk,
hogy (X!_, k;) = 2e, hiszen k; az i-edik sokszog oldalszamat jeldli, és minden oldal két
sokszoghoz tartozik, azaz ezek Osszege az élek szamdanak kétszeresét adja meg. Ezek

ismeretében az egyenlet a kovetkez6 alakra hozhato:
Am=c-2n—e-2n+1-2m
Ezt 2m-vel osztva pedig megkapjuk a poliéderformulat:

2=c—e+1l



4.2. Kiegészitd szogek és tamaszsikok

Egy, szintén gombi geometridra tAmaszkodé bizonyitassal folytatjuk a bizonyitasok
attekintését.

Tételezziik fel, hogy a latoteriinkben adott a P poliéder egyik sarka, azaz az egyik
csticsanak egy kornyezete, az ide befuté élek szamat jelélje k. Allitsunk a csticsba k darab
egységvektort ugy, hogy ezek koziil mindegyik valamelyik, ide befutd lapnak a kifelé
mutato normalvektora legyen. Ha a csucs koré felvesziink egy egységnyi sugaru gombaot,
melynek az adott cstics a k6zéppontja, akkor ezek a normalvektorok egy konvex sokszoget
hataroznak meg a gdombon, melynek oldalszama a csucs fokszamaval azonos.

Vizsgaljuk meg, mekkorak lesznek ennek a sokszognek a szogei. Mivel minden él két
laphoz tartozik, igy minden élhez két normalvektor fog tartozni, az ezek altal kifeszitett
sikban helyezkedik el a sokszog egyik oldala. Ha két lap 8 szoget zar be, akkor az 6 kifelé
mutat6 normalvektoraik @ = 180° — 8 szoget fognak bezarni.

A fenti metoédust kdvetve a poliéder minden csicsa koré eldallithatunk egy gombi
sokszoget. A bizonyitds befejezéséhez azt fontos észrevenniink, hogy ezeket a
sokszogeket 0ssze tudjuk ,tologatni” olyan mdédon, hogy pontosan egy teljes gombfelszint
toltsenek ki. Ehhez a tamaszsikok fogalmaval kell megismerkedniink, tamaszsik alatt
értjiik azokat a sikokat, melyek ,ratamaszkodnak” a poliéderre, azaz olyan sik amelynek
egyik félterében van a poliéder és van kozos pontja a poliéderrel. Ez torténhet egy
pontban, de tAmaszkodhat egy sik egy poliéderre egy élen vagy akar egy lapon is. A fent
definialt gombi sokszog pontosan azoknak a tamaszsikoknak a kifelé mutato
normalvektoraibdél all, melyek a poliéder kivalasztott csucsara illeszkednek. Ekkor az O
kozéppontd, egységnyi sugaru gombfeliiletet felfoghatjuk O kezd6pontu egységvektorok
osszessegének (a gombfelliilet minden pontja egy egységvektor végpontja), az
egységvektorok és a tamaszsikok kozott pedig bijektiv megfeleltetés van, hiszen barmely
adott egységvektorhoz egyértelmien talalhaté olyan tdmaszsik, amelynek ez a vektor a
kifelé mutat6 normalvektora és barmely tamaszsik legalabb egy csucsra illeszkedik.

Egy tamaszsikot a poliéder egy csucsa kortil ,billegtetve” a hozza rendelt vektorok a
csucs kortili egységnyi sugaru gombfeliileten pontosan azt a sokszoget futjak be, amelyet
a fent ismertetett modszerrel 1étrehoztunk.

Na de hogy lesz ebbdl poliéderformula? Adjuk 6ssze a gombi sokszogek felszinét.

Ehhez a Legendre-féle bizonyitasban ismertetett Girard formulat fogjuk hasznalni:



A= (Zk:ai>—(k—2)'n

i=1

Az egységnyi sugaru gomb felszine: 41

A jobb oldalt a kovetkez6 alakra hozhatjuk:

((gémbi sokszdg szégeinek az dsszege) — (oldalak szdma — 2) 1) =

minden
csucsra

<((cs(1cs foka) -m — Z csucs kortli élszégek) — (csucs foka — 2)- TL'> =
minden

csucsra

2e-m— (Z a poliéder 0sszes élszége) —2em+2cm=

A poliéder 0sszes élszogének 6sszege:

(alap oldalszama — 2) -t = 2e-m—2l-m

minden lapra
Ezt visszahelyettesitve a fenti egyenletbe:
4-m=2en—2en+2llm—2en+2cm=2cn—2en+2ln
Az egyenletet 2m-vel végigosztva pedig adddik a formula:

2=c—e+1l

4.3. Noé barkaja

A kovetkezd bizonyitas, mely Maxwellt6] (1831-1879) szarmazik, szemléletes moédon
kozeliti meg a problémat, tulajdonképpen egy, az egész foldet elarasztd 6zonviz
segitségével figyeli meg, hogy az egyes szaraz foldfeliiletek milyen litemben kertilnek viz
ala.

A poliédert mint égitestet képzeljik el. Elsé lépésben definidljunk hozza egy
magassagfiiggvényt az égitest gravitacios kozéppontjatél, mint alapponttél a

kovetkezéképpen:
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¢ Minden cstcshoz rendeljlink egy tetszdlleges, pozitiv magassagot

e Minden élhez valasszuk ki az 6 egyik bels6, magan az élen elhelyezkedd pontjat,
ennél a pontnal az élt megtorve adjunk a pontnak egy magassagot, mely legyen
nagyobb, mint az él két végpontjanak a magassaga. Ezutan az élt linearisan
interpolaljuk ehhez a ponthoz, ezzel tulajdonképpen elérve azt, hogy az
altalunk valasztott bels6é pont van a legmagasabban, innen pedig a két végpont
felé linearisan csokken az él pontjainak magassaga.

e Minden lapon valasszunk ki egy bels6 pontot és ehhez adjunk meg egy
magassagot ugy, hogy az nagyobb legyen, mint az 6t hatarolé élek maximalis
magassaga. Ezutan linedrisan interpolaljuk a lap pontjait ebbdl a pontbdl, azaz
ez a bels6 pont lesz a legmagasabban, az élek irdnyaba haladva pedig a
lappontok magassaga linearisan csokken.

Miért volt fontos ezeket a magassagfiiggvényeket megadni? Azt akartuk elérni a
magassagok ilyen fajta definidlasaval, hogy minden ,lejtds” legyen, ne legyenek vizszintes
feltiletek. Az igy kialakult folytonos fiiggvény kritikus pontjai a csicsok (c darab), ezek a
lokalis minimumok, az élek valasztott bels6 pontjai (e darab), ezek a nyeregpontok, illetve
a lapok valasztott belsd pontjai (I darab), ezek a lokalis maximumok.

Most mar ratérhetiink magdara a bizonyitasra. A kezdeti feliiletiink az égitest, melyet
kiindulaskor teljesen szaraznak tekintiink, ez fog az 6z6nviz utan teljesen viz ala kertlni
ugy, hogy még a legmagasabb hegycsucs sem latszik ki. Magat a formulat ugy fogjuk
megkapni, hogy 6sszeszamoljuk a vizfellleteket és az egybefiigg6 szarazfoldeket, melyek
keletkeztek, illetve eltlintek az 6z6nviz soran. Kezdetben egyetlen szaraz foldfeliiletb6l
indulunk, a végeredmény pedig egyetlen nagy vizfeliilet.

Nézziik meg akkor, hogyan keletkezhetnek, illetve tlinhetnek el foldfeliiletek. Akkor
kovetkezhetnek be ilyen valtozasok, mikor a vizszint elér egy kritikus pontot, méghozza a
kovetkezéképpen:

e Minden lokalis minimumban (c alkalommal), mikor 6t eléri az arviz, keletkezik egy

vizfeliilet és megsziinik egy volgy.

e Egy nyeregpontban (e), mikor 6 viz ala kertil, kétféle dolog torténhet:

o kétkiilonbozd vizfelllet 6sszecsatlakozik, ekkor a két tdbdl egy lesz, azaz a
vizfellletek szama csokken, a szarazfoldek szama pedig nem valtozik. Ezen

esetek szamat jelolje J.
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o egy kordbban létrejott vizfeliilet sajat magaval Osszecsatlakozik, ezzel
levalasztva egy foldfeliiletet, azaz egy szigetet létrehozva. Ekkor a
vizfeliiletek szama nem valtozik, azonban a szarazfoldek szama nd. Ezen
esetek szamat jelolje D.

e Minden lokalis maximumban (I), egy szarazfélddarab eltlinik.
A fentiek ismeretében a kovetkezd egyenldségeket irhatjuk fel:
kezdeti allapot: 1+ D —1 =0
6zonviz utani allapot: 0 +c—J =1
Vagyis kezdetben adott volt 1 szarazfold és 0 vizfeliilet, a szarazf6ldek szama pedig az
aradas soran D szigettel n6tt és [ hegycsuccsal csokkent. Az 6zonviz utani allapotban pedig
el6allt 0 szarazfold és 1 vizfeliilet, a vizfeliiletek szama c-vel n6tt a volgyek elarasztasa
sordn és J-vel csokkent mikor egy hagé (nyeregpont) elarasztasakor két t6 egyesiilt.

Az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat a kovetkez6t kapjuk:
1+D—-1-0—-c+]=-1

Ide behelyettesitve E =] + D-t, hiszen a nyeregpontokat erre a két eseményre

bontottuk, megkapjuk a poliéderformulat:

1-1l—-0—-—c+e=-1
c—e+l1l=2

4.4. Gatrobbantas

Hajés Gyorgy Bevezetés a Geometriaba cim{ klasszikus tankdnyvében, mely évtizedek
Ota tanarszakos hallgatok egyik alapkonyve, ismertette a kovetkezd bizonyitast, mely a
Noé barkajahoz hasonléan nagyon szemléletes mdédon kozeliti meg a problémat, a
poliédert egy égitestként értelmezve, melyet gatak medencékre osztanak, s a gatrendszer
minden elagazasaban 6rtornyok talalhatok.

Kezdetben az égitesten e gat, | medence és c Ortorony talalhat6. Egy medencét
feltoltiink vizzel, majd egyesével felrobbantjuk az égitesten talalhaté gatakat, mindaddig,
mig minden medence vizzel telitett nem lesz (ha egy lires és egy vizzel teli medence
kozotti gat felrobban, a viz atfolyik és feltolti az iires medencét is). Célunkat a lehetd

legkevesebb robbantassal szeretnénk elérni, azaz olyan gatat nem fogunk felrobbantani,
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ami két olyan medencét valaszt el, melyek mar eleve vizzel teliek, mint ahogy olyan gatat
sem, mely két szaraz medence kozott fut.

Nézziik meg, hogy hogyan valtozik a robbantasok soran a felrobbantott és az ép gatak

szama:

1. Minden robbantds soran egy medence Kkeriil viz ald. Mivel 6sszesen [ darab
medence van, és kezdetben egy volt vizzel teli, igy Osszesen [ — 1 gatat kell
felrobbantanunk, hogy az égitest 6sszes medencéje viz ala kertiljon.

Mostantol feltételezziik azt, hogy a robbantassorozat végére értiink, és az OGsszes

medence viz ala kertilt.

2. Vizsgaljuk most meg az épen maradt gatakat. A konvex poliéderek harmadik
alaptulajdonsaga alapjan tudjuk, hogy kezdetben gatak sorozatan végighaladva
barmely Ortoronybdl eljuthatunk barmelyik masik 6rtoronyba. Nézziik meg,
valtozik-e ez a tulajdonsag a robbantasok miatt. Amikor felrobbantunk egy gatat,
annak az egyik oldalan szaraz, a masikon pedig vizzel teli medence volt. Tudjuk,
hogy a szdraz medence koriil minden gat ép volt a robbantas el6tt, hiszen
maskilonben mar vizzel teli kellett volna, hogy legyen. Azaz a felrobbantott gat két
végpontja kozott vezet egy Ut a medencét hatarolé tobbi él mentén, tehat a
robbantds utdn is igaz marad, hogy barmely két 6rtorony kozott vezet ut, csak
esetleg tobb gaton kell végighaladnunk.

3. Kovetkez6 lépésként vegylik észre, hogy a robbantdasok befejeztével egyik
Ortoronyb6l a masikba csakis egy uton tudunk eljutni. Bizonyitsuk ezen
allitasunkat indirekt moédon, vagyis feltételezziik, hogy két 6rtorony kozott két ut
is vezet. Ekkor a két at egymast korsétava egésziti ki, ami azonban a poliéderek
negyedik alaptulajdonsaga alapjan az égitestet (poliédert) két részre osztania, azaz
a medencék egy részét elvalasztja a masik részétdl. Ekkor csak az egyik rész lehet
vizzel telitett, vagyis még nem értiik el, hogy minden medence viz alatt legyen, nem
érhettiink a robbantas sorozat végére, vagyis hibas volt az eredeti felvetés,
ellentmondasra jutottunk, az allitast pedig ezzel belattuk.

4. Tegylik fel, hogy minden 6rtoronyban egy Or tartézkodik, az egyikben pedig maga
a parancsnok, aki jelt ad, ezzel tudatva az 6rokkel, hogy magahoz hivatja 6ket.
Minden 6r el is indul az rtornyabdl, kilép az egyetlen gatra, melyen elindulva a

parancsnok felé vezet az Utja, majd egy ujabb jelzés hallatara meg is all.
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a) Most vizsgaljunk meg egy valasztott gatat és a két végpontjaban 1év6 két
drtoronybdl indulé 6r mozgasat. Tudjuk, hogy egyikiik erre a koztes gatra
kellett, hogy lépjen, mig a masik egy ettdl kiilonb6zd gat iranyaba indult.
Ugyanis ha egyikdjiik sem 1ép erre a gatra, akkor az ellentmond a 3. pontnak,
az egyik 6r két dton is eljuthatna a parancsnokhoz: a ,sajat” utjan, vagy
athaladva a koztes gaton és kovetve a masik 6r utjat. Ha mindketten erre a gatra
lépnek, ugyanez a helyzet, hiszen a gaton valé athaladas utan barmelyikiik
visszafordulhat és kovetheti a masik 6r utjat. Tehat valéban egyikdjiiknek a
koztes gatra kellett 1épnie, mig a masik 6r masmerre indult.

5. Vizsgaljuk meg a parancsnoki 6rtoronyhoz vezet6 gatakat. Ezeken csakis egy-egy
Or allhat, hiszen csak az az 6r léphetett rajuk, aki a gat masik végében 1évo
Ortoronyban tartézkodott, s neki nem is volt mas valasztdsa, ez az egy
osszekottetés 1étezett kozte és a parancsnok kozott.

6. Ekkor minden ép gaton egy Or all és minden 6r egy (ép) gaton all, azaz az 6rok
szama megegyezik a gatak szdmaval, vagyis az ép gatak szama ¢ — 1 (a parancsnok
nem mozdult).

Végezetlil most szamoljuk Ossze az ép és a felrobbantott gatakat, a kettd egyiitt

megadja az 0sszes gat szamat, azaz e-t.

Az ép gatak szdma: c — 1

A felrobbantott gatak szama: [ — 1

Tehate = ¢ — 1+ [ — 1, ezt atrendezve pedig megkapjuk a tételt,azaz c —e + [ = 2.

4.5. (Osszefonddo fak

Tekintstik a P poliéder csucsai és élei altal meghatarozott G grafot. Legyen ebben F egy
feszit6fa, azaz egy olyan 0Osszefliggd, kormentes részgraf, mely G 0Osszes csucsat
tartalmazza. Ekkor F-rél tudjuk. hogy c csticsa és ¢ — 1 éle van, ahol ¢ a G graf csicsainak
szama.

Legyen F* az F dudlis grafja, melyet a kovetkez6képpen készitsiink el. F* cstucsai a P
poliéder lapjainak feleljenek meg, és F*-ban azok kozott a csucsok kozott fusson él, ahol

az eredeti két lap szomszédos és az az €], mely mentén szomszédosak, nem tartozik F-hez.
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[llusztracié 1V. (forrds: Moussong Gdbor - Geometria 1 diasor, 10. eléadds)

Az F* grafrol belathato, hogy 6 maga is fa:
e Osszefiiggd, mert F kormentes (ahhoz, hogy ne legyen osszefiiggd, F-ben kéne,
hogy legyen egy kor, mely egy tartomanyt, azaz egy F*-beli csucsot elszigetel)
e Kormentes, mert F 6sszefliggd (ahhoz, hogy F*-ban kor legyen, F-ben kéne, hogy
legyen egy elszigetelt cstcs)
F*-ban a csucsok szama I (P poliéder lapjainak a szama), ekkor pedig, tekintve, hogy
F*fa, az éleinek szama [ — 1.
Tudjuk, hogy a P poliéder minden élér6l elmondhato, hogy vagy F-hez, vagy F*-beli
éllel 6sszekotott két lapot valaszt el (P egy nem F-beli élét metszi). Mivel F-nek ¢ — 1, F*-
nak pedig [ — 1 éle van, igy a P poliéderre a kdvetkez6t irhatjuk fel:

e=(-1D+({(-1)
amit atrendezve megkapjuk a poliéderformulat.
c—e+l=2

Ez a bizonyitas tulajdonképpen a gatrobbantds bizonyitas megfeleldje, ahol a gatak a
poliéder éleinek, a medencék a poliéder lapjainak, az Ortornyok pedig a poliéder
csucsainak felelnek meg. A bizonyitas soran a fel nem robbantott gatak képzik a feszitéfat,
mig a vizzel telt medencék rendszere a dudlis fat, ezen feliil megfigyelhetjiik, hogy a 4.4-
es bizonyitds 2. pontja a maradék gatrendszer Osszefligg6ségét, a 3. pontja pedig a
kormentességét bizonyitja, mig a 4., 5., 6. pontok arra mutatnak ra, hogy az csticsok szama

1-gyel nagyobb az élek szamanal.
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4.6. Steiner bizonyitasa

Tovabbra is a geometriai bizonyitasok k6zott haladva a kovetkezd Steiner nevéhez
fliz6dik, aki a poliédereknek azt a tulajdonsagat hasznalta ki, hogy azok megfeleltethetek
egy sikbeli grafnak ugy, hogy minden éliik egy egyenes szakasz.

Vegyiink egy P konvex poliédert és valasszuk ki ennek egy L lapjat, vegylink egy
tetszdleges, L-lel parhuzamos, de 6t nem tartalmazo S sikot, majd a tér egy alkalmas F

pontjabdl mint vetitési kozéppontbdl vetitsiik a poliéder 6sszes lapjat az S sikra.

Illusztrdcié 1. (forrds: https://moussong.web.elte.hu/okt/jegyzet/bevg_vazlat.pdf)

Amennyiben F vetitési kozéppontot megfelel6en valasztottuk meg, azaz Ugy, hogy az
L lap sikjanak a kiils6 oldalan, mig az L-t6] kiilonb6z6 lapok sikjanak ugyanazon az oldalan
legyen, mint amelyen maga a poliéder van, akkor a vetiiletként kapott alakzatrél a

kovetkezdket allapithatjuk meg:

e P minden lapjanak vetiilete konvex sokszog a sikban
e [ vetiilete tartalmazza az 6sszes tobbi lapnak a vetiiletét
e Az L-t6] killonb6z6 lapok vetiilete atfedés nélkiil kitoltik L vetiiletét
Mindezek utan szamoljuk 6ssze a lapok vetiileteként kapott sokszogek sszes szogét.
Ezt kétféleképpen tehetjiik meg.

1. Tudjuk, hogy a vetiiletként kapott sokszog belsejében 1évé csucsok koriil 2m a
szogek Osszege (teljesszog). A sokszog széleinél levo szogek Osszege pedig L
szogeinek 0sszegének kétszeresével lesz egyenld, hiszen ezeket egyrészt lefedi
maga az L lap vetiilete, masrészt lefedik az L vetiiletétet kitoltd sokszogek
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megfelel6 szogei. Jeldlje L oldalainak szamat k, ekkor a ,széls6” szogek szama is k,
a ,bels6” szogek szama pedig ¢ — k (ahol c a P poliéder csucsainak szdma). Ezek

alapjan keresett szogosszeg:
(c—k)2m+2-(k—2)m=2m-c—4n

mert (k —2)-m az L lap vetliletének szogosszege (a sokszog belsé szogeinek
osszegére vonatkozo tételt felhasznalva).

2. Most kozelitsiik meg a feladatot egy masik iranybol, méghozza tugy, hogy az
egyes lapok vetiileteként kapott sokszogek szogeit vizsgaljuk meg egyesével. Ezek
Osszegeként ugyanigy a 2m-c —4m értéket kell megkapnunk. Legyen egy
tetszbleges lap oldalszama m, ekkor az ismert képlet alapjan ennek a lapnak a
szogosszege (m — 2)-m. Ha az igy kapott értékeket az Osszes lapra Osszeadjuk,
felhasznalva azt, hogy a lapok oldalszamainak az 6sszege éppen a P poliéder
éleinek a kétszerese (hiszen egy élt két lap vetiiletének az esetében is szamitasba
vettlink), a kovetkezéket kapjuk:

e egylapon a szogek 0sszege: (m — 2)-m = mm — 21
e alapok oldalainak 6sszege: }y m = 2e
e mindenlapra:) m-m —2n =2e-w—1-2n = (2e — 21)-7
Alevonando 2t értéket minden lap esetében le kell vonnunk, ezért jelent meg az [
SZOrZz0.
Mindezek utan az 1. és a 2. pontban kapott értékeket egyenlévé téve és mindkét oldalt

2m-vel osztva megkapjuk a poliéderformulat, azaz a tételt bebizonyitottuk:

2m-c — 4w = 2mw-e — 271

c—e+l=2

4.7. A Pick-tételen alapulé bizonyitas

A poliéderformula kovetkez6 bizonyitasa, mely Pick tételén alapul, rdcsgeometriai
megkozelitést hasznal.

Miel6tt magara a bizonyitasra ratérnénk, par alapfogalmat elevenitsiink fel. Ebben a
szakaszban sokszogon mindig egyszerli sokszoget értlink, azaz megkdveteljiik, hogy a
sokszoget egy Osszefliggd, onmagat nem metszd zart tordttvonal hatarolja. Racsnak

nevezzik az egész koordinataju pontok rendszerét az R? sikon. Racssokszogeknek
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nevezziik azokat a sokszogeket, melyeknek minden cstcsa racspont. Egy racssokszoget

liresnek neveziink, ha a csticsain kiviil nem tartalmaz racspontot.
Lemma: Minden iires racsharomszog tertilete pe

Bizonyitas: Legyen adott egy tetszleges iires racsharomszog, ezt
racsparalelogrammava egészitjiik, melynek teriilete nyilvanvaléan kétszerese lesz a

racsharomszog teriiletének. A fenti lemma bizonyitasahoz elég belatnunk tehat, hogy ezen

lires racsparalelogramma tertilete 1. Ehhez vegyiik két vektort, d = (a,,a,) és b=
(b4, b,)_vektorokat, ezekrdl tegyiik fel, hogy egy iires racsparalelogrammat feszitenek ki,

ezt jelolje P. Ekkor P a cstcsain kiviil nem tartalmaz egyéb racspontot.

a;

a
P teriilete ekkor (vektorialis szorzattal kiszdmolva) T = |det (b1 b2)|, hiszen két

vektor vektoridlis szorzatanak abszolut értéke a két vektor altal Kkifeszitett

paralelogramma tertiletének mérészamaval egyenld.

A P paralelogramma eltolt példanyaibdl létrehozhatjuk az a és b Altal generalt
paralelogrammaracsot. Azt allitjuk, hogy ezen paralelogrammaracs csicspontjai kozott a
sik 6sszes racspontja el6 fog fordulni. Ezt indirekt médon kénnyen belathatjuk, ugyanis
ha feltételeznénk, hogy létezik olyan racspont, ami nem a paralelogrammaracs egyik
csucspontja, azaz valamelyik paralelogramma belsejében vagy oldalan talalhato, akkor azt
a paralelogrammat P-be visszatolva kapnank egy P-beli kimaradé racspontot, ez azonban
nem lehetséges, hiszen P-rél feltettiik, hogy tires.

Ekkor tehat a stk minden racspontja megtalalhat6 a paralelogrammaracs csticspontjai
kozott, azaz a (0,1) és az (1,0) is, vagyis tudjuk, hogy ezek a racspontok eléallnak d és b
egész egyltthatos linearis kombinacidjaként. Legyenek ezek az egészek k, [, m és n, ekkor
pedig ((1)) = kd + LD és ((1)) = md + nb.

Ez azt jelenti, hogy (11:1 Tll) . (Zi Zz) = ((1) (1)) emiatt pedig
det (:l rlz) -det (Zi Z;) = 1. Mivel a szorzat mindkét tényez6jérol tudjuk, hogy egész

a,

L . as
szam, igy egyediil det (b1 b

2) = 41 lehet, ezzel pedig a lemmat belattuk.

Pick tétele: Barmely racssokszog teriilete kiszamithaté annak hataran és belsejében

elhelyezked6 racspontok szamanak ismeretében, a kovetkez6 formula alkalmazasaval:
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T=B+ i 1
B 2
ahol B a poligon belsejében 1év6 racspontok szamat, mig H a poligont hatarol6

torottvonalra illeszked 6 racspontok szamat jeloli.

Bizonyitas (Pick tétele): A tételt két 1épésben fogjuk bizonyitani a fenti lemma
felhasznalasaval. Elgszor belatjuk, hogy barmely racsharomszogre teljesiil, majd ezt
kiterjesztjlk tetsz6leges racssokszogre.

Kezdjiik a racsharomszogekkel, épitsiink fel egy indukciét a haromszogben 1évo
racspontok szama (melyet jel6ljon r) szerint. Tudjuk, hogy r legkisebb értéke 3, ez

pontosan az iires racsharomszog esetének felel meg. llyenkor B = 0 és H = 3, tehat T =
~ amita lemma bizonyitasanal mar belattunk.

Legyen most r > 3, és tegyiik fel, hogy a formula egyenldsége fennall minden r-nél
kevesebb racspontot tartalmaz6 haromszog esetén. Ha egy H racsharomszogben r
racspont van, az azt jelenti, hogy van benne a csticsokt6l kiilonb6z6 racspont is, ez kétféle
modon lehetséges: vagy a haromszog egyik oldalan talalhat6 racspont, vagy a haromszog
belsejében. Daraboljuk fel a hAromszdoget ezt a rdcspontot hasznalva kettd (ha az oldalan
talalhat6) vagy harom (ha a belsejében) kisebb haromszogre. Mindkét esetben ezekben
mar r-nél kevesebb racspont talalhaté, azaz teljesiil rajuk az indukcios feltevés.

Afenti érvelés helyességéhez sziikséges feltétel ugyanis az, hogy ha két racssokszoget,
melyekrdl tudjuk, hogy teljesiil rajuk a formula, 6sszeragasztunk, akkor a formula
tovabbra is fennalljon. Legyen adott P: és P2 egyszer( racssokszog, valamint P = P; U P,
ugy, hogy a két racssokszog metszete egy él vagy csatlakoz6 élek egy sorozata. A
bizonyitashoz el6szor feltessziik, hogy a tétel allitdsa igaz Pi-re és Pz-re, majd ebbdl
levezetjlik, hogy P-re is teljesiil. P: bels6 pontjainak szadmat jeldlje B: valamint
hatarpontjainak a szamat Hi, hasonléan P: bels6 pontjainak szamat jeldlje B,
hatarpontjainak a szamat pedig Hz, ezen feliil kozos hatarpontjaiknak szama legyen K.

Ekkor felirhaté a kovetkez6 egyenléség P teriiletére:

T(P) = T(P,) + T(P,) = <31 +% - 1) + (Bz +% — 1)

Ezutan nézziik meg hany belsd és hany hatarpontja van maganak P-nek. Neki bels6

pontja P; és Pz minden bels6 pontja, valamint a k6z6s élen vagy csatlakoz6 élek sorozatan
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1évé K — 2 pontis,azaz B = B, + B, + K — 2. Ahatarpontok vizsgalatakor H = H; + H, —
2K + 2-t kapunk, hiszen P-nek hatarpontja P: és P minden hatarpontja, melybdl a k6zos
hatarpontok kivonandék (K pont mind a két poligon hatarpontjainal figyelembe vétetik,
illetve a k6zos él vagy élsorozat két végpontjat visszatessziik).
Ekkor a formulaba valé behelyettesitéssel megkapjuk, hogy
Hy +H, — 2K +2

H

Hy H,
=(Bl + > 1)+ (Bz + - 1)=T(P1)+T(P2)=T
vagyis, ha P1 -re és P2 -re teljesiil a formula, akkor a P racssokszogre is teljestilni fog,
ezzel pedig a Pick-tételt bebizonyitottuk.
Hasonlé mo6don belathaté a formula fennallasa, ha nem kettd, hanem harom darab

racssokszoget ragasztunk 6ssze. Ebben az esetben a képlet a kovetkez6képpen néz ki:

T(P) = T(P)+ T(P) +T(P3) =

—(B +H1 1)+(B +H2 1)+(B +H3 1)
— A\t 2 2 2 3 2

P-nek ebben az esetben P3, P2 és P3minden belsé pontja, valamint a k6zos éleken 1évo
K — 3 pont is bels6é pontja lesz. A hatarpontok szama a fentiekhez hasonléan ebben az
esetben H = H; + H, + H; — 2K + 3 — 1, ahol a —1-es tag a mindharom haromszog altal
lefedett k6zépso csucs miatt jelenik meg, hiszen ezt a 2K -s tagban csak kétszer vettiik ki

harom helyett. Ezeket felhasznalva a formula a kovetkezd:

H Hy +H, + Hy — 2K + 2
H, H, H,

=T(P)+TP)+T(P;) =T

vagyis a formula fennall abban az esetben is, ha harom racssokszoget illesztiink 6ssze.
Végil térjlink ra az altaldnos esetre, vagyis a tetsz6leges racssokszog esetére. Ezt egy,

a sokszog oldalainak szdmara (n) felépitett indukciéval bizonyitjuk. Mivel a legkisebb

oldalszamu sokszog a haromszog, igy n legkisebb értéke 3, erre pedig az el6z6 részben

mar belattuk a formula fennallasat. Legyen n > 3, és tegyiik fel, hogy minden n-nél
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kevesebb oldald racssokszogrdl tudjuk, hogy teljesiil rd a formula. Vagjuk ketté a
sokszoget az egyik 4tl6ja mentén. Ezt megtehetjiik az ismert lemma értelmében, miszerint
barmely egyszerli sokszognek van olyan atloja, amely (a végpontjaitdl eltekintve) a
sokszog belsejében halad. Ekkor két n-nél kisebb oldalszamu racssokszoget kapunk,

melyekre az indukcids feltevés értelmében tudjuk, hogy fennall a formula.

Most térjlink ra a poliéderformula bizonyitasara a Pick-tételt felhasznalva. Vegytik a P
poliéder sikbarajzolt élgrafjat, melynek minden éle egyenes szakasz. Létezik olyan € > 0,
hogy ha az dsszes csucsot €-nal kisebb mértékben mozditjuk el, akkor nem keletkeznek
meg nem engedett atmetszések. [lyen mozgatasokkal el tudjuk érni, hogy a graf 6sszes
csucsa racionalis pontba kertiljon, hiszen minden cstcs tetszdlegesen kicsi kornyezetében
talalunk egy racionalis koordinataju pontot, ilyenekbe mozgatva a csicsokat, majd a
koordinatakat kozos nevezdére hozva és felszorozva elérjik, hogy minden csucs
koordinataja egész legyen. Ezen apro torzitdst majd nagyitast kovetéen a létrejott racsgraf
tovabbra is sikbeli marad, illetve tudjuk, hogy mindegyik lap ekkor egy egyszeri
racssokszog, amelyre alkalmazhatjuk Pick tételét.

Legyen S az a sokszog, melyet a graf 6sszes éle és csucsa kifeszit, ekkor tehat S lefedi
mindegyik korlatos sokszogtartomanyt, amelyet a graf 1étesit. S teriilete legyen ¢, a tobbi
sokszoget pedig jelolje S; (i=1,2,..,l—1) valamint teriiletiket rendre ¢t;.

Ertelemszertien t = ¥; t;, a Pick formulaval felirva pedig

bl 1—Z<b L 1)
2 L\ 2

l

Ajobb oldal I — 1 tagbdl all, hiszen a bal oldalon talalhato egy lap kivételével az 6sszes
lap vetiileteként el6allé sokszogekre O6sszegziink. Ha atrendezziik az egyenléséget ugy,

hogy a konstansok egy oldalon legyenek, a kovetkezo6t kapjuk:

1
l—2=Zbi—b+§Zhi—h
i i

A jobb oldali 6sszeg elsd tagjat jelolje A, a masodikat (az %—es szorzo nélkil) B, és

vizsgaljuk meg ezek értékét.
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Kezdjiik A-val:

Az S belsejébe es6 b darab racspont koziil nincs mind beleszamolva }); b;-be,
kimaradnak

e egyrészt azok, amelyek a grafnak S belsejében 1évé cstcsai, ezeket szamat jelolje

Ch-
e masrészt azok, amelyek a graf S belsejében futo éleinek bels6 pontjai. Ezek szamat
jelolje r.

A fentiek alapjan tehat A = —cp, — 1.

Nézziik most B-t:

Vannak olyan racspontok, melyeket }}; h;-ben és h-ban is egyszer szamolunk: ezek
pontosan az S hataran 1év, csticsoktdl kiilonb6z6 racspontok. Ezek a pontok ki fognak
esni a ),; h; — h szamitasakor.

Vannak olyan racspontok, melyek h-ban egyszer, de ); h;-ben t6bbszor is szamolva
vannak: ezek pontosan S csucsai lesznek, melyeket 1-gyel kevesebbszer szamoljuk }; h;-
ben, mint ami a fokuk az élgrafban. Mit jelent ez? Ezek a cstcsok a B-be pontosan
fokszam — 2-t adnak, ezek 6sszegével novelik a tagot.

Végiil vannak olyan racspontok, melyek Y; h;-be beleszamitanak, de h-ba nem, ezek

e egyrészt a grafnak az S belsejébe esd élein 1év6, cstcstol kiillonb6zd racspontok

(ezeknek szama, mint ahogy A esetében is, ugyanugy r).

e masrésztagrafnak az S belsejébe es6 csucsai, melyek koziil mindegyiket annyiszor

szamoltuk Y; h;-ben, amennyi az 6 foka az élgrafban.

Ekkor tehat

B = (S minden csticsara a (fok — 2) szamok 6sszege) +

+ 2r + (S belsejében 1év{ csucsokra a fokok dsszege)
[tt a két zarojeles tag a kovetkez6képpen irhato at ismert tételeket felhasznalva:

(az élgraf 6sszes csicsara a fokok osszege) — 2(S cstcsainak a szdma) =

=2e —2(c—cyp)
Tehat B = 2e — 2(c — ¢p) + 2r.

Most visszahelyettesitve A-t és B-t az eredeti képletbe:
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1 1
l—2=A+§B=—cb—r+§(2e—2(c—cb)+2r)=e—c

Ezt pedig atrendezve megkapjuk a formulat:

c—e+l=2

4.8. Thurston bizonyitasa

A kovetkez6 bizonyitas egy William Thurston (1946-2012) nevli matematikustol
szarmazik.

A bizonyitdas megkezdéséhez forgassuk a poliédert egy olyan helyzetbe, hogy
semelyik éle ne legyen vizszintes helyzetben. Ekkor ki tudunk jel6lni egy U legfelso és egy
L legals6 csucsot. Mindig 1étezik ilyen forgatas? A valasz igen, hiszen ehhez csupan egy
olyan iranyt (vektort) kell meghataroznunk, amely semelyik élre sem merdleges - ezt
fliggblegesnek véve biztosan nem lesz egy vizszintes él sem. Ilyen irdny mindig létezik:
rendeljiik a poliéder mindegyik (véges sok) éléhez azt a sikot, amely az adott élre
merodleges, ezek a sikok nem tartalmazhatjak a valasztott iranyt. Toljuk ezeket a sikokat
az origéba. Mivel véges sok sikrél van sz6, egyiitt nem tolthetik ki az egész teret, igy
biztosan lesz olyan egyenes az origon at, amely egyikben sem fekszik benne. Ha egy ilyen
egyenesnek az iranyat tekintjiik fligg6legesnek, akkor a poliéder a kivant helyzetben fog
allni: egyik éle sem lesz vizszintes.

Ezek utan a poliéder minden csucsaba helyezziink pozitiv (+), minden élre negativ
(-), majd minden lapkézéppontba ismét pozitiv (+) elSjelet. Ugy tekintjiik, hogy egy pozitiv
és egy negativ elGjel semlegesiti egymast, ha talalkoznak, az ilyen ,6sszeiitkozések”
szamat fogjuk vizsgalni. A szabaly a kovetkezd: tekintsiik a poliédert elélnézetbdl, ekkor
a csucsok és az élek el6jeleit mozditjuk el vizszintesen, az dramutato6 jarasaval ellenkezd
iranyba ugy, hogy rakeriljenek a (veliik ilyen iranyban) szomszédos lapra. U-t és L-et nem
mozgatjuk, hiszen t6llik vizszintes irdnyba haladva nem talalunk lapot. Ezutan az egyes

lapokon 1év6 el6jeleket vizsgaljuk meg alaposan.
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+
Hllusztrdcid I1. (forrds: https://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/charges.html)

Az egyes lapokra keriild el6jelek sorozata minden esetben egy adott él-csucs
sorozatnak felel meg, ahol a sorozat els6 és utolsé tagja is él, ennek kdvetkeztében mindig
1-gyel tobb él elbjele keriil a lapra, mit csticsé. Mivel az éleknek negativ, a csicsoknak
pozitiv az eldjele, igy ez a sorozat végeredményben egy negativ (-) elGjelet ad tovabb a
lapnak. Mivel a lapkozéppontok eredeti eldjele pozitiv (+) volt, igy ezzel a mivelettel
ezeket az el6jeleket is semlegesitettiik. Maradt csupan az U és az L csucs két darab pozitiv
eldjele.

Mit tudtunk meg tehat? A pozitiv el6jelek szama kettdvel tobb, mint a negativ eldjelek
szama, vagyis, ha baloldalra gyfijtjiik a pozitiv el6jeleket (csticsok és lapok), jobb oldalra
pedig a negativakat (élek), akkor a jobb oldal kett6ével kisebb lesz, mint a bal. Ez képlettel
felirva:

c+l=e+2
c—e+l=2
Ezzel a tételt belattuk.

4.9. Oszd meg és uralkodj!

A most kovetkezd bizonyitas a lapok szama alapjan egyszerd indukciés 1épések
mentén mutatja be a formula helytall6sagat poliéderekre.

Tudjuk, hogy egy konvex poliéder feliiletét barmely, élekbdl kialakitott egyszeri zart
torottvonal két 6sszefliggd részre osztja. Nevezziik a poliéder feliiletének ilyen modon
eloallithato részeit nyitott poliéderfeliileteknek. Ezekhez hozzaértjiik a hatarvonalukat is,
vagyis azt a torottvonalat, amelyet a kettévagashoz hasznaltunk. A nyitott poliéderfeliilet
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esetében is a ¢ e | jelolést hasznaljuk a hozza tartozé csucsok, élek,
illetve lapok szamara. Az Euler-féle poliédertétel nyitott poliéderfeliiletekre vonatkozo
valtozatanak tekintjiik a ¢ — e + [ = 1 formulat, amelyet az aldbbiakban a lapok szama
szerinti indukciéval bizonyitunk be.

Ebbdl a formulabdl rogton kovetkezni fog az Euler-tétel. Tavolitsuk el ugyanis a ¢
csucsy, e €14, I lapu poliéder egyik lapjat, ekkor az igy kapott nyitott poliéderfeliiletnek c
csucsa, e éle és | — 1 lapjalesz, ezértc—e+ (1—1) = 1,azazvalébanc —e +1 = 2.

Az indukciés bizonyitas els6é 1épéseként konnyen belathatjuk, hogy 1 lap esetén az
allitas nyilvanvaléan igaz, ekkor a csucsok és az élek szama megegyezik, ezek kiejtik
egymast, az 1 = 1 trivialis egyenl6ség marad.

Az indukciés 1épésében tegyiik fel, hogy [-nél kevesebb lap esetén fennall az
egyenldség.

Vizsgaljuk meg, mi torténik / lap esetén. Jel6ljiink ki két csucsot az eltavolitott lap
csucsai koziil, majd keressiink utat kozottiik a poliéder élein haladva: ilyen ut a poliéderek
harmadik alaptulajdonsaga miatt biztosan létezik. Ezt az utat egészitsiik ki az Gket
osszekotd éllel, igy egy zart sétat kapunk, melynek mentén a poliéderek negyedik
alaptulajdonsagat felhasznalva két kiilonallé részre tudjuk osztani a poliédert. A séta
élszamat jelolje k, csticsszamat pedig ekkor k + 1.

Errdl a két részrol tudjuk, hogy rajuk kiilon-kiilon teljestil a formula, hiszen lapszamuk
[-nél kisebb.

A formula az els6 részben legyen: ¢; —e; + 1, =1

A formula az masodik részben legyen: ¢, —e, + [, =1

A fenti két egyenl6séget Osszevetve a kovetkezdket allithatjuk az [ lapd nyitott
poliéderrdl:

o ¢éleinekszama:e; +e, =e+k
e csucsainak szama:c; +¢; =c+ (k+1)
e lapjainak szama: [; + 1, =1

Ezeket 6sszeadva pedig megkapjuk, hogy c — e + | = 1, ezzel pedig az allitast belattuk.
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A most kovetkez6 bizonyitasok esetén mar nem poliéderekre, hanem sikgrafokra
fogjuk vizsgalni a poliéderformula fennallasat. A grafelméleti megkozelitések esetében
nem koveteljik meg, hogy a csticsok foka minimum 3 legyen, illetve engedélyeziink
tobbszoros és hurokéleket is, egyediil azt fontos kikoétniink, hogy a grafunk véges és
osszefiiggd legyen. Egy poliéderbdl mindig tudunk késziteni egy ilyen sikgrafot, példaul a
Steiner-féle bizonyitasnal ismertetett vetitéses mddszert felhasznalva, azonban ez olyan
tetszbleges sikgrafokra is miikodni fog, melyek nem poliéder élgrafjaibdl allnak eld.

A poliéder csucsainak a sikgraf csucsait (V), éleinek a graf éleit (E), lapjainak pedig a
graf tartomanyait (F) feleltetjik meg. Ezeket a jeloléseket hasznalva a poliéderformula

grafelméletialakjaV — E + F = 2.

4.10. Euler-korok

A kovetkez6 bizonyitas viszonylag fiatalnak szamit a formula bizonyitasainak
korében, meglepd mddon a kapcsolatot az Euler-féle poliéder tétel és az Euler-korok
kozott sokdig nem fedezték fel.

Sétanak nevezziik a szomszédos csucsok és élek valtakoz6 sorozatat egy grafban.
Korsétanak nevezziik az olyan sétdkat, melyek kezd6 és végpontja ugyanaz a csucs. Euler-
korsétarol beszéliink egy olyan kdrséta esetén, mely a graf minden élét pontosan egyszer
tartalmazza. Ismert tétel, hogy egy G grafban pontosan akkor létezik Euler-koérséta, ha a
graf minden csucsanak a fokszama paros. Azokat a grafokat, melyekben létezik Euler-
korséta Euler-grafoknak nevezziik.

Tételezziik most fel, hogy a G graf Euler-graf, azaz 1étezik benne Euler korséta. A
bizonyitdshoz vezessiink be egy R valtozot, amely azt szamlalja, hogy a korséta soran
hanyszor érintiink olyan csticson, melyen mar korabban is athaladtunk. Azaz R értékét
minden olyan alkalommal néveljiik eggyel, amikor egy mar korabban érintett cstcson at
vezet az utunk.

Az alabbi két megfigyelést kell megvizsgalnunk:

1. F=R+1

Ennek az igazolasahoz rajzoljuk fel a graf éleit a korsétaban meghatarozott
sorrendben. Ekkor egy lap mentén indulunk el, és amikor egy cstucsismétlodéshez
jutunk, akkor fejezziik be az adott lap kérbejarasat és kezdiink el egy 4j lap mentén
haladni. Tehat minden lap ,bezarasanal” noveljik R értékét 1-gyel, és ezt az utolso

elotti lapig folytatjuk, hiszen ekkor mar az utolsoé lap kivételével az 6sszes lap éleit
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korbejartuk, ami val6jdban azt jelenti, hogy magaét az utolséét is (a vele
szomszédos lapok korbejarasakor). Tehat R = F — 1,azaz F = R + 1.

2. R=E-V+1
Tudjuk, hogy egy E élt tartalmazé séta soran E + 1 csucsot latogatunk meg, ekkor
a graf csucsainak szamat ugy kapjuk meg, hogy a meglatogatottak szamabol
levonjuk az ismétlédések szamat. Eszerint V = E +1—R,azazR=E -V + 1.

A két fenti megfigyelést R-re rendezve és egyenlévé téve pedig megkapjuk magat a

poliéderformulat Euler-grafokra:

F-1=E-V+1
V—-E+F=2

Mi a helyzet akkor, ha nem Euler-grafrél beszéliink, hanem egy tetszdleges 6sszefliggd
G sikgrafra szeretnénk a poliéderformula fennallasat vizsgalni. Az ilyen grafokat
konnyedén Euler-grafokka tudjuk alakitani a kovetkezé modszerrel: duplazzuk meg a G
graf 6sszes élét (egy él megduplazasa egy vele parhuzamos élt hoz létre, mely ugyanazt a
két csucsot koti dssze, mint az eredeti él). Ekkor az igy kapott G* graf cstiicsainak szama
ugyanugy V, az élek szama az eredeti kétszerese, azaz 2F lesz, valamint minden élduplazas
egy Uj tartomanyt hoz létre a két parhuzamos él kozott, ezzel a tartomanyok szama
élszamnyival (E) novekszik, azaz F + E lesz.

Miért segitett ez nekiink? Az élek megduplazasaval elértiikk, hogy minden csucs
fokszama paros legyen, azaz G* graf Euler-graf. Emellett mivel az élek és a lapok szama

azonosan valtozott, igy a képletben ez a két érték kiejti egymast:

V—(E+E)+(F+E)=2
V—E+F=2

Tehat a tetszbleges G 6sszefliggd sikgrafbdl a fenti médon Euler-grafot csindltunk,

melyre pedig mar belattuk az allitast.

4.11. Tartomanyok szama szerinti teljes indukcié

A kovetkez0 két bizonyitas viszonylag egyszeri indukcios 1épéseket kovetve mutatja

be a formula fennallasat 6sszefliggd sikgrafokra.
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Legyen G 0sszefiliggd sikgraf. Kezdjiik meg az indukcids bizonyitast a tartomanyok
szama szerint:

1. F = 1: Ha G-nek egy tartomdanya van, akkor tudjuk réla, hogy 6sszefiiggé és
kormentes (hiszen ha lenne benne kor, akkor az egy masodik tartomanyt
keritene el). Ekkor G egy fa, amirdl tudjuk, hogy E = V — 1. Felhaszndlva, hogy
egy lapbdl indultunk ki, adédik a formula:

V—E+F=2.

2. Amennyiben G-nek nem egy tartomanya van, valasszunk ki egy e élt, amely két
tartomanyt valaszt el, és tavolitsuk el e-t a grafbdl. Ekkor a graf tovabbra is
Osszefiiggéd marad, hiszen az e élt csakis egy korbdl tavolithattuk el, s igy
barmely két cstcs kdzott marad ut e-t a kor megmaradt éleivel helyettesitve.
Az e él eltavolitasaval mind a tartomanyok, mind az élek szama 1-gyel csokkent.

3. Ekkor lathatjuk, hogy barmely két tartomany egyesithetd gy, hogy mind az
élek mind a tartomanyok szama 1-gyel csokken, azaz G-t ilyen egyesitésekkel
fava tudjuk alakitani, amirél mar belattuk az 1-es pontban, hogy teljesiil ra a
formula. Mivel minden lépésben az élek és a tartomanyok szama azonosan
valtozott, azaz a valtozasok kiejtik egymast, igy a poliéderformula az eredeti

grafra is fennall.

4.12. Elek szerinti teljes indukci6

Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan a formulat egy, az élek szadmara felépitett
indukcidval is be tudjuk latni. Legyen G tovabbra is 6sszefliggd sikgraf. Ekkor erre az
indukcios 1épések a kovetkezok:

1. Els6 lépésben induljunk ki egy viraghol, azaz egy olyan grafbdl, melynek
egyetlen csucsa van, melybe hurokélek futnak be. Indukcids lépésekkel
vizsgaljuk meg erre a formula fennallasat. Amennyiben a grafnak egyetlen
szirma (hurokéle van), az 2 tartomanyt hoz létre, vagyisV = 1,E = 1ésF = 2,
ekkor teljesil, hogy V+F—-E=1+2-1=2. Minden ujabb szirom
hozzavételével egy mar létezd tartomanyt osztunk ketté, azaz az élek és a
tartomanyok szdma azonosan valtozik, a formula igy minden 1épés utan fennall.

Ezzel belattuk, hogy virag grafokra teljestil a formula.
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2. Masodik lépésként tegyiik fel, hogy a grafnak vannak nem hurok élei is,
valasszuk ki ezek koziil egy e élt. Huzzuk Ossze e két végpontjat és ezzel
sziintessiik meg e-t, majd folytassuk ezt a folyamatot a graf tobbi élére is addig,
mig virag grafot nem kapunk. Minden egyes 0sszehuzaskor az élek és a csicsok
szamat is 1-gyel csokkentjiik (az él megsziinik, a két végpontjabdl pedig egy
pont lesz), mely a poliéderformula egyenléségét nem boritja fel. Mivel G-rél
nem tettiilk fel, hogy egyszerdi, igy ezek az 0Osszehtuzasok gond nélkiil
folytathatdak addig, mig G-nek csupan egy cstcsa és hurokélei nem maradnak.
Az ilyen grafokrdl pedig az 1-es pontban belattuk, hogy teljestil rajuk a formula,

ezzel pedig a tételt bizonyitottuk.

4.13. Fulfelbontas

Egy grafot kétszeresen élosszefiiggdnek mondunk, ha bel6le barmely élt eltavolitva a
graf tovabbra is 6sszefliggé marad.
korok) ugy, hogy az elsé fiil egy egyediilallé csucs, ezutan pedig minden tovabbi fiil kezdb
és végpontja olyan csudcs, ami mar korabbi fiil(ek)ben el6fordult, azonban 6sszes tobbi
csucsa uj, korabbi fiilekben nem megtalalhaté csucs.

Legyen G a P poliéder grafja. Errél tudjuk, hogy kétszeresen élosszefliggd, hiszen ha P
egy élét eltavolitjuk, az él két végpontjat tovabbra is 6sszekoti egy ut az élre illeszkedd
barmelyik lapot koriilvevd élek mentén végighaladva.

Ha egy G graf kétszeresen élosszefiiggd, akkor 1étezik fllfelbontasa.

G-ben a fiileket egyesével talaljuk meg a kovetkez6képpen: Ha G-nek egyetlen csiicsa
van és nincsenek tovabbi élei, akkor készen vagyunk. Ha G-nek vannak élei, tegytik fel,
hogy G fiilfelbontasat mar részben elkészitettiik, ezek a fiilek G egy részgrafjat alkotjak, és
egy kovetkezd fllet szeretnénk megtalalni. Amennyiben G-nek van még fel nem hasznalt
éle, akkor olyan is van, amely az eddigi fiilek uniéjabél indul ki, de nem tartozik hozza
(hiszen G 0Osszefliggd). Ennek az élnek az unidhoz tartozdé végpontja az él tulso
végpontjaval G kétszeres 0sszefligg6sége miatt egy Ut mentén 6sszekothetd. Ezen az uton
elindulva haladjunk az elsd olyan csucsig, amely mar a korabban megtalalt fiilek alkotta
részgrafban talalhato, ezzel elkészitve az yj fiilet. Ha a grafnak tovabbra is van olyan éle,
mely nem része a fiilek alkotta részgrafnak, a fenti 1épéssorozatot folytatjuk addig, mig

nem marad ilyen él, ekkor pedig létrehoztuk G fiilfelbontasat.
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A kovetkezOkben filileken halad6é indukciéval fogjuk belatni a poliéderformula
fennallasat a G kétszeresen Osszefliggd sikgrafra. Készitsiik tehat el G fiilfelbontasat.

1. Kezdetben 1 csucsbdl indulunk ki, ekkor az élek szama 0, a tartomanyok szama
pedig 1.
Ezt behelyettesitve a poliéder formuldba: V —E+F=1-0+1=2

2. Minden Uj fiil egy-egy utat formal mar ismert csticsok kozott. Egy ut 1-gyel tobb élt
tartalmaz, mint csdcsot (hiszen a kezd6- és végpontja mar adott). A tartomanyok
szama minden uj fiil megtalalasaval 1-gyel novekszik, hiszen az uj fiil egy eddig
ismeretlen tartomanyt kerit kortl.
Ekkor egy k élt tartalmazo fiil az élek szamat k-val, a csticsok szamat k — 1-gyel, a
lapok szamat pedig 1-gyel noveli.
Ezt behelyettesitve a formulaba az tovabbra is fenntartja az egyenldséget, hiszen a
valtozas a kovetkezOképpen irhato fel (A jeloli a novekményeket, azaz AV a

csucsok, AE az élek, AF pedig a lapok szamdanak valtozasat):
AV—-—AE+AF=(k-1)—-k+1=0

Az indukcids 1épéseket folytatva az Osszes fiilre a tétel allitasat.
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