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Dr. Gyarmati Katalin

egyetemi docens

2021



1



Tartalomjegyzék

1. Köszönetnyilvánítás 3

2. Bevezetés 4

3. Bináris sorozatok pszeudovéletlenségének mérése 5

4. A Legendre szimbólum pszeudovéletlensége 8

5. A Legendre szimbólumhoz kapcsolódó további konstrukció 9

6. Elfogadhatóság, “jó” prímek 15

7. Következmények, algoritmus 15

8. Karakterösszeg becslések a pq modulusra 18

8.1. Multiplikatív karakterösszeg becslések . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

8.2. Additív karakterösszeg becslések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

9. A Legendre szimbólum konstrukciójának kiterjesztése a Jacobi szimbó-
lumra 23

9.1. A (13) konstrukció kiterjesztése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

9.2. A (15) konstrukció kiterjesztése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

10. Saját programok eredményei adott mértékekre 33

10.1. Eredmények (1) konstrukcióval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

10.2. Eredmények (3) konstrukcióval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2



1. Köszönetnyilvánítás

Ezúton köszönöm témavezetőmnek, Dr. Gyarmati Katalinnak a szakdolgozat megírásá-

hoz adott iránymutatását, illetve a szakirodalmak rendelkezésemre bocsátását.

3



2. Bevezetés

Számos cikk jelent meg a pszeudovéletlen sorozatokról, melyek célok, megközelítések

és eszközök széles skáláját mutatják be és melyek még a pszeudovéletlenséget is külön-

bözőképpen értelmezik. Ezek többségében matematikusok a pszeudovéletlen sorozatok

konstrukcióit adják meg és/vagy tesztelik a pszeudovéletlenség szempontjából. Több

másik, a kriptográfia által inspirált cikkben, a matematikai logika módszereit, a valószí-

nűségi elméletet és a kombinatorikát használják fel a pszeudovéletlenség vizsgálatára

(például [1], [2], [3]).

A pszeudovéletlen sorozat fogalma három különböző módon értelmezhető:

1. [0,1) sorozatok,

2. az 1, . . . ,N halmazból vett egészek pszeudovéletlen sorozatai,

3. pszeudovéletlen bináris, vagy általánosabban, b-edrendű sorozatok.

Knuth [4] nem tesz éles különbséget e három koncepció között, hiszen szorosan össze-

függenek. Ennek ellenére vannak bizonyos eltérések; a különböző pszeudovéletlenségi

fogalmak tanulmányozása különböző megközelítéseket és konstrukciós elveket inspi-

rálhat.

Christian Mauduit és Sárközy András [5] a konstrukciók elemzése, összehasonlítása

valamint a korábbi módszerek bizonyos hiányosságainak kiküszöbölése érdekében a

pszeudovéletlenség új mértékét (vagy mértékeit) vezették be. Céljuk volt minél jobb

konstrukciók keresése, olyanoké, melyek legalább bizonyos speciális esetekben jobbak

az előzőeknél. A legtöbb konstrukciójuk esetén sikerrel jártak, mind közül a Goubin-

Mauduit-Sárközy [6] cikkében megadott bizonyult a legjobbnak, amelyet az 5. fejezet-

ben ismertetek. Emellett a számelméletben és a matematika más területein fontos szere-

pet játszó speciális bináris sorozatok véletlenszerű tulajdonságairól is új információkat

gyűjtöttek.
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3. Bináris sorozatok pszeudovéletlenségének mérése

Az elvárás az, hogy ez a mérték tükrözze a legfontosabb és intenzíven tanulmányozott

véletlenszerű tulajdonságokat, mint például

1. normailtás;

2. a számtani progressziókhoz viszonyított jó eloszlás;

3. kis többszörösű összefüggések.

Mauduit és Sárközy [5] az E = (e1,e2, . . .) ∈ {−1,1}∞ végtelen bináris sorozatok ese-

tében ezeket a véletlen tulajdonságokat a következő módon definiálják:

k ∈ N, M ∈ N, X = (x1, . . . ,xk) ∈ {−1,1}k, a ∈ Z, b ∈ N, D = (d1, . . . ,dk) ∈ Nk,

d1 < .. . < dk-ra

T (E,M,X) = |{n : 0≤ n≤M,(en+1,en+2, . . . ,en+k) = X}|,

U(E,M,a,b) =
M

∑
j=1

ea+ jb

és

V (E,M,D) =
M−1

∑
n=0

en+d1en+d2 . . .en+dk .

Ekkor az E sorozat normális, ha

|T (E,M,X)−M/2k|= o(M)

minden rögzített k-ra és X-re, ahogy M→∞, míg a második és harmadik véletlen tulaj-

donság a következőképpen fejezhető ki:

U(E,M,a,b) = o(M),

illetve

V (E,M,D) = o(M)

minden rögzített a,b és D-re, ahogy M→ ∞.

A véletlen tulajdonságok véges analógiájának megfogalmazása előtt további két külön-

böző természetű követelményt állítanak elő.
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Hogy megmagyarázzák a következő követelményt, szemléltetésül először megfontolják

a véges bináris sorozatok pszeudovéletlenségének Knuth [4] által adott definícióját:

3.1. Definíció (Knuth). Egy EN = (e1, . . . ,eN) ∈ {−1,1}N véges halmazt pszeudovélet-

lennek nevezünk, ha minden k ∈ N-re, ahol

k ≤ logN
log2

,

és minden X ∈ {−1,1}k-ra létezik∣∣∣∣T (EN ,N +1− k,X)− N +1− k
2k

∣∣∣∣≤ 1√
N
.

A fenti definíció csupán két lehetőséget enged: a sorozat vagy “jó” vagy “rossz”, azaz

vagy pszeudovéletlen vagy nem az.

4. A bináris sorozatok pszeudovéletlenségét jellemeznie kell egy az összes véges

bináris sorozat halmazán meghatározott valós értékű függvénynek (így össze kell

tudnia hasonlítani két azonos hosszúságú sorozatot).

5. Meg kell tudnia becsülni ezt a pszeudovéletlenségi mértéket legalább bizonyos

“szép” sorozatokra.

Gyakorlatilag reménytelen definiálni egy értéket, ami viszonylag jól becsülhető a

sorozatok többségére, így az utolsó feltétel, hogy:

6. Ez a pszeudovéletlen mérték különböző szintekkel kell, hogy rendelkezzen és

az egyiknek képesnek kell lennie legalább alacsony szintű mértékeket becsülnie,

hogy a kapott eredményt egy “trendként”, “részeredményként” értelmezze a psze-

udovéletlenség irányában.

Mauduit és Sárközy [5] egy ilyen pszeudovéletlenségi mérték definiálásához először az

első három véletlen tulajdonságot jellemző pszeudovéletlenségi mértéket mutatják be.

Ezen tulajdonságok mindegyikéhez létezik egy meglehetősen természetes módja annak,

hogy egy pszeudovéletlenségi mértéket bármilyen adott EN = (e1, . . . ,eN) ∈ {−1,1}N

sorozathoz hozzárendeljük:

3.2. Definíció (Mauduit-Sárközy). k-adrendű normalitás mérték:

Nk(EN) = max
X∈{−1,1}k

max
0<M≤N+1−k

|T (EN ,M,X)−M/2k|.
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3.3. Definíció (Mauduit-Sárközy). Normalitás mérték:

N(EN) = max
k≤(logN)/ log2

Nk(EN).

3.4. Definíció (Mauduit-Sárközy). Egyenletes eloszlás mértéke:

W (EN) = max
a,b,t
|U(EN , t,a,b)|= max

a,b,t

∣∣∣∣∣ t

∑
j=1

ea+ jb

∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot minden olyan a-ra, b-re és t-re tekintjük, ahol a,b, t ∈ N és 1 ≤
a+b≤ a+ tb≤ N.

3.5. Definíció (Mauduit-Sárközy). k-adrendű korrelációs mérték:

Ck(EN) = max
M,D
|V (EN ,M,D)|= max

M,D

∣∣∣∣∣M−1

∑
n=0

en+d1en+d2 . . .en+dk

∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot minden olyan D=(d1, . . . ,dk)-ra és M-re tekintjük, ahol M+dk≤N.

3.6. Definíció (Mauduit-Sárközy). Korrelációs mérték:

C(EN) = max
k≤(logN)/ log2

Ck(EN).

Ekkor az EN sorozat N szempontjából “jó” pszeudovéletlen sorozatnak számít, ha a

W (EN) és Ck(EN) mértékek is “kicsik” (legalább kis k értékekre).

3.7. Definíció (Mauduit-Sárközy). Kombinált (egyenletes eloszlású-korrelációs)

k-adrendű mérték:

Qk(EN) = max
a,b,t,D

∣∣∣∣∣ t

∑
j=0

ea+ jb+d1ea+ jb+d2 . . .ea+ jb+dk

∣∣∣∣∣= max
a,b,t,D

|Z(a,b, t,D)|,

ahol

|Z(a,b, t,D)|=
t

∑
j=0

ea+ jb+d1ea+ jb+d2 . . .ea+ jb+dk

definiált minden olyan a,b, t,D = (d1,d2, . . . ,dk)-ra, ahol minden a+ jb+ dl index az

{1, . . . ,N}-hez tartozik.

3.8. Definíció (Mauduit-Sárközy). Kombinált mérték:

Q(EN) = max
k≤(logN)/ log2

Qk(EN)
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4. A Legendre szimbólum pszeudovéletlensége

A Qk és Q kombinált pszeudovéletlenségi mértékek rendelkeznek az 1-4. és 6. tulaj-

donságokkal. Azt kell még megmutatni, hogy ezek a mértékek az 5. tulajdonsággal is

rendelkeznek, melyhez Mauduit és Sárközy [5] a Legendre szimbólumot tesztelik:

4.1. Tétel (Mauduit-Sárközy). Létezik egy p0 szám úgy, hogy ha p > p0 prímszám, k ∈
N, k < p és

Ep−1 =

((
1
p

)
,

(
2
p

)
, . . . ,

(
p−1

p

))
,

akkor

Qk(Ep−1)≤ 9kp1/2 log p

így N = p−1-re

Q(EN) = max
k≤(logN)/ log2

Qk(EN)≤ 27N1/2(logN)2

továbbá

Q∗(EN) =
∞

∑
k=1

Qk(EN)/2k ≤ 33N1/2 logN.

A tétel bizonyítása az [5] cikkben megtalálható.

Mauduit és Sárközy [5] megmutatták, hogy a Legendre szimbólum “jó” pszeudovéletlen

sorozatot alkot.

Legyen p egy páratlan prím és

N = p−1, en =

(
n
p

)
, EN = {e1, . . . ,eN}. (1)

Ekkor az előző tétel alapján létezik

W (EN)� p1/2 log p� N1/2 logN

és

Ck(EN)� kp1/2 log p� kN1/2 logN.
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Számos bináris sorozat tesztelésre került már sor pszeudovéletlenségi szempontból,

azonban továbbra is az (1) konstrukció a legjobb. Az eddigi “jó” pszeudovéletlen bi-

náris sorozatot adó konstrukciók csak “keveset” állítanak elő, míg egyes alkalmazások-

ban (például a kriptográfiában) ezek “nagy” családjára van szükség. Goubin, Mauduit

és Sárközy a [6]-os cikkben erős pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkező bináris

sorozatok egy nagy családját adták meg, melyet a következő fejezetben ismertetek.

5. A Legendre szimbólumhoz kapcsolódó további konst-

rukció

Az
(

n
p

)
Legendre szimbólum pszeudovéletlen tulajdonságait számos cikkben tanulmá-

nyozták (például [8]). Mauduit és Sárközy [9] kibővítették az (1)-es konstrukciót en

definíciójának általánosításával:

en =

(
f (n)

p

)
,

ahol f (n) egy permutációs polinom Fp felett (a modulo p maradékosztályok mezője).

Bár nagyon keveset tudunk a permutációs polinomokról és csak nagyon kevesüket is-

merjük, a “jó” polinomok egy sokkal nagyobb családját tudjuk használni, de ezek leírása

előtt ismerkedjünk meg a következő két definícióval:

5.1. Definíció (Goubin-Mauduit-Sárközy). Ha m, M ∈N, A , B⊂Zm (gyűrűje a modu-

lo m maradékosztájainak), és A +B reprezentálja Zm minden elemét multiplicitásokkal

együtt, azaz minden c ∈ Zm esetén

a+b = c, a ∈A , b ∈B (2)

páros számú megoldással rendelkezik (beleértve azt az esetet, amikor nincs megoldása),

akkor A +B összegét P tulajdonságúnak mondjuk.

5.2. Definíció (Goubin-Mauduit-Sárközy). Ha k, `, m ∈ N és k, `≤ m, akkor azt mond-

juk, hogy (k, `,m) egy elfogadható hármas, ha nincs A , B ⊂ Zm úgy, hogy |A | = k,

|B|= `, és A +B rendelkezik a P tulajdonsággal.
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Jelölje Fp algebrai berekesztését Fp.

5.3. Tétel (Goubin-Mauduit-Sárközy). Ha p egy prím, f (x) ∈ Fp[x] foka k(> 0), f (x)

nem tartalmaz több nullát f (x) ∈ Fp-ben, és az Ep = {e1, . . . ,ep} bináris sorozatot az

en =


(

f (n)
p

)
ha ( f (n), p) = 1

+1 ha p | f (n)
(3)

által definiáljuk, akkor létezik

W (Ep)< 10 kp1/2logp

. Továbbá tegyük fel, hogy ` ∈ N és a következő feltételek egyike áll:

(i) `= 2;

(ii) ` < p és 2 primitív gyök modulo p;

(iii) (4k)` < p;

Ekkor

C`(Ep)< 10 k`p1/2 log p.

A fenti tétel bizonyítása, melyet Goubin, Mauduit és Sárközy [6] cikkében találunk,

a következő lemmán alapul, melyet Mauduit és Sárközy Weil [7] tételéből vezetett le

Vinogradov módszerét használva. A legtöbb konstrukció esetén a pszeudovéletlen mér-

tékek becslése Weil ezen híres tételére vezetődik vissza.

1. Lemma (Goubin-Mauduit-Sárközy). Tegyük fel, hogy p prím, χ nem főkarakter d-ed

rendben modulo p (így d | p− 1), f (X) ∈ Fp[X ] foka k és egy faktorizációja f (X) =

b(X−X1)
d
1 . . .(X−Xs)

d
s (legyen Xi 6= X j i 6= j-re) Fp-ben, ahol

(d,d1, . . . ,ds) = 1. (4)

Legyenek X ,Y valós számok úgy, hogy 0 < Y ≤ p. Ekkor∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

χ( f (n))

∣∣∣∣∣< 9kp1/2 log p.
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Az 5.3. tétel felhasználásához szükséges kritérium, hogy a (k, `, p) hármas elfogadható

legyen.

Goubin, Mauduit és Sárközy [6] a következő tételben fogalmazzák meg az elfogadha-

tóság feltétleit:

5.4. Tétel (Goubin-Mauduit-Sárközy). (i) Minden p prímre és k∈N, k< p a (k,2, p)

hármas elfogadható.

(ii) Ha p prím, k, ` ∈ N és

(4`)k < p, (5)

akkor (k, `, p) elfogadható.

(iii) Ha p olyan prím, melynek 2 primitív gyöke modulo p, akkor minden k, ` ∈ N
párosra, ahol k < p, ` < p, a (k, `, p) hármas elfogadható.

Bizonyítás. (Goubin-Mauduit-Sárközy)

(i) Az állítással ellentétesen tegyük fel, hogy létezik egy p prímszám és egy k ∈ N,

ahol

k < p (6)

úgy, hogy a (k,2, p) hármas nem elfogadható, azaz létezik A ,B ⊂ Zp úgy, hogy

|A |= k, |B|= 2 és (2)-nek páros számú megoldása van minden c ∈ Zp-re. B =

{b,b+d} (ahol d 6= 0).

A +b minden tagjának (legalább) 2 ábrázolása van (2)-es alakban, amiből

könnyen következik, hogy A +b =A +b+d. Következésképpen A +b =A +

b+ rd bármely r-re, és így A + b = A + b+ s bármely s ∈ Zp-re, különösen

bármely s ∈A +b-re. Ennél fogva A +b additív alcsoportja Zp-nek, és így A +

b = Zp.

(ii) Tegyük fel, hogy k, `, p kielégíti (5)-öt és van A , B ⊂ Zp, |A |= k, |B|= `.

Ez elegendő, hogy megmutassa, létezik c ∈ Zp, amire (2)-nek pontosan egy meg-

oldása van. Ráadásul, ha m ∈ N, (m, p) = 1, akkor (2)-nek és az alábbinak:

ma+mb = mc, a ∈A , b ∈B
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ugyanazok a megoldásai és ha c a Zp elemein fut, akkor itt c′ = mc ugyanazt

csinálja. Így elegendő megmutatni, hogy van olyan m∈N, c′ ∈Zp, hogy (m, p) =

1, és a következőnek ugyanaz a megoldása:

ma+mb = c′, a ∈A , b ∈B (7)

Jelölje r(a) az a mod p abszolút legkisebb maradékát a ∈ Z-re, azaz r(a) ∈ Z-t

határozzák meg

r(a)≡ a mod p, |r(a)| ≤ p−1
2

.

A következő lemma szükséges:

2. Lemma (Goubin-Mauduit-Sárközy [6]). Ha k, `, p, A a fentiek szerint vannak

definiálva, és A -ban a maradékosztályokat a1, . . . ,ak reprezentálja, akkor létezik

m ∈ N úgy, hogy (m, p) = 1 és

|r(mai)| ≤
1
2

[ p
`

]
ahol i = 1,2, . . . ,k. (8)

Bizonyítás. (Goubin-Mauduit-Sárközy) Tekintsük a p k értéksorokat.

u j = (r( ja1), . . . , r( jak)), j = 1,2, . . . , p. (9)

Legyen D = 1
2

[ p
`

]
+1 és Z =

[ p
D

]
+1. Ekkor DZ > p és így minden k hármasra

(9)-ben egyedileg meghatározott nemnegatív egészek t1 = t1( j), . . ., tk = tk( j)

úgy, hogy

r( jai) ∈
{
− p−1

2
+ tiD, − p−1

2
+ tiD+1, . . . , − p−1

2
+(ti +1)D−1

}
i = 1,2, . . . ,k esetén

és ezen ti egészekre egyértelműen létezik

ti ∈ 0,1, . . . ,Z−1, ahol i = 1,2, . . . ,k. (10)

A lehetséges k értéksorok száma t1, . . . , tk (10) szerint, (5) által,

Zk =
([ p

D

]
+1
)k

<
(

2
p
D

)k
<

(
2

p
p/2`

)k

= (4`)k < p,
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és így létezik legalább egy k értéksor t1, . . . , tk, amely legalább két különböző j-hez

j1, j2 van rendelve:

t1 = t1( j1) = t1( j2), . . . , tk = tk( j1) = tk( j2). (11)

Ekkor

− p−1
2

+ tiD≤ r( j1ai), r( j2ai)<−
p−1

2
+(ti +1)D,

ahonnan

|r( j1ai)− r( j2ai)|< D i = 1, 2, . . . , k esetén. (12)

Most definiáljuk m-et m = | j1 − j2| által, így 1 ≤ j1, j2 ≤ p-re és j1 6= j2-re

(m, p) = 1. Ezután (12)-ből következik, hogy

|r(mai)|= |r(( j1− j2)ai)| ≤ |r( j1ai)− r( j2ai)|< D i = 1, 2, . . . , k esetén,

amivel teljesül a 2. Lemma bizonyítása.

A (ii) rész bizonyításának befejezése, illetve a (iii) rész bizonyítása a [6] cikkben talál-

ható.

Bár két olyan konstrukció is megjelent, melyek csak kissé alacsonyabbrendűek az 5.3.
tételbelinél, továbbra is (3) a legjobb konstrukció erős pszeudovéletlen tulajdonságú

bináris sorozatok nagy családjának előállítására.

Az elsőt Mauduit, Rivat és Sárközy adta meg a [10] cikkben:

5.5. Tétel (Mauduit-Rivat-Sárközy). Legyen p egy páratlan prím, f (x) ∈ Fp[x] d fokú,

és Ep = {e1, . . . ,ep} bináris sorozatot az

en =

+1 ha 0≤ rp( f (n))< p/2

−1 ha p/2≤ rp( f (n))< p,
(13)

definiálja, ahol rp jelöli az egyedi r ∈ {0, . . . , p−1}-t, melyre n≡ r mod p. Ekkor

W (Ep)� d p1/2(log p)2

és

2≤ `≤ d−1 (14)
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esetén

C`(Ep)� d p1/2(log p)`+1.

Ennek hátránya, hogy amennyiben (14) nem áll fenn, C`(Ep) nagy lehet.

Bár az előbbi két konstrukció (3) és (13) egymástól nagyon távolinak tűnnek, nem tel-

jesen azok, ahogy Rivat és Sárközy [12] következő megfigyelése mutatja:

legyen g(x) ∈ Fp[x], és vegyük a (13) konstrukciót g(n)(p−1)/2-re f (n) helyett. Euler

lemmájából

en =+1, ha p | g(n) vagy g
(

n(p−1)/2
)
≡ 1 mod p, azaz

(
g(n)

p

)
= 1

és

en =−1, ha g
(

n(p−1)/2
)
≡−1 mod p, azaz

(
g(n)

p

)
=−1

így megkapjuk a (3) konstrukciót g(n)-nel f (n) helyett, ami a (13) konstrukció speciális

esetének tekinthető. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy bármilyen kapcsolat lenne

az 5.3. és 5.5. tétel között.

A másik konstrukciót, amely a modulo p multiplikatív inverz fogalmán alapul, Mauduit

és Sárközy [13] adták meg:

5.6. Tétel (Mauduit-Sárközy). Legyen p prím, f (x) ∈ Fp[x] k fokú (1 < k < p), és nincs

többszörös nulla Fp-ben. (a, p) = 1-re jelölje a multiplikatív inverzét a−1:

aa−1 ≡ 1 mod p

Az Ep = {e1, . . . ,ep} bináris sorozatot definiáljuk a következő módon:

en =

+1 ha ( f (n), p) = 1, rp( f (n)−1)< p/2;

−1 ha ( f (n), p) = 1, rp( f (n)−1)≥ p/2 vagy p | ( f (n)),
(15)

ahol rp az 5.5. tétel szerint definiált. Ekkor

W (Ep)� kp1/2(log p)2.

Továbbá tegyük fel, hogy ` ∈ N, és a következő feltételek közül egy áll:
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(i) `= 2;

(ii) (4k)` < p.

Ekkor

C`(Ep)� k`p1/2(log p)`+1.

Figyeljük meg, hogy mindhárom konstrukció Fp feletti, vagyis p modulusú moduláris

konstrukciók. Még nem találtak más természetű konstrukciót hasonló minőségben, így

vannak, akik más típusúakat keresnek, összetett m modulusú moduláris konstrukciókat.

Rivat és Sárközy [12] célja megtenni az első lépést ebbe az irányba a három konstrukció

kiterjesztésével olyan összetett m modulusú speciális esetre, ahol m "RSA típusú", azaz

két egymástól nem távoli prím szorzata:

m = pq, p,q prímek, (2 <)p < q < 2p. (16)

6. Elfogadhatóság, “jó” prímek

Goubin, Mauduit és Sárközy [6] a következő definíciót adták:

6.1. Definíció (Goubin-Mauduit-Sárközy). Egy pozitív m egész számot jónak tekintünk,

ha bármely k, ` ∈ N-re, melyre k < m és ` < m a (k, `,m) hármas elfogadható.

A következő tételük bizonyítása a [6] cikkükben olvasható:

6.2. Tétel (Goubin-Mauduit-Sárközy). Egy p páratlan prím akkor és csakis akkor jó,

ha a 2 primitív gyöke modulo p.

7. Következmények, algoritmus

Az 5.3. tétel és az 5.5. tétel (i) részének kombinálásával Goubin, Mauduit és Sárközy

[6] a következőket kapták:
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7.1. Következmény (Goubin-Mauduit-Sárközy). Ha p, f ,k,Ep a 5.3. tétel szerint van-

nak definiálva, akkor létezik

W (Ep)< 10kp1/2 log p; (17)

és

C2(Ep)< 20kp1/2 log p.

Vagyis az egyenletes eloszlás mérték és a másodrendű korrelációs mérték mindig kicsi.

Magasabb rendű korrelációk vizsgálatára is van lehetőség, amennyiben a rend k és p

szempontjából nem “nagyon nagy”. Az 5.3. tétel és az 5.5. tétel (ii) részét kombinálva

megkapjuk:

7.2. Következmény (Goubin-Mauduit-Sárközy). Ha p, f ,k,Ep a 5.3. tétel szerint van-

nak definiálva, akkor

(i) 2 primitív gyök modulo p és ` < p, vagy

(ii)

` <
p1/4

4
,

(iii) mind a (17) és

C`(Ep)< 20k`1/2
p log p (18)

áll.

A 7.2. következmény alapján az alábbi algoritmus ajánlott az adott p hosszúságú psze-

udovéletlen bináris sorozatok előállításához (ahol p prím) [6]:

7.3. Algoritmus (Goubin-Mauduit-Sárközy). Tegyük fel, hogy egy p prím és egy L ∈N
egész szám adottak úgy, hogy

L <

p minden p-re
p
4 ha 2 nem primitív gyök modulo p.

(19)

(L jellemzően p/4-nél “sokkal kisebb”, például L < p1/4). Tegyük fel, hogy ellenőrizni

szeretnénk az `-edrendű korrelációt minden `≤ L-re.
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Legyen L ∈ N “nagy” szám úgy, hogy

k <
log p

log(4L)
, ha 2 nem primitív gyök modulo p. (20)

Legyen t = [k/2], majd tekintsük g(X) ∈ Fp[X ] polinomokat a következő alakban:

g(X) = Xk +
t

∑
i=0

aiX i, (21)

ahol bármely ai együttható megválasztható a következőképpen:

ai ∈ Zp i = 0,1, . . . , t−1-re és at ∈ Zp \0. (22)

Jelölje d(X) a g(X) és g′(X) polinomok legnagyobb közös osztóját, és számítsuk ki:

f (X) =
g(X)

d(X)
=

g(X)

(g(X),g′(X))
. (23)

Ez után az 5.3. tétel szerint definiált Ep sorozat kiszámításával egy “jó” Ep pszeudové-

letlen sorozahoz jutunk.

(23)-ból következik, hogy f (X) nem tartalmaz több nullát. f (X) foka

deg f (X)≤ degg(X) = k.

Ezenfelül (19) és (20) által minden `≤ L-re létezik

`≤ L <

p minden p-re
1
4 p1/4 ha 2 nem primitív gyök modulo p,

így a 7.2. következmény feltételei teljesülnek, amiből következik, hogy mind (17), mind

(18) (minden ` ≤ L-re) fenn áll. Minden így definiált Ep sorozat rendelkezik a kívánt

tulajdonságokkal.

Jegyezzük meg, hogy a0, a1, . . ., at (21)-ben és (22)-ben (p− 1)pt−1 ≥ 1
2 pt = p[k/2]

féle különböző módon választható meg, így “sok” g(X) polinom létezik (21) alakban,

ráadásul minden g(X)-re van

d(X) | (kg(X)−X ′g(X)) = (k− t)atX t + . . .

17



(ahol (k− t)atX t a legmagasabb kitevőjű tag) ahonnan degd(X)≤ t, így

deg f (X) = degg(X)−degd(X)≥ k− t = k− [k/2]≥ k/2.

Ez megmutatja, hogy bár különböző g(X) polinomok vezethetnek ugyanahhoz az f (X)

polinomhoz, erre kis esély van. Másrészt, amikor a g(X) polinomokat redukáljuk az

f (X) polinomokra, a kapott polinomok általában nem lesznek “túl egyszerű”, lineáris

polinomok, Vagyis az Ep sorozatok ily módon definiált családja “nagy” és “magasan

összetett”.

8. Karakterösszeg becslések a pq modulusra

A moduláris exponenciális összegek klasszikus becslései (Weil [11]) teljes összegekkel

foglalkoznak, vagyis minden maradékosztály felett összegeznek. A hiányos összegekre

való áttéréshez legalább egy Vinogradov-elv szükséges, amely a következő egyenlőtlen-

ségen alapul:

3. Lemma (Rivat-Sárközy [12]). Ha m ∈ N, a g(x) : Z→ C függvény periodikus m

periódussal és X ,Y valós számok úgy, hogy Y > 0, akkor∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

g(n)

∣∣∣∣∣≤ Y +1
m

∣∣∣∣∣ m

∑
n=1

g(n)

∣∣∣∣∣+ ∑
1≤|h|≤m/2

|h|−1

∣∣∣∣∣ m

∑
n=1

g(n)e
(

hn
m

)∣∣∣∣∣ .
Implicit bizonyítás: Vinogradov [14].

8.1. Multiplikatív karakterösszeg becslések

A következő lemmák, propozíciók és tétel bizonyításai, illetve azok hivatkozásai Rivat

és Sárközy [12] cikkében olvashatóak.

4. Lemma (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy p prím, χ d-edrendben nem főkarakter

modulo p (így d | p−1), f (x) ∈ Fp[x] k fokú, és

f (x) nem állandó többszöröse egy Fp feletti polinom d− th hatványának. (24)
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Ekkor minden a ∈ Z esetén∣∣∣∣∣ ∑
x∈Fp

χ( f (x))ep(ax)

∣∣∣∣∣≤ sp1/2
(
≤ kp1/2

)
(25)

ahol s jelöli f (x) különböző nulláinak számát (Fp algebrai zárásban, Fp-ben).

5. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p,χ,d és s a 4. lemmában definiáltak és tegyük

fel, hogy f (x) = a`x` + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x] egy olyan polinom, amely Fp felett egy

k(≤ `) fokú polinomra redukálódik úgy, hogy nem konstans többszöröse egy Fp feletti

polinom d− th hatványának. Legyenek X ,Y valós számok, ahol 0 < Y ≤ p. Ekkor∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

χ( f (n))

∣∣∣∣∣< 9sp1/2 log p
(
≤ 9`p1/2 log p

)
.

6. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímek és f (x) = a`x`+ . . .+

a1x+ a0 ∈ Z[x], a ∈ Z. Legyen χ primitív (multiplikatív) karakter modulo pq és χ =

χpχq, ahol χp karakter modulo p dp > 1 rendben és χq karakter modulo q dq > 1 rend-

ben.

Ha feltesszük, hogy Fp[x]-ben f (x) nem konstans többszöröse egy polinom dp− th hat-

ványának és sp különböző nullát tartalmaz Fp felett, akkor∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

χ( f (n))epq(an)

∣∣∣∣∣≤ sp p1/2q. (26)

Hasonlóan, ha feltesszük, hogy Fq[x]-ben f (x) nem konstans többszöröse egy polinom

dq− th hatványának és sq különböző nullát tartalmaz Fp-ben, akkor∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

χ( f (n))epq(an)

∣∣∣∣∣≤ sq pq1/2. (27)

Ha mindkét feltétel teljesül, akkor az alábbi élesebb becslés áll:∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

χ( f (n))epq(an)

∣∣∣∣∣≤ spsq p1/2q1/2. (28)

7. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímek és f (x) = a`x`+ . . .+

a1x+a0 ∈ Z[x] és X ,Y valós számok úgy, hogy 0 < Y ≤ pq. Legyen χ primitív (multip-

likatív) karakter modulo pq és χ = χpχq, ahol χp karakter modulo p dp > 1 rendben
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és χq karakter modulo q dq > 1 rendben. Tegyük fel, hogy Fp[x]-ben f (x) nem konstans

többszöröse egy polinom dp−th hatványának és sp különböző nullát tartalmaz Fp felett,

illetve Fq[x]-ben f (x) nem konstans többszöröse egy polinom dq− th hatványának és sq

különböző nullát tartalmaz Fq felett. Ekkor∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

χ( f (n))

∣∣∣∣∣� spsq p1/2q1/2 log(pq)
(
≤ `2 p1/2q1/2 log(pq)

)
. (29)

8.2. Additív karakterösszeg becslések

8. Lemma (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy p egy prímszám és f (x) = a`x` + . . .+

a1x+a0 ∈ Z[x] egy polinom, ahol 0 < ` < p és (a`, p) = 1. Ekkor∣∣∣∣∣p−1

∑
n=0

ep( f (n))

∣∣∣∣∣≤ (`−1)p1/2.

9. Lemma (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy p egy prímszám és f (x) = a`x` + . . .+

a1x+a0 ∈ Z[x] egy polinom, ahol 2 < ` < p és (a`, p) = 1. Ekkor minden X és Y valós

számra, ahol 0 < Y ≤ p ∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

ep( f (n))

∣∣∣∣∣� `p1/2 log p.

1. Jelölés (Multiplikatív inverz). Olyan a ∈ Z-ra és m ∈ N-re, ahol (a,m) = 1 jelöljük

im(a)-val az olyan egyedi b egész számot, ahol 0≤ b≤ m−1 és ab≡ 1 mod m.

10. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímszámok. Ekkor minden

f (x) ∈ Z[x] polinomra létezik∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

epq( f (n))

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣q−1

∑
u=0

eq(iq(p) f (u))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣p−1

∑
v=0

ep(ip(q) f (v))

∣∣∣∣∣ . (30)

11. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímszámok és f (x) = a`x`+

. . .+a1x+a0 ∈ Z[x], ahol 2≤ ` < min(p,q) és pq - a`. Ekkor∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

epq( f (n))

∣∣∣∣∣≤ (`−1)2 p1/2q1/2 (a`, pq) = 1 esetén, (31)
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∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

epq( f (n))

∣∣∣∣∣≤ (`−1)pq1/2 (a`,q) = 1 esetén, (32)

és ∣∣∣∣∣pq−1

∑
n=0

epq( f (n))

∣∣∣∣∣≤ (`−1)p1/2q (a`, p) = 1 esetén. (33)

12. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímszámok és f (x) = a`x`+

. . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x], ahol 2 ≤ ` < min(p,q), pq - a` és X ,Y valós számok úgy, hogy

0 < Y ≤ pq. Ekkor∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

epq( f (n))

∣∣∣∣∣� `2 p1/2q1/2 log(pq) (a`, pq) = 1 esetén, (34)

∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

epq( f (n))

∣∣∣∣∣� `pq1/2 log(pq) (a`,q) = 1 esetén, (35)

és ∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y

epq( f (n))

∣∣∣∣∣� `p1/2q log(pq) (a`, p) = 1 esetén. (36)

1. Propozíció (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímszámok úgy, hogy

(p,q) = 1. Ha n ∈ Z, ahol (n, pq) = 1, akkor

ipq ≡ piq(pn)+qip(qn) mod pq.

13. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyen p,q ∈N úgy, hogy (p,q) = 1 és Q(x),R(x) ∈ Z[x].
Ekkor

∑
1≤n≤pq

(R(n),pq)=1

epq(Q(n)ipq(R(n)))

= ∑
1≤u≤q

(R(u),q)=1

eq(Q(u)iq(pR(u))) ∑
1≤v≤p

(R(v),p)=1

ep(Q(v)ip(qR(v)))

2. Propozíció (Rivat-Sárközy). Legyen p prímszám és Q/R egy nem konstans valós

függvény Fp felett, továbá tegyük fel, hogy deg(Q)< p és deg(R)< p. Ekkor Q/R nem

Ap−A alakú, ahol A∈Fp(x) (Fp(x) jelöli a valós függvény terét Fp algebrai zárására,

Fp felett).
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14. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyen Q/R valós függvény Fq felett nem Ap−A alakban,

ahol A∈ Fq(x) és p az Fq karakterisztikája. Legyen s az R polinom különböző gyökeinek

száma Fq-ban. Ha ψ egy nemtriviális additív karaktere Fq-nak, akkor∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
n∈Fq

R(n)6=0

ψ

(
Q(n)
R(n)

)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ (max(deg(Q),deg(R))+ s−1)
√

q.

15. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyen p prímszám és Q/R egy nem konstans valós függ-

vény Fp felett. Legyen s az R polinom különböző gyökeinek száma Fp-ben. Ha ψ egy

nemtriviális additív karaktere Fp-nek, akkor∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
n∈Fp

R(n)6=0

ψ

(
Q(n)
R(n)

)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ (max(deg(Q),deg(R))+ s−1)
√

p.

8.1. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyen p prímszám és ψ nemtriviális additív karakter mo-

dulo p. Legyen Q/R egy valós függvény Fp felett oly módon, hogy az R polinomnak

s különböző gyöke van Fp felett, és tegyük fel, hogy Q/R nem állandó vagy lineáris

polinom. Legyen d = max(deg(R),deg(Q)−1). Ekkor 1≤ N ≤ p esetén∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
0≤n≤N−1

R(n)6=0

ψ

(
Q(n)
R(n)

)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ (d + s)
√

p
(

4
π2 log p+0.38+

N +0.64
p

)
.

16. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyen p és q két különböző prímszám. Legyenek Q,R ∈
Z[x] polinomok úgy, hogy modulo p redukálva őket az így kapott Qp és Rp polinomok

egy Qp/Rp nem konstans valós függvényt határoznak meg Fp felett. Ugyanezt feltesszük

modulo q Qq/Rq-ra. Ekkor∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
1≤n≤pq

(R(n),pq)=1

epq(Q(n)ipq(R(n)))

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ (dp + sp−1)(dq + sq−1)
√

pq,

ahol dp = max(deg(Qp,Rp)) és sp Rp különböző gyökeinek száma Fp felett. Hasonlóan

dq = max(deg(Qq,Rq)) és Rq különböző gyökeinek száma Fq felett sq.
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17. Lemma (Rivat-Sárközy). Legyenek p és q különböző prímszámok és Q,R ∈ Z[x]
polinomok úgy, hogy modulo p redukálva őket az így kapott Qp és Rp polinomok egy

Qp/Rp valós függvényt határoznak meg Fp felett, mely nem konstans vagy lineáris poli-

nom. Ugyanezt feltesszük Qq/Rq-ra modulo q. D = max(deg(R),deg(Q)) és X ,Y valós

számok, ahol 0 < Y ≤ pq. Ekkor∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
X<n≤X+Y
(R(n),pq)=1

epq(Q(n)ipq(R(n)))

∣∣∣∣∣∣∣∣� dpdq
√

pq log(pq) (� D2√pq log(pq)).

9. A Legendre szimbólum konstrukciójának kiterjeszté-

se a Jacobi szimbólumra

Számos tanulmány jelent meg, melyben pszeudovéletlen sorozatokat Jacobi szimbólum-

mal állítanak elő (például [15], [16]). Érdemes ezeket a sorozatokat az általunk használt

mértékekkel pszeudovéletlenségre tesztelni. Rivat és Sárközy [12] megmutatjuk, hogy a

5.3. tételben szereplő (3) konstrukcióban a p prímet és a Legendre szimbólumot kicse-

rélve a (16) formulájú m modulusra és a Jacobi szimbólumra olyan EN bináris sorozatot

kapunk, melyre W (EN) és C2(EN) kicsi, de C4(EN) (bármely f (n)-re) nagy:

9.1. Tétel (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy m ∈ N (16) formulájú, f (x) = adxd + . . .+

a1x+a0 ∈ Z[x],
(ad, pq) = 1, (37)

0 < d < p(< q), (38)

f (x), mint Fp feletti polinom (pontosabban egy d fokú polinom, melynek együtthatói

az ad, . . . , a1, illetve a0 által reprezentált modulo m maradékosztályok) nem egy Fp

feletti polinom négyzetének állandó többszöröse, és f (x), mint Fq feletti polinom nem

egy Fq feletti polinom négyzetének állandó többszöröse. Definiáljuk az Em = e1, . . . , em

bináris sorozatot a következőképpen:

en =


(

f (n)
m

)
ha ( f (n),m) = 1,

+1 ha ( f (n),m)> 1,
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ahol
(

f (n)
m

)
jelöli a Jacobi szimbólumot. Ekkor

W (Ep)� d2m1/2logm, (39)

C2(Ep)� dm3/4 (40)

és

C4(Ep)≥ m−35dm1/2(= (1+o(1))m). (41)

Bizonyítás. (Rivat-Sárközy) Tegyük fel, hogy a ∈ Z, b, t ∈ N és

1≤ a≤ a+(t−1)b≤ m, (42)

és legyen g(x) = f (a + bx) = adbdxd + (addabd−1 + ad−1bd−1)xd−1 + . . . úgy, hogy

g(x) ∈ Z[x], és (b ∈ N-re) degg(x) = d.

Tegyük fel, hogy

(b,m) = 1. (43)

Ekkor mind g(x) ≡ 0 mod p-nek és g(x) ≡ 0 mod q-nak legfeljebb d megoldása van,

így p | g(x)-hez legfeljebb dq, míg q | g(x)-hez legfeljebb d p inkongruens x érték van

modulo m(= pq). Ebből következik, hogy (a,m)> 1-re
( a

m

)
-t 0-ként definiálva∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

ea+ jb

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

(
f (a+ jb)

m

)∣∣∣∣∣+ ∑
0≤ j≤t−1

( f (a+ jb),m)>1

1 (44)

≤

∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

(
g( j)

m

)∣∣∣∣∣+d p+dq.

(37) és (43) alapján az xd kifejezés adbd együtthatója (ami a legmagasabb fokú tag)

a g(x)-ben m-hez relatív prím. Ebből következik, hogy a 7. lemmát felírhatjuk g(x),( a
m

)
, 2, 2, d-vel és f (n), χ(n), dp, dq, sp, sq helyett d-vel. Ezt követően az 5. lemma

felhasználásával (44)-ből kapjuk, hogy∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

ea+ jb

∣∣∣∣∣� d2m1/2 logm+dm1/2 +dm1/2� d2m1/2 logm. (45)
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Most tegyük fel, hogy p | b. Ekkor (16) és (42) alapján

pq = m≥ a+(t−1)b≥ 1+(t−1)p > (t−1)p

ahonnan

t−1 < q,

t ≤ q < 2m1/2

így ∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

ea+ jb

∣∣∣∣∣≤ t−1

∑
j=0

1 = t < 2m1/2 (p | b-re). (46)

Ha q | b, ugyanúgy megkapjuk, hogy∣∣∣∣∣t−1

∑
j=0

ea+ jb

∣∣∣∣∣≤ t ≤ p < m1/2 (q | b-re). (47)

(45), (46) és (47)-ből következik (39).

(40) bizonyításához vegyük a d1, d2 egész számokat és M ∈ N-t úgy, hogy

0≤ d1 < d2, M+d2 ≤ m.

Legyen δ = d2−d1. Először tegyük fel, hogy

(δ ,m) = 1. (48)

Ahogy (44)-ben, (a,m)> 1-re
( a

m

)
= 0, és felhasználjuk, hogy

f (n+di)≡ 0 mod m

i = 1, 2-re legfeljebb d p+ dq inkongruens megoldással rendelkezik modulo m. Meg-

kapjuk, hogy∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1)

m

)(
f (n+d2)

m

)∣∣∣∣∣+ ∑
1≤n≤M

( f (n+d1) f (n+d2),m)>1

1

≤

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1) f (n+d2)

m

)∣∣∣∣∣+2d(p+q). (49)
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Most megmutatjuk, hogy Fp-ben a h(x) = f (n + d1) f (n + d2) polinom nem állandó

többszöröse egy polinom négyzetének. Írjuk fel f (x)-et Fp felett egy r(x) ∈ Fp[x]

polinom négyzete és egy négyzetmentes s(x) ∈ Fp[x] polinom szorzataként: f (x) =

r2(x)s(x) (Fp felett). Az f (x)-re vonatkozó feltevéseink szerint s(x) nem állandó po-

linom Fp felett. Írjuk fel s(x)-et különböző irreducibilis polinomok szorzataként Fp[x]

felett, és jelölje ϕ(x) ezen irreducibilis faktorok egyikét. Ekkor

ϕ(x+d1) | s(x+d1) | f (x+d1).

A következő polinomok mind irreducibilisek: ϕ(x + d1), ϕ(x + d1 + δ ), ϕ(x + d1 +

2δ ), . . ., ϕ(x+d1 +(p−1)δ ) és (48)-ból következik, hogy modulo p különbözőek. Ha

mindegyik polinom osztója s(x+d1)-nek, akkor

d = deg f (x) = deg f (x+d1)≥ degs(x+d1)

≥ degϕ(x+d1)ϕ(x+d1 +δ ) . . .ϕ(x+d1 +(p−1)δ ) = pdegϕ(x)

≥ p

ami ellentmond (38)-nak. Jelölje t a legkiebb pozitív egész számot melyre ϕ(x+ d1 +

(t−1)δ ) | s(x+d1), ϕ(x+d1+tδ ) - s(x+d1) (így 0< t < p). Ekkor egyértelműen ϕ(x+

d1+tδ ) | s(x+d1+δ ), így f (x+d1) osztható ϕ(x+d1+tδ ) egy páros hatványával, míg

f (x+ d1 + δ ) = f (x+ d2) egy páratlan hatványával. Ekkor h(x) = f (x+ d1) f (x+ d2)

valóban osztható ϕ(x+d1+ tδ ) egy páratlan hatványával, ezért nem lehet egy Fp feletti

polinom négyzetének állandó többszöröse. (48)-ból ugyanígy következik, hogy h(x) =

f (x+d1) f (x+d2) nem lehet egy Fq feletti polinom négyzetének állandó többszöröse.

Következésképpen a (49)-beli összeg becsléséhez a 7. lemmát f (x+ d1) f (x+ d2)-vel

használjuk f (n) helyett. valamint χ(n) =
( n

m

)
, χp(n) =

(
n
p

) ((
n
p

)
= 0 p | n-re

)
,

χq(n) =
(

n
q

)
, dp = dq = 2d, sp, sq ≤ deg f (x+ d1) f (x+ d2) ≤ 2deg f (n) ≤ 2d. Azt

kapjuk, hogy ∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣� d2m1/2 logm+dm1/2

� d2m1/2 logm (δ ,m) = 1-re. (50)

Tegyük fel, hogy

(δ ,m) = p. (51)
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Ekkor, ahogy (49)-ben∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1) f (n+d2)

m

)∣∣∣∣∣+2d(p+q)

=

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1) f (n+d1 +δ )

p

)(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣+2d(p+q)

=

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f 2(n+d1)

p

)(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣+2d(p+q)

≤

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣+ ∑
1≤n≤m

p| f (n+d1)

1+2d(p+q)

≤

∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣+dq+2d(p+q)

≤
bM/qc

∑
i=1

∣∣∣∣∣ iq

∑
n=(i−1)q+1

(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ M

∑
n=bM/qcq+1

(
f (n+d1) f (n+d2)

q

)∣∣∣∣∣+3d(p+q). (52)

(51)-et felhasználva a (49)-hez hasonló módon megmutatható, hogy Fp-ben az f (n+

d1) f (n+d2) polinom nem állandó többszöröse egy polinom négyzetének, így felhasz-

nálhatjuk a 4. lemmát (p, χ , d, f (x) és a helyett q,
(

n
q

)
, 2, f (x+ d2) f (x+ d2) és 0),

illetve az 5. lemmát (p, χ , d és f (x) helyett q,
(

n
q

)
, 2 és f (x+d2) f (x+d2)) az (52)-es

szumma felső becsléséhez.∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣�
⌊

M
q

⌋
dq1/2 +dq1/2 logq+d(p+q) (53)

� d pq1/2� dm3/4 ((δ ,m) = p-re).

Ugyanígy megmutatható, hogy∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣� dm3/4 ((δ ,m) = q-ra). (54)

27



(50), (53), (54)-ből következik (40) (δ < m-re (δ ,m) = 1, p vagy q).

9.2. Megjegyzés (Rivat-Sárközy). Ez a bizonyítás megmutatja, hogy a felső határ (40)-

ben a lehető legjobb (eltekintve az implicit konstans faktor értékétől). Könnyű látni,

hogy ha f (n) = n, akkor az összegek (52)-ben� pq1/2� dm3/4 nagyságúak lehetnek.

Másrészről, ha "rövidtávú korrelációra" korlátozzuk magunkat, pontosabban olyan

összegekre, ahol (0 <) d2− d1 < p, akkor (51) és (δ ,m) = q nem fordulhat elő, így

mindig (50) érvényes:∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2

∣∣∣∣∣� d2m1/2 logm (0 < d2−d1 < p-re). (55)

Végül, ha g(n, p,q) = f (n) f (n+ p) f (n+q) f (n+ p+q), megkapjuk, hogy

C4(EN)≥

∣∣∣∣∣m−p−q

∑
n=1

enen+pen+qen+p+q

∣∣∣∣∣ (56)

≥
m−p−q

∑
n=1

1− ∑
1≤n≤m−p−q
(g(n,p,q),m)=1

|enen+pen+qen+p+q−1|

− ∑
1≤n≤m−p−q
(g(n,p,q),m)>1

|enen+pen+qen+p+q−1|

≥ (m− p−q)− ∑
1≤n≤m−p−q
(g(n,p,q),m)=1

∣∣∣∣(g(n, p,q)
m

)
−1
∣∣∣∣

−2

 ∑
1≤n≤m−p−q
( f (n),m)>1

1+ ∑
1≤n≤m−p−q
( f (n+p),m)>1

1+ ∑
1≤n≤m−p−q
( f (n+q),m)>1

1+ ∑
1≤n≤m−p−q

( f (n+p+q),m)>1

1

 .

Ha (g(n, p,q),m) = 1, akkor(
g(n, p,q)

m

)
=

(
g(n, p,q)

p

)(
g(n, p,q)

q

)
=

(
f 2(n) f 2(n+q)

p

)(
f 2(n) f 2(n+ p)

q

)
= 1,
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így (56) alsó határának első összege 0. Továbbá

∑
1≤n≤m−p−q
( f (n),m)>1

1≤ ∑
1≤n≤m−p−q

p| f (n)

1+ ∑
1≤n≤m−p−q

q| f (n)

1

≤
(⌊

m− p−q
p

⌋
+1
)

d +

(⌊
m− p−q

q

⌋
+1
)

d

≤ m
p

d +
m
q

d ≤ 2
m
p

d ≤ 4dm1/2,

és ugyanez a felső határ adható az utolsó három összegre (56)-ban, így (56)-ból követ-

kezik, hogy

C4(Em)≥ (m− p−q)−32dm1−2 geqm−35dm1−2,

amely teljesíti a 9.1. tétel bizonyítását.

További feltételek mellett (55) kiterjeszthető magasabb rendű "rövidtávú" korrelációra.

Rivat és Sárközy következő tételeinek bizonyítása [12] cikkben található.

9.3. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.1. tételben

definiáltak. Tegyük fel továbbá, hogy ` ∈ N és a következő feltételek egyike áll:

(i) ` < p, és 2 primitív gyök modulo p és q;

(ii) (4d)` < p (< q).

Ekkor, ha d1 < d2 < .. . < dl pozitív egészek és

di 6≡ d j mod p, di 6≡ d j mod q, ahol 1≤ i < j ≤ `, (57)

akkor minden M ∈ N, 1≤M ≤ N−d` esetén∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2 . . .en+d`

∣∣∣∣∣� d`m1/2 logm

(ahol az implicit konstans tényező egy abszolút konstans).

Vegyük észre, hogy d` < p-ből következik (57), így az előző tételből:
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9.4. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.1. tételben

definiáltak és tegyük fel, hogy 2 primitív gyök modulo p. Ekkor

Nk(Em)� k2km1/2 logm k ∈ N, 2≤ k esetén

és

N(Em)� m3/4 logm.

9.1. A (13) konstrukció kiterjesztése

9.5. Tétel (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy m∈N (16) alakú, f (x) = adxd + . . .+a1x+

a0 ∈ Z[x],
(ad, pq) = 1, (58)

2≤ d < p (< q). (59)

Legyen Em = e1, . . . ,em bináris sorozat a következőképpen definiálva

en =

+1 ha 0≤ rm( f (n))< m/2,

−1 ha m/2≤ rm( f (n))< m,

ahol rm(n) jelöli az egyetlen r ∈ {0, . . . ,m−1}-t n≡ r mod m-re. Ekkor

W (Em)� d2m1/2(logm)2. (60)

9.6. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.5. tételben

definiáltak. Továbbá tegyük fel, hogy

2≤ k ≤ d−1, (61)

és d1 < d2 < · · ·< dk és M pozitív egészek, ahol

di 6≡ d j mod p, di 6≡ d j mod q 1≤ i < j ≤ k-ra, (62)

és M ≤ m−dk. Ekkor∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2 . . .en+dk

∣∣∣∣∣� d2m1/2(logm)k+1.
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9.7. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.5. tételben

definiáltak. Továbbá tegyük fel, hogy

d ≥ 3. (63)

Ekkor

C2(Em)� dm3/4(logm)3. (64)

9.8. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.5. tételben

definiáltak. Ekkor k ∈ N-re,

2≤ k ≤min(d−1, p−1)

létezik

Nk(Em)� d22km1/2(logm)k+1. (65)

9.9. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), d és Em = {e1, . . . ,em} a 9.5. tételben

definiáltak és tegyük fel, hogy d < m1/8. Ekkor létezik

N(Em) =

� m2−d ha d222d(logm)d+1 ≤ m1/2,

< mexp
(
−
(

log2
16 +o(1)

)
logm

log logm

)
ha d222d(logm)d+1 > m1/2.

(66)

9.2. A (15) konstrukció kiterjesztése

9.10. Tétel (Rivat-Sárközy). Tegyük fel, hogy m ∈ N (16) alakú, f (x) = akxk + . . .+

a1x+a0 ∈ Z[x],
(ak, pq) = 1 (67)

és

1≤ k < p(< q). (68)

Definiáljuk az Em = {e1, . . . ,em} bináris sorozatot a következőképpen:

en =

+1 ha ( f (n),m) = 1, rm(im( f (n)))< m/2,

−1 ha ( f (n),m) = 1, rm(im( f (n)))≥ m/2, vagy ( f (n),m)> 1,

ahol rm(n) a 9.5. tételben definiáltak szerinti. Ekkor

W (Em)� k2m1/2(logm)2. (69)
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9.11. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), k és Em = {e1, . . . ,em} a 9.10.
tételben definiáltak. Tegyük fel továbbá, hogy ` ∈ N, és a következő feltételek egyike

teljesül:

(i) `= 2;

(ii) (4k)` < p (< q).

Ekkor d1 < d2 < · · ·< d` és M pozitív egészek esetén, ha

di 6≡ d j mod p, di 6≡ d j mod q ahol 1≤ i≤ j ≤ `

és M ≤ m−d`, akkor∣∣∣∣∣ M

∑
n=1

en+d1en+d2 . . .en+d`

∣∣∣∣∣� k4`2m1/2(logm)`+1.

9.12. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), k és Em = {e1, . . . ,em} a 9.10.
tételben definiáltak. Ekkor

C2(Em)� k2`m3/4(logm)k.

9.13. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), k és Em = {e1, . . . ,em} a 9.10.
tételben definiáltak, továbbá tegyük fel, hogy r ∈ N, és a következő feltételek egyike

teljesül:

(i) r = 2;

(ii) (4k)r < p (< q).

Ekkor

Nr(Em)� k4r22rm1/2(logm)k+1.

9.14. Tétel (Rivat-Sárközy). Legyenek p, q, m, f (x), k és Em = {e1, . . . ,em} a 9.10.
tételben definiáltak, továbbá tegyük fel, hogy

8k4(logm)k+1 < m1/2

(amiből következik, hogy 4k < p). Jelölje R a legnagyobb pozitív egész számot, melyre

(4k)R < p. Ekkor

N(Em)�
m
2R ha k4R222R(logm)k+1 ≤ m1/2,
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míg ha k4R222R(logm)k+1 > m1/2, akkor

N(Em)�
m
2L ,

ahol L a legnagyobb egész, melyre

k4L222L(logm)k+1 ≤ m1/2.

10. Saját programok eredményei adott mértékekre

Két programot írtam pszeudovéletlen mértékek kiszámítására:

Az első program (1konstr.cbp) egy bemenő paraméterként kapott p prímhez (p > 2) ki-

számítja a Legendre szimbólumot használó (1) konstrukcióval kapott bináris sorozathoz

a következő mértékeket: egyenletes eloszlás mértéke, elsőrendű kombinált mérték, má-

sodrendű korrelációs mérték, másodrendű kombinált mérték, harmadrendű korrelációs

mérték és harmadrendű kombinált mérték.

A második program (3konstr.cbp) bemenő paraméterként egy p prímet (p > 2), illetve

egy polinomot vár, melynek először a fokát kéri be, majd ennek megfelelően minden

tag együtthatóját. A beolvasott adatokból a (3) konstrukcióval kapott bináris sorozatra

számítja ki az első programnál felsorolt pszeudovéletlen mértékeket.

A következő táblázatokban ezen programok eredményeit foglalom össze.
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10.1. Eredmények (1) konstrukcióval

p W (Ep) Q1(Ep)
√

p∗ log p

3 1 1 1,1964

5 2 1 1,86945

7 2 2 2,43222

11 3 3 3,38457

13 4 4 3,80543

17 3 3 4,57358

19 4 4 4,92913

23 5 5 5,5964

31 6 6 6,79943

47 8 8 8,86502

79 10 10 12,2439

113 10 10 15,2315

173 18 17 23,061

211 18 18 22,1455

271 22 22 25,6775

317 26 25 28,1573

373 32 32 30,9717

457 14 14 34,8652

1. táblázat. Az egyenletes eloszlás és a kombinált elsőrendű eloszlás mértéke

A fenti eredményeim alapján az egyenletes eloszlás és a kombinált elsőrendű eloszlás

mértéke közel azonos; a kapott értékekre teljesülnek a következők:

0≤W (Ep)−Q1(Ep)≤ 1, illetve

W (Ep)≤ 5
4
√

p∗ log p és Q1(Ep)≤ 5
4
√

p∗ log p.

34



p C2(Ep) Q2(Ep)
√

p∗ log p

3 1 0 1,1964

5 2 0 1,86945

7 2 2 2,43222

11 4 4 3,38457

13 4 4 3,80543

17 6 6 4,57358

19 5 5 4,92913

23 5 5 5,5964

31 8 8 6,79943

47 9 9 8,86502

79 14 14 12,2439

113 16 17 15,2315

173 18 17 23,061

211 21 21 22,1455

271 26 26 25,6775

317 30 32 28,1573

373 31 33 30,9717

457 42 44 34,8652

2. táblázat. Másodrendű korrelációs mérték és a kombinált másodrendű eloszlás mértéke

A másodrendű korrelációs mértékre és a kombinált másodrendű eloszlás mértékre ka-

pott eredményeim azt mutatják, hogy |C2(Ep) - Q2(Ep)| ≤ 2, illetve

C2(Ep)≤ 3
2
√

p∗ log p és Q2(Ep)≤ 3
2
√

p∗ log p teljesül.
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p C3(Ep) Q3(Ep)
√

p∗ log p

3 0 0 1,1964

5 2 0 1,86945

7 3 2 2,43222

11 4 4 3,38457

13 6 5 3,80543

17 8 8 4,57358

19 7 7 4,92913

23 10 10 5,5964

31 10 10 6,79943

47 15 15 8,86502

79 14 14 12,2439

113 16 17 15,2315

173 38 38 23,061

211 42 42 22,1455

271 47 47 25,6775

317 51 51 28,1573

373 56 56 30,9717

457 68 68 34,8652

3. táblázat. Harmadrendű korrelációs mérték és a kombinált harmadrendű eloszlás mér-

téke

A harmadrendű korrelációs mértékre és a kombinált harmadrendű eloszlás mértékre

kapott eredményeim ugyanazt mutatják, mint amit az imént láthattunk ezen mértékek

másődrendű változatainál: |C3(Ep) - Q3(Ep)| ≤ 2.

Felső becslésre ebben az esetben C3(Ep) ≤ 2
√

p∗ log p és Q3(Ep) ≤ 2
√

p∗ log p telje-

sül.
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10.2. Eredmények (3) konstrukcióval

p W (Ep) Q1(Ep)
√

p∗ log p

3 2 1 1,1964

5 2 2 1,86945

7 4 4 2,43222

11 3 3 3,38457

13 3 3 3,80543

17 4 4 4,57358

19 5 5 4,92913

23 9 9 5,5964

31 7 6 6,79943

47 10 10 8,86502

79 8 8 12,2439

113 16 16 15,2315

173 21 21 19,6769

211 40 40 22,1455

271 77 77 25,6775

4. táblázat. Az egyenletes eloszlás és a kombinált elsőrendű eloszlás mértéke f (n) =

n4−4n2 +3n−2 polinomra

A 10.1 fejezetben leírtakhoz hasonlóan az egyenletes eloszlás és a kombinált elsőrendű

eloszlás mértékére itt is teljesül, hogy 0≤W (Ep)−Q1(Ep)≤ 1;

most azonban nem bizonyul megfelelő felső becslésnek az 5
4
√

p∗ log p ,

W (Ep)≤ 3
√

p∗ log p és Q1(Ep)≤ 3
√

p∗ log p ellenben már teljesül.
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p W (Ep) Q1(Ep)
√

p∗ log p

3 2 1 1,1964

5 2 2 1,86945

7 4 4 2,43222

11 4 4 3,38457

13 6 6 3,80543

17 5 5 4,57358

19 8 8 4,92913

23 5 5 5,5964

31 13 13 6,79943

47 13 13 8,86502

79 11 11 12,2439

113 14 14 15,2315

173 16 15 19,6769

211 13 13 22,1455

271 26 26 25,6775

5. táblázat. Az egyenletes eloszlás és a kombinált elsőrendű eloszlás mértéke f (n) =

−3n3 +4n2−3 polinomra

0 ≤W (Ep)−Q1(Ep) ≤ 1 most is teljesül; felső becslésre ennél a polinomnál azonban

már 2
√

p∗ log p is alkalmas:

W (Ep)≤ 2
√

p∗ log p és Q1(Ep)≤ 2
√

p∗ log p.
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p C2(Ep) Q2(Ep)
√

p∗ log p

3 0 0 1,1964

5 1 0 1,86945

7 3 3 2,43222

11 4 4 3,38457

13 8 8 3,80543

17 6 6 4,57358

19 6 6 4,92913

23 8 8 5,5964

31 12 12 6,79943

47 11 11 8,86502

79 17 17 12,2439

113 29 29 15,2315

173 32 32 19,6769

211 44 44 22,1455

271 86 86 25,6775

6. táblázat. Másodrendű korrelációs mérték és a kombinált másodrendű eloszlás mértéke

f (n) = n4−4n2 +3n−2 polinomra

A másodrendű korrelációs mértékre és a kombinált másodrendű eloszlás mértékre ka-

pott eredményeim ebben az esetben azt mutatják, hogy |C2(Ep) - Q2(Ep)| ≤ 1, illetve

C2(Ep)≤ 7
2
√

p∗ log p és Q2(Ep)≤ 7
2
√

p∗ log p teljesül.
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p C2(Ep) Q2(Ep)
√

p∗ log p

3 0 0 1,1964

5 2 2 1,86945

7 3 3 2,43222

11 3 3 3,38457

13 6 6 3,80543

17 7 7 4,57358

19 9 9 4,92913

23 5 6 5,5964

31 12 12 6,79943

47 11 11 8,86502

79 27 27 12,2439

113 21 21 15,2315

173 40 40 19,6769

211 26 27 22,1455

271 45 45 25,6775

7. táblázat. Másodrendű korrelációs mérték és a kombinált másodrendű eloszlás mértéke

f (n) =−3n3 +4n2−3 polinomra

|C2(Ep) - Q2(Ep)| ≤ 1 ebben az esetben is teljesül, felső becslésre pedig 9
4
√

p∗ log p

alkalmas: C2(Ep)≤ 9
4
√

p∗ log p és Q2(Ep)≤ 9
4
√

p∗ log p.

40



p C3(Ep) Q3(Ep)
√

p∗ log p

3 0 0 1,1964

5 1 0 1,86945

7 2 2 2,43222

11 4 4 3,38457

13 3 5 3,80543

17 8 8 4,57358

19 8 8 4,92913

23 9 9 5,5964

31 12 12 6,79943

47 16 16 8,86502

79 25 25 12,2439

113 33 33 15,2315

173 41 41 19,6769

211 51 51 22,1455

271 97 97 25,6775

8. táblázat. Harmadrendű korrelációs mérték és a kombinált harmadrendű eloszlás mér-

téke f (n) = n4−4n2 +3n−2 polinomra

A harmadrendű korrelációs mértékre és a kombinált harmadrendű eloszlás mértékre ka-

pott eredményeim itt is ugyanazt mutatják, mint a 10.1 fejezetben: |C3(Ep) - Q3(Ep)| ≤
2; felső becslésre azonban ebben az esetben 2

√
p∗ log p nem alkalmas, ellenben

C3(Ep)≤ 4
√

p∗ log p és Q3(Ep)≤ 4
√

p∗ log p teljesül.

41



p C3(Ep) Q3(Ep)
√

p∗ log p

3 0 0 1,1964

5 1 0 1,86945

7 2 2 2,43222

11 4 4 3,38457

13 5 5 3,80543

17 7 7 4,57358

19 7 7 4,92913

23 10 10 5,5964

31 14 14 6,79943

47 19 19 8,86502

79 23 23 12,2439

113 35 35 15,2315

173 47 47 19,6769

211 46 46 22,1455

271 54 54 25,6775

9. táblázat. Harmadrendű korrelációs mérték és a kombinált harmadrendű eloszlás mér-

téke f (n) =−3n3 +4n2−3 polinomra

A fent vizsgált polinomra már |C3(Ep) - Q3(Ep)| ≤ 1 is teljesül; felső becslésre pedig

az 5
2
√

p∗ log p alkalmas: C3(Ep)≤ 5
2
√

p∗ log p és Q3(Ep)≤ 5
2
√

p∗ log p.
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