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1. Koszonetnyilvanitas

Eziton k6szonom témavezetdmnek, Dr. Gyarmati Katalinnak a szakdolgozat megirasa-

hoz adott irdnymutatésat, illetve a szakirodalmak rendelkezésemre bocsatasat.



2. Bevezetés

Szamos cikk jelent meg a pszeudovéletlen sorozatokrél, melyek célok, megkozelitések
és eszkozok széles skaldjat mutatjak be és melyek még a pszeudovéletlenséget is kiilon-
bozbképpen értelmezik. Ezek tobbségében matematikusok a pszeudovéletlen sorozatok
konstrukcidit adjdk meg és/vagy tesztelik a pszeudovéletlenség szempontjabol. Tobb
masik, a kriptografia altal inspirélt cikkben, a matematikai logika médszereit, a valdszi-
niliségi elméletet és a kombinatorikat hasznéljdk fel a pszeudovéletlenség vizsgélatira
(példaul [1], [2], [3]).

A pszeudovéletlen sorozat fogalma hirom kiilonb6z6 médon értelmezhet6:
1. [0, 1) sorozatok,
2. az 1,...,N halmazbdl vett egészek pszeudovéletlen sorozatai,
3. pszeudovéletlen bindris, vagy édltaldnosabban, b-edrend(i sorozatok.

Knuth [4] nem tesz €les kiillonbséget e hdrom koncepci6 kozott, hiszen szorosan dssze-
fliggenek. Ennek ellenére vannak bizonyos eltérések; a kiilonb6z6 pszeudovéletlenségi
fogalmak tanulmanyozdsa kiillonb6z6 megkozelitéseket és konstrukcids elveket inspi-

ralhat.

Christian Mauduit és Sarkozy Andras [5] a konstrukcidk elemzése, Osszehasonlitdsa
valamint a kordbbi mddszerek bizonyos hidnyossdgainak kikiiszobolése érdekében a
pszeudovéletlenség 1j mértékét (vagy mértékeit) vezették be. Céljuk volt minél jobb
konstrukcidk keresése, olyanoké, melyek legaldbb bizonyos specidlis esetekben jobbak
az el6zbéeknél. A legtobb konstrukcidjuk esetén sikerrel jartak, mind koziil a Goubin-
Mauduit-Sarkozy [6] cikkében megadott bizonyult a legjobbnak, amelyet az 5. fejezet-
ben ismertetek. Emellett a szamelméletben és a matematika més teriiletein fontos szere-
pet jatsz6 specidlis bindris sorozatok véletlenszerl tulajdonsdgairdl is dj informécidkat

gytjtottek.



3. Binaris sorozatok pszeudovéletlenségének mérése

Az elvéras az, hogy ez a mérték tiikkrozze a legfontosabb é€s intenziven tanulmanyozott

véletlenszer( tulajdonsagokat, mint példdul
1. normailtss;
2. aszamtani progresszidkhoz viszonyitott j6 eloszlas;
3. kis tobbszorost osszefiiggések.

Mauduit és Sarkozy [5] az E = (e, ea,...) € {—1,1}* végtelen bindris sorozatok ese-
tében ezeket a véletlen tulajdonsagokat a kovetkezd médon definidljak:

keN, MeN, X = (x1,...,5) €{-1,1}, ac€Z, beN, D= (d,...,dy) € N,
di <...<dpra

T(E7M5X) = ’{I’l :0<n <M, (en+lyen+27---7en+k> :X}’7
M
U<E5M7a7b) = Z €a+jb
j=1

M-1

V(E,M,D) =Y enidenid---entds-
n=0

Ekkor az E sorozat normalis, ha
|T(E,M,X)—M/2"| = o(M)

minden rogzitett k-ra és X-re, ahogy M — oo, mig a masodik és harmadik véletlen tulaj-

donsdg a kovetkez&képpen fejezhetd ki:
U(E,M,a,b) =0(M),

illetve
V(E,M,D) = 0(M)
minden rogzitett a, b és D-re, ahogy M — oo,

A véletlen tulajdonsdgok véges anal6gidjanak megfogalmazdsa el6tt tovabbi két kiilon-

boz6 természetli kovetelményt dllitanak eld.
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Hogy megmagyardzzak a kovetkezd kovetelményt, szemléltetésiil el6szor megfontoljdk
a véges bindris sorozatok pszeudovéletlenségének Knuth [4] dltal adott definicidjat:
3.1. Definici6 (Knuth). Egy Ey = (e1,...,ey) € {—1,1} véges halmazt pszeudovélet-

lennek neveziink, ha minden k € N-re, ahol

§ < logN,
~ log?2
és minden X € {—1,1}*-ra létezik
N+1—k 1
T(En,N+1—k,X)— | o

x| UN

Ces £9

A fenti definicié csupdn két lehetdséget enged: a sorozat vagy “j6” vagy “rossz”, azaz

vagy pszeudovéletlen vagy nem az.

4. A bindris sorozatok pszeudovéletlenségét jellemeznie kell egy az Osszes véges
bindris sorozat halmazdn meghatérozott valés értékd fliggvénynek (igy ossze kell

tudnia hasonlitani két azonos hosszisagu sorozatot).

5. Meg kell tudnia becsiilni ezt a pszeudovéletlenségi mértéket legalabb bizonyos

“szép” sorozatokra.

Gyakorlatilag reménytelen definidlni egy értéket, ami viszonylag jol becsiilhetd a

sorozatok tobbségére, igy az utolso feltétel, hogy:

6. Ez a pszeudovéletlen mérték kiilonboz6 szintekkel kell, hogy rendelkezzen és
az egyiknek képesnek kell lennie legalabb alacsony szintli mértékeket becsiilnie,
hogy a kapott eredményt egy “trendként”, “részeredményként” értelmezze a psze-

udovéletlenség iranydban.

Mauduit és Sarkozy [5] egy ilyen pszeudovéletlenségi mérték definidldsahoz eldszor az
elsé harom véletlen tulajdonsagot jellemzd pszeudovéletlenségi mértéket mutatjak be.
Ezen tulajdonsagok mindegyikéhez létezik egy meglehet&sen természetes mddja annak,
hogy egy pszeudovéletlenségi mértéket barmilyen adott Ey = (eq,...,ey) € {—1,1}"

sorozathoz hozzéarendeljiik:
3.2. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). k-adrendii normalitds mérték:

Niy(Ey) = max max  |T(Ey,M,X)—M/2%|.
Xe{—1,1}k0<M<N+1-k
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3.3. Definicié (Mauduit-Sdrkdzy). Normalitds mérték:

N(Ey) = N (En).
( N) kg(lorgnl%x/logZ k( N)

3.4. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). Egyenletes eloszlas mértéke:

t
W(Ey) = max |U(En,t,a,b)| = max
t

9
a,b, a,b.t

J

€a+jb
=1

ahol a maximumot minden olyan a-ra, b-re és t-re tekintjiik, ahol a,b,t € N és 1 <
at+b<a+tb<N.

3.5. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). k-adrendi korrelacios mérték:

M—-1

Z en+d1 en+d2 s en+dk
n=0

Y

Cv(EN) = V(EN,M,D)| =
«(Ex) = max |V (Ey,M,D)| = max

ahol a maximumot minden olyan D = (d, ... ,d))-ra és M-re tekintjiik, ahol M +d < N.
3.6. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). Korrelacios mérték:

C(EN) = max Cr(EN).
( N) k<(logN)/log2 k( N)
Ekkor az Ey sorozat N szempontjabdl “j6” pszeudovéletlen sorozatnak szamit, ha a
W (Ey) és Cy(Eyn) mértékek is “kicsik” (legaldbb kis k értékekre).

3.7. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). Kombinalt (egyenletes eloszlast-korrelacios)
k-adrendli mérték:

1

Ok(En) = max, j_z,oea+ jbtrdi €at jbtds - - Cat jordy| = a%??};'Z(a’b’t ,D)l,

ahol

t

|Z(a,b,t,D)| = Z €a+ jb+d, €a+ jb+dy - - - €a+ jb+dy
j=0

definilt minden olyan a,b,t,D = (dy,d, ... ,d)-ra, ahol minden a + jb + d; index az
{1,...,N}-hez tartozik.

3.8. Definicié (Mauduit-Sdrkozy). Kombinalt mérték:

Eyx) = E
Q( N) kg(lorgls)x/log2Qk( N)
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4. A Legendre szimbolum pszeudovéletlensége

A Qi és Q kombindlt pszeudovéletlenségi mértékek rendelkeznek az 1-4. és 6. tulaj-
donsdgokkal. Azt kell még megmutatni, hogy ezek a mértékek az 5. tulajdonsaggal is

rendelkeznek, melyhez Mauduit és Sarkozy [S] a Legendre szimbdlumot tesztelik:

4.1. Tétel (Mauduit-Sdrkozy). Létezik egy po szdm gy, hogy ha p > po primszdm, k €

N, k< pés
1 2 -1
ge=((5) () (%))
V4 p p
akkor
Ok(Ep_1) < 9kp'*logp
igyN=p—1l-re
Eyn) = ma Ey) <27N'/2(1ogN)?
Q( N) kg(logN)X/logZQk( N) - ( £ )
tovdbbd

o)

*(Ey) = Z O(En) /2" < 33N"?1ogN.

A tétel bizonyitdsa az [5] cikkben megtaldlhato.

Cesr 299

Mauduit és Sarkozy [5] megmutattdk, hogy a Legendre szimbdlum “j6” pszeudovéletlen

sorozatot alkot.

Legyen p egy péaratlan prim és

n
N:p_17 en:(;)7 EN:{el;"'7eN}' (1)
Ekkor az el6z6 tétel alapjan létezik

W(Ey) < p'/*logp < N'/logN

Cr(En) < kp'/?logp < kN'/?logN.



Szadmos bindris sorozat tesztelésre keriilt mar sor pszeudovéletlenségi szempontbdl,
azonban tovdbbra is az (1) konstrukci6 a legjobb. Az eddigi “j6” pszeudovéletlen bi-
ndris sorozatot adé konstrukcidk csak “keveset” dllitanak el6, mig egyes alkalmazasok-
ban (példaul a kriptografidban) ezek “nagy” csalddjara van sziikség. Goubin, Mauduit
és Sarkozy a [6]-os cikkben erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezd bindris

sorozatok egy nagy csalddjat adtdk meg, melyet a kovetkezd fejezetben ismertetek.

5. A Legendre szimbé6lumhoz kapcsol6dé tovabbi konst-

rukcio

Az (%) Legendre szimbdlum pszeudovéletlen tulajdonsagait szamos cikkben tanulma-

Py

nyoztdk (példaul [8]). Mauduit és Sarkozy [9] kibdvitették az (1)-es konstrukcidt e,

- (1),

ahol f(n) egy permutdcids polinom I, felett (a modulo p maradékosztilyok mezdje).

definicigjanak dltaldnositasdval:

Bar nagyon keveset tudunk a permuticiés polinomokrdl €s csak nagyon kevesiiket is-

merjiik, a “j6” polinomok egy sokkal nagyobb csalddjat tudjuk haszndlni, de ezek leirdsa

elott ismerkedjlink meg a kovetkezd két definicidval:

5.1. Definicio (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Ham, M € N, o7, 2 C Z,, (gytrlje a modu-
lo m maradékosztdjainak), és o7 + % reprezentilja Z,, minden elemét multiplicitdsokkal

egylitt, azaz minden c € Z,, esetén
atb=c, acd, beR (2)

paros szamu megoldéssal rendelkezik (beleértve azt az esetet, amikor nincs megolddsa),

akkor &7 4+ 2 6sszegét P tulajdonsdginak mondjuk.

5.2. Definicié (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Ha k, £, m € N és k, ¢ < m, akkor azt mond-
juk, hogy (k,¢,m) egy elfogadhaté harmas, ha nincs <7, & C Z,, ugy, hogy |</| =k,
| B| = ¢, és of + A rendelkezik a P tulajdonsdggal.



Jelolje I, algebrai berekesztését Fp.
5.3. Tétel (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Ha p egy prim, f(x) € Fp[x] foka k(> 0), f(x)
nem tartalmaz tobb nulldt f(x) € F,-ben, és az E, = {ey,...,ep,} bindris sorozatot az

(L) ha (f(n),p) =1
+1 ha p | f(n)

3)

en:

dltal definidljuk, akkor létezik
W(E,) < 10 kp'?logp

. Tovdbbd tegyiik fel, hogy ¢ € N és a kovetkezd feltételek egyike dll:
(i) {=2;
(ii) ¢ < p és 2 primitiv gyok modulo p;
(iii) (4k)' < p;
Ekkor
Ci(E,) < 10 kfp'*logp.

A fenti tétel bizonyitdsa, melyet Goubin, Mauduit és Sarkozy [6] cikkében taldlunk,
a kovetkez6 lemman alapul, melyet Mauduit és Sarkozy Weil [7] tételébdl vezetett le
Vinogradov mddszerét hasznalva. A legtobb konstrukci6 esetén a pszeudovéletlen mér-

tékek becslése Weil ezen hires tételére vezetddik vissza.

1. Lemma (Goubin-Mauduit-Sdarkozy). Tegyiik fel, hogy p prim, x nem fékarakter d-ed
rendben modulo p (igy d | p—1), f(X) € F,[X] foka k és egy faktorizdcidja f(X) =
b(X —Xl)f...(X —X,)? (legyen X; #X; i+ j-re) Fp-ben, ahol

(d,dy,...,ds)=1. 4)

Legyenek X ,Y valos szdmok iigy, hogy 0 <Y < p. Ekkor

< 9kp]/2 log p.

Y x(f(n)

X<n<X+Y
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Az 5.3. tétel felhaszndldsahoz sziikséges kritérium, hogy a (k, £, p) harmas elfogadhat6

legyen.

Goubin, Mauduit és Sarkozy [6] a kovetkezd tételben fogalmazzdk meg az elfogadha-

tosag feltétleit:

5.4. Tétel (Goubin-Mauduit-Sdrkiozy). (i) Minden p primreésk €N, k<pa (k,2,p)

(1)

(iii)

hdrmas elfogadhato.

Ha p prim, k, £ € N és
(40)F < p, (5)

akkor (k, !, p) elfogadhato.

Ha p olyan prim, melynek 2 primitiv gyoke modulo p, akkor minden k, ¢ € N
pdrosra, ahol k < p, £ < p, a (k,¢, p) hdrmas elfogadhatd.

Bizonyitds. (Goubin-Mauduit-Sdrkozy)

@

(ii)

Az éllitassal ellentétesen tegyiik fel, hogy létezik egy p primszdm és egy k € N,
ahol
k<p (6)

tgy, hogy a (k,2, p) harmas nem elfogadhato, azaz létezik o7, % C 7Z, tigy, hogy
|t | =k,
{b,b+d} (ahol d # 0).

o/ 4+ b minden tagjanak (legaldbb) 2 dbrdzoldsa van (2)-es alakban, amibdl
konnyen kovetkezik, hogy o7 +b = o/ +b+d. Kovetkezésképpen &7 +b = o7 +
b+ rd barmely r-re, és igy &/ +b = o/ + b+ s barmely s € Z,-re, kiillondsen

| = 2 és (2)-nek paros szamu megolddsa van minden ¢ € Z-re. # =

barmely s € &7 + b-re. Ennél fogva &7 + b additiv alcsoportja Z,-nek, és igy <7 +
b="7,.

Tegyiik fel, hogy k, ¢, p kielégiti (5)-6t és van &7, & C Z,, || =k, |B| = L.
Ez elegendd, hogy megmutassa, 1étezik ¢ € Z,, amire (2)-nek pontosan egy meg-

oldéasa van. Rdadasul, ham € N, (m, p) = 1, akkor (2)-nek és az aldbbinak:

ma+mb=mc, ac€ o, beR

11



ugyanazok a megolddsai és ha ¢ a Z, elemein fut, akkor itt ¢’ = mc ugyanazt
csindlja. gy elegend megmutatni, hogy van olyanm € N, ¢’ € Z p» hogy (m,p) =

1, és a kovetkezOnek ugyanaz a megoldésa:

ma+mb=c, acs/, bcRB (7)

Jelolje r(a) az a mod p abszoliit legkisebb maradékat a € Z-re, azaz r(a) € Z-t
hatdrozzdk meg .
rl@)=a modp, |r(a)|< p%.

A kovetkezd lemma sziikséges:

2. Lemma (Goubin-Mauduit-Sdarkozy [6]). Hak, ¢, p, of a fentiek szerint vannak
definidlva, és </ -ban a maradékosztdlyokat ay, ... ,ay reprezentdlja, akkor létezik

m € N gy, hogy (m,p) =1 és

Lrp .
< == = ... k.
|r(ma;)| < : [A aholi=1,2,....k (8)

Bizonyitds. (Goubin-Mauduit-Sdrkozy) Tekintsiik a p k értéksorokat.

u;=(r(jar), ..., r(jax)), Jj=12,...,p. )

Legyen D = % [5] +1 és Z = [5] + 1. Ekkor DZ > p és {gy minden k hdrmasra

(9)-ben egyedileg meghatarozott nemnegativ egészek t; = t1(j), ..., tx = tx(J)
ugy, hogy

. p—1 p—1 p—1
r(jai) € — 5 +1D, —5 +D+1, ..., —T—i- (ti+1)D—1

i=1,2,...,kesetén
és ezen t; egészekre egyértelmiien 1étezik
t;€0,1,...,Z—1, aholi=1,2,... k. (10)

A lehetséges k értéksorok szdmatq,...,#; (10) szerint, (5) altal,

2 (5] 1)< (5)' < (3555) —t <r.
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és igy létezik legaldbb egy k értéksor #1, . . ., t;, amely legaldbb két kiilonbdzs j-hez
J1,j2 van rendelve:
h=t0j1) =t(p2), - tx =t(j1) = tx(j2)- (11)

Ekkor
—1 —1
—pT +4D < r(jlai), r(jza,-) < —pT + (li + 1)D,
ahonnan

lr(jia;) —r(jrai)| <D i=1,2, ..., kesetén. (12)

Most definidljuk m-et m = |j; — jo| dltal, igy 1 < ji, jo < p-re és ji # jr-re
(m, p) = 1. Ezutan (12)-bdl kovetkezik, hogy

|r(ma;)| = |r((j1 — j2)ai)| < |r(jiai) —r(jaai)| <D i=1,2, ..., kesetén,

amivel teljesiil a 2. Lemma bizonyitasa. [

A (i1) rész bizonyitasdnak befejezése, illetve a (ii1) rész bizonyitasa a [6] cikkben taldl-
hato. O

Bar két olyan konstrukcié is megjelent, melyek csak kissé alacsonyabbrendiiek az 5.3.
tételbelinél, tovabbra is (3) a legjobb konstrukcié er6s pszeudovéletlen tulajdonsagi
bindris sorozatok nagy csalddjanak el6allitsara.

Az els6t Mauduit, Rivat és Sarkozy adta meg a [10] cikkben:

5.5. Tétel (Mauduit-Rivat-Sdrkozy). Legyen p egy pdratlan prim, f(x) € F,[x] d foki,

és E, ={ei,...,e,} bindris sorozatot az

- +1 ha0<r,(f(n)) <p/2 13)

—1 hap/2<ry(f(n))<p,

definidlja, ahol r), jeloli az egyedir € {0,...,p —1}-t, melyre n =r mod p. Ekkor

W(E,) < dp'/*(log p)?

2<i<d—-1 (14)
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esetén
Ci(Ep) < dp'/*(logp)™.

Ennek hatranya, hogy amennyiben (14) nem all fenn, C;(E,) nagy lehet.

Bar az el6bbi két konstrukcid (3) és (13) egymastdl nagyon tdvolinak tlinnek, nem tel-

jesen azok, ahogy Rivat és Sarkozy [12] kovetkezd megfigyelése mutatja:

legyen g(x) € F,[x], és vegyiik a (13) konstrukciét g(n)?~1/%-re f(n) helyett. Euler

lemmajabol

e, =+1,hap|g(n) vagy g (n(”’l)ﬂ) =1 mod p, azaz (@> =1
P

en = —1,hag<n(”*1)/2) =—1 mod p, azaz (g(}Tn)) =-—1

igy megkapjuk a (3) konstrukciét g(n)-nel f(n) helyett, ami a (13) konstrukcié6 specidlis
esetének tekinthetd. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy barmilyen kapcsolat lenne

az 5.3. és 5.5. tétel kozott.

A masik konstrukciét, amely a modulo p multiplikativ inverz fogalman alapul, Mauduit

és Sarkozy [13] adtdk meg:

5.6. Tétel (Mauduit-Sdrkizy). Legyen p prim, f(x) € Fp[x] k fokii (1 < k < p), és nincs

t6bbszoros nulla F y-ben. (a, p) = 1-re jelolje a multiplikativ inverzét a1
aa '=1 mod P

Az E, ={ey,...,e,} bindris sorozatot definidljuk a kovetkezd modon:

o= ha (f(n),p) =1, rp(f(n)~") < p/2; (15)

—~1 ha (f(n),p) =1, r,(f(n)~") > p/2vagy p| (f(n)),

ahol ry, az 5.5. tétel szerint definidlt. Ekkor
W(E,) < kpl/z(logp)z.
Tovdbbd tegyiik fel, hogy ¢ € N, és a kovetkezd feltételek koziil egy dll:
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(i) £=2;
(ii) (4k)" < p
Ekkor
Ci(Ep) < ktp'/*(logp)*.

Figyeljiik meg, hogy mindhdrom konstrukcié I, feletti, vagyis p modulusti modularis
konstrukciok. Még nem taldltak mds természetli konstrukciét hasonlé mindségben, igy
vannak, akik mas tipustakat keresnek, dsszetett m modulusi moduléris konstrukcidkat.
Rivat és Sarkozy [12] célja megtenni az elsd 1épést ebbe az irdnyba a hdrom konstrukcié
kiterjesztésével olyan 6sszetett m modulusu specidlis esetre, ahol m "RSA tipusi”, azaz

két egymadstdl nem tavoli prim szorzata:

m=pq, p,q primek, (2<)p<q<2p. (16)

6. Elfogadhatésag, “j6’’ primek

Goubin, Mauduit és Sarkozy [6] a kdvetkezd definiciot adtak:

6.1. Definici6 (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Egy pozitiv m egész szamot jonak tekintiink,
ha barmely k, ¢ € N-re, melyre k < m és ¢ < m a (k,¢,m) harmas elfogadhatd.

A kovetkezd tételiik bizonyitdsa a [6] cikkiikben olvashato:

6.2. Tétel (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Egy p pdratlan prim akkor és csakis akkor jo,
ha a 2 primitiv gyoke modulo p.

7. Kovetkezmények, algoritmus

Az 5.3. tétel és az 5.5. tétel (i) részének kombindldsdval Goubin, Mauduit és Sarkozy

[6] a kovetkezOket kaptdk:
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7.1. Kovetkezmény (Goubin-Mauduit-Sdarkozy). Ha p, f,k,E, a 5.3. tétel szerint van-

nak definialva, akkor 1étezik

W (E,) < 10kp'/*log p; (17)

Ca(E,) < 20kp'*logp.

Vagyis az egyenletes eloszlds mérték és a masodrend korreldaciés mérték mindig kicsi.
Magasabb rendii korreldciok vizsgdlatara is van lehetdség, amennyiben a rend k és p
szempontjabdol nem “nagyon nagy”. Az 5.3. tétel és az 5.5. tétel (ii) részét kombindlva

megkapjuk:

7.2. Kovetkezmény (Goubin-Mauduit-Sdrkozy). Ha p, f,k,E, a 5.3. tétel szerint van-

nak definialva, akkor

(1) 2 primitiv gyok modulo p és ¢ < p, vagy

(i1)
1/4
p
(<5
(i11) mind a (17) és
C(E,) < 20kt *log p (18)

all.

A 7.2. kovetkezmény alapjan az aldbbi algoritmus ajanlott az adott p hosszisagu psze-

udovéletlen bindris sorozatok el6allitisdhoz (ahol p prim) [6]:

7.3. Algoritmus (Goubin-Mauduit-Sdarkozy). Tegyiik fel, hogy egy p primésegy L € N
egész szam adottak ugy, hogy

minden p-re

L< (19)

p
% ha 2 nem primitiv gyok modulo p.

(L jellemz&en p/4-nél “sokkal kisebb”, példdul L < p'/*). Tegyiik fel, hogy ellendrizni

szeretnénk az /-edrendd korrel4aciét minden ¢ < L-re.
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Legyen L € N “nagy” szdm ugy, hogy

logp
log (4L)’

ha 2 nem primitiv gyok modulo p. (20)

Legyen ¢ = [k/2], majd tekintsiik g(X) € F,,[X] polinomokat a kovetkezd alakban:

1
gX)=x"+Y aX', @1)
i=0
ahol barmely q; egyiitthaté megvalaszthat6 a kovetkezdképpen:

ai€Z, i=0,1,...,1—l-reésa €Z,\0. (22)

Jelolje d(X) a g(X) és g/(X) polinomok legnagyobb kozos osztjat, €s szamitsuk ki:

fX)= = : (23)

CCs 499

Ez utdn az 5.3. tétel szerint definialt £, sorozat kiszdmitdsdval egy “j0” E, pszeudové-
letlen sorozahoz jutunk.
(23)-bél kovetkezik, hogy f(X) nem tartalmaz tobb nullat. f(X) foka

deg f(X) < degg(X) =k.
Ezenfeliil (19) és (20) altal minden ¢ < L-re 1étezik

(<L< p minden p-re
}T p'/* ha2nem primitiv gydok modulo p,
igy a 7.2. kovetkezmény feltételei teljesiilnek, amibdl kovetkezik, hogy mind (17), mind
(18) (minden ¢ < L-re) fenn all. Minden igy definidlt E,, sorozat rendelkezik a kivant
tulajdonsdgokkal.
Jegyezziik meg, hogy a, ai, ..., a; (21)-ben és (22)-ben (p—1)p'~! > Ip' = plk/2l
féle kiilonb6z6 mddon vdlaszthaté meg, igy “sok” g(X) polinom létezik (21) alakban,

rdaddsul minden g(X)-re van
d(X) | (kg(X)—X'g(X)) = (k—t)a X" +...
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(ahol (k—1)a,;X" a legmagasabb kitevdjii tag) ahonnan degd (X) < ¢, igy

deg f(X) =degg(X)—degd(X) > k—t=k—[k/2] > k/2.

Ez megmutatja, hogy bér kiilonb6z8 g(X) polinomok vezethetnek ugyanahhoz az f(X)
polinomhoz, erre kis esély van. Mdasrészt, amikor a g(X) polinomokat redukéljuk az
f(X) polinomokra, a kapott polinomok altaldban nem lesznek “tdl egyszerd”, linedris
polinomok, Vagyis az E, sorozatok ily médon definialt csalddja “nagy” €s “magasan

Osszetett”.

8. Karakterosszeg becslések a pg modulusra

A modularis exponencidlis Osszegek klasszikus becslései (Weil [11]) teljes 0sszegekkel
foglalkoznak, vagyis minden maradékosztély felett 0sszegeznek. A hidnyos Osszegekre
val¢ attéréshez legalabb egy Vinogradov-elv sziikséges, amely a kovetkezd egyenldtlen-

ségen alapul:

3. Lemma (Rivat-Sdrkozy [12]). Ha m € N, a g(x) : Z — C fiiggvény periodikus m

- ’glg(n)e (%) :

periodussal és XY valos szamok gy, hogy Y > 0, akkor

2 Y, A

1<\h\§m/2

Y+1

X<n§X+Y

Implicit bizonyitds: Vinogradov [14].

8.1. Multiplikativ karakterosszeg becslések

A kovetkezd lemmadk, propozicidk és tétel bizonyitdsai, illetve azok hivatkozésai Rivat

és Sarkozy [12] cikkében olvashatdak.

4. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Tegyiik fel, hogy p prim, X d-edrendben nem fokarakter
modulo p (igy d | p—1), f(x) € F,[x] k foki, és

f(x) nem dllandé tobbszoriose egy ¥, feletti polinom d — th hatvdnydnak. (24)
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Ekkor minden a € 7. esetén

Y 2(f(x)ep(ax)

xclF,

< o (<kp'?) o5

ahol s jeloli f(x) kiilonbozd nulldinak szamdt (F, algebrai zdrdsban, F ,-ben).

5. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p,x,d és s a 4. lemmdban definidltak és tegyiik
fel, hogy f(x) = aix* + ...+ aix+ag € Z[x] egy olyan polinom, amely F, felett egy
k(< £) fokii polinomra redukdlodik vigy, hogy nem konstans tobbszorose egy T, feletti
polinom d — th hatvdnydnak. Legyenek X ,Y valos szdmok, ahol 0 <Y < p. Ekkor

Y x(f(n)

< 9sp1/210gp <§ 9€p1/210gp) .
X<n<X+Y

6. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Legyenek p és q kiilonbozd primek és f(x) = apx’ + ...+
a1x+ag € Zx], a € Z. Legyen X primitiv (multiplikativ) karakter modulo pq és y =
XpXq» ahol X, karakter modulo p d, > 1 rendben és y, karakter modulo q d, > 1 rend-
ben.

Ha feltessziik, hogy I, [x]-ben f(x) nem konstans tobbszordse egy polinom d, — th hat-

vdanydnak és sy kiilonbézd nulldt tartalmaz E felett, akkor

rq—1

Y x(f(n)epq(an)| < spp'/*q. (26)
n=0

Hasonloan, ha feltessziik, hogy Fy[x]-ben f(x) nem konstans tobbszérose egy polinom

dy —th hatvdnydnak és s, kiilonbozd nulldt tartalmaz E—ben, akkor

pg—1

Z X (f(n))epq(an)

n=0

< sqpq'*. 27)

Ha mindkét feltétel teljesiil, akkor az aldbbi élesebb becslés dll:

pq—1

Z 2(f(n))epq(an)

n=0

< spsgp'q' . (28)

7. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Legyenek p és q kiilonbozd primek és f(x) = apx* + ...+
aix+ag € Z[x] és X,Y valds szdmok iigy, hogy 0 <Y < pq. Legyen y primitiv (multip-
likativ) karakter modulo pq és X = XpXq ahol X, karakter modulo p d, > 1 rendben
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és Xq karakter modulo q d, > 1 rendben. Tegyiik fel, hogy I, [x]-ben f(x) nem konstans
16bbszdrdse egy polinom d, — th hatvdnydnak és s, kiilonbézd nulldt tartalmaz IF_,, felett,
illetve Iy [x|-ben f(x) nem konstans tobbszordse egy polinom dy — th hatvdnydnak és s,
kiilonbozo nulldt tartalmaz E felett. Ekkor

< spsgp'/*q1?10g (pq) (S 2pt2q 2 1og (M)) . (29)

Y x(f(n)

X<n<X+Y

8.2. Additiv karakterosszeg becslések

8. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Tegyiik fel, hogy p egy primszdm és f(x) = apx’ + ...+
arx+ ag € Z[x] egy polinom, ahol 0 < ¢ < p és (ay, p) = 1. Ekkor

—1
pZ ep(f(n)| < (€—1)p'/2.
n=0

9. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Tegyiik fel, hogy p egy primszdm és f(x) = ax! + ...+
a\x+ ag € Z|x] egy polinom, ahol 2 < £ < p és (ay,p) = 1. Ekkor minden X és Y valds
szamra, ahol 0 <Y < p

ep(f(n))| < Kpl/zlogp.

X<n<X+Y

1. Jelolés (Multiplikativ inverz). Olyan a € Z-ra és m € N-re, ahol (a,m) = 1 jeloljik

im(a)-val az olyan egyedi b egész szamot, ahol 0 < b <m— 1 és ab =1 mod m.

10. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p és q kiilonbozd primszdamok. Ekkor minden
f(x) € Z|x] polinomra létezik
. (30)

q—1 p—1
;)eq(iq(P>f(”)) ;)ep(ip(Q)f(V))

pg—1 ‘

;) epq(f(”))

11. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p és q kiilonbozd primszdmok és f(x) = aixt +
...taix+ag € Zlx], ahol 2 < { < min(p,q) és pq1 a;. Ekkor

pq—1

;) epq(f(”))

< (¢-1)2p"%¢"*  (ar, pq) = 1 esetén, 31)
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rq—1
Y ep(f(n)| < (€—1)pg"* (as,q) =1 esetén, (32)
n=0

és
pq—1
Y epg(f()| < (E—=1)p'%q (as,p) =1 esetén. (33)
n=0

12. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Legyenek p és q kiilonbozd primszdamok és f(x) = apx’ +
.. Fax+ag € Z[x|, ahol 2 < £ < min(p,q), pqtas és X,Y valds szdmok iigy, hogy
0 <Y < pq. Ekkor

Y ep(f(n)| < 2p'2¢ ?10g(pg)  (ar,pq) = 1 esetén, (34)
X<n<X+Y
Y ep(f(n)| < Lpg'*log(pg) (ar,q) =1 esetén, (35)
X<n<X+Y
és
Y ep(f(n)| < tp'Pqlog(pg) (ap,p) =1 esetén. (36)
X<n<X+Y

1. Propozicié (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p és ¢ kiillonboz6 primszamok tgy, hogy
(p,q) = 1.Han € Z, ahol (n, pq) = 1, akkor

ipg = pig(pn) +qip(gn) mod pg.

13. Lemma (Rivat-Sdrkézy). Legyen p,q € N gy, hogy (p,q) =1 és Q(x),R(x) € Z[x].
Ekkor

Z epq(Q(n)ipg(R(n)))

1<n<pq
(R(n),pq)=1
= Y e(QWig(pRW))) Y,  ep(QMip(gR(v)))
1<u<q 1<v<p
(R(u),q)=1 (R(v),p)=1

2. Propozicié (Rivat-Sdrkézy). Legyen p primszam és Q/R egy nem konstans valGs
fiiggvény I, felett, tovdba tegyiik fel, hogy deg(Q) < p és deg(R) < p. Ekkor Q/R nem
AP —A alaki, ahol A € F(x)  (F,(x) jeloli a valés fiiggvény terét F, algebrai zdrdséra,
F—p felett).
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14. Lemma (Rivat-Sdrkizy). Legyen Q /R valos fiiggvény F, felett nem AP — A alakban,
ahol A € ]]:'Tq(x) és p az I, karakterisztikdja. Legyen s az R polinom kiilonbdzd gyokeinek

szdma E-ban. Ha vy egy nemtrividlis additiv karaktere I j-nak, akkor

Y v (@) < (max(deg(Q), deg(R)) +5— 1)

nelfy, R(l’l)
R(n)#0
15. Lemma (Rivat-Sdrkézy). Legyen p primszdm és Q /R egy nem konstans valds fiigg-
vény I, felett. Legyen s az R polinom kiilénbozé gyokeinek szdma IETp—ben. Ha y egy

nemtrividlis additiv karaktere I ,-nek, akkor

0(n)
n;};p v (W) < (max(deg(Q),deg(R))+s—1)/p.
R(n)#0

8.1. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyen p primszdm és ¥ nemtrividlis additiv karakter mo-
dulo p. Legyen Q/R egy valos fiiggvény IF, felett oly médon, hogy az R polinomnak
s kiilonbozo gyoke van IFT, felett, és tegyiik fel, hogy Q/R nem dllandé vagy linedris
polinom. Legyen d = max(deg(R),deg(Q) — 1). Ekkor 1 <N < p esetén

n 4
0§n§1w(%) = (d+s)\/l_)<ﬁlogp+0'38+

R(n)#0

N+ O.64>
—p .

16. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Legyen p és q két kiilonbozo primszdm. Legyenek Q,R €
Z[x] polinomok 1igy, hogy modulo p redukdlva ket az igy kapott Q,, és R, polinomok
egy Qp/R, nem konstans valds fiiggvényt hatdroznak meg ¥, felett. Ugyanezt feltessziik
modulo g Qg4/Ry-ra. Ekkor

X el QipgRO)| < (dy 5, = Dy 5= 1)V/p8,
(R(;)rfqgil

ahol d,, = max(deg(Q,,R,)) és s, R, kiilonbiz6 gyokeinek szdma T, felett. Hasonléan

d, = max(deg(Qy, R,)) és Ry kiilonbiz8 gyokeinek szdma F, felett s,,.
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17. Lemma (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p és q kiilonbozé primszdamok és Q,R € Z[x]
polinomok gy, hogy modulo p redukdlva 6ket az igy kapott Q, és R, polinomok egy
Q,/R), valds fiiggvényt hatdroznak meg IF, felett, mely nem konstans vagy linedris poli-
nom. Ugyanezt feltessziik Q,/Ry-ra modulo q. D = max(deg(R),deg(Q)) és X,Y valds
szamok, ahol 0 <Y < pq. Ekkor

) ZX Yepq(Q(n)ipq(R(n))) < dydy\/pqlog (pq) (< D*\/pqlog(pq)).
<n<X+

(R(n),pq)=1

9. A Legendre szimbélum konstrukciéjanak Kiterjeszté-

se a Jacobi szimbolumra

Szamos tanulméany jelent meg, melyben pszeudovéletlen sorozatokat Jacobi szimbdlum-
mal allitanak el6 (példaul [15], [16]). Erdemes ezeket a sorozatokat az dltalunk hasznalt
mértékekkel pszeudovéletlenségre tesztelni. Rivat és Sarkozy [12] megmutatjuk, hogy a
5.3. tételben szerepld (3) konstrukcidban a p primet és a Legendre szimbdlumot kicse-
rélve a (16) formuldju m modulusra és a Jacobi szimbdlumra olyan Ey bindris sorozatot
kapunk, melyre W (Ey) és C>(En) kicsi, de C4(Ey) (barmely f(n)-re) nagy:

9.1. Tétel (Rivat-Sdrkizy). Tegyiik fel, hogy m € N (16) formuldji, f(x) = agx?+ ...+
a\x+ag € Z[x|,

(aa,pq) =1, 37)

0<d<p(<q), (38)

f(x), mint F,, feletti polinom (pontosabban egy d fokii polinom, melynek egyiitthatdi

az aq, ..., ay, illetve ay dltal reprezentdlt modulo m maradékosztdlyok) nem egy I,

feletti polinom négyzetének dllando tobbszorose, és f(x), mint F, feletti polinom nem

egy I, feletti polinom négyzetének dllando tobbszirdse. Definidljuk az E,, = ey, ..., ey

bindris sorozatot a kovetkezOképpen:

e, = (J%) ha (f(n),m) =1,
n +1 ha(f(n),m)>17
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ahol <M) jeloli a Jacobi szimbolumot. Ekkor

W(E,) < d>m"*logm, (39)
Co(E,) < dm?/* (40)

és
C4(Ep) > m—35dm'*(= (1+0(1))m). (41)

Bizonyitds. (Rivat-Sdrkozy) Tegyiik fel, hogy a € Z, b, t € N és
l1<a<a+(t—1)b<m, (42)

és legyen g(x) = f(a+ bx) = agh®x? + (agdab®~" + ag_1p=1)x?=1 + ... dgy, hogy
g(x) € Z|x], és (b € N-re) degg(x) = d.

Tegyiik fel, hogy
(by,m) =1. (43)

Ekkor mind g(x) = 0 mod p-nek és g(x) = 0 mod g-nak legfeljebb d megoldédsa van,

igy p | g(x)-hez legfeljebb dg, mig ¢ | g(x)-hez legfeljebb dp inkongruens x érték van

modulo m(= pq). Ebbdl kovetkezik, hogy (a,m) > 1-re (£)-t 0-ként definidlva
0<j<r—1

Zj < (a+ jb) )
N (f(a+jb),m)>1

5 ()
j=o\ ™

(37) és (43) alapjan az x? kifejezés ayb? egyiitthatéja (ami a legmagasabb foki tag)

<

Z Cart jb + Y 1 (44)

<

+dp+dg.

g(x)-ben m-hez relativ prim. Ebbol kovetkezik, hogy a 7. lemmat felirhatjuk g(x),
(£), 2,2, d-vel és f(n), x(n), dp, dg, sp, s4 helyett d-vel. Ezt kovetSen az 5. lemma
felhaszndldsaval (44)-bdl kapjuk, hogy

1—1
Z eatjb| K d*m'/? logm+a’m1/2 +dm'? <« dzml/zlogm. (45)

j=0
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Most tegyiik fel, hogy p | b. Ekkor (16) és (42) alapjan

pg=m>a+(t—10)b>1+(—1)p>(t—1)p

ahonnan
t—1<gq,
t<q<2m'/?
igy
t—1 t—1
Y oewrp| <Y 1=t<2m'? (p|bre). (46)
j=0 j=0
Ha ¢ | b, ugyanigy megkapjuk, hogy
1—1
Y earjp| <t <p<m'? (q]|bre). (47)
j=0

(45), (46) és (47)-bdl kovetkezik (39).
(40) bizonyitdsdhoz vegyiik a d;, d; egész szamokat és M € N-t igy, hogy

0<d <dy, M+dy<m.

Legyen 6 = d» — d . El6szor tegyiik fel, hogy
(0,m)=1. (48)
Ahogy (44)-ben, (a,m) > 1-re (£) =0, és felhasznaljuk, hogy
f(n+d;) =0 mod m
i =1, 2-re legfeljebb dp + dgq inkongruens megoldéssal rendelkezik modulo m. Meg-
kapjuk, hogy

M
Z n+d €ntd,

n_lg 3 (f(n}:dl)) (f(”;;dz))'+ Y oo

n=1 1<n<M
(f(n+dy) f(n+dp),m)>1

IN

+2d(p+q). (49)

f (f(n+d1)f(n+dz))

m

n=1
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Most megmutatjuk, hogy IF,-ben a h(x) = f(n+d;)f(n+d) polinom nem élland6
tobbszordse egy polinom négyzetének. Trjuk fel f(x)-et F, felett egy r(x) € F[x]

polinom négyzete és egy négyzetmentes s(x) € IF,[x] polinom szorzataként: f(x) =
r2(x)s(x) (F, felett). Az f(x)-re vonatkozé feltevéseink szerint s(x) nem dllandé po-
linom T, felett. Irjuk fel s(x)-et kiilonboz6 irreducibilis polinomok szorzataként I, [x]

felett, és jelolje ¢(x) ezen irreducibilis faktorok egyikét. Ekkor
ox+d)|s(x+dy) | fx+dy).

A kovetkezd polinomok mind irreducibilisek: ¢@(x+d), ¢(x+d; +8), ¢(x+d; +
28), ..., 0(x+d;+ (p—1)08) és (48)-bdl kovetkezik, hogy modulo p kiilonbozbek. Ha

mindegyik polinom osztdja s(x + dy )-nek, akkor

d =deg f(x) =deg f(x+d;) > degs(x+d)
>degp(x+d)@(x+di+08)...9(x+di+(p—1)8) = pdeg ¢(x)
>p

ami ellentmond (38)-nak. Jelolje ¢ a legkiebb pozitiv egész szamot melyre @ (x + d; +
(t—=1)8) | s(x+dy), o(x+d;+18)ts(x+d;) (igy 0 <t < p). Ekkor egyértelmiien ¢(x+
di+18)|s(x+d;+90),igy f(x+d;) oszthaté @ (x+d; +10) egy péros hatvanydval, mig
f(x+d; 4+ 06) = f(x+d,) egy pératlan hatvanyaval. Ekkor h(x) = f(x+d;)f(x+d>)
valéban oszthaté ¢ (x+d; +10) egy pdratlan hatvanydval, ezért nem lehet egy I, feletti
polinom négyzetének dllandé tobbszorose. (48)-bol ugyanigy kovetkezik, hogy h(x) =
f(x+d1)f(x+d>) nem lehet egy F, feletti polinom négyzetének allandé tobbszorose.

Kovetkezésképpen a (49)-beli osszeg becsléséhez a 7. lemmat f(x+d)f(x+ dy)-vel
haszndljuk f(n) helyett. valamint x(n) = (2), xp(n) = <%> <<%) =0 p| n—re),
Xo(n) = (g) dy=dy=2d, sp 5, <degf(x+di)f(x+dy) < 2degf(n) < 2d. Azt
kapjuk, hogy

M
Z entd Cntdy | K d*m'?logm+dm'/?
n=1
< d*m'?logm  (8,m) =1-re. (50)
Tegyiik fel, hogy
(6,m) =p. (51)
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Ekkor, ahogy (49)-ben

M
Zen-f—dlen-i-dz
n=1
& (fntd))f(n+dy)
< ;( . ) +2d(p+aq)
M
_ Z (f(n+d1)f§?n+d1+5)) (f(n—l—dl)qf(n-l—dz)) +2d(p+q)
n=1
M [ fA(n+dy) n+d1 (n+dy)
() ooy
n=1
M
<y (f(n+d1)f n+d2)) ©Y 1t2d(ptg)
n=1 q 1<n<m
plf(n+dy)
M
< Z (f(”+d1)(]f(n+d2)> —i—dq—i—Zd(p—l—q)
n=1
U (St d)f(ndo)
< Y .
i=1 |n=(i—1)g+1
M
+ )Y (f("+dl)f("+d2)) +3d(p+q). (52)
n=|M/qlq+1 g

(51)-et felhaszndlva a (49)-hez hasonlé médon megmutathatd, hogy IF,-ben az f(n +
dy) f(n+ d;) polinom nem &llandé tobbszorose egy polinom négyzetének, igy felhasz-
ndlhatjuk a 4. lemmét (p, x, d, f(x) és a helyett g, ( ) 2, f(x+dy)f(x+dy) és 0),
illetve az 5. lemmat (p, x, d és f(x) helyett g, ( ) 26s f(x+da)f(x+dy)) az (52)-es
szumma felsé becsléséhez.

Z €n+d1 el’l+d2
n=1

M
< L?J dq1/2+dq1/210gq+d(p+q) (53)

< dpg'* < dm®*  ((8,m) = p-re).

Ugyanigy megmutathatd, hogy

M

Z en+d1 en+d2
n=1

<dm’*  ((8,m) = gra). (54)
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(50), (53), (54)-b6l kovetkezik (40) (8 < m-re (8,m) = 1, p vagy q).

9.2. Megjegyzés (Rivat-Sdrkozy). Ez a bizonyitds megmutatja, hogy a felsé hatar (40)-
ben a lehetd legjobb (eltekintve az implicit konstans faktor értékétdl). Konnyd latni,
hogy ha f(n) = n, akkor az dsszegek (52)-ben > pg'/? > dm3/* nagységiiak lehetnek.
Masrészr6l, ha "rovidtava korreldciéra" korldtozzuk magunkat, pontosabban olyan
osszegekre, ahol (0 <) dy —d; < p, akkor (51) és (0,m) = g nem fordulhat eld, igy
mindig (50) érvényes:

M

Z en+d1 en+d2
n=1

< d*m'?logm (0 < dy—d, < p-re). (55)

Végiil, ha g(n, p,q) = f(n)f(n+ p)f(n+q)f(n+ p+q), megkapjuk, hogy

m—p—q
Z €n€n+p€n+q€n+p+q
n=1

C4(Ey) > (56)

m—p—q
> Z 1— Z ’€n€n+pen+q€n+p+q —1
n=1 1<n<m—p—q

(g(n,p,q),m)=1

- Z |enen+pen+qen+p+q —1

1<n<m—p—q
s.p.a)\
m

(8(np,q),m)>1
-2 Y 1+ Yy 1+ Yy 1+ Yy 1

>(m-p—q)— Y
1<n<m—p—q
1<n<m—p—q 1<n<m—p—q 1<n<m—p—q 1<n<m—p—q
(f(n),;m)>1 (f(ntp),m)>1 (f(n+q),m)>1 (f(n+p+q),m)>1

(g(n,p,q),m)=1

Ha (8(”717:0]),”1) — 1, akkor

(g(n;qfﬂ)) _ <g<nf,q)> (g(n,fQ))

_ <f2<n>f2<n+q>) <f2(n)f2(n+p)) .

p q
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igy (56) als6 hatardnak elsd osszege 0. Tovabba

Y 1< Y 1+ ¥ 1

1<n<m—p—q 1<n<m—p—q 1<n<m—p—q

(f(n),m)>1 plf(n) qlf(n)

(I e (1 )

<Mai Mg <2™a < dam'?,
p g ~p

és ugyanez a fels6 hatar adhat6 az utolsé harom sszegre (56)-ban, igy (56)-bdl kovet-

kezik, hogy
Cy(Ep) > (m—p—q)— 32dm' =% gegm — 35dm' 2,

amely teljesiti a 9.1. tétel bizonyitasat.

Z "

]

Tovébbi feltételek mellett (55) kiterjeszthetd magasabb rendd "rovidtavi" korreldciora.

Rivat és Sarkozy kovetkezo tételeinek bizonyitdsa [12] cikkben taldlhato.

9.3. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), d és E,, ={e1,...,en} a9.1. tételben

definidltak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy ¢ € N és a kovetkezd feltételek egyike dll:

(i) ¢ < p, és 2 primitiv gyok modulo p és q;
(ii) (4d)" < p (< q).
Ekkor, ha dy < dy < ... < dj pozitiv egészek és

diZdjmod p, di #d;modq, ahol1<i<j<U,

akkor minden M € N, 1 <M < N —dy esetén
J 1/2
Z Cntd Cntdy - - - €ntdy| K dlm / logm

n=1

(ahol az implicit konstans tényezd egy abszoliit konstans).
Vegyiik észre, hogy dy < p-bdl kovetkezik (57), igy az el6z6 tételbdl:
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9.4. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), d és E,,={e1,...,en} a9.1. tételben

definidltak és tegyiik fel, hogy 2 primitiv gyok modulo p. Ekkor

Ne(En) < k28m'?logm k€N, 2 < k esetén

N(E,) < m>*logm.

9.1. A (13) konstrukcié kiterjesztése

9.5. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Tegyiik fel, hogy m € N (16) alakii, f(x) = agx +
ap € Z|x|,
(aq,pq) =1,
2<d<p(<q).

Legyen E,,, = ey, ..., ey bindris sorozat a kovetkezoképpen definidlva

+1 ha0<ry,(f(n) <m/2,
en =

—1 ham/2 <ry(f(n)) <m,
ahol ry,(n) jeloli az egyetlen r € {0,...,m—1}-t n =r mod m-re. Ekkor

W(Ey) < d*m'/?(logm)?.

cootarx+

(58)
(59)

(60)

9.6. Tétel (Rivat-Sdrkizy). Legyenek p, q, m, f(x),d és E,, = {ey,...,em} a9.5. tételben

definidltak. Tovdbbd tegyiik fel, hogy
2<k<d-1,
ésdy <dy <---<dyés M pozitiv egészek, ahol
di£djmodp, diZdjmodq 1<i<j<k-ra,

és M < m—d,. Ekkor

M

Z €n+dl €n+d2 .. .€n+dk < dzml/z(logm)kH.
n=1
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9.7. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), d és E,, ={e1,...,en} a9.5. tételben
definidltak. Tovdbbd tegyiik fel, hogy

d>3. (63)

Ekkor

Co(Ep) < dm®/*(logm)?. (64)
9.8. Tétel (Rivar-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), d és E,, ={e1,...,en} a9.5. tételben
definidltak. Ekkor k € N-re,

2<k<min(d—1,p—1)
létezik

Ne(Ep) < d*28m'? (logm)*+1. (65)

9.9. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), d és E,, ={e1,...,en} a9.5. tételben
definidltak és tegyiik fel, hogy d < m'/3. Ekkor létezik

<m2™¢ ha d*2%¢ (logm)®+!' < m!/?,
N(En) = log2 logm 252d d+l <, 1/2 (66)
<mexp | — | 5¢ +o(1) ha d“2°*(logm)** > m'/=.

loglogm

9.2. A (15) konstrukcié Kiterjesztése

9.10. Tétel (Rivat-Sdrkizy). Tegyiik fel, hogy m € N (16) alakii, f(x) = aqjx* + ...+
arx+ag € Z[x),

(ar, pq) =1 (67)
és
1<k<p(<q). (68)
Definidljuk az E,, = {e1,...,en} bindris sorozatot a kovetkezéképpen:

F1 ha (f(n)m) = 1, ra(in(F(n))) < m/2,
~1 ha (Fn)m) = 1, rulin(F(n))) > m/2, vagy (F(n),m) > 1,

ahol ry,(n) a 9.5. tételben definidltak szerinti. Ekkor

en:

W(E,) < k*m'/?(logm)?. (69)
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9.11. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, g, m, f(x), k és E,, = {e1,...,enm} a 9.10.
tételben definidltak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy ¢ € N, és a kovetkezd feltételek egyike
teljesiil:
(i) (=2,
(ii) (4K)" < p (<q).
Ekkor d; < dy < --- < dy és M pozitiv egészek esetén, ha
diZdjmodp, di#djmodq aholl <i<j</

és M < m—dy, akkor

M

Z CntdyCntdy - - -Cntdy| K K*02m'? (logm)
n=1

9.12. Tétel (Rivar-Sdrkozy). Legyenek p, g, m, f(x), k és E,, = {e1,...,em} a 9.10.
tételben definidltak. Ekkor

l+1

Co(En) < K2tm>*(logm)*.

9.13. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, g, m, f(x), k és E,, = {e1,...,en} a 9.10.
tételben definidltak, tovabbd tegyiik fel, hogy r € N, és a kovetkezd feltételek egyike

teljesiil:

(i) r=2;

(i) (4k)" < p (<q).
Ekkor

Ny (Ep) < K*r22"m' 2 (logm)F!

9.14. Tétel (Rivat-Sdrkozy). Legyenek p, q, m, f(x), k és E,, = {e1,...,em} a 9.10.
tételben definidltak, tovabbd tegyiik fel, hogy

8k* (logm)**! < m'/?

(amibdl kovetkezik, hogy 4k < p). Jelolje R a legnagyobb pozitiv egész szamot, melyre
(4k)R < p. Ekkor

NEn) < 2 ha k*R?22R (logm)* ! < m!/2,

2R

32



mig ha kK*R*2%R (logm)**1 > m!'/?, akkor
m
N(En) < oL

ahol L a legnagyobb egész, melyre

k4L222L(10gm)k+] S ml/z‘

10. Sajat programok eredményei adott mértékekre

Két programot frtam pszeudovéletlen mértékek kiszdmitasara:

Az els6 program (Ikonstr.cbp) egy bemend paraméterként kapott p primhez (p > 2) ki-
szamitja a Legendre szimbdlumot hasznal6 (1) konstrukcidval kapott binéris sorozathoz
a kovetkez6 mértékeket: egyenletes eloszlds mértéke, elsdrendl kombindlt mérték, ma-
sodrendd korrelacids mérték, masodrendii kombinalt mérté€k, harmadrendd korrelacids
mérték és harmadrendd kombindlt mérték.

A madsodik program (3konstr.cbp) bemend paraméterként egy p primet (p > 2), illetve
egy polinomot var, melynek el6szor a fokat kéri be, majd ennek megfeleléen minden
tag egyiitthatjat. A beolvasott adatokbdl a (3) konstrukcidval kapott bindris sorozatra

szamitja ki az elsé programnadl felsorolt pszeudovéletlen mértékeket.

A kovetkezd tdblazatokban ezen programok eredményeit foglalom 0ssze.
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10.1. Eredmények (1) konstrukcioval

p W(Ep) | Qi(Ep) | Vp*logp
3 | 1 1,1964
5 2 1 1,86945
7 2 2 2,43222
11 |3 3 3,38457
13 |4 4 3,80543
17 |3 3 4,57358
19 | 4 4 4,92913
23 |5 5 5,5964
31 |6 6 6,79943
47 |8 8 8,86502
79 |10 10 12,2439
113 | 10 10 15,2315
173 | 18 17 23,061
211 | 18 18 22,1455
271 | 22 22 25,6775
317 | 26 25 28,1573
373 | 32 32 30,9717
457 | 14 14 34,8652

1. tdblazat. Az egyenletes eloszlds és a kombindlt elsdrendi eloszlds mértéke

A fenti eredményeim alapjdn az egyenletes eloszlds és a kombindlt elsdrendl eloszlas
mértéke kozel azonos; a kapott értékekre teljesiilnek a kovetkezdk:
0<W(E,)—Qi(Ep,) < 1,illetve

W(E)) < % pxlogp és Qi (Ep) < %\/pTogp.
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p | CaEp) | Qa(Ep) | Vpxlogp
3 |1 0 1,1964
5 |2 0 1,86945
7 2 2 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 | 4 4 3,80543
17 |6 6 4,57358
19 |5 5 4,92913
23 |5 5 5,5964
31 |8 8 6,79943
47 19 9 8,86502
79 | 14 14 12,2439
113 | 16 17 15,2315
173 | 18 17 23,061
211 | 21 21 22,1455
271 | 26 26 25,6775
317 | 30 32 28,1573
373 | 31 33 30,9717
457 | 42 44 34,8652

2. tablazat. Masodrendii korrelacids mérték és a kombinalt masodrendi eloszlas mértéke

A masodrendi korrelacios mértékre és a kombinalt masodrendd eloszlas mértékre ka-
pott eredményeim azt mutatjak, hogy |C2(E,) - Q2(E,)| < 2, illetve
G (Ep) < % pxlogp és Or(E,) < %\/p*logp teljestil.
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p | GI(Ep) | O3(Ep) | Vpxlogp
3 |o 0 1,1964
5 |2 0 1,86945
7 3 2 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 |6 5 3,80543
17 |8 8 4,57358
19 |7 7 4,92913
23 | 10 10 5,5964
31 |10 10 6,79943
47 | 15 15 8,86502
79 | 14 14 12,2439
113 | 16 17 15,2315
173 | 38 38 23,061
211 | 42 42 22,1455
271 | 47 47 25,6775
317 | 51 51 28,1573
373 | 56 56 30,9717
457 | 68 68 34,8652

3. tablazat. Harmadrendd korrelacios mérték €s a kombinalt harmadrendd eloszlas mér-

téke

A harmadrendi korreldciés mértékre és a kombindlt harmadrendd eloszlds mértékre
kapott eredményeim ugyanazt mutatjdk, mint amit az imént lathattunk ezen mértékek
mésddrendd valtozatainal: |C3(E)) - Q3(Ep)| < 2.

FelsS becslésre ebben az esetben C3(E,) < 2v/pxlogp és Q3(E,) < 2+/pxlog p telje-

sul.
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10.2. Eredmények (3) konstrukcioval

p W(Ep) | Qi(Ep) | Vp*logp
3 2 1 1,1964
5 2 2 1,86945
7 4 4 2,43222
11 |3 3 3,38457
13 |3 3 3,80543
17 | 4 4 4,57358
19 |5 5 4,92913
23 |9 9 5,5964
31 |7 6 6,79943
47 |10 10 8,86502
79 |8 8 12,2439
113 | 16 16 15,2315
173 | 21 21 19,6769
211 | 40 40 22,1455
271 | 77 7 25,6775

4. tablazat. Az egyenletes eloszlds és a kombinalt elsérendd eloszlas mértéke f(n) =

n* —4n? 4 3n — 2 polinomra

A 10.1 fejezetben leirtakhoz hasonl6an az egyenletes eloszlds és a kombindlt elsérendd
eloszlds mértékére itt is teljesiil, hogy 0 < W(E,) — Q1(E,) < 1;

most azonban nem bizonyul megfelel§ felss becslésnek az 3/p*logp,

W(E,) <3+/pxlogp és Qi(E,) < 3y/p=*logp ellenben mdr teljesiil.
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p W(Ep) | Qi(Ep) | V/p*logp
3 2 1 1,1964
5 2 2 1,86945
7 4 4 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 |6 6 3,80543
17 |5 5 4,57358
19 |8 8 4,92913
23 |5 5 5,5964
31 |13 13 6,79943
47 |13 13 8,86502
79 |11 11 12,2439
113 | 14 14 15,2315
173 | 16 15 19,6769
211 | 13 13 22,1455
271 | 26 26 25,6775

5. tablazat. Az egyenletes eloszlas és a kombinalt els6rendd eloszldas mértéke f(n) =

—3n> +4n® — 3 polinomra

0 <W(E,) — Q1(E,) < 1 most is teljesiil; felsé becslésre ennél a polinomnal azonban

mdr 2+/p xlog p is alkalmas:
W(E,) <2/pxlogpés Qi(E,) <2+/pxlogp.
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p | CaEp) | Qa(Ep) | Vpxlogp
3 |0 0 1,1964
5 |1 0 1,86945
7 3 3 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 |8 8 3,80543
17 |6 6 4,57358
19 |6 6 4,92913
23 | 8 8 5,5964
31 12 12 6,79943
47 |11 11 8,86502
79 |17 17 12,2439
113 | 29 29 15,2315
173 | 32 32 19,6769
211 | 44 44 22,1455
271 | 86 86 25,6775

6. tablazat. Masodrendi korrelacios mérték €s a kombinalt masodrend eloszlas mértéke

f(n) = n* —4n? + 3n — 2 polinomra

A masodrendi korrelacios mértékre és a kombinalt masodrendd eloszlas mértékre ka-

pott eredményeim ebben az esetben azt mutatjik, hogy |C2(E,) - Q2(Ep)| < 1, illetve
G (E,) < % pxlogpés Or(E,) < %\/p * log p teljesiil.
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p | CaEp) | Qa(Ep) | Vpxlogp
3 |0 0 1,1964
5 |2 2 1,86945
7 3 3 2,43222
THE 3 3,38457
13 |6 6 3,80543
17 |7 7 4,57358
19 |9 9 4,92913
23 |5 6 5,5964
31 12 12 6,79943
47 |11 11 8,86502
79 |27 27 12,2439
113 | 21 21 15,2315
173 | 40 40 19,6769
211 | 26 27 22,1455
271 | 45 45 25,6775

7. tablazat. Masodrendi korrelacidos mérték €s a kombinalt masodrendi eloszlas mértéke

f(n) = —3n> +4n*> — 3 polinomra

|C2(Ep) - Q2(Ep,)| < 1 ebben az esetben is teljesiil, felsé becslésre pedig %\/ pxlogp
alkalmas: C>(E,) < % pxlogpés Or(E,) < % pxlogp.
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p | G(Ep) | Q3(Ey) | Vpxlogp
3 0 0 1,1964
5 1 0 1,86945
7 2 2 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 |3 5 3,80543
17 | 8 8 4,57358
19 |8 8 4,92913
23 |9 9 5,5964
31 12 12 6,79943
47 16 16 8,86502
79 |25 25 12,2439
113 | 33 33 15,2315
173 | 41 41 19,6769
211 | 51 51 22,1455
271 | 97 97 25,6775

8. tablazat. Harmadrendd korrelacidos mérték és a kombinalt harmadrendi eloszlas mér-

téke f(n) = n* —4n® +3n — 2 polinomra

A harmadrendi korrelaciés mértékre és a kombindlt harmadrend( eloszlds mértékre ka-
pott eredményeim itt is ugyanazt mutatjak, mint a 10.1 fejezetben: |C3(E,) - Q3(E,)| <
2; felsd becslésre azonban ebben az esetben 2+/p * log p nem alkalmas, ellenben

C3(E,) <4y/pxlogp és Q3(E,) < 4y/pxlogp teljesiil.
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p | G(Ep) | Q3(Ey) | Vpxlogp
3 0 0 1,1964
5 1 0 1,86945
7 2 2 2,43222
11 |4 4 3,38457
13 |5 5 3,80543
17 |7 7 4,57358
19 |7 7 4,92913
23 10 10 5,5964
31 14 14 6,79943
47 19 19 8,86502
79 |23 23 12,2439
113 | 35 35 15,2315
173 | 47 47 19,6769
211 | 46 46 22,1455
271 | 54 54 25,6775

9. tablazat. Harmadrendd korrelacios mérték €s a kombinalt harmadrendd eloszlas mér-

téke f(n) = —3n> +4n> — 3 polinomra

A fent vizsgélt polinomra mar |C3(E,) - Q3(E,)| < 1 is teljesiil; fels6 becslésre pedig
az %\/p*logp alkalmas: C3(E,) < % pxlogpés O3(E,) < %\/p*logp.
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