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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani els6sorban témavezetémnek, Bérczi-Kovéacs Erikanak, aki visszaadta a mo-
tivaciomat a matematikusi palya irant, biztatott és segitett; emellett nekem valé témat ajanlott, és kitartéan
tekintette 4t munkamat. Tovabba szeretném megkoszonni kézépiskolai matematika tandraimnak, hogy job-
ban megszerettették velem a matematikat, tamogattak és lelkesitettek; barataimnak és csalddomnak, hogy

mellettem alltak, és biztattak a nehéz idékben is.
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1. Bevezetés

Sokszor talalkozunk azzal a feladattal, hogy egy vagy tobb targyat el kell osztanunk emberek kozott, gy,
hogy ne legyen bel6le til nagy konfliktus, a lehetd legigazsagosabbak legyiink. Ezzel nincs sok probléma, ha
mondjuk egy emberrol van sz6, vagy a targyak feldarabolhatéak. Azonban ha egyik helyzet sem all fenn,
mar nem is olyan egyszeri ez a feladat. Gondoljunk bele, milyen nehéz dolgunk lenne, ha egy csokit példaul
nem tudnank feldarabolni két gyermek kozott; ha az egyikiiknek odaadnank az egészet, minden bizonnyal a
masik nem nézné olyan jé szemmel.

Természetesen a problémakort tovabb bonyolithatja, hogy nem mindenkinek egyezik a véleménye, a
preferencidja a targyakkal kapcsolatban. Egy csaladi foté a rokonsagnak lehet felbecsiilhetetlen, mig egy
szamukra ismeretlen embernek semmit sem jelent. Tovabba, ha példaul egy csaladban el kell osztani a
hézimunkakat meg ajandékokat karacsonykor, mér azt is szamitasba kell venniink, hogy nem feltétlen oriiliink
ezeknek a "targyaknak”. Emellett az is el6fordulhat, hogy a targyak egy részhalmaza egyiitt sokat ér, de
onmagukban szinte semmit; gondoljunk bele, ha egy ikeds asztalhoz csak két labat kapnank.

Mint az el6bbiekben lathattuk, nem mindig érhet6 el olyan egyszerlien, hogy mindenki ugyanolyan
elégedett legyen; igy ezt is figyelembe véve tobbféle koncepciét adok meg arra, hogy ne legyen nagy kiilonbség
az emberek hasznai kozott. Természetesen sejthetd, és a kés6bbiekben latni is fogjuk, hogy a teljesen
tetszOlegesnek vett hasznossagi fiiggvények nem kezelheték annyira konnyen, igy kiillonbozé kikotéseket fo-
gunk megvizsgéalni a preferencidkra. Tobbféle algoritmust is latni fogunk, melyek valamilyen szempontbdl
igazsagosnak tekinthet6 szétosztasat adjak vissza a targyaknak.

TetszOleges hasznossdgi fliggvények esetén tudunk talalni olyan szétosztdst, amely irigységmentes va-
lamely targy elvételére, azonban nem mindig létezik olyan, ahol ez tetszéleges, nem nulla értékli targyra
teljestilne; monoton csokken6 hasznossagi fiiggvények esetén mar taldlhaté hasonld szétosztas. Ha a meg-
egyez6 hasznossagi fliggvények irdnyaba indulunk el, ebben az esetben még mindig lesznek esetek, ahol nem
tudunk ilyen szétosztast taldlni; viszont ha emellett még additivnak is vessziik a fliggvényeinket, mar poli-
nomidlis id6ben talalhatunk. Emellett az additiv hasznossagi fiiggvények esetében tovabbi szétosztasokat is
vizsgalunk, példaul amelyek maximalizaljak a Nash-féle jolétet, amely igazabdl az Osszes ligynok hasznanak

szorzata.

2. A modell

Dolgozatomban az embereket, akik kozott a targyakat a lehet6 legigazsagosabban el kell osztanunk; tigynokok-
nek fogom nevezni. Mindegyik ligynoknek lesz egy kiilon hasznossagi fiiggvénye, amellyel az egyéni prefe-

rencidjukat jellemezziik. Az tigynokok halmazat N-nel, a targyak halmazat S-sel jeloljiik a tovdbbiakban.

2.1. Hasznossagi fliiggvények

2.1. Definicié (Hasznossagi fiiggvény). Minden i € N iigynokre a hasznossagi fiiggvénye: u; : 2% — R
amely megmondja, hogy a targyak egyes részhalmazai mennyit érnének i-nek. Az iireshalmaz értéke mindig
0, vagyis u; (@) = 0 minden i € N-re.

Az u = (uy, ..., u,) figgvények egylittesét érték-profilnak nevezziik.
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Azt mondjuk, hogy a hasznosségi fiiggvények megegyezéek, ha u;(X) = u;(X) minden X C S és
minden i, j € N-re; és nem megegyezd, ha ez nem feltétleniil teljesiil.

Egy hasznossédgi fliggvényt additivnak neveziink, ha u(X) = Z u(s) minden X C S-re.
seX
Egy hasznossagi fiiggvény monoton névé, ha w(X) < u(Y); minden X C Y esetén; hasonléan monoton

csokkend, ha u(X) > «(Y) minden X C Y esetén.
Az egyszeriiség kedvéért nem-monotonnak ill. nem-additivnak fogjuk nevezni a nem feltétlentil monoton

ill. nem feltétleniil additiv eseteket.

2.2. Definici6 (Szétosztasok, zsikok). S egy szétosztisa egy m: N — 2° fiiggvény, amely minden iigynok
szdméra a targyak egy részhalmazat adja (lehet tires is), amelyek egyiitt S-nek egy particiéjat adjdk. Ezeket
a részhalmazokat zsdkoknak vagy batyuknak nevezziik.

Térgyak egy halmazdra T C S és k € N-re legyen 11 (T) a T halmaz a k zsidkba osztott particidknak
halmaza.

A 7 egy teljes szétosztds, ha m € I1,,(.9).

A 7 egy részszétosztds, ha m € I1,,(T) egy T C S részhalmazra.

Tovabbiakban alapbdl a szétosztéds egy teljes szétosztast fog jelenteni, kivéve, ha kiilon kitériink ra, hogy

csak részszétosztas.

Marginalis érték
2.3. Definicié (Margindlis érték). A marginélis értékek ¢ iigynok, o € S targy és a targyak egy M C S\{o}
részhalmaza esetén:
EM(0) = ui(M U{o}) — ui(M).
Egy M C S részhalmazra és ¢ ligynokre jeldlje:
S5 (M) = {s € M|E;" () > 03,
Sy (M) = {s € M|E!""(s) <0},
SP(M) = {s € X|E" ) (s) = 0).

Ezen kiviil additiv hasznossagi fliggvények esetén:

St ={o€ S|3ie N :u;lo) >0}

Amirél megjegyezhetjiik, hogy S* = U (U Sj(o)).

oeS \i=1

ST ={oe€ SVie N :u;(0) <0}

Amirdl megjegyezhetjiik, hogy S~ = U (m S, (0)).
oeS \i=1

SY={oe S|Vie N :u;(0) <0,3j € N : uj(o) =0}

Amirdl megjegyezhetjiik, hogy SO = U <U S?(o)) \ST.

oeS \i=1
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Targytipusok

2.4. Definicié (Kevert targyak). Egy o targyat kevertnek neveziink, ha létezik két iigynok (i és j),
illetve két részhalmaza a tdrgyaknak: M C S\{o},I C N\(M U {o}), amelyekre u;(M U {o}) > u;(M) és
u; (I U{o}) < u;(I) teljestil.

2.5. Definicié (Jé targyak). Egy o tdrgyat jonak neveziink ¢ iigynok szaméra a targyaknak egy M C S
részhalmaza esetén, ha u; (M U {o}) > u;(M).
Egy o targyat altalanosan jonak neveziink ¢ tigynok szamara, ha az elébbi barmely M C S részhalmazra

teljesiil.

2.6. Definicié (Rossz targyak). Egy o tdrgyat rossznak neveziink 4 igynok szdméra egy M C S részhalmaz
esetén, ha u;(M U {o}) < u;(M).
Egy o targyat altalanosan rossznak neveziink ¢ tigynok szamara, ha az el6bbi barmely M C S részhalmazra

teljesiil.

2.2. Szétosztasok

2.7. Definici6 (Pareto optimalitds). Egy mo szétosztas Pareto javitja 1 szétosztédst, hai € N : u;(ma(i)) >
u;(m1(4)) és van egy ligyndk, akire j € N : u;(m2(j)) > u;j(m1(j)). Egy m1 szétosztés Pareto optimaélis (PO),

ha nem létezik olyan my szétosztas, amely Pareto javitja.

2.8. Definicié (Irigységmentesség). Azt mondjuk, hogy i ligynok irigy j tgynokre, ha: u;(w(i)) <
u;(m(j)). Irigységmentesség akkor &ll fenn, ha nincs olyan igynok, amelyik irigy lenne barmelyik masikra.
Az irigységmentesség tehdt azt jelenti, hogy minden ¢,j € N {igynokre fennall az w;(7(i)) > w;i(7(4))

egyenl6tlenség.

2.9. Definicié (Leximin megoldds). Olyan szétosztds, amely maximalizdlja a legkisebb értéket a szétosztas-
ban, amit ligynok kaphat; majd maximalizdlja a masodik legkisebbet és igy tovabb.

Azt mondjuk, hogy egy o szétosztds leximin-domindlja m1-t, vagyis m1 < mo; ha u;(m1(2)) = up, (m2(pi))
minden i < j esetén valamely j € N-re, és u;(m1(j)) < up,(m2(p;)); ahol ui(mi(1)) < ... < uy(mi(n)) a
hasznossagi sorrendje m1-nek; és up, (m2(p1)) < ... < up, (72(py)) a hasznossigi sorrendje mo-nek.

Tehat a leximin megoldas a ” <" alapjan a szétosztasok maximdlis eleme.

Nash-féle jolét

2.10. Definicié (Nash-féle jélét). A Nash-féle jélét 7 szétosztas esetén, ahol N az ligynokok halmaza:

NW(r) = H w;(m(7))

iEN
Veszteséges Nash-féle jélétnek nevezziik a kovetkezot:

ANW (r) = [ [ (—ui(x(4)))

ieN
Altalanos jélétnek nevezziik a kivetkezét:
B — minw;(r(i
W () = min i ()

Hasznossagi jolétnek nevezziik a kovetkezGt:
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Uw = Z ui (mw(7)).
ieN
2.11. Definicié (Maximadlis jélét). Egy szétosztds m; maximaélis egy W jélétre (vagyis M W), ha minden

o szétosztdsra (ugyanazon ligynokok, tdrgyak és hasznossdgi fliggvények mellett) W(my) > W (ma).

Az irigységmentesség relaxacioi

2.12. Definicié (EF1). Egy 7 szétosztés irigységmentes egy targyra (EF1), ha minden i,j € N iigynokre
legalabb az egyik teljestl az alabbiak kozul:

1) wi(r(0)) = us(r ()

2) Jo € 7(i) U(j): ws(m(@D\lo}) = us(n()\{o})

Vagyis egy EF1 szétosztdsndl barmely irigység két tigynok kozott megsziintethet6 egyetlen egy (nem

tetsz6-leges) targy kiszedésvel valamelyikiik zsakjabol.

2.13. Definicié (EFX). Egy 7 szétosztds irigységmentes barmely (nem nulla marginélis értékii) targyra
(EFX), ha minden i,j € N lgynokre legaldbb az egyik teljesiil az aldbbiak koziil:

1) ui(m(i)) = wi(m(j))

2)Vo € S (m(j))-rer ui(m(i)) = wi(m(5)\{o}),

Yo € 87 (w(i))re: ui(x(i)\{o}) > ui(n(j)),

SH(m() U Sy ((i)) # 2

Tehat egy szétosztas EF X, ha az irigység megsziintetheto egy rossz targy kivételével az irigy tigynok
batyujabol, vagy pedig egy neki jé targy kivételével azon tigynok zsdkjabdl, akire irigy. Természetesen ez a

szétosztas EF'1 is, annyi kiilonbséggel, hogy joval tobb targyra teljesiil az Osszefliggés.

2.14. Definicié (EF1,). Egy szétosztds irigységmentes valamely eltdvolitott j6 tdrgyra vagy pedig hozzdadott
rossz targyra, ha Vi, j € N-re legaldbb az egyik teljesiil az aldbbiak koziil:

1) (@) = wi(m(5))

2) Jo € S; (n(i) U{o}), ahol o € w(j) amelyre: u;(7(i)) > u;(7(§)\{o}),

vagy

Jdo € S; (7(i) U{o}), ahol 0 € (7), amelyre: u;(w(¢)) > u;(7(j) U{o}).

Egy részt hasonlit EF'1-hez, hiszen szintén j iigynok zsdkjabdl vehetlink ki targyat; azonban ha a masik
teljesiil, akkor arrdl beszélhetiink, hogy az irigy igynokiink egy rossz targyat hozzavettiik a masik batyujdhoz

is, igy megsziintetve az irigységet.

2.15. Definicié (EFX,). Egy 7 szétosztds irigységmentes barmely nem-nulla értékii jé targy eltdvolitdséra
vagy barmely nem-nulla értéki rossz targy hozzaadasara, ha Vi, j € Nre legalabb az egyik teljesiil az alabbiak
koziil:

1) ui(m(4)) = wi(m(j))

2) Yo € S (m(i) U {o})-ra, ahol 0 € m(j): u;(m(i)) > u;(w(5)\{o})

Vo € S; (w(i) U {o})-ra, ahol o € m(i): u;(7(3)) > u;(w(5) U {o})

S (m(i)) U S (n(i)) # @

Lényegében EF'1,-hoz hasonld; azonban itt az Osszes jo ill. rossz targyra teljesil az Osszesfliggés;
tehdt vagy tetszblegesen az irigy tigynok szamara jo targyat elvesziink a masik batyujabdl, vagy pedig egy

tetszOleges rossz targyat a masik zsdkjahoz is hozzavessziik.
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2.16. Definicié (EFX(). Vi,j € N legalabb az egyik teljesiil az aldbbiak koziil:
1) wi(m(i)) > wi(m(5))
2) Yo € S (m(4)) U SP(w(j))re: wi(n(i)) > wi(m(§)\{o})
Yo € S; (m(i)) U SP(m(i))-re: uy(m(i)\{o}) > ui(7(j))
S (m(3)) U SY(w(4)) U S} (w(i)) U SP(w (i) # @
Hasonlé6 EF X-hez, azonban ekkor lehetnek 0 margindlis értékiiek is a targyaink, amelyeket elvesziink

valamely tigynoktol.

2.17. Definicié (EFX?). Minden i,j € N legaldbb az egyik teljesiil az alabbiak koziil:
1) ui(m(i)) = ui(m(j))
2)Yo € S (n(5)) U S (n(j))-re: wi(m(i)) = ui(m(j)\{o})
Vo € 57 (m(i))-re: ui(m(i)\{o}) = ui(w(5)),
S (n () USP(m(5)) U S; (n(i) # 2.
Hasonlé EF X{-hoz, azonban jelen esetben az irigy iigynok zsakjabdl eltavolitott rossz targy csak tisztén

rossz lehet, nem lehet a margindlis értéke O.

2.18. Definicié (EFXS'). Minden i,j € N legaldbb az egyik teljesiil az aldbbiak koziil:
1) wi(m(i)) > wi(m(4))
2) Yo € S} (w(j))-re: ui(m(i)) > wi(n(§)\{o})
Yo € S; (m(i)) U SP(m(i))-re: uy(m(i)\{o}) > ui(7(j))
S () U S (n(i)) U SP(n(i)) # @.
Szintén hasonlit EF Xg—hoz; azonban jelen esetben a masik tigynoktol elvett jo targy esetében nem lehet

ez a j6 targy 0 margindlis értéki.

2.19. Definicié (EFX?). Legyen 7 = (77 (1),...,77(n)), ahol 7+ (i) = n(i) N ST.

Hasonléan 7~ = (7~ (1),...,7/ (n)), ahol 7~ (¢) = w(¢) N.S~.

Additiv hasznossagi fiiggvények esetén egy m szétosztds EF X3, ha minden 4,j € N iigyndkre 7 EFX
S-re; 77 EFX St-ra és m~ EFX S~ -ra.

Az alabbi irdnyitott graf az irigységmentesség relaxacioi kozotti Osszefiiggéseket abrazolja.
EFX{ EFX3 EFl,

/ \ . / /
T / \ EF1 /

EFX) EFX,
EFX°

Egy irdnyitott él azt fejezi ki, hogy amely csicsbdl mutat a masik cstcsba, abbdl a szétosztasbdl kovetkezik,
hogy egyben a mésik is. Tehat a definiciokbdl konnyen ldthaté, hogy EF X esetén EF X? is a szétosztasunk
a magyardzészovegek alapjin. Ezen felill EFX? és EFX kozotti kapesolat is hasonlé; hiszen EFX annyi-
ban kiilonbozik téle, hogy a 0 marginélis értékli targyakra nem kell feltétleniil teljestilnie az Gsszefliggéseinek.
Hasonléan lathatjuk EFX(;r és EF X kozotti kapesolatot. Ezen felill EF X3-bdl trividlisan kovetkezik EF X,
hiszen a definicidjdban is benne van, hogy annak kell lennie.

Az EFX-bol nyilvanvaléan koévetkezik EF'1, hasonléan EF X,-bél EF1, is; azonban FFX, és EF1
kozotti kapesolathoz kell, hogy o € S; (7(i)U{o}), ahol o € 7(j) létezzen; hasonléan EF X,-bél is kovetkezhet

EF1, bar ott kevesebb esetben lesz meg ez az Osszefiiggés tekintve, hogy FF'1,-nédl az egyik eset teljesen
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mas irdny, mint FF'1-nél; tehat abban az esetben nem tudunk sokmindent megallapitani tetszéleges esetben.
Késébb majd latjuk, hogy lesznek olyan hasznossagi fiiggvények, amelyek esetében ezen fogalmak, illetve

EFX és FFX, is meg fognak egyezni; de ett0l még jelen esetben nem tudunk ennél tobbet megallapitani.

3. Tetszoleges hasznossagi fiiggvények

Ennél a fejezetnél a tételek f6leg a [1] és [2]-bdl szdrmaznak. Beldtjuk, hogy tetszileges hasznossdgi fliggvények
esetén FF'l-et mindig tudunk konstrudlni polinomialis id6ben két tigyndk esetén; illetve megmutatjuk, hogy
az FF'1 szétosztasok nem mindig Pareto optimalisak.

Mindjart kezdjiik is az E'F'1 megtalalasiaval két tigynokre, amihez felhasznéljuk egy téargyak fix sorrendjét,

és az alapjan osztjuk ketté a targyak halmazat.

1. Tétel. Mindig létezik EF'1 szétosztas két tigynokre tetszéleges (nem feltétlentil additiv vagy monoton)

hasznosségi fuggvényekkel. Egy ilyen szétosztds polinomiélis idében meghatédrozhatd. [I]

Bizonyitds. A targyak egy tetszbleges 1,...,m sorrendjére legyenek F; = {1,....i} és L, = {i + 1,..,.m} a
targyak elsé i elemének ill. utolsé m — i targyak szétosztasa, ahol ¢ = 0,...,m, és Fy = L,, = &.

Tegyiik fel, hogy u;(F;) = u;(L;) valamely ¢ € {1,2} és j € {1,...,m}. Ha uz_;(F;) < uz_;(L;), akkor legyen
7(i) = Fj és m(3 — i) = L;; egyébként legyen m(i) = L; és m(3 — 1) = F}. A feltételezésiink szerint u;(F;) =
u;(Lj), vagyis m egy irigységmentes szétosztds. Hasonldan, ha létezik egy olyan j index j € {0,...,m},
amelyre u;(F}) > w;(L;) és us—;i(F;) < uz—;(L;) valamely i € {1,2}re, akkor 7(:) = F}, 7(3 — i) = L; ismét
irigységmentes szétosztas.

Ezentul feltessziik, hogy az eldbbi két esetbdl egyik sem teljestil; vagyis u1(S) # 0; hiszen ha i = m, akkor
F,, = S; és L, = @, és mindkett6 értéke 0 lenne, vagyis u;(F,,) = u;(L,,). Két esetet tekintiink aszerint,
hogy az w1 (S) pozitiv vagy negativ.

1. eset: uy(S) > 0:

Mivel uq(Fy) = w1 (L) = u1(D) = 0 és u1(Fy,) = ui(Lo) = u1(S) > 0, ezért van egy j € {0,...,m — 1}
index, amire w1 (F}) < ui(Lj) és ui(Fj41) > ui(Ljt1)-
A feltételezésiink alapjan us(F;) < ua(Lj) és ua(Fj41) > ua(Ljt1) szintén teljesiilnek.

e 1.1. aleset: u;(F};) < wui(Ljt1);, ahol (1) = Ly és m(2) = Fj41.
e 1.2, aleset: u;(F};) > ui(Lj41), ahol (1) = F} és w(2) = L.

Mindkét alesetben 1-es iigynok irigy 2-es iigynok batyujara, de ez az irigység megsziintethet6 azzal, hogy a

7 + l-es targyat toroljiik 2-es igynok batyujabol. Ez azért igaz, mert:
o ui(Ljy1) > uq(Fj) az 1.1. alesetnél;
o ui(F}) > ui(Ljy1) az 1.2. alesetnél.

2. eset: uy(S) < 0:

Mivel w3 (Fp) = w1 (L) = u1(2) = 0 és ui(Lo) = ur(Fn) = u1(S) < 0, ezért étezik egy j € {0,...,m — 1}
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index, amire Ul(Fj) > ul(Lj) és ul(Fj+1) < Uy (Lj+1).
A feltételezésiink alapjan ua(F;) > ua(L;) és ua(Fjy1) < ua(Ljq1) szintén teljesiilnek.

e 2.1. aleset: u;(F};) > ui(Lj41), ahol m(1) = Fjq1 és m(2) = Ljy1.
e 2.2, aleset: u;(F};) <wui(Ljt1), ahol m(1) = L; és w(2) = Fj.

Mindkét alesetben 1-es ligynok irigy 2-es ligynok batyujara, de ez az irigység megsziintethetd j + 1-es targy

torlésével 1-es ligynok zsakjabol; hiszen
o ui(F;) > ui(Lji1) a 2.1.-es alesetnél;
o ui(Ljy1) > u1(Fj) a 2.2.-es alesetnél.
Tehat a tételt bebizonyitottuk. O

A Pareto optimalis és E'F'1 szétosztasok elég méas megkozelitései a problémaéanak, igy nem is varhatjuk el

altaldnos esetben, hogy egyszerre teljesiiljenek. A kovetkezd tétel is ezt bizonyitja.

2. Tétel. Léteznek osztozkodasi feladatok kevert targyakkal, és altalanos, de nem megegyezd hasznossagi
fliggvényekkel, amelyeknél a targyak margindlis értéke sehol sem nulla; ahol egyetlen egy EF'1 szétosztéds

sem Pareto optimélis. [2]

Bizonyitds. Vegytunk 2 ligynokot és 4 targyat. A kovetkez6 hasznossagi fiiggvényt vessziik, amelynél u; csak

az adott részhalmaz méretétol fiigg:
e u (D) =ux(2) =0,
e u (M) =u3(M)=3ha|M|=3,és

o ui(M) =uy(M)=4ha|M|=4.

Ha | M| =1,u1(M) = —1és uy(M) = 1.

Ha | M| =2,u1(M) = =2 és uas(M) = 2.

Ahhoz, hogy EF1-et kapjunk, 1-es iigyndk nem kaphat 3 vagy 4 elemes batyut. Ha mégis ilyet kapna,
akkor 2-es iigynok legfeljebb 1 elemii batyut kaphat. Viszont ekkor 2-es tigynok haszna 1; l-es ligynok
batyujabdl pedig ha kivesziink egy targyat, akkor is 2-es iigynok szamara tovabbra is minimum 2-t fog érni;
illetve ha az 6 egyetlen targyat hagyjuk figyelmen kiviil, akkor is még mindig fenn fog allni az irigység.

Tehat 1-es iigynok 0, 1 vagy 2 targyat kaphat. Ha nincs egy targya sem, az 6 haszna 0 lenne, viszont a
masiknak a zsdkjabol 4 lenne neki, amelyet egy targy elvételével csak 3-ra tudunk csokkenteni.

Maradt két esetiink, hogy 1 vagy 2 targyat kapjon. Ha csak egy targya van, akkor a két tigynck haszna
rendre -1 és 3. Ha viszont 2 tdrgyat, akkor -2 és 2. Lathatd, hogy ezek mindegyike FF'1. Azonban mindkét
esetre igaz, hogy ha 1-es ligynok nem kap egy targyat se, és 2-es iigynok megkapja mind a 4-et, akkor mindkét

iigynok jobban jarna.

Tehat egyik EF'1 sem volt Pareto optimélis.
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3.1. Megegyezo6 hasznossagi fiiggvények

Ennél a fejezetnél a tételek [I] és [2]-bdl szdrmaznak. Beldtjuk, hogy megegyezd hasznossigi fliggvények
esetén nem mindig taldlhaté E'F X ; azonban a leximin megoldas mindig E'F X, lesz és Pareto optimaélis, ennek
kapcsdn meg fogjuk allapitani, hogy ezek nem feltétleniil EF X-ek; ami természetesen logikusan kovetkezik

eleve abbdl, hogy leximin megoldast mindig tudunk taldlni.

3. Tétel. Nem feltétlentil 1étezik EFX szétosztdas két ligynokre nem-monoton, nem-additiv, megegyezo

hasznosségi fiiggvényekkel. [I]

Bizonyitds. Legyen S = {1,2,3} 3 targy halmaza, és legyen a hasznossagi fiiggvényiink:
u(@) = 0,u(l) = 1,u(2) = 2,u(3) = 0,u({1,2}) = 3,u({1,3}) = 0,u({2,3}) =3, és u({1,2,3}) = 4.
Azt allitjuk, hogy 2 tigynok esetén nincsen EF' X szétosztds. Mivel megegyez6 a hasznossagi fliggvényiink,

ezért feltehetd, hogy 1l-es ligynok tobb targyat kap (2-t vagy 3-at).

e Ha minden tdrgy 1-es iigynoknél van, akkor u(m(1)) = u({1,2,3}) = 4 és u(n(2)) = u(@) = 0; vagyis
2-es ligynok féltékeny 1-es ligynokre.
Azonban ez nem EF X, hisz 1-es és 3-as targy is j6 2-es ligynoknek, és eltdvolitasukkal nem szilinik meg

az irigység.

e Ha w(1) = {1,2} és m(2) = 3, ekkor u(n(1)) = u({1,2}) = 3; és u(n(2)) = u(3) = 0; vagyis 2-es iigynok
féltékeny 1-es ligynokre.
Ekkor szintén ha tekintjiik 1-es targyat, ami jé targy l-es iigynoknek; azonban az eltavolitdsdval most

sem szinik meg az irigység a két tigynok kozott.

e Ha (1) ={2,3} és m(2) = 1, akkor u(m(1)) = 3 és u(n(2)) = 1; vagyis 2-es ligynok irigy 1-es iigynokre.
Ez szintén nem EF X, hiszen 3-as targy j6 l-es ligynoknek, de elvételével tovabbra is fenn &all a

féltékenység.

o Végiil ha m(1) = {1,3} és m(2) = 2, akkor (1) = 0 és (7w(2) = 2, vagyis 1l-es ligynok féltékeny 2-es
igynokre.
Ekkor a 3-as targy rossz targy l-es iigynOknek, azonban eltavolitdsaval 1-es tigynok tovabbra is irigy

marad 2-es ligynokre.

Tehat minden szétosztasra lattuk, hogy egyik sem EF X ebben az esetben.
O

4. Tétel. Léteznek osztozkodasi feladatok kevert targyakkal és megegyez6 hasznossagi fliiggvényekkel, ame-

lyek marginélis értéke nem nulla; amelyben egyik szétosztds sem EFX. [2]

Bizonyitds. Vegyiik a kovetkezd feladatot 2 tigyndkre és 4 targyra, ahol a kovetkezdk a (megegyezd) hasz-

nossagi fiiggvénytink értékei:

u(@) = 0, u(a) = 5,u(b) = 5,u(c) = 5,u(d) = 5,u({a,b}) = 6, u({a,c}) = 3, u({db,c}) = 3, u({a,d}) = 6,
u({b,d}) = 6, u({c,d}) = 3, u({a,b,c}) = 7, u({a,b,d}) = 8, u({a,c,d}) = 7, u({b,c,d}) = 7, és
u({a,b,¢,d}) = 9.
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Tekintsiik a leximin megoldést, ami ebben az esetben a kévetkezo:

™= ({c},{a,b,d}).
Itt az a rossz targy 1-es ligynoknek, hiszen u(m(1) U {a}) — u(w(1)) =3 —5 = —2 < 0); viszont jé targy 2-es
tigynoknek: u(7(2)) — u(m(2)\{a}) =8—-6=2>0).

Tehét a probléma kevert targyas. Ezutdn megmutatjuk, hogy egyik szétosztas sem EF X; ezért az Gsszes
szétosztast nézziik, ahol 1l-es iigynok madas-maés zsdkot kap, és minden esetben megindokoljuk, miért nem
EFX. Elegend6 ezt csak az egyik iigynckre megnézni, hiszen a két tigynokre szimmetrikusan mitkodik a

feladat a megegyez6 hasznosségi fliggvény miatt.

o 7 = (&,{a,b,c,d}) : u(n(l)) = 0,u(n(2)) = 9,u(n(2)) — (7(2)\{c}) = 1 és u(w(l)) =0 < 8 =
u(m(2)\{c})

Itt ¢ j6 targy 2-es ligynoknek, viszont a zsdkjabol kivéve nem mulik el 1-es irigysége.

e m = ({a},{b,c,d}) : u(n(1)) = 5,u(n(2)) = 7T,u(7(2)) — u(x(2)\{c}) = 1 és u(mr = (1)) < 6 =
v(m(2)\{c})

Szintén c jé targy 2-es ligynoknek, viszont a zsdkjabol kivéve 1-es ligynok tovabbra is féltékeny ra.

o m=({b},{a,c,d}) s u(n(1)) = 5,u(r(2)) = 7, u(r(2)) —u(r(2)\{c}) = 1and u(r (1)) < 6 = u(m(2)\{c})

Itt ¢ még mindig j6 targy 2-es iigynoknek, viszont a zsakjabdl kivéve 1-es irigysége tovabbra is fennall.

o m=({c},{a;b,d}) s u(r(1)) = 5,u(n(2)) = 8,u(w(2)) — u(r(2)\{d}) = 2 és u(r(1)) <6 = u(n(2)\{d})

Most mar d a jé targyunk, amely elvételével még mindig nem sz{inik meg az irigység.

o m=({d},{a;b,c}) s u(n(1)) = 5,u(x(2)) = 7,u(m(2)) — u(r(2)\{c}) = 1 é u(x(1)) < 6 = u(m(2)\{c})

Megint ¢ a j6é targyunk; ha kivessziik 2-es ligynok zsdkjabol, 1-es tovabbra is irigy marad.

o m=({a,b},{c,d}) : u(r(1)) = 6,u(w(2)) = 3,u(Al) —u(x(1)\{a}) =1 és u(n(2)) <5 = u(r(1)\{a})
Ennél az esetnél a egy jo targy l-es iigynoknek; viszont elvételével még mindig tobbet fog érni a

batyuja, mint 2-es tigynoknek.

o m=({a,c},{b,d}) :u(x(1)) = 3,u(r(2)) = 6,u(r(2)) — u(w(2)\{b}) = 1 és u(m(1)) <5 = u(w(2)\{b})

Most pedig b jé targy 2-es iigynoknek; de ennek eltavolitasa most sem oldja meg 1-es ligynok irigységét.

o m=({bc}{a,d}): u(n(1)) =3,u(n(2)) = 6,u(n(2)) — u(w(2)\{d}) =1 és u(n(1)) <5 = u(r(2)\{d})
Végiil pedig d jo targy 2-es ligynoknek, de most sem oldédik meg a helyzet.

Tehat minden esetben elmondhaté, hogy a szétosztas nem EF X, hisz mutattunk egy olyan targyat minden-

hol, amit tekintve a szétosztas valéban nem FFX.
O

5. Tétel. Altalzinos, de megegyez6 hasznossagi fliggvények esetén a leximin megoldas EF X, és Pareto

optimaélis. [2]
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Bizonyitds. Legyen m egy leximin szétosztas. Ez egyértelmiien Pareto optimalis; hisz ha lenne egy olyan
szétosztas, amely ehhez képest iigynokok egy csoportjanak jobb, viszont senkinek se rosszabb, akkor nem
lehetne leximin megoldas.

Tehat csak azt kell belatni, hogy ez a szétosztds EFX,. Tegyiik fel, hogy m# nem EFFX, egy i,j € N
{igynok parosra, ahol i # j. Bs u(w(i)) < u(w(5)).

Legyen u(n(1)) < u(w(2)) < ... < u(w(n)) a hasznossigi sorrend.Tovabbd legyen k = argmax{h €
Nu(m(h)) < u(w(i))}. Vegylk észre, hogy i < k és k < j teljesiil, tovdbba u(n (7)) = u(n(k)) és u(w(k)) <
u(m(j))-

Ahhoz, hogy erre a két tigynokre ne legyen EF X, a szétosztas az aldbbiak koziil az egyiknek teljesiilnie kell:

(a) Jo € w(j4):
u(w(i) U {o}) > u(n(i)), de u(m(i)) < u(m(j)\{o})

—~

b) Jo € 7(i):
u(m (i) < u(m(i)\{o}), de u(x(i)) < u(w(j) U {o})

1. eset: (a) teljesiil.

Ekkor a feltételt sérté o targyat attessziik j batyujabol i batyujaba, az igy kapott szétosztast nevezziik
To-nek.:

m2(i) = 7(i) U {o}, ma(j) = 7(§)\{o} és m2(h) = w(h) minden tovdbbi h € N\{i,j} tigynokre.

Belatjuk, hogy ez a szétosztés leximin-domindlja 7-t, vagyis m < ms.

Legyen u(ma(p1)) < ... < u(ma(pn)) a hasznossagi sorrendje mo-nek. Lathatd, hogy ebben a sorrendben i és

Jj iigynok helye legaldbb a k-adik; ebbdl kovetkezik, hogy m2(py) = 7(¢) minden ¢ € {1,....,k — 1}.

Most 3 esetet néziink a k-adik ligynokre, hogy 6 most i, j vagy k + 1.

o 1. eset: pp =1
(a) alapjdn tudjuk, hogy u(m2(i)) = u(w(i) U {o}) > u(n(i)) = u(n(k)), vagyis m < ma.
o 2. eset: pp, =7
(a) alapjén tudjuk, hogy u(m> (7)) = u(r(j)\{o}) > u(m(i)) = u(r(k)), vagyis T < 7.
e 3. eset: pr=k+1
Léthato, hogy u(ma(k+1)) = u(n(k+1)) > u(w(k)) > u(n(i)), w2 konstrukcidja és k vélasztdsa alapjdn.

Tehat ebben az esetben is m < 7.

Vagyis az (a) esetén 7 nem lehetett a leximin megoldéds.
2. eset: (b) teljesiil.

Ekkor a feltételt sérté o targyat attessziik ¢ batyujabdl j batyujaba, az igy kapott szétosztast nevezziik

mo-nek, vagyis:
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m2(1) = 7(i)\{o}; m2(j) = w(§) U {0} és ma(h) = w(h) minden h € N\{3, j}-re.
Tekintsiik ismét a hasznossagi sorrendet mo-nél:
u(ma(p1)) < ... <u(ma(prn)). Konnyl latni, hogy i és j igynokok helye a sorban legaldbb k. Ebbél kovetkezik,

hogy m2(py) = m(g) minden ¢ € {1, ...,k — 1}-re. Hasonléan nézziik k poziciét, mint az el6z6 esetben.

o 1. eset: pp =1
u(ma (i) = u(n(i)\{o} > u(w(i) (b) alapjén, vagyis m < ma.
e 2. eset: pp =7
u(ma () = ulr(j) U {o}) > u(r(i)) = u(x(k)) (b) alapjin, vagyis 7 < 7z.
e 3. eset: pr=k+1
u(me(k+1)) = u(r(k+1)) > u(n(k)) = u(n(i)), mo konstrukcidja és k alapjdn; tehét ebben az eseteben
is m < mo.
Tehat mindegyik esetben belattuk, hogy ekkor az alapbdl megadott 7 szétosztds nem lehet leximin

megoldas; ellentmondésra jutottunk, vagyis a leximin megoldas ebben az esetben tényleg EF X,,.
O

Nyilvanvaléan az FF X, jobban emlékeztet minket FF X-re, mint a leximin megoldésra; ezért is érdekes

a kovetkezo tétel, miszerint eléfordul, hogy a leximin megoldas nem EF X.

6. Tétel. Vannak osztozkodasi feladatok, ahol a leximin megoldas altalanos, megegyez6 hasznossagi fliggvények

esetén nem FFX.

Bizonyitds. Vegyiik a kovetkez6 példat:
e u(a) =4;u(b) = L;ulc) = 3;u({a,b}) = 0;u({b,c}) = 2,u({a, c}) = 0,u({a,b,c}) = 2.

o Itt (1) = {b,c};m(2) = {a} a leximin megoldds, viszont nem EFX, hiszen ha elvessziik b-t l-es

ligynoktdl (ez egy rossz targy neki), akkor az irigység tovdbbra is fenn fog allni.

Megjegyzés. Ha monoton, nem-pozitiv hasznossagi fliggvényeink vannak:
u(a) = =3;u(b) = —Lu(c) = =2 u({a, b}) = —6;u({d,c}) = —6,u({a, c}) = —4,u({a, b, c}) = —10.

Itt a w(1) = {b}; 7(2) = {a, ¢} leximin megoldds, viszont nyilvanvaléan nem EFX.

3.2. Hasznossagi fliggvények rossz targyak esetén

Ennél a fejezetnél a tételek féleg a [1] és [2]-bOl szdrmaznak. Most a rossz térgyas esetet vizsgdljuk; jé
targyakrdl tudjuk, hogy mindig létezik EF X [7]-bél monoton, megegyez6 hasznossagi fiiggvények esetén,
bar most csak a rossz targyas esetet fogjuk részletesen megvizsgalni.

Létni fogjuk, hogy megegyezé, monoton (csokkend) hasznossdgi fiiggvényeknél mindig létezik EF X,
amelynek egy nem teljesen trividlis kovetkezménye lesz ugyanez nem megegyez6 hasznossagi fliggvények
esetén is két ligynok esetére. Az EFXS' algoritmikus megtaldldsdhoz egyrészt rossz targya adhatunk a
legboldogabb iigynoknek; vagy ha ez sértené EFX(;r -t, akkor ugyanezen iigynok zsdkjat ki kell cserélniink.

Emellett EF X tovabbra sem egyezik meg feltétleniil FF X ,-val, illetve nem biztos, hogy Pareto optimalis.
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7. Tétel. Ha minden ligyndknek monoton, nem additiv, megegyez6 hasznossiagi fiiggvénye van, EFXS’

szétosztasa rossz targyaknak mindig létezik. [I]

Bizonyitds. Az algoritmusunk pszeudokddja aldbb lathatd, mint Algorithm 1. Az {igynokok hasznossagi
fliggvényét u jeloli. Az algoritmusunk futdsa soran P-ben téroljuk a jelenleg még nem elosztott rossz
targyakat; illetve még eltdrolunk a szétosztott targyakra egy EF X, szétosztést.

Kezdetben P = S. El6fordulhat, hogy egy-egy targy visszakeriil ezen halmazba késobb. Tekintstink
barmely forduléjét az algoritmusnak és legyen m = (m(1),...,m(n)) az EF X, szétosztisunk ezen forduld
kezdetén; illetve legyen 7' = (7/(1),..., 7' (n)) a fordulé végén 16v6 EF X, szétosztés. Legyen P a forduld
kezdetén nem elosztott rossz targyak halmaza; mig P’ a forduld végén 16vé nem elosztott rossz tdrgyak
halmaza.

Azt allitjuk, hogy az alabbiak koziil legaldbb az egyiknek teljesiilnie kell:

(1) [P <[P és Y uln'(i) <Y ul(i));

ieN iEN
(2) D u(r' (@) < Y ulw(i)).
iEN iEN

Tehét minden egyes forduléjdban az algoritmusnak, vagy csokkentjitk az UW-t (hasznosségi j6lét), vagy
az elosztott rossz targyak szama no, anélkiil, hogy az UW novekedne.
Egy fordulé a kévetkezoképpen néz ki:

Mivel minden tigynoknek megegyez& hasznossagi fliggvénye van, az igynokok sorba rendezhetdk a zsakjaik
értéke alapjan. Tehat egy ponton mindig van legaldbb egy iigynok, akit a legboldogabbnak nevezhetiink;
vagyis aki nem irigy senkire. Minden egyes forduléban vesziink egyetlen s nem elosztott rossz targyat, és s-t
hozzdadjuk ezen ligynok (legyen k) batyujahoz. Két esetiink van:

1. eset: Legyen (m(1),...,m(k) U {s},...,m(n)) egy EF X szétosztds. Ekkor legyen 7’(k) = (k) U {s};
és '(i) = w(i), ha i # k.

Megfigyelhetjiik, hogy a 7’ szétosztds teljesiti a fenti (1)-es feltételt.

2. eset: Tegyiik fel, hogy (m(1),...,m(k) U {s},...,m(n)) nem EFX;. Mivel minden tirgy rossz targy,
ezért ez csak akkor lehetséges, ha u((w(k) U {s})\{s'}) < u(n(l)) valamely s’ € 7(k)-re és | € N-re.

Vagyis taldlhatunk egy tartalmazdsra minimdlis részhalmazt 7/(k) C w(k) U {s}; amelyre u(n’(k)) <
u(w(l)) valamely [ € N-re.

Mivel 7’(k) egy minimalis ilyen részhalmaza 7 (k) U {s}-nek; ezért minden X C #'(k)-ra: u(X) > u(w(i))
minden ¢ € N-re.

Ekkor a (w(k) U {s})\n'(k)-ban szerepld rossz targyak visszakeriilnek P-be, vagyis
P'=PU ((w(k) U{s})\7'(k)). Legyen n'(i) = 7(¢) minden i # k-ra.

Allitas: 7' = (x/(1),...,7'(n)) szétosztds EF X .

Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy u(7'(i)\{r}) > u(«'(j)) minden i,j5 € N és r € «'(i) -re. Mivel
7'(t) = 7(t) minden t # k-ra, és m egy EF X szétosztés; igy minden i, j-re, ahol egyik sem k, ez teljesiilni

fog.



3 TETSZOLEGES HASZNOSSAGI FUGGVENYEK 15

Hai=kFk:
Mivel 7'(k) egy minimédlis 7irigy” részhalmaza a w(k) U {s}-nek, ezért u(n'(k)\{r}) > u(w(j)) = u(x'(j))
minden r € 7n'(k)-ra és j # k-ra.

Ha j=k:
Azt allitjik, hogy u(n'(k)) < w(w(k)). Valdéban, hiszen u(n’(k)) < w(w(l)) valamely [ € N-re; mivel 7’(k)
Pirigy”, és u(w(l)) < u(w(k)) for all I € N mivel k a legboldogabb {igyntk m-ben.

Tehat barmely ¢ # k, legyen u(n’'(i)\{r}) = w(x(i)\{r}) > u(n(k)) > u(n'(k)). Minden r € #’(4)-re, ahol
a u(m(i)\{r}) > u(r(k)) egyenlStlenség teljesiil, hiszen 7 EF X" volt.

Megjegyezziik, hogy maximum |S| egymést kovetd fordul lehet, ahol az (1)-es feltétel teljesiil. Ezutan
vagy minden rossz tdrgy el lett osztva, vagy van egy folrduld, ahol a (2)-es feltétel teljesiil; vagyis az UW
szigorian csokken. Tehdt a forduldk szdma legfeljebb |S|/A lehet, ahol A = min{|u(X) —u(Y)|: X, Y C S
és u(X) # u(Y)} a minimdlis kiillénbség a hasznossdgok kozott. Tehdt az algoritmusunk mindenképpen
végigér.

O

O

Algorithm 1 EFXS' megtaldlasa rossz targyak monoton, megegyez6 hasznossagi fliggvények esetén.

1: Input: tigynokok N halmaza, targyak S halmaza, monoton, negativ hasznossagi fliggvény u
Output: Egy EFXS' szétosztas
Legyen P := S
7(i) := & minden i € N -re
while P # @ do
Vegyiink egy nem elosztott s € P rossz targyat
Vegyiik a legboldogabb k € N iigynokdot
if (n(1),...,7(k) +s,...,m(n)) is EFX, then
(k) < (k) U {s}
P + P\{s}

else

© ® J 2 g ok wbd

e
S v

Legyen X C 7(k) U {s} tartalmazésra a legkisebb olyan halmaz, ahol u(X) < wu(w(l)) valamely
[ € N tigynokre
13: m(k) <+ X
14: (P+ PUr(k)U{s})\X

15: return 7

Két tigynok esetén mar belattuk, hogy barmikor taldlhaté EF'1 szétosztas; most pedig megmutatjuk
monoton csdkkend hasznosségi fiiggvények esetén, hogy EF X létezik. Egészen hasonléan itt is egybél két

felé osztjuk a targyhalmazt.

8. Tétel. Mindig létezik EF X szétosztdsa rossz targyaknak két iigyndk, monoton, nem-addit{v hasznossdgi

fiiggvények esetén. Egy ilyen szétosztds polinomidlis id6ben meghatdrozhaté. [I]
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Bizonyitds. Legyenek uy és ug a hasznossagi fiiggvényei rendre 1-es és 2-es ligynoknek. Az elézé tétel alapjan
létezik EF Xar , ha mindkét {igyndk hasznossagi fliggvénye u;.

Vegylink egy ilyen szétosztast; és legyen S-nek ezen particidja S; és S3. Most hagyjuk 2-es ligynokot
valasztani a 2 batyu koziil, nyilvan a neki jobbikat fogja.

Nyilvanvaloan 2-es tigynok nem lesz irigy; emellett pedig ha 1-es ligynok féltékeny 2-es iigynokre, akkor az
0 szdmara ez a szétosztas természetesen EFX0+ lesz; tehat ez a SZétOSZtéSEFXGL lesz, amelyet polinomidlis
id6ben meghatéroztunk.

O

9. Tétel. Léteznek osztozkodasi feladatok dltalanosan rossz targyakkal és megegyez6 altalanos hasznossagi

fliggvényekkel, amelyek margindlis értékei nem nullak, és semelyik FF X szétosztas nem elégiti ki FF X,-t.
Bizonyitds. Vegyiink 2 ligynokot és 4 targyat megegyez0 hasznossagi fiiggvényekkel:
uw(@) = 0,u(a) = —4,ud) = —4,u(c) = —4,u(d) = —6,u({a,b}) = —=5,u({a,c}) = =5,u({b,c}) =

=5,u({a,d}) = =7,u(b,d) = =7,u({c,d}) = =7, u({a,b,c}) = =8, u({a,b,d}) = —=8,u({a,c,d}) = =8,
u({b,c,d}) = =8 and u({a, b, c,d}) = 9.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az egyetlen EF X szétosztds jelen esetben az, hogy {a,b, c} -t 1-es iigynoknek
adjuk; d-t pedig 2-esnek, ill. ezek a batyuk felcserélve. Minden mas szétosztas esetén a 4. Tételhez hasonléan
jarhatunk el.

Azonban ezt az EFX szétosztast tekintve ldthatd, hogy ez nem EF X,; hiszen: u(n(1l)) = -8 < —7 =

u(m(2) U{a}).
O

Az EFX szétosztasok tovabbra sem Pareto optimdlisak a hasznossagi fliggvényre vonatkozé tjabb

kikotések ellenére sem.

10. Tétel. Léteznek osztozkodasi feladatok altalanosan rossz targyakkal és megegyezo6 altalanos hasznossagi

fiiggvényekkel, amelyek marginélis értékei nem nulldk; ahol semelyik EFX szétosztas nem PO. [2]

Bizonyitds. Vegyiik ismét a 8. Tételben vett feladatot; a két EF' X szétosztas az alabbiak voltak:
m = ({a,b,c},{d}), illetve o = ({d}, {a,b,c}).
Vegyiik tovabbé a kovetkezd szétosztast:

w3 = ({a,b}, {c,d}) és mqy = ({c,d}, {a,b}).

Konnyen lathatd, hogy mindkett6 a leximin megoldas; emellett a kovetkezok teljesiilnek:

u(ms(1)) = =5 > =6 = u(m1(1)),u(m3(2)) = =7 > -8 = (71(2)),
u(ma (1)) = =7 > =8 = u(ma(1)),u(m4(2)) = =5 > —6 = u(m2(2)).
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Vagyis rendre 73 és w4 Pareto-javitja mi-et és mo-t, hiszen mindkét tigynck jobban jar ezekkel a batyuk-
kal.
O

3.3. Diszjunkt-normalizalt hasznossagi fiiggvény

Ennél a fejezetnél a tételek f6leg [2]-bbl szdrmaznak. Jelen esetben is, bar nem megegyezdek a hasznossagi

fliggvényeink; a leximin megoldas tovabbra is EFF X, és Pareto optimalis, viszont most mar FF X is lesz.

3.1. Definicié (Diszjunkt-normalizalt hasznosségi fiiggvény). Minden H, K C S-re, ahol HNK = &
és HUK = S; u;(H) 4+ u;(K) = ¢ minden ¢ € N-re és valamely ¢ € R-re.

11. Tétel. Diszjunkt-normalizalt hasznossagi fiiggvények esetén FFX és EF X, egybeesnek.

Bizonyitds. Legyen ¢ € R az elére megadott konstansunk a diszjunkt-normalizalashoz. Tegytik fel, hogy
létezik 7 szétosztas két tigynok kozott, amire teljesiil, hogy EFFX,, és legyen ¢ ligynok irigy j tigynokre:
w(m(@)) < us(m ().

Ez EFX,, vagyis ha u;(w(i)\{o}) > u;(w (7)), akkor u;(7(j) U{o} < u;(w(i)). Megszorozzuk ezt —1-gyel,
majd ¢t adunk mindkét oldahoz:

c—ui(m(j)U{o}) > ¢ —u;(n(7))
wi(m(i)\{o}) > ui(7(j))

Vagyis ez a szétosztas egyben EFX is, hiszen ekkor o egy rossz targy i-nek; hiszen kivettiik a zsakjabdl
és megszint az irigység.

Ez természetesen csak a rossz targyas eset volt, most tekintsiik a jé targyas esetet.
Az EFX, jé targyas esete:

Ekkor azt tudjuk, hogy u;(w(i) U {0o}) > w;(n(3)), illetve w;(7(i)) > u;(w(j)\{o}). Ahhoz, hogy EFX
legyen kell, hogy ezen o targy 7 (j)-t tekintve is j6é legyen.
ui(m(i) U{o}) > ui(m(i))
¢ —u(m(j)\{o}) > ¢ — u;(7(j)) a diszjunkt-normalitds miatt
ui(m(j)\{o}) < ui(m(j))
Tehat j6 targyas esetben is belattuk, hogy egybeesik a két fogalom.

O

A kovetkezbkben belatjuk, hogy a leximin megoldéds egyben FF X, is, amelyet indirekt fogunk megtenni;
feltessziik, hogy nem EF X, és utdna megmutatjuk, hogy ekkor lesz olyan szétosztds, amely ezt leximin-

dominalja.

12. Tétel. Altaldnos (nem csak megegyezd), diszjunkt-normalizalt hasznossdgi fliggvényeknél a leximin

megoldds FFX, és PO szétosztas két iigynok esetén. [2]

Bizonyitds. Legyen 7 egy leximin megoldds; ez egyértelmilen Pareto optimdlis. Tegyiik fel, hogy = nem

EFX,, és ezl és 2 ligynokok kozott nem &all fenn. Tehat két esetiink van:
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(a) ur(m(1)) < ur(w(2) U {o}) teljesiil valamely o € w(1) targyra, amelynél uy (7(1)\{o}) > u1(w(1); vagy
(b) u1(mw(1)) < ur(w(2)\{o}) valamely o € 7(2) targyra, amelynél us(mw(1) U {o}) > uq(w(1)).
Két esetet tekintiink:

Ha (a) teljesiil egy o € 7(1) targyra, akkor vegyiik a kovetkezd két batyut:

My = w(1)\{o}, és My = w(2) U {o}.

Ha (b) teljesiil egy o € 7(2) térgyra, akkor vegyiik a kovetkezd két batyut:

M, = w(1) U{o}, és My = 7(2)\{o}.

Konstrudlunk egy mo szétosztdst, amely leximin-dominalja 7-t, {gy ellentmonddsra jutva. Legyen ma(1) =
argminpruz (M) és m2(2) = argmax prus(M); ahol M € {My, Ma}.

A konstrudlds alapjdn lathatd, hogy wus(ma(2)) > wus(me(1)) teljesiil mo-ben. S&t, wy (M) > wy(w(1))
és uy (M) > up(mw(1)) mindkét esetben, (a)-ban és (b)-ben is teljesiilnek. A szigori egyenlétlenség amiatt
keletkezik, hogy 1-es iigynoknek a marginalis értéke a mozgatott targyakra nem-nulla és 1-es ligynok nem
EFX, 2-es tigynokre. Kovetkezésképpen: uq(ma(1)) > uq(7(1)).

Tudjuk, hogy ui(7(1)) +u1(m(2)) = ¢ és ua(m(1)) + uz(7(2)) = ¢ valamely ¢ € R, hiszen 7(1) N7 (2) = &,
illetve tudjuk, hogy a hasznossagi fiiggvény diszjunkt-normalizalt.

up(m(1)) < uq(w(2))-bol latszédik, hogy wuy(m(1)) < ¢/2. Mivel m-rél tudjuk, hogy PO, ug(m(2)) >
uz(m(1)); vagyis ua(m(1)) < ¢/2 és uz(m(2)) > ¢/2. Tehdt uy(w(1) < uz(w(2)).

Tovébbd tudjuk, hogy me olyan, hogy m2(1) N m2(2) = @. Tehat ua(ma(1)) + uz(m2(2)) = c¢. Mivel
ua(m2(2)) > ug(ma(1)), a kovetkezd egyenlétlenség teljesiil: ua(ma(2)) > ¢/2.

Adédik, hogy min{ui(m(1)), ua(m(2))ui(w(1)) < min{ui(ma(1)), ¢/2} < min{u;(ma(1)), ua(m2(2))}.

O

4. Boolean és negativ Boolean hasznossagi fliiggvények
Ennél a fejezetnél a tételek [I]-bol szérmaznak. Kicsit més irdnyba megyiink el, mint eddig; a hasznossagi
fiiggvényeink elég specidlisak, igy mar lesznek EFX? és EF Xar szétosztasaink is kiilonbo6zo esetekben.

4.1. Definicié (Boolean hasznosségi fliggvény). Egy hasznosségi fliggvényt Boolean-nak neveziink, ha
u(X) € {0,1} minden X C S részhalmazra.

4.2. Definici6é (Negativ Boolean hasznossagi fiiggvény). Egy hasznosségi fliggvényt negativ Boolean-

nak neveziink, ha u(X) € {0,1} minden X C S részhalmazra.

4.1. Boolean fiiggvények

A kovetkezékben egy algoritmus pszeudokédjst lathatjuk; amely egy FFXO szétosztast ad vissza. Amig

lehet az ligynokoknek 1 értékii részhalmazokat osztogatunk; ha nem tudunk mar, akkor tireseket; végiil pedig
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az utolsd igynoknek odaadajuk a maradék targyakat.

Algorithm 2 EFX? szétosztds megtaldldsa Boolean hasznossagi fiiggvény esetén

—_

Input: tigynokok N halmaza, targyak S halmaza, Boolean hasznosséagi fiiggvény u
Output: Egy EFX° szétosztas
while |[N| > 2 do
if 1étezik i € N és X C S, amelyre u;(X) = 1: then
Legyen X C S tartalmazasilag a legkisebb ilyen halmaz (u;(X) = 1 valamely ¢ € N-re. Legyen

oo w N

i € N egy ilyen iigynok, és 7(i) := X.

6: N + N\{i}

7: S+ S\X

8: else

9: Legyen i € N tetszOleges ligynok; és legyen 7 (i) := @
10: N + N\{i}

11: Az egyetlen megmaradott j € N iigynokre legyen: n(j) := S

12: return 7

13. Tétel. Ha minden iigyndknek Boolean hasznosséagi fiiggvénye van, egy EF X szétosztds mindig létezik.
[

Bizonyitds. Meghatdrozunk egy EF XY szétosztést az itt lathaté Algorithm 2-vel. Minden 1épés utén, a nem
elosztott targyakra, illetve a batyu nélkiili igynokokre ugy fogunk referalni, hogy "megmaradt targyak”,
illetve "megmaradt iigynokok”.

Az algoritmus egy altaldnos 1épésénél vessziik egy tartalmazasra minimalis X részhalmazat a megmaradt
targyaknak, amelynek legaldbb egy megmaradt ligynok szamara 1 az értéke; és ezt az X zsdkot odaadjuk
egy megmaradt igynoknek, akinek u;(X) = 1. Ha nincs ilyen tigynok, akkor vdlasztunk egy tetszdleges i
iingy6kokaot, akinek az iireshalmazt adjuk. Majd tordljik X elemeit S-bél, illetve i-t N-bSl. Amikor mar
egy ligynok maradt, akkor nekiadjuk az 0sszes megmaradt targyat.

Azt allitjuk, hogy ez a szétosztds EF XY . Tegyiik fel, hogy az iigyndkok sorrendje, ahogy a batyujukat
megkapjdk 1,...,n. Megjegyezzik, hogy a ui(7(1)), ..., u,(w(n)) sorozat monoton csokken, vagyis egy csupa
1-es sorozatot tartalmaz, amit egy csupa 0-ds sorozat kovet (természetesen barmelyik lehet {ires).

Tehét ha ¢ tigynok irigy j igynokre, akkor j < i, u;(7(j)) = 1, és u;(m(i)) = 0. Azonban 7(j) valasztasanal
u;(7(5)\{s}) = 0 minden s € 7(j)-re. Emellett S;" (7 (j)) # @, tehit kovetkezik az allitasunk. O

4.2. Negativ Boolean filiggvények

Most pedig negativ Boolean fiiggvényekre mutatunk egy algoritmust, amely EF Xar szétosztast ad vissza;
megjegyezziik, hogy szimmetrikusan az elébbire, ahol EF X volt - most a hasznossigi fiiggvényiinket gy
is felfoghatjuk, mint az el6bbi -1 szerese. Ekkor azonban egy szétosztasbdl indulunk ki, és menet kézben

pakolunk at olyan targyakat egyik tigynoktol a masiknak, amely nem valtoztat a koztiik 1évo irigység irdnyan.

14. Tétel. Ha minden ligynoknek megegyezd negativ Boolean hasznossagi fliggvénye van, egy EF Xar

szétosztas mindig létezik. Egy ilyen szétosztds polinomidlis idében meghatdrozhaté. [I]
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Algorithm 3 EFXS' szétosztas megtaldlasa megegyez6 negativ Boolean hasznossagi fliggvények esetén

1: Input: iigynokok N halmaza, targyak S halmaza, negativ Boolean hasznossagi fiiggvény u
Output: Egy E‘FXO+ szétosztas
Legyen 7(1) := S, killénben 7 (i) = &
while 7 nem EF X do
Legyen i,j € N, ahol u(w(i)) < u(w(j)) és az irigység nem EFX.
Vélasszunk egy s € w(i)-t, amelyre u(m (i) — s) < u(w(j))
(i) = m(i)\{s}
m(j) < m(j) U {s}

9: return T

® 3 2 g Kk b

Bizonyitds. Az ehhez sziikséges algoritmus a fentebb lathaté Algorithm 3. A megegyez6 hasznosségi fiiggvényiink
szokds szerint u. Egy tetszOleges szétosztasbdl indulunk, ahol w(1) = S és w(i) = @. Az algoritmus egy
1épésénél valasztunk egy i,j € N {ligynokpart, akik kozott egy nem-EF X irigység all fent. Mivel EF Xar
szétosztasokat néziink negativ Boolean hasznossagi fliggvények esetén, ezért léteznie kell egy s € m(i)-nek,
amelyre —1 = u(m(i)) = u(nw(@)\{s}) < u(n(j)) = 0 teljesiil. Az algoritmus egy ilyen tdrgyat helyez &t i
batyujabol j batyujaba.

Elég belatni, hogy az algoritmus véget ér polinomidlis szamu 1épés utan. Természetesen az tigynokok

szama n, a targyaké pedig m. Definidljuk a kovetkezot:

pm=m > 1+ > |x(@)

€N, u(m(i))=—1 1€N,u(m(2))=0

Tehat ¢ m-szer szamolja az ligynokoket, akiknek a haszna —1, majd ehhez hozzdadja azon targyak szamat,

amelyek batyuja 0-at ér.

Allitas: ¢ szigorian né az algoritmus soran.

Bizonyitds. Legyen ©' az a szétosztds, amelyet ugy kapunk, hogy w(i)-bél s targyat atrakjuk j batyujdba,
vagyis '(1) = w(i)\{s}; 7' (§) = 7(j) U{s}; és 7' (k) = w(k). Mivel u(n(i)) = —1, ezért (i) # &, vagyis
() < m - 1.

Ha u(7'(j)) = —1, akkor

p(ay=m 1+ Y Oz

i€Nu(n' (i))=—1  i€N,u(x’(i))=0

>m o141+ Yo W@OI-m-1] =

i€N,u(w’(i))=—1 1€N,u(r’(4))=0

m Z 1+ Z |7’ (@)|+1=p(r)+1

€N, u(n’(i))=—1 i€N,u(w’(i))=0

Amig u(n'(j)) = 0, addig:
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(') =m > 1+ > |7@)l=m > 1+ ) m@)+1=p(m)+1

iEN (! (i) =—1 iE€N u(n (i))=0 iE€N u(m(i))=—1 i€N u(m(i))=0

Amibél kovetkezik az allitds, hisz mindig 1-gyel fog néni ez az érték.
O

Mivel ¢ értéke feliilrdl korlatos mn-nel, ezért az elézé allitdsbdl kovetkezik, hogy az algoritmus polino-
midlis szdmu 1épés utan véget ér, amelybdl kovetkezik a tétel dllitasa.
O

5. Additiv hasznossagi fiiggvények

Ennél a fejezetnél a tételek és algoritmusok f8leg a [3]-bdl szdrmaznak. Most minden hasznossagi fliggvényiink
additiv; amelyre természetesen igaz az is, hogy diszjunkt normalizalt. Ekkor dltaldnos esetben megfigyeljiik
a kiilonféle jolétek kapcsolatat a Pareto optimalitassal, illetve az irigységmentesség relaxéacidival; amelyrol
nem sokat tudunk majd megallapitani; emellett EF X3 létezése sem garantdlt. Késébb tovabbi specidlis

eseteket néziink meg, amelyeknél mar beldthatunk érdekes Osszefliggéseket.

5.1. Példak altalinos esetben

15. Tétel. Vannak osztozkoddsi feladatok, ahol a Nash jolétet maximalizdlé szétosztdsok (additiv hasz-

nossdgi fliggvények esetén) nem Pareto optimadlisak, és nem EF1-ek. [3]

Bizonyitds. ui(1) = 2;u1(2) = —4u1(3) = L ug(l) = =4 u2(2) = 2;ue(3) =1
A m = ({2,3},{1}) és m2 = ({2}, {1, 3}) maximalizdlja a Nash jélétet, amelynek jelen esetben az értéke
12. Ttt m és mo sem PO, hiszen mindkét tigynoknek jobb, ha az 1-e és 2-es targyakat kicserélik. S&t, m; és

7o nem is FF'1:

o ur(m(\{2}) =1 <2 =wu(m(2),u1(m(DH\{3}) = -4 < 2 = uy(m1(2) és u1(m1(1)) = -3 <0 =
up (1 (2)\{1}).

e Hasonlban,2-es iigynok nem EFF'1 1-es tigynokre mo-ben.

O

16. Tétel. Vannak olyan osztozkodasi feladatok, ahol egy szétosztds, amely minimalizdlja a veszteséges
Nash j6létet, nem feltétleniil EF'1. [3]

Bizonyitds. Vegylk azt a példat, amikor 4 targyunk van és 2 iigynokiink; és minden targy —1-et ér minden-
kinek, vagyis megegyez6 hasznossagi fliggvényeink vannak, és:

u(l) =u(2) =u(3) =u(4) = -1

Ha a veszteséges Nash jélétet szeretnénk minimalizalni, egyértelmii, hogy ebben az esetben valamelyik

igynoknek 0 targyat fogunk adni; ez a szétosztds pedig lathatéan nem FF1.



5 ADDITIV HASZNOSSAGI FUGGVENYEK 292

Emellett, ha csak azokat a szétosztasokat tekintenénk, ahol mindenki kap legalabb egy targyat; akkor is
az egyik iigynok csak 1l-et kapna, a mésik 3-at; ez pedig szintén nem lenne FF'1.
O

17. Tétel. Vannak osztozkoddsi feladatok, ahol megegyezé hasznossigi fiiggvények esetén EF X3 nem
létezik. [3]

Bizonyitds. Legyen a hasznossagi fiiggvénytink a kovetkezo:
w(1) = 7;u(2) = 6;u(3) = 5;u(4) = —100; u(5) = —2;u(6) = —1
Megallapithatjuk, hogy © = ({1,2,3,4},{5,6}) egy EFX szétosztds. Azonban nincsen EFX?; két EF X

szétosztasa van az altalanosan jo targyaknak, és két EF X szétosztdsa az altalanosan rossz targyaknak:

e J6 targyakndl: m = ({1},{2,3});m = ({2,3},{1})
u(m (1)) = Tu(m(2) = 11
u(me(1)) = 11 u(m(2)) = 7;

e Rossz tdrgyaknal: w3 = ({4}, {5,6}); 74 = ({5,6}, {4})
u(ms(1)) = —100; u(mr3(2)) = —3;
u(me(1)) = =3;u(m (2)) = —100

Ha egyesitjiik 71-et és w3-at, akkor:
w(mi (1) Umg(1)\{4}) =7 < 8 = u(m(2) Ums(2)).
Ha egyesitjitk mi-et és my-et, akkor: u(m(2) Umy(2)) = —89 < —3 = u(my (1) Ums(1)\{1}).

Tehét ezen esetek nem EF X3-ek; hasonléan nem fog teljesiilni 7o és m3-ra; illetve my és my-re.

5.2. Double Round Robin algoritmus

Ez az algoritmus [4]-bdl szérmazik. Round robin algoritmus egy mohé algoritmus, amikor is sorban megytink
az 1ligynokokon, és mindenki kivélaszthatja a megmaradt targyak koziil a neki legjobbat. Ez az algoritmus
additiv hasznosséagi fiiggvények és tisztan jé targyak esetén EF'l-et ad vissza, amihez hasonléan azt is lehet
latni; hogy tisztan rossz targyak esetén is. Azonban ha vannak j6 és rossz targyaink is; akkor ez nem fog

teljestilni.

1. Lemma. A Round robin algoritmus nem mindig E F'1-et ad vissza additiv hasznossédgi fiiggvények esetén.
Hl

Bizonyitds. Vegylunk 2 ligynokot és 4 targyat az aldbbi hasznossagi fiiggvénnyel: u(1) = 2;u(2) = u(3) =
u(4) = —3. Ekkor az els6 ember kivilasztja az egyetlen j6 targyat; majd a maradék 3 rossz tdrgybdl 2-
t megkap a masodik iligynok, 1-et az els6. Konnyen lathatd, hogy akdrmelyik targyat is tavolitjuk el, az

irigység tovabbra is fenn fog allni. O

A Double-Round-Robin algoritmus kétszer fogja ezen algoritmust alkalmazni; ellentétes iranyban. ElOszor
a rossz targyakat osztjuk szét igy az ligynokok kozott; majd ha ennek vége, az ellentétes irdnyban osztjuk

szét a jo targyakat.
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Algorithm 4 Double-Round-Robin
1: Input: N, S, u
2: Output: Egy EF'1 szétosztas
3: S targyait particiondljuk: S; = {0 € S|3i € N, amire u;(0) > 0}; S_ = {o € S|Vi € N : u;(0) < 0}.

Tegyiik fel, hogy |S_| = an — k valamely a egészre és k € {0, ...,n — 1}-re.

4: Hozzunk létre k darab 0 értékii téargyat, és adjuk hozzd S_-hoz (|S_| = an).

5: Vegyiik sorban az iigynokoket (1,2, ...n) és mindenki sorban valassza ki az ltala legjobbnak vélt S_-ban
1évé targyat, mig el nem fogynak a halmazbdl a targyak.

6: Vegyiik most az aldbbi sorrendben az ligynokoket: (n,n—1,...,1), és most ez alapjin vélasszanak sorban
targyakat S -bdl, mig el nem fogynak ebbdl is a targyak. Ha valakinek mar nincsen szigorian pozitivat
éro targy a halmazban, akkor csak gy tesz, mintha vélasztana egy 0 értékii targyat.

7: A keletkez6 7 szétosztasbol tavolitsuk el a hozzdadott targyakat, igy az eredeti feladatra kapunk egy 7*
szétosztast, ami EF'1.

return 7*

18. Tétel. A Double-Round-Robin algoritmus egy FF'1 szétosztast hataroz meg polinomidlis id6ben additiv

hasznosségi fiiggvények esetén. [4]

Bizonyitds. Elészor is lathato, hogy minden tigynok ugyanannyi rossz targyat fog kapni, hisz hozzavettiink
a targyak halmazdhoz k darab 0 értékii tdrgyat ebbdl a célbdl (amiket jelen esetben rossz targyaknak te-
kintlink).Legyen 7 a szétosztds, amelyet az algoritmusunk visszaad. Ahhoz, hogy lassuk, hogy 7 egy EF'1
szétosztas; vegylik barmely ¢ < j ligynokpart. Elegend6 belatni, hogy i és j kozotti irigység megsziintethetd
egyetlen targy elvételével.

Tegyiik fel el6szor is, hogy ¢ irigy j-re. Figyeljiik meg, hogy a k-adik targy S_-ban, amely i-hez keriilt,
kicsit preferdltabb csak szaméara, mint a k-adik S_-bdl, ami j-hez. Tehat ¢ tigynok nem féltékeny j -re S_-t
tekintve.

A jé targyakat nézve, vagyis Si-t, ¢ lehet féltékeny j-re. Azonban ha az elsé ox targyat kiszedjik j
batyujabol, akkor megsziinik az irigység; hiszen ettol az egy targytol eltekintve ¢ mindig el6bb vélaszthatott
targyakat (ha ezt az egyet figyelmen kiviil hagyjuk) mint j; és j-nek maximum eggyel tobb targya lehetett.

Tekintsiik azt, hogy j irigy i-re. Az S;-bdl j mindig el6bb vélasztott egy targyat, mint i. Az S_ targyakat
tekintve pedig, legyen o* az a targy, amit j utoljéra valaszt S_-bél. Ekkor minden o € S_\{0*}, amelyet 4
valasztott; van egy targy, amit j elotte valasztott, és ami j szamara legaldbb ugyanolyan j6. Tehat j nem
irigy i-re o*-ot kivéve, vagyis u;(w(5)\{o*}) > u;(n(3)).

Mindkét esetben lattuk, hogy egy targyat kivéve mar nem irigyek egymaésra. Vagyis m egy EF'1 szétosztés,
és megallapithatd, hogy miutdn minden hozzdadott targyat elvesziink ebbdl és megkapjuk 7* -ot; semelyik
igynok hasznat nem modositottuk ezzel.

Mar csak az maradt, hogy polinomidlis idében fut-e az algoritmus. Az 1.-es ponthoz minden targyat meg
kell vizsgalnunk minden iigyndk szempontjabél, vagyis ez O(mn) id6. A 3. és 4. pontnal O(m?)id6 kell az m
darab iteracidhoz legfeljebb m targyat kell mindig végignézniink. Tehat a teljes futdsi id6 O(max{m?,mn}).

O
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5.3. EFX és PO algoritmus

Most pedig megegyez6 additiv hasznossagi fiiggvényeket tekintiink kifejezetten, ahol mar taldlhatunk FF X-
et, ami egyben Pareto optimélis is. Ha belegondolunk, ez mar egy egészen egyszerii modell (természetesen
csak a tobbihez képest); azonban EF X3-at tovdbbra sem tudunk taldlni feltétleniil a 17. Tétel alapjan. A
kovetkez6 algoritmus esetén attdl fiiggben, hogy jé vagy rossz targyat tekintiink éppen, az elébbit a jelenleg

legkisebb haszni iigynoknek adjuk; a rosszat pedig a legnagyobb hasznunak.

Algorithm 5 Max-Min-Megegyez8(N, S, u; hasznossagi fiiggvények
1: procedure MAX-MIN-MEGEGYEZO((N, S, (4(0))nazm))

2 Vie N:m+ O

3 o+ (1,....,m)

4: for j«:1:m, 0+ o(j) do

5 if o egy rossz targy then

6 MaxUtil(7) « {i € N|Vj € N : u(n(i)) > u(nw(j))}
7 Valasszunk egy i € MaxUtil(m)

8: if o egy jé targy vagy 0 értéki then

9: MinUtil(n) « {i € N|Vj € N : u(n(2)) < u(n(j))}
10: Valasszunk egy i € MinUtil()

11: (i) « 7(i) U {o}

12: return m

19. Tétel. Megegyez6 hasznossagi fliggvényekkel, a Max-Min-Megegyez6 algoritmus egy EFX és PO

szétosztast ad vissza. [3]

Bizonyitds. Nézziilk meg a visszaadott szétosztast. Azt, hogy ez egy EFX szétosztas, teljes indukcidval
latjuk be o € S-re, feltételezve, hogy o = (1,...,m) olyan, hogy |u(1)| > ... > |u(m)|. Alap dllapotban
legyen o = 1. Ekkor az egyetlen targy, amit elosztottunk, az o targy, igy egyértelmiien FF' X jelen esetben
a szétosztas.

Tegyiik fel, hogy o = j — 1, és 7 részszétosztds m = (w(1),...,m(n)) egy EFX szétosztds. Ezutdn ldssuk
be o = j-re.

l.eset: Az o térgy j6 vagy 0 értéki targy.
Feltehetd, hogy 1 € MinUtil(r)-ra az algoritmus 1-nek adja o-t (megjegyezziik, hogy u(o) > 0. Tekintsiink
egy mo = (ma(1),...,m2(n)) szétosztést, ahol mo(1) = 7(1) U {0} és egyébként my = 7 minden i € N\{1}-re.
Ahhoz, hogy beldssuk, hogy ez a 7 szétosztds EF X, csak azt kell megmutatnunk, hogy barmely i € N\{1}-
re i igynok EFX 1-es iigynokre, és 1-es tigynok EFX az i ligynokre. A tobbi eset az indukcids feltevésbél
kovetkezik.

Ha 1 irigy i-re:
Tudjuk, hogy u(m(1)) = u(0) + u(m(1))
g € m(i)-re, ahol u(g) > 0 és u(w(1)\{b}
w(r(1)) = ulm(@D)\ g} = ul(m(i)\{g}) é u(r

Ha i irigy 1-re:

u(m(1)). A feltevésiink alapjan u(m(1)) > u(n(i)\{g} minden
u(m(i)) minden b € w(1)-re, ahol u(b) < 0. Tehdt u(my(1)) >
2(D\{0}) = u(m(i)\{b} = u(n(i)) = u(ma(i)) mivel m(i) = ma(i).

>
2

Tudjuk, hogy w(mw(:)) > w(w(1)) mivel 1 € MinUtil(w). Vagyis i ligynok irigységmentes 1-re nézve m-ben,
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emellett u(ma(i)) > u(ma(1)\{o} mivel mo(i) = 7(i) és ma(1)\{o} = w(1). A térgyak értékei nemnovekvd
sorrendbe vannak rendezve abszolitértékeik alapjan, u(g) > u(o) minden g € 7(1)-re, ahol u(g) > 0. Vagyis
u(me(1)) > u(ma(1)\{o}) > u(ma(1)\{g} valamely g € 7(1)-re, ahol u(g) > 0.

Emellett tudjuk, hogy u(w(i)\{b} > w(w(1)) minden b € m(i)-re, ahol u(b) < 0. Ismételten a targyak
sorrendje alapjan |u(b)| > u(o). Tehat u(me(2)\{b}) > u(mw(1)) + u(o) = u(ma(1)).

2.eset: Az o targy egy rossz targy.

Feltehetd, hogy 1 € MaxUtil(w) -re az algoritmus o-t 1-nek adja. Tudjuk, hogy u(o) > 0. Tekintsiik
o = (m2(1), ..., m2(n)) szétosztast, ahol ma(1) = m(1)U{o} és ma(i) = 7(¢) minden ¢ € N\{1}. Azt szeretnénk
beldtni, hogy 7o egy EFX szétosztas, elegendd ezt beldtni 1-es és barmely ¢ € N\{1} tigynokre.

Ha 1 irigy i-re:

Tudjuk, hogy u(n(1)) > u(w(i)), ahol 1 € MaxUtil(w), vagyis 1-es ligynok irigységmentes i-re m-ben, emellett
u(ma(1)\{o}) = u(m(i)), hiszen 7y (i) = m(i) és ma(1)\{o} = m(1).

Mivel a tdrgyak nem-névekvd sorrendbe vannak rendezve abszolutértékiik szerint, ezért |u(b)| > |u(o)]
valamely b € m(1)-re, ahol u(b) < 0.Vagyis u(m2(1)\{b}) > u(m2(1)\{0}) > u(m2(%)) bérmely b € m(1)-re,
ahol u(b) < 0.

Emellett tudjuk, hogy u(m(1)) > u(n(i)\{g}) bérmely g € w(i)-re, ahol u(g) > 0. Ismételten a targyak
sorrendje alapjan u(g) > |u(o)]. Tehdt u(ma(i)\{g}) < u(ma(i)) — |u(o)| = u(w(i)) — |u(o)| Mivel mo(i) =
m(2). Tovabba tudjuk, hogy u(m(i)) — |u(o)] < u(mw(1)) — |u(o)] = u(m2(1)). Kovetkezésképpen u(mwa(1)) >

u(ma2(i)\{g}) minden g € ma(i)-re, ahol u(g) > 0.

Ha i irigy 1-re:

Tudjuk, hogy u(m2(1)) = u(o) + u(w(1)) < u(w(1)). Feltevésink alapjin u(n (7)) > u(w(1)\{g}) minden

g € 7(1)-re, ahol u(g) > 0 és u(n(2)\{b}) > u(m(1)) valamely b € 7(i)-re, ahol u(b) < 0. Tehdt u(ms(i)) =

u(m(i)) = u(r(1)\{g}) = u(ma2(1)\{g}) mivel u(w(1)) = u(ma(1)) és u(ma()\{b}) = u(w(i)\{b}) = u(r(1)) =
u(ma(1)), hiszen mo (i) = 7 (i).

Az algoritmus egy teljes szétosztdst ad vissza, és ahogy mar lattuk, egy ilyen szétosztas Pareto optimalis.

O

6. Harmadrendii additiv hasznossagi fiiggvények

Ennél a fejezetnél a tételek és algoritmusok f6leg a [3]-bdl szdrmaznak.

6.1. Definicié6 (Harmadrend{ hasznossdgi fiiggvény). Azt mondjuk, hogy a hasznossigi fiiggvények har-
madrendiiek, ha minden i € N tigynokre és minden o € S targyra u;(o) € {—a,0,+a}, ahol & € N > 0.

Most mér egészen jé szétosztasokat tudunk taldlni; egyrészt Pareto optimdlis EFX3-at, amely nem
feltétleniil M EW. Emellett Pareto optimalis EFX-et is, ami mar M EW; nem meglepd, hiszen EFX?3
specidlisabb EF X-nél.

6.1. Pareto optimalis £ F X algoritmusa

Polinomiélis id6ében futé algoritmust adunk meg, amely egy M NW szétosztast ad vissza; ami egyben PO
és EFX is. [3
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Algorithm 6 Nash-Max-Harmadrend@(N, S, (u,(0))nzm)
1: procedure NASH-MAX-HARMADRENDU((N, S, (4:(0))nem))
2 Vie N :7(i) + o
3 if ST #£ & then
4: A + legnagyobb iigynskhalmaz, amely ST-hoz tartozik
5
6

I+ (S",9,.,9)
7 <+ Alg-Bindris(A, ST, 4;(0))nem, I)

7: for o € S~ do

8: MaxUtil(m) < {i € N|Vj € N :w;(n(2)) > u;(n(4))}
9: Vélasszunk egy ¢ eMaxUtil(r)

10: (i) « 7(i) U {o}

11: for o € S° do

12: Vélasszunk egy i € {j € N|u;(o) = 0}

13: (i) < 7(i) U {o}

14: return m

Az elsé 1épésben az algoritmusunk visszaad egy m szétosztast A felett, amely MNW az S*-ban 1évd
elemekre; ehhez az Alg-Bindris algoritmust haszndljuk fel. [6]

Ezutdn a masodik 1épésben az S~ targyait osztjuk szét Mohé-algoritmus alapjan, tgy, hogy csokkentsiik
minden jelenleg m-ben legnagyobb haszonnal rendelkez6 iigynok hasznat; amig ezek egyenléek nem lesznek
a méasodik legnagyobbal, feltéve, hogyha van elég targy ehhez S—-ban. Ezt addig csinaljuk, amig minden
targyat elosztottunk S™-bdl. Megjegyezziik, hogy azért lehetséges elérni az egyenléséget, mert harmadrendii
additiv hasznossagi fiiggvényeink vannak, igy minden batyu értéke o tobbszorose.

Végezetiil a harmadik lépésben minden S°-4s targyat szétosztunk azok kozott, akiknek ez 0-at ér; ezzel

S-nek egy teljes szétosztasat csindltuk.

20. Tétel. Harmadrendi additiv hasznossagi fiiggvényekkel a Nash-Max-Harmadrendii algoritmus egy Pa-

reto optimdlis EF' X szétosztdst ad vissza. [3)

Bizonyitds. Elészor az Alg-Bindris algoritmussal meghatdrozzuk ST-nek egy szétosztdsit. Az algoritmus
veszi ligynokok egy A halmazdt, ST-t; és egy I szétosztast, amely teljes ST-ra; és visszaad ey MNW =
szétosztast A-n ST-ra. Kordbbi eredmények alapjan tudjuk, hogy addit{v hasznosségi fiiggvények esetén az
MNW szétosztas Pareto optimélis és EF'1. Jelen esetben nyilvanvalé,hogy ez EF X-et is jelent, hisz FF1
esetén a kiilonbség mindenhol « lehet maximum, és minden targy vagy a-t, vagy —a-t ér.

Most tekintsiik S™-t, ezen térgyak szétosztdsa ciklusos. Az elsd forduléban legyen o(m) a hasznosségi
sorrend 7 alapjan, vagyis:
up(m(1)) > ua(w(2)) > ... > up(w(n)).
Ekkor minden {igyntk maximalis haszonnal, vagyis uq(m(1)) értékii zsédkkal rendelkezék S~-bdl round-
robinhoz hasonléan kapnak; mig nem el nem érik a masodik legnagyobb elemet o (7)-ben. A 1épés végetérhet,
mielétt ez bekovetkezne természetesen, ha nincs elég targy S™-ban. Az els6é fordulé végén az algoritmus
visszaad egy 7! szétosztast. Ha van még nem elosztott S~-ben 1évé targy, akkor az algoritmus a kdvetkezd

forduldba 1ép.
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A k > l-edig fordulénal legyen ¢! egy részleges szétosztas, amelyet az el6z6 k — 1 forduld adott vissza,
és legyen o(m*~1) a haszonssagi sorrend 7! alapjén, vagyis:
up (TFH(1) > ug (7P 1(2)) > . > un (7F 1 (n)).

Ebben a forduléban minden iigynoknek, akinek maximélis haszna van (egész pontosan u; (7¥~1(1)) ), targyakat
kapnak S~-bél round-robinhoz hasonléan, amig a haszonértékek el nem érik o(7*~1)-ben a masodik legna-
gyobb értéket; igy visszaadva egy 7" szétosztést a k-adik fordulé végén. Minden k-adik forduléra kénnyt
latni, hogy ¥ szétosztds EFX és PO, hiszen m is EFX és PO; és a k-adik forduléban S~-bél csak round-
robin szerfien osztunk szét targyakat a maximalis haszniiaknak o(7%~1)-ben.

Most pedig tekintsiik SO tdrgyait. Az EFX szempontjabdl az a ”legjobb”, ha ezeket olyanok kozott
osztjuk el, akiknek 0-4t ér; emellett a végs6 szétosztas esetén az ligynokok hasznanak osszege ax (|ST|—]S71),
amibél PO kovetkezik; hiszen S° térgyai csak cstkkenthették volna ezt; az ST targyai mindenhol pozitivként
vannak elosztva, ST targyait pedig kotelez6 negativként szétosztani.

O

21. Tétel. Harmadrendii additiv hasznossagi fliggvények esetén a Nash-Max-Harmadrend algoritmus egy
MEW szétosztést ad vissza. [3]

Bizonyitds. Vegyink egy m szétosztdst, amely M NW; amelyet az Alg-Binaris algoritmus adott vissza. Azt
allitjuk, hogy ™ maximalizélja az altalanos jolétet (EW) A felett ST elemeire. Mivel a szétosztds PO, ezért
u;(m(i)) > 0 minden i € A-ra. Tegyiik fel, hogy van egy mdsik mo szétosztds, amelyre EW (mq) > EW (7).
Ezen kivill vegyik azt az ¢ igynokdt, akire ¢ = argmin;ecau;(m(j)).

Ha rogzitjik m(i)-t, és varidljuk a targyakat a U (k) az A\{i} ligynokok kozott; nem tudunk elérni

ke A\{i}
egy szétosztast, amelynek EW értéke nagyobb EW (7)-nél. Tehét ahhoz, hogy EW (15) > EW (7) teljesiiljon,

mo-nek jra szét kell osztania m-ben szerepld targyakat, m(i)-t is beleértve; ugy, hogy u;(m2()) > u;(7(i)). Ez
csak gy lehet, hogy i ligynoknek jé valamely targy m(j)-ban valamely j € A\{i}-re. Két esetet tekintiink j

ligynokre nézve.

1. eset: Ha u;(n(j)) < ui(mw(i)) +
Ekkor egy tdrgyat &trakva m(j)-bdl m(i)-be; akkor maximum egy olyan szétosztdst kaphatunk, ahol az
altaldnos jolét legfeljebb EW ().

2. eset: Ha u;(m(j)) > u;(7 (7)) + «, akkor ¢ tigynok semmilyen targyat nem szeretne 7(j)-b8l. Kiilonben
egy ilyen targynak az elmozditdsa m(j)-b6l 7(¢)-be névelné a Nash-féle jolétet m-ben, ellentmonddsban azzal,

hogy m maximalizalja ezt.

Tehat a 2. esetbdl kifolyélag csak olyan j ligynokoket tekinthetiink, akikre u;(7(j)) < w;(n(d)) +
(az 1. esetben csak egy ilyen {igynokot néztiink). Vegyiik a tdrgyaknak egy X C m(i) részhalmazit. Ha
targyakat mozditunk el 7(¢)\X-bél olyan {igynokoktdl, akiknek haszna m-ben maximum w;(7 (7)) + a, egy
olyan szétosztdst ad, amelynek az dltalanos joléte legfeljebb EW (7). Ebbdl lathats, hogy EW (ma) < EW (r)-
nek kell teljesiilnie. Ezen feliil S~ és S° optimalisan lett szétosztva EW szempontjdbdl; hisz az elébbieknél
csak a maximalis hasznt ligynokok hasznat csokkentettiik; a mésodiknédl meg nem valtoztattunk semmin, és
azon targyakkal maximum csokkenthettiik volna csak a hasznokat.

Tehat a szétosztasunk valoban M EW.
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O

Most pedig tekintsiik a Pareto optimalis EF X3 algoritmusét, és egy példat, amelynél nem MEW ezen

szétosztas.

6.2. Pareto optimdlis £F X? algoritmusa

A kovetkezSkben egy EF X3 szétosztds meghatdrozasét lathatjuk harmadrendii additiv hasznosségi fiiggvények
esetén; elészor ST targyait osztjuk el, utdna pedig S~ targyait Round-Robin szerfien adjuk az tigynokoknek;

majd SY targyait barkinek adhatjuk, akinek 0-4t érnek.

Algorithm 7 Nash-Max-Min-Harmadrendi(N, S, (uo(0))nzm)
1: procedure NASH-MAX-MIN-HARMADRENDU((N, S, (4;(0))nzm))
2 Vie N :mi(i) ¢« @;m(i)  &;m3(i) &
3 if ST # & then
4: A + legnagyobb iigynskhalmaz, amely ST-hoz tartozik
5
6

I+ (S, 9,.,9)

m1 +Alg-Bindris (A4, ST, 4i(0))nzm, I)
7 if ST # @ then

M < a legnagygobb M C A iigynokhalmaz, amely S™-hoz is tartozik
9: OM, < egy max-min prioritdsi sorrend ligynokdk kozott M és mp altal megadva
10: 79 <—Round-Robin(oas,x,, S~ , %i(0))nam, 71)

11: for o € SY do

12: Vilasszunk egy i € {j € N|u;(0) = 0}
13: 7T3(i) — 7T2(i> @] {O}
14: return 73

22. Tétel. Harmadrendii additiv hasznossagi fliggvényekkel a Nash-Max-Min-Harmadrend algoritmus egy
EFX3 és PO szétosztést hataroz meg.[3)]

Bizonyitds. Az el6z6 tételbdl mar tudjuk, hogy ST-ra m; szétosztds, amit az Alg-Binaris algoritmus ad vissza,
EFX és PO az ST targyaira nézve.

Most tekintsiik S~ targyait, legyen S~ = {1, ..., s}. Osszuk szét ezen térgyakat 1-tél s-ig. Egy k-ra 0 és s
kozott legyen 7 egy részszétosztas az elsé k targyra ebbdl az s db targybdl, m-et kiegészitve. Megjegyezziik,
hogy 70 = 7, és 7° = 7.

1. 1épés: 7* Pareto optimalitdsa:

Azt &llitjuk, hogy % szétosztds PO minden rogzitett k = 0, ..., s-re. A hasznok Osszege (vagyis a hasznossagi
jolét UW) minden PO szétosztésra az ST targyaibdl és S~ elsd k targyabdl: |ST|* o — k * a. Ez ugyanigy
teljesiil 7*-ra is, vagyis ennek a szétosztdsnak PO-nak kell lennie, kiilonben lenne egy szétosztds, amelynek
hasznossagi jéléte nagyobb lenne, mint [S*| * a — k % o. Természetesen azért esik egybe PO jelen estben
UW-vel, mert additiv hasznossagi fiiggvényeink vannak.

2. lépés: 7F szétosztias EF X:

Teljes indukciéval 1latjuk be ezt k-ra, vagyis kezdetben legyen k& = 0; ahol m1-r6l mér tudjuk, hogy EFX.
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Tegyiik fel, hogy 7% ~! szétosztas EF X, és tekintsiik a k-adik fordulét. Legyen M = {1,...,1}; u1 (7 (1)) >
w2 u(ml) és o =onma = (1,..,1).
Legyen a(k) az az ligynok, aki megkapja k targyat S™-bdl. A o vélasztdsa alapjan beldtjuk a kovetkezd

tulajdonsagot:

(¥)Tulajdonsag: A 7*~!-ben barmely b iigyndk a(k) elétt o-ban EFX; a(k) iigyndk EF; és barmely a
iigynok a(k) utén o-ban is EFX.

A m¢~1-ben valamely j € Nso-ra legyen b, akinél j térgy van k — 1-bSl, mig a(k) és a, akiknél az j — 1
targyak.

Ekkor b és ¢ ligynokokre nézve, ahol ¢ elérébb van o-ban, mint b:
up(r*7 () = wp(7 () — jo = wp(m(c)) — @ — ja

Mivel #*=1) egy EF X szétosztas. Ekkor ¢ iigynok j rossz targyat kap, tehat
up(m(c)) = a — ja = up(7*=V(c)) — a.

Emellett b és ¢ iigynokokre b utan o-ban:
up(r* 71 (b) = wp(1 (b)) — jo = ue(m(c)) — jo.

Ekkor ¢ tigynok j vagy j — 1 rossz targyat kap meg 7(*~V-ben; vagyis: u.(7(c)) — ja > u.(7*=D(c)) — a.
Mivel 7(F=1) Pareto optimalis, ezért u.(m*=1(c) > uy(7* =1 (c), vagyis b iigynck EFX 7~V -ben.
Ezutan a és c ligynokre, ahol ¢ az a ligynok el6tt van o-ban:

U (1F D (a)) = ug(r(a)) —(j—1)a > ug(n(c)) —a—(j—1)a mivel 7*~1) egy EFX szétosztés.Itt c vagy s
vagy s—1 rossz targyat kapja meg a szétosztdsban. Barmely esetben , u, (7(c))—a—(s—1)a > uq(7* =D (c))—
. Az a és ¢ ligyndkre, ahol ¢ az a utdn van o-ban: u, (7*~1(a)) = ug(7(a)) — (s —1)a > u(7(c)) — (s —1)a.
Mivel 7 egy PO szétosztas, ezért u.(m(c)) > uq(7(c)). Ekkor ¢ iigyndk (s — 1) rossz targyat kap 7(*~-ben;
kovetkezésképp u.(m(c)) — (s — 1)a > uq(m(c)) — (s — D = ug(7(k — 1)(c)); tehdt a iigynok EFX 75~ 1-ben.

Az a(k) és b igynokokre: , ua(k)(w(k_l)(a(k))) = Ug(ry(m(a(k))) — (s = 1)a > ugy(7(b)) —a— (s — 1)a
mivel ¢~ egy EF X szétosztds; amiben b iigynok kapja s rossz targyat. Kovetkezésképpen Uq(k) (7 (D)) —
a—(s—1)a = uuq (rF=D(b)). Az a(k) és a tigynokskre: uq () (mF 1 (a(k))) = uar) (m(a(k))) — (s — D >
uq(m(a)) — (s — 1)a. Mivel 7 egy PO szétosztds, ezért uq(m(a)) > uq ) (m(
targyat kap m(¥~1-ben; tehdt uq(m(a)) — (s — 1)a > ug( (7(a)) — (s — 1)
b iigynokokkel ellentétben a(k) tigynck EF a 7*~1 szétosztasban.

A (x¥)Tulajdonsag teljesiil. Most tekintsiik az M beli iigynokoket. Mivel b iigynok EFX a n(*~1-ben;
és F-ban is EFX marad. Az a(k) iigynk EF a m*~V-ben, tehdt EFX-é valik 7*-ban, miutdn megkapta

a)). Ekkor a iigynok (s — 1) rossz

a = Ug(k) (7*=D(a)). Vagyis a és

k targyat, amely neki —a-t ér. Mivel a iigynok EFX a 7*~D-ben, ezért FFX marad 7*-ban is. Emellett
tekintsitk az M-en kiviili igynokoket; minden b € N\ M nem kap semmilyen rossz tdrgyat. Vagyis EF X-ek
7*-ban, mert EF X-ek m-ben is. Kovetkezésképpen 7% egy EF X szétosztas.

Eszrevehetd, hogy (m2(1)\m1(1), ..., ma(n)\m1(n)) egy EFX szétosztas S~ térgyaira; emellett PO is, hi-
szen az ligynokok haszndnak Gsszege —|S ™| * o, ami a maximéglisan elérhetd Osszeg.

Targyak S°-bél:
Az a legjobb, ha S° targyai olyanhoz keriilnek, akinek 0-&t érnek; vagyis a végsé szétosztéds m3 egy EFX,
PO szétosztés.

O
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2. Lemma. Harmadrendi additiv hasznosségi fiiggvények esetén nem létezik olyan algoritmus, amely egy
EFX3, PO és egyben MEW szétosztast ad vissza. [3]

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkez6 osztozkodasi feladatot 2 tigynokkel és 4 targgyal:

ui(l) =u1(2) = Lui(3) =u1(4) = —1

u2(1) = uz(2) = 0;u2(3) = uz(4) = —1

Barmelyik algoritmus, amely PO szétosztast ad vissza, az 1-es és 2-es targyakat 1-es ligyndknek adna.
Amelyik EF X3-at; egy rossz targyat adna oda l-es {igynoknek, a masikat pedig 2-es iigynoknek. Ekkor az
EW értéke -1; azonban egy M EW szétosztasban 0, ahol minden targyat az 1-es iigynok kapja. O

7. Binaris additiv hasznossagi fuggvények

Elérkeztiink a dolgozat utolso fejezetéhez, ahol mar ugyan kicsit mas jelleggel kozelitjiik meg a problémat;

eredményeit dsszevethetjiik az eddigiekkel, amelyek [5]-bdl szdrmaznak.

7.1. A binaris modell
Ha u;(g) € {0,1} Vi € N és g € S (vagyis a targyak értékei onmagukban 0-k vagy 1-ek):
e Jelen esetben j6 targyaknak nevezziik azokat, amik 1-et érnek; és semlegeseknek, amik 0-4t.
e Azon térgyak halmaza, amik jék i-nek (vagyis 1 értékiiek): V; = {g € S : u;(g9) = 1}.
e Lathato, hogy u,(T) = |V;NT| VT C S.
e Ugynokok egy P C N halmazédra legyen Vp = U V; azon targyak halmaza, amelyek legalabb egy P
beli igynok szadméra jénak szamit (értéke 1). <
o Az u = (uy, ..., uy,) vektort érték-profilnak nevezziik.

e A h = (up(w(1)),...,un(m(n))-t vektort haszonvektornak hivjuk; és ennek nem-csokkend sorrendbe

rendezését haszon-profilnak nevezziik.
e Konnyt latni, hogy additiv binaris értékek esetén a Pareto optimalitas ekvivalens azzal, hogy minden
targy, ami valakinek jo, olyan iigynoknél van, akinek tényleg értékes.

Vagyis az egyes ligynokok zsakjainak értékeinek a szummadja maximalis, és pontosan megegyezik az

értékes jé targyak szaméval.

7. értéktelen targyak halmaza

7.1. Definicié. [Maximum Nash-féle jolét]|Bindris additiv hasznossdgi fiiggvények esetén azt mondjuk,
hogy 7 maximum Nash jélét (M NW) szétosztds, ha a szétosztdsok halmazdban maximalizalja az tigynokok

altal kapott pozitiv értékeket; majd maximalizalja ezek Osszegét.

Konnyt 1atni, hogy a mostani M NW definicié egybeesik a kordbbiakkal. Természetesen a modelliinkben
EF1 mar EFX és még EF X3 is lesz egyben, hisz minden nem 0 értékfi targy 1-et ér; {gy most mar mindig
taldlhatunk olyan M NW szétosztést, amely Pareto optimdlis és EF'1 is egyben; illetve részletesen most nem

bizonyitjuk, de jelen esetben az M NW szétosztdsok és leximin megolddsok halmaza egybe fog esni.
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3. Lemma. Minden leximin szétosztasnak ugyanaz a haszon-profilja. S6t, barmely szétosztas ezzel a haszon-

profillal leximin megoldas.

Bizonyitds. A leximin megolddas azt jelenti, hogy lexikografikusan a legnagyobb elem a haszonprofilok kozott;
és mivel a haszonprofilokat lexikografikusan egyértelmiien sorba tudjuk rendezni, igy a legnagyobb elem(ek)

egyértelmii(ek). O

4. Lemma. (Lemma 21 of Freeman et al. [10]) Bindris additiv hasznossdgi fiiggvények esetén minden ma-
ximum Nash jolét szétosztdsnak ugyanaz a haszon-profilja. S6t, barmely szétosztas ezzel a haszon-profillal

maximum Nash jolét szétosztas.

Emellett Aziz és Rey [9] megmutatték, hogy a leximin megolddsok egyben M NW szétosztdsok is; amib6l
kovetkezik, hogy a két halmaz megegyezik.

5. Lemma. Bindris additiv hasznossagi fliggvények esetén a maximum Nash jélét szétosztasok halmaza

egybeesik a leximin megoldasok halmazaval.

7.2. Determinisztikus szabalyok
Egy f determinisztikus szabdly vesz egy u érték-profilt, és visszaad egy 7w szétosztast.

7.2. Definicié (csoportstratégia-mentes). Egy f determinisztikus szabaly csoportstratégia-mentes (GSP),
ha nem léteznek u és u’ érték-profilok, és tigynokok egy C' C N csoportja, amelyre uj, = uj minden k € N\C-

ra, és u;(n'j) > u;(m;) minden j € C-re, ahol m = f(u) és n’ = f(u’).

7.3. Definicié (M NW¢). M NW? ¢ egy olyan determinisztikus szabaly, amely visszaad egy 7 szétosztést,
amelyre:

1. megy M NW'e szétosztas; lexikografikusan a legnagyobb hasznossigi vektor az 6sszes M NW szétosztas
kozott (vagyis az Osszes M NW szétosztas kozott maximalizélja az uq (7(1))-t, majd ezutdn az ug(m(2))-t, és
igy tovabb; és

2. m minimélisan teljes, vagyis csak az S\Z targyai vannak csak szétosztva.

Ha tobb szétosztds is van, amely mindkét feltételt teljesiti, M NW'e tetszélegesen vélaszt egyet.

7.3. MNW?'" determinisztikus szabaly

Algorithm 8 M NW€ bindris additiv hasznossagi fiiggvények esetén

1: Vegyiink egy ¥ (iires) M NW szétosztdst

2: fori=1,...,ndo

3: if Ha van egy P it G(m'~-ben i iigynokt6l valamely j > i iigynokhoz, ahol |7i=1(j)| = |7?=1(i)| + 1
then

4 7l P(ri1)

5 else

6: v

7

: return 7"
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23. Tétel. Bindris additiv hasznossdgi fiiggvények esetén M NW e EF1, PO, csoportstratégia-mentes és

polinomidlis id6ben meghatarozhaté. [5]

Bizonyitds. Elészor is egy szétosztds szétosztasi gréfjanak azt az irdnyitott G(m) = (V, E) grafot nevezziik,
ahol V' az ligynokoknek megfelel6 csicsok halmaza, és 4, j kozot akkor megy iranyitott él, ha j zsdkjaban
van olyan targy, ami i-nek 1-et ér.

Ha tekintiink G()-ben egy P = (v1, ..., vx) utat, akkor legyen P(7) az a szétosztds, amelyet ugy kapunk,
hogy valamely g € 7w(v;41) NV, jé tdrgyat athelyezziik v, batyujabdl v; batyujaba minden ! = 1, ...k — 1-re;
ezentul erre a miveletre Ugy hivatkozunk, mint P menti cstusztatdas. Az M NW szétosztasokat jelen esetben
ugy fogjuk meghatdrozni, hogy ha egy speciélis it (amit a kés6bbiekben fogunk 14tni) nem létezik, akkor a
szétosztas MNW.

6. Lemma. Legyen m egy Pareto optimdlis szétosztds, P egy ut i ligynoktdl j ligynokig G(w)-ben és 7’ =
P(r) legyen a P menti csusztatds eredménye. Ekkor w;(n'(j)) = u;(7(j)) — Liui(n'(2)) = ui(n(i)) + 1, és
up (7' (k)) = uk(w(k)) minden k € N\{s,j}.

Bizonyitds. Vegyik észre, hogyha g targyat v;41-t6l dtadunk v;-nek P mentén, akkor nyilvanvaldéan g joé
vi-nek. Mivel 7 Pareto optimélis, ezért v;41 szdmara is jo targy g.
Tehat P mentén minden iigynok i-t és j-t leszamitva veszit egy targyat, ami j6 neki, és kap egyet, ami

szintén jo neki; j veszit egy jo targyat, ¢ pedig kap egy jo targyat. O

7. Lemma. Egy Pareto optimadlis 7 szétosztdas M NW akkor és csak akkor, ha nincsen olyan irdnyitott 1t

barmely i és j ligynokok kézétt G(m)-ben, amelyre w;(mw(j)) > v;(n(4)) + 1.

Bizonyitds. Tudjuk [6] alapjan, hogy 7 egy M NW szétosztds, akkor és csak akkor, ha nines olyan P irdnyftott
at, ami mentén ha csisztatunk, szigortian noveli a Nash-féle jélétet. Mivel m Pareto optimadlis; ezért ez a
kovetkezbvel ekvivalens:

(uj(m(y)) — 1) (wi(m(3)) + 1) > wj(w(y))us(7(7)); ami ekvivalens azzal, hogy w;(7w(j)) > vi(w(?)) +1. O

Tudjuk [8] alapjan, hogy barmely M NW szétosztds egyben EF1 és PO is, akér szimpla additiv hasz-
nosségi fiiggvények esetén is. fgy MNW?Ue trividlisan EF1 és PO.

Csoportstratégia-mentesség:

Elészor is vegyiik észre, hogy m = M NW?'¢(u) akkor 7 minimalisan teljes és PO. Vagyis, ha i iigynok
kap egy g targyat, akkor neki az biztosan jé. Vagyis 7(i) C V; igy u;(7(7)) = |7 (¢)| minden ¢ € N iigynokre.
Hasonléan 7(U) C Viy barmely U C N lgynokhalmazra.

Ezutén egy m szétosztdsra és i € N iigynokre definidljuk a L = {j € Nl|u;(7(j)) < wi(w (i)} halmazt,
amelyben azon ligynokok vannak, akiknek szigortian kevesebbet ér a zsédkjuk, mint i-nek a sajatja; és emellett
K legyen azon iigynokck halmaza, akik elérhet6k Lt U {i}-bél G(m)-ben. A kovetkezd lemma alapjan

ldthatjuk, hogy minden K’ megkapja az Osszes szamukra jé térgyakat.

8. Lemma. Ha m = MNW?"(u), akkor minden i € N iigynok szdmara m(K}) = Vi .

Bizonyitds. A korabbiak alapjan tudjuk, hogy w(K:!) C Vii. Indirekt tegyiik fel, hogy van egy g €
Vii \m(K%) targyunk. Ekkor G(m) konstruéldsa alapjan lenne egy éliink egy K:-ben szerepld iigynokbol,
akinek j6 targy g; ami egy K:-n kiviili csticsba megy, mégpedig oda, akinél 7-ben g van (nyilvanvaléan el

van osztva a térgy, mert valakinek jé targy).
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Azonban K! definiciéja alapjan 14that6, hogy nem vezethet ki belSle é, kiilonben az L: U{i} -bél elérhetd
ligynokok szama tobb. Tehat m(KL) = Vi . O

Ezutén megmutatjuk, hogy amellett, hogy K minden iigynokot tartalmaz, akik elérheték Li U {i}-bél;

K -ben szereplé barmely iigyncknek nem lehet sokkal nagyobb a haszna, mint i-nek.

9. Lemma. Ha m = MNW?%¢(u), akkor barmely i € N és j € K& esetén u;(m(j)) < wi(w(i)) + 1 és ha j > i,
akkor u;(m(j)) < ui(m(4)).

Bizonyitds. Az éllitds ¢ = j-re trividlisan teljesiil, tehdt elegend6 azt vizsgalnunk, hogy @ # j; és indirekt
feltessziik, hogy nem teljesiil az allitds. Vagyis létezik egy i € N és egy j € KL,
u;(m(3)) + 2 vagy u;(m(j)) = ui(m(¢)) + 1 teljesiil, és j > i.

Mivel j € K&, ezért létezik egy 1t k € L U {i}-bdl j-be. Ezen feliil k € Li U {i}-bél tudjuk definicié
alapjan, hogy ug(m(k)) < u;(w(1)).

Ha wu;j(m(j)) > wi(mw(i)) + 2, és létezik Gt k-bol j-be, vagyis u;(mw(4)) > wi(w(i)) + 2 > ux(w(k)) + 2;
azonban ez ellent mond a kettovel ezelotti lemmanak.

A masik esetben két alesetet tekintiink. Ha i # k, akkor k € L%, vagyis ug(m(k)) < w;(n(i)). Ebbél

T

amelyre a wu;(m(j)) >

kovetkezik, hogy u;(m(j)) = u;(7(i))+1 > up(m(k))+2; ami szintén ellentmond a kettével ezelStti lemménak.

Ha i = k, akkor van egy utunk ¢ igyn6kt6l j > ¢ igynckhoz, ahol u;(7(j)) = u;(7(:))+ 1. Mégegyszer, ha
ezen Ut mentén csisztatunk, akkor kapunk egy 7’ szétosztdst, amelyre u; (7’ (t)) = u¢(w(t)) minden ¢ # i, j-
re; és u;(1'(7)) = ui(mw(3)) + 1 = w;(n(j)), és u;(n'(4)) = wj(7w(j)) — 1 = w;(mw(é)). Mivel 7'-nek ugyanaz a
haszonprofilja, mint 7-nek; ezért n’ egy M NW szétosztds. Ezen feliil, mivel egy kisebb indexti tigynoknek
nagyobb lesz a haszna, ezért 7’ lexikografikusan nagyobb, mint 7; ami ellentmond annak, hogy -t M NW e

adta vissza. O

A kovetkezd feladatunk, hogy megmutassuk, M NW ¢ emellett GSP is. Feltételezziik, hogy létezik egy
u és egy u' érték-profil, és C' C N iigynokok egy részhalmaza, amire uy = uy és t ¢ C' és u;(n*(j)) > u;j(w(4))
minden j € C-re, ahol 7 = MNW'¢(u') és m = MNW? € (u).

Legyen i = minlargminiccvi(n(t))] az a legkisebb haszonnal rendelkezd tigynék C-ben,akinek a legala-
csonyabb az indexe. Az egyszeriiség kedvéért legyen K = K. Minden j € C-re, |V; Nw(j)| < |[V; n7*(j)];
és mivel w(j) C Vj, ezért egyszerlisodik |n(j)| < |V; N w*(j)]-re. Ha j € K N C, azt kapjuk, hogy
IT(7)] < |V; Nn7*(j)| < |[Vk N7*(j)| , hiszen V; C Vik.

Legyen R C K iigynokok egy halmaza K-ban, amelyb6l valamennyi tigynok C-ben elérheté G(7*)-ban.
Azt éllitjuk, hogy R-ben valamely ligyndkoknek szigortan kevesebb j6 targyat kell kapniuk 7* esetén, mint
m-nél.

10. Lemma. Létezik egy j' € R\C tgynok, akire |7*(j)| < |7(4)]-

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy minden j € R\C ligynokre |7*(j)| > |7 (j)|. Vegyink egy j € R\C
ligynokot; mivel j ¢ O, ezért u; = u;. Tehdt 7*(j) C V] = V;. Ezen feliil mivel j € R C K, definici6 alapjan
V; C Vi. Eszrevehetjiik, hogy minden j € R\C-re 7*(j) C Vi; tehat |7*(j) N V| = [7*(45)| > |7(4)]-
Minden j € RN C C C-re, tudjuk, hogy |7*(5) N Vk| > |7*(5) N V;| > |n(j)|. Mivel egy szétosztds
zsékjai diszjunktak; ezért osszeadhatjuk ezen egyenlbtlenségeket minden j € (R\C) U (RN C) = R-re, hogy
|7 (R) N Vk| > |m(R)|-t kapjuk. Az egyenlStlenség szigord, mert R N C # &, mivel i € RN C definicié
alapjan. A kett&vel el6z6 lemmabdl tudjuk, hogy m(K) = Vik. Vagyis kapjuk, hogy |7*(R) N7 (K)| > |7 (R)|.
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Ebbdl kovetkezik, hogy 1éteznie kell egy g targynak, amely szerepel 7*(R)-ben és 7(K)-ban is, de w(R)-
ben nem. Tehat léteznie kell ¢ € R és k € K\R lgynokoknek, amelyekre g € n*(t) és g € w(k). Tudjuk,
hogy m Pareto optimaélis, ezért ug(g) = 1.

Mivel k& ¢ R, ezért definicié alapjdn k-bdl nem vezet ut semelyik C-ben 16v6 tigynokhoz G(7*)-ban.
Ebbdl trividlisan kovetkezik, hogy k ¢ C, hiszen minden cstics elérheté sajit magdbdl. Emellett csak C-
ben 1év6 tigynokok haszna véltozott; u(g) = uk(g) = 1, amibél kévetkezik, hogy kell vezetnie egy élnek
k tgynokbél t igynokbe G(7*)-ban. Tehat minden csics, ami elérheté t-bol, elérheté k-bdl is; azonban

t € R-bol kovetkezik, hogy k € R; ami ellentmondasra vezetet. O

Tekintsiink egy j' € R\C-ot, amire teljesiil az el6z8 lemma. Mivel j' € R, ezért 1éteznie kell egy P ttnak
j'-bol egy k € C ligynokbe. Legyen 7' egy szétosztds, amelyet Ugy kapunk, hogy P mentén csisztatunk.
Megmutatjuk, hogy 7’ jobb M NW?'€ szempontjabél, mint 7* az u’ értékprofil esetén; vagyis ellentmondva
a MNW?'e(y') = n* allitasnak.

Megjegyezzilk, hogy 7* egy Pareto optimdlis szétosztds v’ esetén, és amikor létrehozzuk 7'-t 7*-bdl,
azt kapjuk, hogy w(7’(t)) = ui(7*(t)) minden ¢ # j/, k-ra; u)(n'(k)) = wp(7*(k)) — 1; és uy(n'(j’)) =
uj(7*(j")) +1 az egyik kordbbi lemma alapjn; természetesen j' ¢ C, vagyis u;s = u’,. Emellett a szétosztott
targyak halmaza nem véltozik, vagyis minimélisan teljes tovabbra is a szétosztas.

Ha wj (7*(5)) + 2 < uj(n*(k)), akkor 7* sérti a Pigou-Dalton elvet 7’ létezése miatt; miszerint az
MNW?U'e nek az igazsdgosabb szétosztést kell vélasztania; és jelen esetben a leximin megolddsok halmaza

egybeesik az M NW szétosztasok halmazaval, ezért 7* nem lehet M NW. Tehat sziikséges, hogy
(1) wyr (7 (5) + 1 2 wp (7 (k) = |77 (k)| = up (7" (k) = up(mw(k)) +1 = wi(7 (i) +1;

ahol az elsd egyenldség azért teljesiil, mert 7* minimélisan teljes és Pareto optimalis u’ esetén; ux (7*(k)) >

ug(m(k))+1 azért, mert k € C; az utolsé egyenlétlenség meg ¢ vélasztdsa alapjan. Emellett azt is tudjuk, hogy
(2) uj(77(5") + 1 < uye (w(5")) < wilw(i)) + 1,

ahol az els6 egyenlotlenség az el6z6 lemma alapjan teljesiil; és a masodik egyenlotlenség pedig a kettovel
ezel6tti lemma miatt, illetve mivel 5 € R C K.

Az (1)-et és (2)-t Osszetéve adddik, hogy wy (7*(5')) + 1 = uj(n(j’)) = wi(n(d)) + 1 = ug(n(k)) +1 =
) (* (k))-

A mésodik egyenldség és a kettével ezelStti lemma alapjan tudjuk, hogy j° < i. A harmadik egyenléségnél
mivel k-nak és i-nek ugyanaz a haszna 7w esetén, és i definidldsa alapjan k > i. Tehdt & > j'. Az
eléz6ekbdl mar tudjuk, hogy v’ értékprofil esetén 7'-nek és m*-nak ugyanaz a haszonprofilja; amib&l kovetke-
zik, hogy M NW szétosztdsok. Emellett n’ lexikografikusan nagyobb, mint 7* az v’ esetén, ami ellentmond
a m = MNW? e (u)-nek.

Polinomidlis id6ben szamithato:
El6szor is legyenek N, S, u a bemeneti adataink. Feltehet, hogy nincsenek olyan targyak, amik min-
denkinek 0-at érnek; ha mégis lennének, elegendd ezeket leszamitva futtatni az algoritmust, hisz teljesen

mindegy, kinek adjuk 6ket.
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Legyen h'®® egy haszonvektor, amely lexikografikusan a legnagyobb az M NW szétosztasok kozott. Az
a célunk, hogy meghatarozzunk egy algoritmust, ami ezt a vetkort adja vissza; amihez sziikségiink lesz a

kovetkezd fontos lemmara.

11. Lemma. Feltételezve, hogy m egy MNW szétosztas egy h = (hy, ..., h,) # h'* hasznossigi vektorral.
Legyen i a legkisebb index, amire h; # hii®. Ekkor hl'® = h; + 1, és létezik egy j > i index, amire létezik
i-b6l egy 1t j-be G(m)-ben és h; = h; + 1.

Bizonyitds. Legyen my és mo két szétosztés; és definidljunk egy transzformadciés grafot G(my, ma)-t a [10]-ben
1év6 koncepcidhoz hasonléan. Minden iigynoknek egy csticsot feleltetiink meg, és minden g targyra van egy
(i,7) élink, ha g € m1(i),g € m2(j) és i # j; természetesen ez lehet multigraf is. Egy él azt fejezi ki, hogy
g-t &t kell tenni 4-t6l j-hez ahhoz, hogy m1-bél létrehozhassuk 7 -t (vagyis mi-et mo-be transzformélhassuk).
Legyen & = {i € N : |m1(i)| > |m2(i)|} és E- = {i € N : |m2(i)] > |m1(2)]}.

Szintén [10]-bél tudjuk, hogy G (71, 72)-ben szerepld éleket felbonthatjuk kérok C halmazdra és olyan utak
P halmazara, amelyeknél az élek £,-bél indulnak, és £_ érkeznek. Habar ezt nem emlitik; ennél erésebbet
lattak be: minden i € £, tigyndkre létezik P € P 1t, amely i-b6l indul.

Ezutén vegyiik észre, hogy a transzformacids G(my, ) grafunk szorosan kapcsolédik G(my)-hez és G(ma)-
hoz. Pontosabban ha m és my is PO, és van egy (i,7) él G(my,m2)-ben, akkor lenni kell egy (j,i) élnek
G(m1)-ben, és egy (i,7) élnek G(ma)-ben. Ahhoz, hogy ezt lassuk, tekintsik (i,j) élt G (w1, m2)-ben; vagyis
van egy g € ma(j) N1 (7). Mivel mindkét szétosztds Pareto optimélis, i-nek és j-nek is 1-et ér a tdrgy (vagyis
g € V;NV;). Ekkor g € m1(i) N V;-bél kévetkezik, hogy (j,4) ¢l 1étezik G(my)-ben, és g € ma(j) N V;-bél az,
hogy (4, j) 1étezik G(ms)-ben. Vagyis mondhatjuk, hogy egy 4, j uth6l G(my, m3)-ben kovetkezik, hogy j,¢ ut
van G(m)-ben; és egy i, 7 it G(ma)-ben.

Legyen 7' egy MNW szétosztas h''® haszonvektorral; és tekintsiik G(my,7'%)-t. Mivel 71 és 7€ is
Pareto optimalisak, és nincsenek értéktelen térgyak; ezért u;j(mi(j)) = |m1(j)|, és u;(we(4)) = |nt(j)|
minden j tligynokre.

Tekintsiik i {igynokot az el6zé lemmabdl. Eldszor vegyiik észre, hogy h; > hl® ellentmond annak, hogy
hti lexikografikusan a legnagyobb; vagyis h; < hi% teljesiil; vagyis i € £_. Tehdt léteznie kell egy P titnak
tie)

valamely j € £;-bdl egy i iigyndkbe G(my, 7"¢)-ben. Vegyiik észre, hogy ez azt jelenti, hogy létezik egy

it j-bél i-be G(7"*¢)-ben; és egy 1t i-bdl j-be G(m)-ben. Azonban minden j < i-re h; = h¥¢; vagyis
|T1(5)] = |7t€(4)|; vagyis j nem tartozik £, és £_ koziil egyikbe se. Tehat j > i.
Mivel 7 és 7 is MNW szétosztdsok, ezért létezik egy 1t i-b8l j-be G(m1)-ben, és j-bél i-be G(7'%)-

ben; egy korabbi lemma alapjan tudjuk, hogy
(3) [ ()] < |ma(@)] + 1 és |w*(i)] < |*(j)| + 1.
Valamint tudjuk, hogy i € £_ és j € £, ; tehat:

(4) [ma(@)] < [77(@)] és |7 ()] < [ (5)]-
A (3) és (4)-et kombindlva adddik, hogy:

(5) Imi(i)| < mhe(i) < w°(j) +1 < [m ()] + 1.
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Mivel minden érték egész, ezért |m1(i)|+2 < |m1(5)|+1, vagyis |71 (3)|+1 < |m1(4)]. A (3)-bdl kévetkezik,
hogy |m1(5)| = |71(i)| + 1. Ekkor ha (5)-ben |m(j)| helyére beirjuk ezt, adédik, hogy |w%(i)| = |m1(i)| + 1;

vagyis amit szerettiink volna; hl*® = h; + 1. O

Tegyiik fel, hogy ™ egy MNW szétosztéds, ahol h # h'': vagyis az el6z6 lemma teljesiil; vagyis vegyiik
i és j ligynokot, illetve a lemméban szereplé P utat. Legyen ' = P(w), melynek haszonvektora h'. Egy
korabbi lemmébdl tudjuk, hogy h; = h; —1=h; és hi = h; + 1 =h; = hte; tehat megfigyelhetd, hogy 7’
egy MNW szétosztéds; és a h' haszonvektoranak eleje hosszabban megegyezik h'*® haszonvektoréval, mint
h-nak az eleje. Kovetkezésképp ha 7 tényleg egy MNW szétosztds h = hi®-vel, akkor nincs ilyen P 1it.

Az algoritmusunk azzal kezdédik, hogy meghataroz egy tetszdleges 7 szétosztast. Ehhez felhaszndlhatjuk
[6] és [11] &ltal megadott hatékony algoritmusokat, amelyek bindris additiv haszonssigi fiiggvények esetén
megadnak egy M NW szétosztast. Ezutan a mi algoritmusunk megtalélja a legkisebb ¢ indexet, amelyre van
egy Ut j > i-be, ahol |7 (j)| = |7 ()| +1 és cstusztassunk ezen Ut mentén. Az elébbiek alapjan ennek n iteracié
utdn egy M NW szétosztast kell visszaadnia, amelynek lexikografikusan a legnagyobb a haszonvektora. Ehhez
hasonld, ekvivalens lefrdsa az algoritmusnak az ” M NW?'€ binaris additiv hasznossagi fiiggvények esetén”
néven lathaté algoritmus.

Hogy ezt formalisan is ldssuk, i-re teljes indukciéval megmutatjuk, hogy 7' egy MNW szétosztés
ug (7' (k)) = h{® minden k € [i]-re. Ez természetesen i = O-ra trividlis, 7° egy MNW szétosztés. Tegyiik
fel, hogy az indukciods feltevésiink teljesiil ¢ — 1-re.

Ha a P 1t i-bSl valamely j > i-be G(m%~1)-ben (az el6z6 lemmé&bdl); akkor tudjuk, hogy u; (7'~ 1(i))+1 =
hte. Azonban azt allitjuk, hogy ezen P it mentén cstisztatds egy olyan M NW szétosztést (r%) eredményezne,
amelyre u;(7(i)) = u;(7*71(i)) + 1 = hi*. Ezen feliil nem valtoztatja egyik k < i iigynék hasznit sem.
Tehat 7 szétosztds M NW szétosztés, amelynek haszonvektora megegyezik ht*°-vel az els6 i komponensében,
ahogy szerettiik volna. Emellett ha nem létezne ilyen ut, akkor az el6z6 lemma és az indukcids feltevésiink
alapjan u; (771 (i)) = hi*-nek fenn kell dllnia, vagyis 7¢ +— 7'~ ! elegendd.

Ahhoz, hogy ldssuk, hogy a futdsi idé polinomialis, tudjuk, hogy additiv binaris hasznossagi fiiggvények
esetén meg tudunk hatdrozni polinomidlis idében egy M NW szétosztdst. Minden iterdciénal egy G(wi~1)
grafot kell 1étrehoznunk, és egy megfelel6 utat keresniink ebben; ezeket meg tudjuk tenni polinomiélis id6ben.
Végiil egy it mentén csisztatast is el tudunk végezni polinomialis idében. Mivel a for ciklusunk n-szer fut
le, ezért a teljes futdsi id6 polinomidlis.

O

8. Osszefoglalés

Az aldbbi dbrakon lathaté két halmazdbra a vizsgdlt eredményekkel a kiilonb6z6 hasznossagi fiiggvények
esetén. Ha csak a szétosztds tipusa szerepel (pl. EF'1), akkor az azt jeloli, hogy az adott fiiggvények esetén
ez a fajta szétosztas polinomialis idében megtalalhaté. Emellett tekintve, hogy az Osszes ellenpéldank két
iigynokos esetben volt, ezért azokat csak a két tigynokos abran tlintettem fel; nyilvanvaléan ha két tigynokre
nem fetétleniil 1étezik, tetszéleges szamu ligynok szamara se fog.

Lathatjuk, hogy teljesen tetszdleges, s6t, szimplan csak megegyez6 hasznossagi fiiggvények esetén nem
létezik feltétleniill EFX szétosztds; azonban specidlisabb esetekre mér igen; példaul megegyezd additiv,

vagy harmadrendii hasznossagi fiiggvények esetén. Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon sima additiv, esetleg
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Tetsz6leges

Megegyez6
Diszjunkt-normalizalt EFX = EFX,
Additiv PO EFX EF1
Harmadrend(
PO EFX MEW
Binaris
PO EFX3 PO EF1 GSP
és MNwW

MNW = leximin

Negativ Boolean

Boolean

EFX,

EFX?

a leximin megoldds EFXa

és PO

monoton csokkené esetén

EFX}

1. abra. Eredmények tetszdleges szamu tigynokre
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diszjunk-normalizalt esetben mit mondhatunk errol tetszéleges szamu iigynokre; természetesen diszjunkt-
normalizélt esetben két tigynokre ezt belattuk, hiszen FF X, = EFFX ekkor és a leximin megoldds mindig
1étezik.

A leximin megoldas kapcsan még annyi meriilt fel, hogy additiv bindaris hasznosséagi fiiggvények esetén a
leximin megolddsok halmaza egybeesik az M NW-vel (bar ezt az eredményt dolgozatomban nem lattam be,
csak hivatkoztam ra). Lathatd, hogy szimpla additiv esetben van olyan M NW szétosztds, amely nem EF'1;
és ugyebar tudjuk, hogy EF X, magaba foglalja EF'1-et; vagyis jelen esetben az M NW és leximin megoldés
egész biztosan nem esik egybe; azonban a harmadrendii additiv hasznossagi fiiggvények esetén ez kérdéses.
Tovabba EF1l-et tudunk taldlni két ligynok esetén tetszéleges esetében, n ligynok esetén pedig el6szor
additivban. Szintén kérdéses diszjunkt-normalizaltnal lesz-e mar ilyen E'F X-hez hasonléan; nyilvinval6an
ha FFX-et talalnank, akkor EFF'1-et is.

Emellett lathat6, hogy egészen sok szétosztasunk egyben Pareto optimalis is. Természetesen mivel a
leximin megoldés diszjunkt-normalizalt esetben PO, ezért addédik, hogy additiv bindris esetén az M NW
szétosztasok is azok. Azonban sima additiv esetén lathaté mar, hogy nem minden M NW szétosztas Pareto
optimalis. Ismét felmeriilhet a kérdés, hogy vajon harmadrendiiek esetén ez mar teljesiilni fog; vagy ez

el6szor a binaris additiv figgvények esetében meriil fel.

Tetsz6leges Megegyez6
Diszjunkt-normalizalt a leximin megoldds EFXa és PO
Additiv EFX3 nem feltétlendl létezik | 3 MNW nem PO és nem EF1
Harmadrendd| | \inimdlis dNW nem
feltétlenil EF1
PO EFX?
nem felt.
MEW
EFX nem EFX nem feltétleniil létezik
, - . . I . . I P e, P . +
feltétleniil létezik a ex:r'r:g:1 r;ﬁgécilggj Efx monoton csékkend esetén EFX
EF1 3 egyik EFX sem EFX, EF1 nem feltétleniil PO
3 egyik EFX sem PO

2. abra. Eredmények két tigynokre
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