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Koszonetnyilvanitas

Eziiton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Havasi Agnesnek, hogy segitett a
téma kivalasztasatol kezdve egészen a dolgozat végso formaba ontéséig. Szakértelmével és
hozzaértésével a konzultdciok sordn sikeriilt a numerikus matematika vilagat megszerettetnie
velem. Faradhatatlan és lelkeS segitségével folyamatosan motivalt, hogy ez a dolgozat ilyen
formaban elkésziilhessen. Tovabba szeretném megkoszonni a csalddomnak a rengeteg lelki
tdmogatast, illetve a bardtaimnak, szaktarsaimnak, hogy az egyetemi éveim alatt kitartoan

mellettem alltak és hittek bennem.



1. Bevezetes

Sokszor fordul el természettudomanyos, mérnoki és gazdasagi teriileteken, hogy
kozonséges ¢és parcidlis  differencidlegyenleteket, illetve egyenletrendszereket kell
megoldanunk. Gyakran a keresett pontos megoldas eléallitasa lehetetlen, vagy nagyon
1doigényes ¢€s koltséges lenne, igy alternativ megoldésra van sziikségiink. Erre szolgalnak az
ugynevezett numerikus modszerek, amelyekkel nagy pontossaggal kozelithetjiik a kitlizott

feladat megoldasat.

Szakdolgozatom elején sz6 lesz a legelterjedtebb mddszerek, az ugynevezett véges
kiilonbséges, egylépéses modszerek alapjairdl, azon beliil is az explicit Euler-formularol.
Bemutatjuk ezek miikodését és definidljuk a jellemzésiikhoz sziikséges alapfogalmakat. Az
explicit Euler-modszernek az az egyik hatranya, hogy csak els6rendii pontossagot biztosit, és
ez sok esetben nem elegendd. Ha adott 1épéskozzel dolgozva nem elég pontos a megoldas,
akkor ezen ugy lehet javitani, hogy a kapott eredményt elvetjiik, és kisebb 1€péskozzel elolrol

kezdjiik a szdmolast. Ez azonban plusz idével és koltséggel jar.

A pontossag hatékony javitasara szolgal a dolgozat f6 témaja, a Richardson-
extrapolacionak nevezett konvergenciagyorsito eljards. Eredeti valtozatanak lényege az, hogy
a feladatot ugyanazzal a numerikus modszerrel kisebb, pl. feleakkora 1épéskozzel is megoldjuk,
és a két numerikus megoldast linearisan kombinaljuk. Ez az eljaras eggyel magasabb rendben
pontos megoldast szolgaltat, mint az alapmoédszer. Igy tehat a korabban kiszamolt

eredményiinket is felhasznaljuk, igy az nem vész karba.

A 4. fejezetben bemutatjuk a Richardson extrapolacio alapelvét, majd szot ejtiink két
1étez6 valtozatarol: a passziv (4.1 fejezet) és az aktiv (4.2 fejezet) Richardson-extrapolaciorol.
Az 5. fejezetben attekintjiik a modszer lehetséges altalanositasait, amelyekkel tovabb
novelhetjik a numerikus megoldas pontossagat. Részletesebben lesz sz6 az ismételt
Richardson-extrapolaciorol, amelynek soran kett6nél tobb numerikus megoldast kombinalunk
(5.1 fejezet). Megvizsgaljuk a modszert kiilonbozé hosszusagu 1€péskozok, valamint tobbszori
ismétlés esetén. A tobbszords Richardson-extrapolaciorol is emlitést tesziink. Végezetiil az

elméleti pontossagot tesztfeladaton numerikusan is ellendrizziik.



2. Numerikus modszerek

Ebben a fejezetben néhany altalanos definiciot ismertetiink a kozonséges differencialegyenletek
numerikus modszereivel kapcsolatban. Definidljuk, mit jelent az, hogy a numerikus modszer
egy- vagy tobblépéses, mit neveziink 1épéskdznek, mitdl lesz egy modszer explicit vagy
implicit, illetve, azt, hogy mit neveziink a mdédszer pontossaganak/konzisztenciajanak. Ezekhez
a Faragd Istvan és Horvath Robert altal irt Numerikus modszerek jegyzet 2011-es kiadasat

fogom alapul felhasznalni.

Megoldand¢ a

1) 22 = f(t,yO),t € (to,T]
(2) y(to) = ¥o

kezdetiérték-feladat, ahol az f: R x R% — R jobb oldali fiiggvény folytonos valamely G c
R x R? tartomanyon, és ¥y, € R® adott kezdeti érték. Keresiink olyan y: R — R%:
fliggvényt, amely

I.  értelmezve van a [t,, 7] intervallumon,
Il.  differencialhato a (t,, 7] intervallumon,
1. kielégiti az (1) differencidlegyenletet ezen intervallum minden pontjaban, és

IV. eleget tesz a (2) kezdeti feltételnek.

Ismeretes, hogy a jobb oldali fliggvény Lipschitz-tulajdonsaga biztositja a megoldas
a [ty,T] intervallumon. A gyakorlatban erre legtobbszor valamilyen véges kiilonbséges
modszert alkalmazunk. Ehhez a feladat [t,, T] id6intervallumat véges sok osztoponttal részekre
daraboljuk. Legyen a felosztas-intervallumok szama N, ekkor ekvidisztans felosztas esetén egy

részintervallum hossza T/N lesz. Jeloljiik ezt a hosszsagot (1épéskozt) a tovabbiakban h-val.



Definicid (2.1): A

wp,={t,=nh,n =01,...,N; h=T/N}
halmazt ekvidisztans rdcshalonak nevezzik.

Tehat mikozben a pontos megoldas egy folytonos fiiggvény, a numerikus megoldés eredménye

egy racspontfiiggvény (vektor) lesz.

A véges kiilonbséges mddszerek kozott a legegyszeriibbek az egylépéses modszerek.
Ekkor egy rogzitett idépontbeli kozelitést a racson azt megel6z0 id6pontbeli kozelités
felhasznalasaval hatarozunk meg. Az egylépéses modszerek kozé tartozik példaul az explicit és
az implicit Euler-modszer, valamint az ezeket magaba foglalo Runge-Kutta-modszerek
csaladja. A dolgozatban az explicit Euler-modszerrel foglalkozunk majd részletesebben. Az

egylépéses modszerek altalanos alakja
Yn+1 =Yn T+ @Mty Yo, Y1)
ahol @ valamilyen fiiggvény.

Definici6 (2.2): Azokat a modszereket, amelyekre @ = @(h,t,,y,) , explicit

modszereknek nevezzik.

Definicié (2.3): Amennyiben @ = &(h, t,,Vn, Vnt1) (azaz a @ fiiggvényben

szerepel y,., is), a mddszert implicitnek nevezziik.

Definicio (2.4): Amennyiben adott pontbeli kozelitést i darab (i > 1) megel6z6 pontbeli

érték segitségével hatarozunk meg, tobblépéses vagy i-lépéses modszerrél beszéliink.

Specialisan az i = 1 valasztas esetén éppen az egylépéses modszert kapjuk vissza.
Erre egy példa az tigynevezett Adams-tipustt modszerek.

Egy numerikus moédszertdl szdmos tulajdonsidgot elvarunk. Az egyik legalapvetébb a
konvergencia, azaz a numerikus megoldds és a pontos megoldas eltérésének (a globalis
hibanak) a nulldhoz tartisa a lépéskoz nulldhoz tartasaval. Ehhez fontos a konzisztencia

biztositasa. Egylépéses modszerre ezt a kovetkezOképpen definialjuk.



Definicid (2.5): Jeldlje 3, a pontos y(t,_q) értékbdl a t,, racspontban egy 1épés utan

kapott numerikus megoldast, azaz ¥,:= y(t,_1) + h®(h, t,_1,y(t,—1)). Ekkor a g, =
y(tn) — ¥, értéket a modszer t,, € wy, pontbeli lokalis hibajanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
a @ numerikus modszer p-ed rendben konzisztens (vagy p-ed rendben pontos) at, € wy

racspontban, ha g,,(h) = 9(hP*1) valamely p> 0 allandéval.

Ha a mddszer p-ed rendben konzisztens, ¢s még null-stabil is, akkor megfelelds simasagi

feltételek teljesiilése esetén a globalis hiba h p-edik hatvanya szerint tart nulladhoz.



3. Explicit Euler-modszer

Ebben a fejezetben bemutatjuk az explicit Euler (EE) moédszert, majd egy konkrét

Cauchy-feladatra megvizsgaljuk a modszer hibajat.

Definicid (3.1): Az

Yne1 =Yn T Af () n= 0,1,....N — 1,55 =¥
képlettel definialt modszert explicit Euler-modszernek nevezziik.

Ahogy a 3.1-es definicioban lathatjuk, az egyenlet jobb oldalan nem szerepel y,, 1, ezért
a modszer az explicit mddszerek kozé tartozik. Ahogy az el6z6 fejezetben emlitésre keriilt a
véges kiilonbségek modszerek kozott, az explicit Euler-modszer az egylépéses modszerek kozé
tartozik, azaz rogzitett idGpontbeli kozelitést a racson csak az azt megel6z6 iddpontbeli

kozelités felhasznéldsaval hatdrozunk meg.

Az explicit Euler-modszer ekvidisztans racshalon véve egy elsérendendben konvergens

numerikus modszer. Tehat p-ed rendben konzisztens.

Tekintsiik az alabbi kezdetiérték-feladatot!

1. feladat:
2y
- 1 7
y + n
y(1) =1

Ennek fogjuk a megvizsgalni a pontos megoldasat, illetve az explicit Euler-modszerrel kapott

numerikus megoldasat az [1,2] zart intervallumon.
A kezdetiérték-feladat pontos megoldasa az
y=2t—t

fliggvény.



Matlab segitségével feketével abrazoltuk a megadott intervallumon a pontos megoldast,

tovabba rozsaszinnel a 0,1, pirossal a 0,2, kékkel pedig a 0,05 hosszusagu 1épéskdzzel kapott

numerikus megoldast.

—Pontos megoldas
—=EE0/1
—EEO0.2

—EE 0.05

18 19

1. dbra Az 1. feladat pontos megolddsa, valamint az explicit Euler-mddszerrel 0,1, 0,2 és 0,05
hosszusagu lépéskozzel nyert numerikus megolddsok

Az 1. tablazatban feltiintettiik az [1,2] intervallum végpontjaban kapott pontos megoldas és a

kiilonbozo (felére csokkend) 1épéskozokkel kapott numerikus megoldas hibajat.

1. tablazat. Az 1. feladat pontos és numerikus megolddsa, valamint a numerikus megoldds abszolut hibdja a

T = 2 pontban, 15 tizedesjegyre kerekitve

Lépéskoz Pontos megoldds Numerikus megolddas Hibdja
0,2 6 5,333333333333332 0,666666666666668
0,1 6 5,636363636363642 0,363636363636358
0,05 6 5,809523809523816 0,190476190476184
0,025 6 5,902439024390215 0,097560975609785
0,0125 6 5,950617283950585 0,049382716049415
0,00625 6 5,975155279503233 0,024844720496767
0,003125 6 5,987538940810097 0,012461059189903

Lathato, hogy a 1épéskozt a felére csokkentve a hiba is koriilbeliil a felére csokken, ahogyan azt

egy elsérendit modszertdl elvarjuk.
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4. Richardson-extrapolacio

Az extrapolacios modszerek elvét a kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg. Tegyiik fel,
hogy egy kezdetiérték-feladatra p-ed rendben konvergens numerikus moédszert alkalmazunk.
Az extrapolacidés modszerek 1ényege, hogy a globalis hiba vezetd tagjat vagy tagjait kiejtve p-

ed rendiinél gyorsabb konvergenciat ériink el (Ellowitz, 2009, Brajnovits, 2011).

Ezek utan pedig térjiink ra a Richardson-extrapolaciora (RE). A modszer kidolgozasa Lewis
Fry Richardson (1881-1953) [1] nevéhez fliz6dik, aki a 20. szazad elején fejlesztette ki ezt a
modszert, hogy derivaltakat kozelitsen vele adott pontokban. Napjainkban elsésorban
kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasa soran hasznaljuk. A modszernek tobb
ismert valtozata is létezik: megkiilonboztetjiik a passziv (4.1) és aktiv (4.2) Richardson-

extrapolaciot [3].

A kozonséges differencidlegyenletek megoldasaban alkalmazott Richardson-extrapolacios
eljaras l1ényege az, hogy két kiilonb6z6 idokozzel (példaul h és h/2), de ugyanazon p-ed rendben
konvergens modszerrel nyert numerikus megoldasokat kombinalunk. Ezzel egy p-ed rendben

konvergens mddszer konvergenciarendje p+1-re novelhetd.

A moddszernek tobb altalanositasa is fellelhetd, amelyek 1ényege, hogy még magasabb rendben
konvergens eljarast kapjuk. Az egyik lehetséges modszer, melyrél a késobbiekben (5.1
fejezetben) részletesebben sz6 lesz, az ugynevezett ismételt Richardson-extrapolacio. Ennek
lényege, hogy ketténél tobb kiillonbozé hosszusagh 1épéskozzel nyert numerikus megoldast
kombindlunk linedrisan. Egy masik altalanositdsa pedig az Un. tobbszords Richardson-

extrapolacio, amelynek az elvérdl csak emlités szintjén lesz sz6 az 5.3 fejezetben.
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4.1 Passziv Richardson-extrapolacio

Mint emlitettiik, ezzel a modszerrel p-ed rendben pontos alapmodszerbol p+7-ed rendben
pontos modszert gyarthatunk. El6szor nézziik meg a mitkddési elvét, majd utdna konkrétan a

kezdetiérték-feladaton valod alkalmazasat tekintsuk.

Ismét vegyiink egy h €s egy h/2 1épéskdzii racsot a feladat idéintervalluméan. Itt is kombinaljuk
a durvabb és a finomabb racson kapott numerikus megoldast a durva racs pontjaiban, de nem a
kombinalt eredménybdl 1épiink tovabb, hanem a két racson egymastol fiiggetleniil oldjuk meg

a feladatot. Ez lathatd a 2. 4bran.

A A7 :

Yo AN AN

212 o ol -

2. abra A passziv Richardson-extrapolacio dbrdzoldsa

Nézziik most konkrétan kezdeti érték (Cauchy) feladatra:

Y—fty) te [t,Tl y(0)=y, . aholazfity) folytonos figgvény

Jelolje y(t,) az elébbiekben felvazolt feladat pontos megoldasat valamely t, racspontban.

Oldjuk meg ezt h és h/2 1épéskdzzel is egy adott numerikus moddszerrel. Az igy kapott két

kozelitést a 2. abrahoz hasonldéan Z,[Ll] €s z,[lz] jelodlje. Ekkor
y(ty) =z + Ky - P + 9 (hP+Y)

y(tn) = 22 + Ky - (h/2)P + 9 (hP+Y)

12



K; a z,[lll és z,[f] szamitas soran alkalmazott numerikus modszertdl fiiggd mennyiség. K; fiigg a

feladattol és az idérétegtol, de nem fiigg a h 1épéskoztél. Keresiink olyan ¢, és ¢, egylitthatokat,

amelyek mellett fennall az aldbbi 6sszefliggés:

y(tn) = (cy - 2 + ¢y - 221y = 9 (Pt

Helyettesitsiink be:
y(tn)—c1(y(tn) — Ky h?)
—c;(y(tn) — Ky - (h/2)P) = 9(hP*H)

Most az ismeretlenek meghatarozasara felallitunk két egyenletet.

* Egyenlévé tessziik nullaval a bal oldali konstans tagot:

Y(tn) = (e + ) y(tn) = 0

Ebbdl az alabbi egyenletet kapjuk:
Cl + C2 = 1
* A hP-es tagnak is nullanak kell lennie:

Cl'Kl'hp+C2'K1'(h/2)p=0

Itt a K; - hP tényezdvel egyszerisitve megkapjuk a masodik egyenletet:

C1+2_p=0

13



Ilyen moédon az

1+ c=1
C2
C1+2_p—0

linearis algebrai egyenletrendszert nyertiik az ismeretlen c; és ¢, egyiitthatokra, amelynek

matrixos alakja
1 1
AEIRREH

, -1 2P : . .
Ennek megoldasa c; = 751 C2 =5, azaza Richardson-extrapolacioval nyert numerikus

megoldas alakja a kovetkezo:

—Z,[ll] + 2P -27[12]
2P —1

A 2. tdblazatban feltiintettiik, hogy néhany konkrét p rend (1,2 ill. 3) esetén milyen sulyokkal
kell kombinalnunk a két numerikus megoldast.

2. tabldazat. A cq és ¢, sulyok értéke elso-, masod- illetve harmadrendii alapmodszer esetén.

p=1

p=2

p=3

-1/3

-1/7

4/3

8/7
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4.2 Aktiv Richardson-extrapolacio

Tegyiik fel, hogy ismét h és h/2 1épéskozzel oldjuk meg a Cauchy-feladatot. Az aktiv
RE ugy miikodik, hogy a hosszabb (jelen esetben h) 1épéskozii racs minden pontjaban
kombindljuk a hosszabb és rovidebb 1épéskdzzel nyert numerikus megoldast, (a rovidebbnél
minden esetben két I1épést tesziink meg), majd a kdovetkezd iddpillanatban mar ezzel a kombinalt

eredménnyel szdmolunk tovabb (lasd 3. ébra).

5 {1] zgl]

Yo Y1 Y2 |===

27! 212

3. dbra Az aktiv Richardson-extrapolacio abrazoldsa

Megmutathato, hogy itt is a 4.1 fejezetben latott c; és ¢, stulyokkal kell kombindlni a
két numerikus megoldast ahhoz, hogy p+7-ed rendi modszert nyerjiink. Vizsgaljuk meg ezt a

modszert egy konkrét Cauchy-feladatra.

2. feladat:
y’ = sin(2t)-y/2 t€[0,10]
y(0)=0

Ennek fogjuk a megvizsgalni a pontos megoldasat, Osszehasonlitani az explicit Euler-
modszerrel, valamint annak aktiv Richardson-extrapolalt valtozataval kapott numerikus

megoldéssal.

A feladat pontos megoldasa:

8 2 8
y(t) = 17 exp(—0,5t) + 17 sin(2t) — 17 exp(2t)

15



08

06

04

02

—Pontos megoldas

0.2

—EE

—EE+aktiv

0.6
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4. dbra A 2. feladat pontos megolddsa, valamint az EE és EE+aktiv RE médszerrel, 0,2 lépéskozzel nyert
numerikus megolddsok

—Pontos megoldas

——EE

—— EE+aktiv

08
0 1 2 3 4 5 3 7 8 o 10

5. dbra A 2. feladat pontos megoldasa, valamint az EE és EE+aktiv RE modszerrel, 0,1 lépéskozzel nyert
numerikus megoldasok

16



Az Osszehasonlitast szamszert értékekkel a 3. tdblazat mutatja:

3. tablazat A 2. feladat numerikus megoldasa és hibdja T = 10-ben az EE és EE + aktiv RE

modszerrel, egyre kisebb lépéskozokkel

Lépéskoz EE EE + aktiv RE

Numerikus megoldas Hiba Numerikus megoldas Hiba
0,2 | -0,181050614986148 | 0,099588119865018 | -0,078721155565381 0,002741339555748
0,1| -0,129907043916938 | 0,048444548795809 | -0,080793353915596 | 6,691412055331997e-04
0,05 | -0,105365727276643 | 0,023903232155514 | -0,081297446483985 | 1,650486371446436e-04
0,025 | -0,093336575378252 | 0,011874080257122 | -0,081421524136325 | 4,097098480379535e-05
0,0125 | -0,087380425202106 | 0,005917930080976 | -0,081452289448090 | 1,020567303891551e-05
0,00625 | -0,084416716628464 | 0,002954221507335 | -0,081459948377855 | 2,546743273823537e-06

Itt is megfigyelhet6 az explicit Euler-modszernél, hogy a 1épéskdzt a felére csokkentve

a hiba is koriilbeliil a felére csokken. Illetve az is megfigyelheté, hogy a Richardson-

extrapolacioval kapott megoldas valoban egy renddel pontosabb, mint az explicit Euler-

modszerrel kapott numerikus megoldas.

Az aktiv Richardson-extrapolacionak van egy hatuliitdje, mégpedig az, hogy az

alapmoddszer jO stabilitasi tulajdonsagai nem o©roklédnek automatikusan at a kombinalt

megoldasra. Ilyen helyzet fordul elé példdul, ha az aktiv Richardson-extrapoléciot az ismert

trapézszaballyal 6tvozziik [2 és 3].

Azonban a passziv Richardson-extrapolacional, amelyet a 4.1 fejezetben mutattunk be, a fenti

stabilitasi probléma nem léphet fel, amennyiben az alapmoédszer stabil.
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5. A Richardson-extrapolacio
altalanositasai

A 4. fejezetben a klasszikus Richardson-extrapolaciorol volt részletesebben szo, ahol
bemutattuk, hogyan tudunk legalabb p+1 rendben pontos eljarast 1étrehozni. A most kdvetkez6
fejezetben a modszer lehetséges altalanositasai keriilnek bemutatasra, ami szamunkra azért
lehet izgalmas, mert valaszt kaphatunk arra a kérdésre, hogy nyerhetiink-e magasabb rendben

konvergens eljarasokat a RE felhasznalasaval.

5.1 Ismételt Richardson-extrapolacio (IRE)

Az egyik lehetséges Otlet a rend tovabbi ndvelésére az ismételt Richardson-extrapolacio
elve [4 és 5]. (Az angol nyelvii szakirodalomban a modszer elnevezése Repeated Richardson
extrapolation, roviditve RRE.) Alkalmazzunk egy tetszéleges numerikus modszert, példaul a
korabbiakban bemutatott Explicit Euler-modszert harom kiilonb6z6 1épéskozzel, pl. h, h/2 és
h/4. Ezutan képezziik a linearis kombinaciojukat a legdurvabb racshald pontjaiban az alabbi

abra alapjan:

6. dbra Az Ismérelt Richardson-extrapoldcio dbrazoldsa
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A harom numerikus megoldas hibajara az alabbi 0sszefiiggések érvényesek:
y(ty) —z2) = Ky - hP 4+ K, - P+ 4 9(hP*2)
y(t) =z = Ky* (h/2)P + Ky (h/2)P*! 4+ 0(hP*2)

Y(tn) — 25 = Ky - (h/4)P + Ky - (R/4)PH + 9 (hP*2)

Szeretnénk Z,[ll], Z7[12] és Z,[l3] értékét igy kombinalni linearisan, hogy a hiba h p+2-edik

hatvanyaval legyen aranyos. Kdnnyen megmutathato, hogy a keresett kombinécio a

kovetkezo lesz:

2 —3.2p . g8 4 ppen) . 2]
1—3-2P 4 2@p+D)

IRE _

Yn

A 4. tablazatban feltlintetjiik, hogy kiilonboz6 p értékekre a fenti képlet szerint milyen ¢4, ¢, c5

sulyokat kell hasznalnunk.

4. tablazat. A cq, Cy, €s c5 sulyok értéke els6-, masod-ill. harmadrendii alapmédszerre h, h/2 és h/4
lépéskozii racsok esetén.

p=1 p=2 p=3
¢ 1/3 1/21 1/105
c, -2 -4J7 -8/35
Cs 8/3 32/21 128/105
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5.2 Numerikus modszerek vizsgalata
kiilonbo6zo 1€péskozokre

A szakirodalomban csak arra talaltunk példat, ahol ismétléses Richardson-extrapolacioval [4,5]
az elébb bemutatott modon, azaz h, h/2 és h/4-es 1épéskozzel dolgoznak, amit feltehetéen az
indokol, hogy ekkor a finomabb racs mindig tartalmazza a durvébbat. Ez azonban, mint latni
fogjuk, nem sziikséges ahhoz, hogy magasabb rendben pontos modszert nyerjiink. Ebben a
fejezetben tobb lehetséges 1épéskdz-megvalasztashoz is meghatarozzuk a modszer képletét,
majd felirjuk a mddszer egyiitthatoit meghatarozo linearis algebrai egyenletrendszert arra az
altalanos esetre, amikor tetszéleges szamu ¢&s hosszsagi 1épéskozzel nyert numerikus

megoldasokat kombinalunk.

5.2.1 Az IRE modszer h, h/2 és h/3 1épeskozre

Szeretnénk belatni, hogy kettdvel magasabb rendben pontos megoldas h, h/2 és h/3 1épéskozii
racs segitségével is nyerhetd, ami azért lehet érdekes, mert a klasszikus IRE moédszernél
némileg kisebb szamitasigénye lenne. Mivel az el6z6 szakaszban ismertetett eredeti IRE
modszer a durva racs egy részintervalluman 6sszesen 7 kis 1€pést végez el, mig ebben az esetben
ez a szam csak 6, igy szamitasigénye az eredeti IRE modszer szamitasigényének 6/7-szerese
lenne. Megvizsgaljuk, hogy milyen sulyokkal kombinalva kapunk két renddel pontosabb

modszert.

7. abra Az ismételt Richardson-extrapoldcio dbrdzoldsa az vj lépéskozokre
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Ebben az esetben a harom numerikus megoldas hibajara az alabbi Osszefiiggések érvényesek:
y(ty) — z2 = Ky - hP + K, - RPHL + O (hP*2)
Y(tw) =z = Ky - (R/2)P + Ky - (h/2)P+ + 9(hP*2)
Y(t) =2z = Ky (h/3)7 + K+ (h/3)P*! + 9 (hP*2)

Keresiink olyan ¢y, c,, c3 egyiitthatokat, amelyekre fennall az alabbi 6sszefliggés:

y(tn) = (cy 2 + ¢y 2l 4 ¢y 2y = 9(hP¥2)

Helyettesitsiink be:
y(tn) —a(tn) — Ki-h? — K- hP*
—c(¥(tn) — Ky~ (R/2)P— Ky - (R/2)P*)
—c3(¥(tn) — Ky~ (h/3)P — Ky - (h/3)P™H) = 9(hP*?)

* Egyenlévé tessziik nullédval a bal oldali konstans tagot:

Y(tn) —(c1+ o+ c3)y(tn) =0

Ebbdl az alabbi egyenletet kapjuk:
(o8} + Cy + C3 = 1
* A hP-es tagnak is nullanak kell lennie:

Cl'Kl'hp+C2'Kl'(h/Z)p+C3'K1'(h/3)p:O

Itt a K; - hP tényezdvel egyszerisitve, a

C2  C3
C1+2_p+3_p—0

egyenletre jutunk.
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« A hP*l-es tagnak is nullinak kell lennie:

Cl " KZ - hp+1 + CZ - Kz - (h/Z)p+1+ C3 - K2 - (h/?))p+1 == 0

Ebbdl a kozos K, - hP*1 tényezbvel egyszeriisitve megkapjuk a harmadik egyenletet:

Cy C3

Cl*’iﬁI{*‘éEIT:: 0

Ily médon az alabbi linearis algebrai egyenletrendszerre jutottunk:

C1+ C2+ C3:1

€2  C3
C14'§§-F§;'— 0
C2 C3
atopmtgpen =0

amely matrixos alakban:

1 1

1

1 1 €1 1
2P 3r | X [Czl = [O]
1 1 C3 0

1 2p+1 3p+1

A Matlab szimbolikus eszkdztara segitségével a fenti linearis egyenletrendszer paraméteresen

megoldhatd, és az IRE modszer alabbi formul4jat szolgaltatja:

(2]
yIRE _ Zgll] _ 2(P+2) z, + 3(P+1) 'ZE]
n =

1— Z(P"‘Z) + 3(P+1)
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Ismét megfigyelhetjiik, hogy a linedris kombinécidoban szerepld sulyok az alapmoddszer p

rendjétdl fliggnek.

Az 5. tdblazatban kozoljiik ezek konkrét értékét p = 1, 2 és 3 esetére.

5. tdblazat. A c, c,, és c3 sulyok értéke elsé-, masod-ill. harmadrendii alapmédszerre h, h/2 és h/3
lépéskozii racsok eseten.

p=1 p=2 p=3
¢ 1/2 1/12 1/50
c, -4 -4/3 -16/25
Cs 9/2 0/4 81/50
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5.2.2 Az IRE modszer harom tetszdleges
1épéskozzel

Hasznos lehet a harom réacsra tdmaszkodd IRE mddszert még altalanosabb megkozelitésben
megvizsgalni, nevezetesen, ha h, h/k és h/m 1épéskdzt hasznalunk, ahol k és m nem egyenld,

illetve mindkettd pozitiv egész szam.

A levezetés az 5.2.1-es szakasz mintajara konnyen elvégezheto, €s igy a kovetkezd linearis

egyenletrendszert kapjuk a keresett c;, c, és c5 sulyokra:

C1+ C2+ C3=1

C2  C3
¢+ W + ﬁ =0
[ [
C1 + mp2+1 + kpil = 0
Az egyenletrendszer matrixos alakja:
1 1 1
1 1 €1 1
1 R J—
mpP kP | X [Czl = [0]
1 1 C3 0

mp+1 kp+1

A Matlab szimbolikus eszkoztara segitségével a p renddel mint paraméterrel szamolva a h,

h/k és h/m [épéskozii IRE modszer képlete:

— 1. [2] _
(k —m)z! + (mp(m km)) z + k" ptl - 713

IRE.,

n

Ellen6rzésképpen, ha m-t éppen 2-nek, k-t pedig 3-nak valasztjuk, akkor az el6z6 képletet kell

kapnunk, és err6l Matlab-teszttel meg is gy6zodtiink.

24



5.2.3 Az IRE modszer négy 1épéskozzel

Van, amikor sziikségiink van a pontossag tovabbi novelésére, ekkor egy lehetséges modszer
lehet szamunkra, hogyha még egy ujabb 1épéskozzel megoldjuk a feladatot, és igy mar négy
megoldast kombindlunk linedrisan. Ebben a fejezetben konkrétan a h, h/2, h/3 és h/4-es

1épéskozt fogjuk alapul venni.

8. dbra Az ismételt Richardson-extrapoldcioé dbrdzoldsa 4 kiilonbozd lépéskozre

Az eldbbiekben latott p+2-ed rendben pontos mddszer helyett most p+3-ad rendli modszert
szeretnénk kapni. Ez esetben az n-edik idérétegen elkovetett hibakat az alabbi modon tudjuk

felirni:
y(ty) — 2z = K, -hP + K, - hPTL + K, - hP*L 4+ 9(hP*3)
Y(tn) = zi) = Ki- (h/2)P + Ky - (R/2)P*1 + K3 - (h/2)P* + 9(hP*3)
y(t) =2z = Ky (h/3V + Ky + (h/3)P*! + K5+ (h/3)PF! + 9(hP*+?)

y(tn) — 2z = Ky - (h/4)P + Ky - (/4P + K3 - (h/4)P! + 9(hP*3)

Keresiink olyan ¢y, c,, c3 és c, egyiitthatokat, amelyek mellett fennall az
y(t) = (e zn H 6z etz ey zy) = 0(RPH)

Osszefiiggés.
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Helyettesitsiink be:
y(tn) —a((tn) — Ki-hP — K- hP™ — Ky - hP2)
—c(y(tn) — Ky~ (h/2)P + Ky - (h/2)P™" = K3 - (R/2)P*?)
—c3(¥(tn) = K1 (h/3)P + Ky - (h/3)P* — K3+ (h/3)P*?)
—c,(y(tn) — Ky - (B/4)P — Ky - (h/BP™ — K3 - (h/4)PT2) = 9(hP*?)

Célunk az ismeretlen egyiitthatok c;, c,, c3 és ¢, meghatarozasa. Ezt az 5.2.1. szakaszban

bemutatottakhoz hasonléan végezhetjiik el, de ez esetben négy egyenletre lesz sziikségiink.

* Egyenlévé tessziik nullédval a bal oldali konstans tagot:

y(tp) —(c1+ 2+ ¢c3 + ¢u) y(ty) =0

Ebbdl az alabbi egyenletet kapjuk:
C1+ C2+ C3 + C4=1
* A hP-es tagnak is nullanak kell lennie:

Cl'Kl'hp+C2'K1'(h/2)p+C3'Kl'(h/3)p+C4'K1'(h/4)p:0

Itt a K - hP tényezOvel egyszerlisitve megkapjuk a masodik egyenletet:

« A hP*l.gs tagnak is nullanak kell lennie:
Cl - Kl - hp+1 + Cz - Kl - (h/Z)p+1+ C3 - Kl - (h/3)p+1+ C4_ " Kl " (h/4)p+1 = 0

Itt a K, - hP*1 tényezbvel egyszeriisitve megkapjuk a harmadik egyenletet:

Cy C3 Cy

1t op+1 + 3p+1 + 4p+1 =0

C
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» A hP*? -gs tagnak is nullanak kell lennie:
Cl ) Kl ) hp+1 + CZ ' Kl ' (h/Z)p+1+ C3 ' K1 ' (h/g)p+1+ C4, ) Kl ) (h/4‘)p+1 = 0

Itt a K5 - hP*2 tényez8vel egyszertisitve megkapjuk a negyedik egyenletet:

Ca C3 Cy

1t 2D+2 + 3p+2 + 4p+2 =0

C

Ilyen mddon az alabbi linearis algebrai egyenletrendszerre jutottunk:

C1+ C2+ C3+C4=1

€2  C3  C4
C1 +2_p+3_p+4_p_ 0
C2 C3 Cyq
€1+ op+1 + 3p+1 + 4p+1 0
C C C
c =t ——=0

1t op+2 | 3p+2 | 4p+2 =

Ebben az esetben is érdemes az egyenletrendszert matrixos alakba rendezni:

1 1 1 1
L 1 1 1
z wow | [
1 1 1 |x el = o
1 3p+1 3p+1  3p+il Cs 0
1 1 1 1
3p+1  3p+1  3p+1l]

A Matlab szimbolikus eszkoztara segitségével a p renddel mint paraméterrel szdmolva a

kovetkezd lesz a modszer képlete:

e =120 4122727 - 27300 B 1647 40
" —1+12-2P-27-3" +16-47
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6. tablazat. A cq, c3, c3 €s c, sulyok értéke elsé-, masod-ill. harmadrendii alapmédszerre h, h/2,
h/3 és h/4 lépéskdzii racsok esetén.

p=1 p=2 p=3
¢ -1/6 -1/60 -1/390
c, 4 4/5 16/65
Ca 2712 -81/20 -243/130
Ca 32/3 64/15 512/195
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5.2.4 Az IRE modszerek 6sszehasonlitasa egy
konkrét feladatra

Ebben a részben a 4.1 fejezetben bemutatott 2. feladatot oldjuk meg az IRE moédszer kiilonb6zo
valtozataival dolgozva, kiillonb6zo szami ¢és hosszusagh 1épéskozokre. Elsddleges
varakozasunk, hogy a legpontosabb eredményt, mivel p+3-ad rendben pontos, a négy
1épéskozzel kombindlt IRE modszer fogja adni, mig a legnagyobb hibaja a h, h/2 és h/3
kombinalt IRE mo6dszernek lesz, hiszen a klasszikus IRE médszernél a harmadik 1épéskoz

finomabb, mint ebben az esetben.

A 9. abran megszemlélhetjiik a kapott numerikus megoldasok grafikonjait a pontos megoldéssal

Osszehasonlitva.

0.8

086

04

02—

0.2

—Pontos megoldas

—IRE

-04

—IRE h, h/2 es h/3

—IRE negy egyenletre

o6 | | | |
] 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10

9. dbra A 2. feladat pontos megoldasa, illetve a harom kiilonbézé |\RE médszerrel kapott numerikus megoldasok
[0,10] intervallumon
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Mivel nagyon kozel vannak egymashoz az értékek, ezért az abra egy kis részletére, a
[9,999975,10] intervallumra jobban rakozelitiink, hogy szabad szemmel lathatobbak legyenek
a hibak:

-0.081462 | — —

-0.081464 — —

-0081466 — —

-0.081468 — —

-0.08147

-0.081472

-0.081474

-0.081476 — —

-0.081478 — .
—Pontos megoldas

-0.08148 [— —IRE
—IREh,h/2esh/3

-0081482 —

—IRE negy egyenletre

| L |
9.999975 9.99998 9.999985 9.99999 9.999995 10
t

10. @bra A 2. feladat pontos megoldasa, illetve a hdarom kiilonbozé IRE megolddas kinagyitva a [9,999975,10]
intervallumon

A 10. abran szabad szemmel a pontos megoldas és az IRE modszer négy kiilonboz6 1épéskozzel
gyakorlatilag alig kiiloniil el, ezért érdemesebb inkabb a kapott hibak szamszer(i értékeit

vizsgalni, amelyeket a 7. tdblazatban mutatunk be.
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7. tablazat. A kiilonbozo IRE mddszerek hibai T = 10-ben

IRE modszer h, h/2 és h/4

IRE modszer h, h/2 és h/3

IRE modszer h, h/2, h/3 és

1épéskozzel (EE 1épéskozzel (EE h/4 1épéskozzel (EE
Lépéskoz
alapmodszerrel) alapmodszerrel) alapmodszerrel)
hiba hiba hiba

0,2 4.294229525850235e-05 5.729915744437375e-05 1.274880715163018e-07
0,1 5.543941231367366e-06 7.396997554226514e-06 1.521760825684559%¢-08
0,05 7.019039493516566e-07 9.362541212032394e-07 1.146429479126354e-09
0,025 8.823602093421812e-08 1.176738001762434e-07 7.730535656058635e-11
0,0125 1.105887628694013e-08 1.474683700153356e-08 5.014738624353754e-12
0,00625 1.384138331728124e-09 1.845633396113655e-09 3.580191698659974e-13

Ahogy elézetesen vartuk, a klasszikus IRE moédszer egy kicsivel kisebb hibat

eredményez, mint az IRE h, h/2 és h/3 1épéskozokkel, de ne felejtsiik el, hogy az utobbinak a

szamitasigénye is valamivel kisebb. Szintén lathat6 a 7. tdblazat alapjan, hogy az IRE mddszer

négy lépéskozre magasabb rendben pontos megoldast biztositott szamunkra, a 2. feladat esetén.

A hibék ugyanis az els6 két modszer esetén koriilbeliil a nyolcadara, a harmadiknal viszont mar

a tizenhatodara csokkentek.
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5.2.5 Az altalanos IRE modszer

Viszonylag ritkan van gyakorlati alkalmazasokban sziikség 10-12 rendben konzisztens
modszerre, de elméleti vonatkozasban izgalmas lehet szamunkra a vizsgalata. Az ismételt

Richardson-extrapolacioval tobbszori ismétlésekkel tetszdleges pontossag elérhetd.

A korébbiakban a matrixos alakokban megfigyelhetiink egyfajta sémat, amelynek segitségével
most tetszéleges méretre altalanositjuk az IRE modszert. Az 6tlet a kovetkezd: vegylink w darab
kiilonboz6  racsot, amelyek 1épéskoze rendre h,h/m,,h/m,,...,h/m,_; ahol

mq,my,...,my,_q killonbozo pozitiv egész szamok.

Ezek mindegyikén oldjuk meg a Cauchy-feladatot, és a megoldasokat ¢4, ..., ¢,,—1 stlyokkal
kombinaljuk Ggy, hogy a kombinalt modszer rendje p+w-1 legyen.

A korébban latottak természetes altalanositasaval az alabbi lineéris egyenletrendszert allithatjuk

fel az ismeretlen c;, ..., c,,_; egyiitthatokra:

C1+ C2+ C3 +...+ CW—l = 1

C1 + D + 3 D =0
1 My my,_4
(&) C3 Cw-1
C1+W+W+... o1 0
my 2 w—1
C2 C3 Cw-1
€+ p+w—1 + p+w—1 ot p+w—-1 — 0
my m, my, 4

Matrixos alakban felirva kicsivel konnyebben attekinthetd a szabalyszerliség:

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
p 14 p p
m;, m, my, , M, 4 €1 1
. . CZ 0
1 1 1 1 X| ¢z | =10
1 p+w-2 p+w—2 p+w-2 p+w—2 :
1 m, my,_, my,_ Cw-1 0
1 1 1 1 1
p+w—-1 p+w—-1 p+w—-1 p+tw—-1
1 m2 mw—2 mw—l

(megjegyzés: az egyenlet jobb oldaldn w-1 darab 0 szerepel)
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5.3 Tobbszorods Richardson-extrapolacid
(TRE)

Létezik a Richardson-extrapolacionak egy masik altalanositasa, amelyet tobbszoros
Richardson-extrapolacionak neveznek [4 és 5]. (Az angol nyelvii szakirodalomban a modszer

elnevezése Multiple Richardson extrapolation, roviditve MRE.)

A modszer az ismételt Richardson-extrapolacidhoz hasonléan p-ed rendben pontos
alapmodszerbdl konstrual p+Z2-ed rendben pontos eljarast. A modszer 1ényege az, hogy
valamely p-ed rendi alapmaddszert a klasszikus Richardson-extrapolacioval (KRE) kombinalva
egy p+1-ed rendben pontos mddszeriink van, és ezen kombinalt modszert kombinaljuk ujbol a

klasszikus RE-val.

Vagyis el6szor megoldjuk a feladatot az alapmodszer és a klasszikus RE kombinaciojaval h
1épéskozon (azaz h és h/2 1épéskozzel dolgozva), a kapott megoldast jeldlje zKRE, majd az
alapmodszer és a KRE moddszer kombinacidjaval kettét 1éplink h/2 1épéskdzzel (mindkét
1épésben h/2 a hosszabb és h/4 a rovidebb 1épés). gy a wKRE-vel jeldlt numerikus megoldést

kapjuk. A két numerikus megoldast az id6lépcsd végén linedrisan kombinaljuk.

h
YRE

_h/2
YRE

11. abra A tobbszoris Richardson-extrapolacio abrazolasa
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Kiilon-kiilon a zKRE ¢és a WKRE is a 4. fejezetben bemutatott okok miatt p+7 rendt

pontossagot biztosit szamunkra. Ezért az alabbi képlettel megadott modon kell lineérisan

kombinalnunk a zZKRE-t és wKRE értékét [4 és 5]:

2P*1 . wKRE — zKRE
2r+t — 1

TRE _

In

Ekkor a modszeriink p+2-ed rendben lesz pontos. Tehat az IRE modszerhez hasonldan itt is

sikertilt elérnilink a pontossag javitasat.

A tObbszoros Richardson-extrapolacional is felmerill az a kérdés, mint az ismételt
esetén, hogy tudunk-e tovabb javitani a pontossagon. A valasz az, hogy igen, méghozza hasonld
elven, mint az IRE mddszernél. Ott eggyel tobb racs hozzavételével tudtunk pontosabb
megoldast eldallitani, itt pedig a KRE elvét alkalmazhatjuk akar tetszélegesen sokszor a
kombinalt megoldasra. Igy pl. p+3-ad rendben pontos modszert ugy nyerhetiink, hogy a
tobbszoros RE-val kapott p+2-ed rendi modszert alkalmazzuk h és h/2 tavolsagon, majd
kombinaljuk linearisan. A stlyok felirasanal ekkor mar p+2 helyettesitendd az eredeti KRE

képletében szerepld p helyébe.
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6. Osszegzés

A szakdolgozatban kozonséges differencialegyenletek numerikus modszereivel
foglalkoztunk. Bemutattunk egy konkrét véges kiilonbséges modszert, az explicit Euler-
modszert. Utdna a pontossag javitasa céljabol bevezettiik a Richardson-extrapolacio modszerét.
Megvizsgaltuk a modszer pontossagat, és egy konkrét feladaton 6sszehasonlitottuk a hibajat az
explicit Euler-modszerével. Ezek wutan a Richardson-extrapolacio —altalanositasaival
foglalkoztunk. Egy konkrét feladaton osszehasonlitottuk az ismételt Richardson-extrapolécio
kiilonboz6 valtozatait, ahol lathattuk, hogy minél tobb kiilonbozo 1épéskdzzel kapott numerikus
megoldast kombinalunk, annal pontosabb lesz a kombinalt megoldas. Majd megkonstrualtuk
az ismételt Richardson-extrapolacio altalanos modszerét, amellyel a rend tetszdleges
nagysagura novelhetd. Végezetiil sz6 volt egy masik lehetséges altalanositasrol, a tobbszoros

Richardson-extrapolaciorol.

A dolgozatban bemutatottak szamtalan bdvitési lehetdséget rejtenek magukban.
Részletesebben is ki lehetne fejteni a numerikus modszereket, bemutathatnank koéziiliik tobb
kiilonbozét is, példaul az implicit Euler, a Runge-Kutta vagy éppen az Adams-tipusu
modszereket. Osszehasonlithatnank ezek hibait kiilonb6z6 feladatokon, a 1épéskozok
valtoztatasaval. Megvizsgalhatnank, hogy ezek a modszerek, hogyan is mikodnek a

Richardson-extrapolacio kiilonb6z6 fajtaira. Végezhetnénk kiilonbozo stabilitasvizsgalatokat.

Osszességében a szakdolgozatban betekintést nyerhettem a numerikus matematika
vilagaba. Lehetdségem nyilt jobban megérteni, hogyan miikodnek a differencidlegyenletek
numerikus modszerei, valamint, hogy milyen teriileteken és milyen feladatok megoldasara lehet
Oket felhaszndlni. Elmélyithettem a tudasomat a programozas teriiletén, és atfogd képet
kaphattam a Richardson-extrapolacio modszerérél. Remélem, hogy az itt elsajatitott hasznos
tudast a késobbi tanulmanyaim, illetve jovobeli munkam soran is sikeresen fel tudom majd

hasznalni.
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