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Bevezetés

Viératlan helyzetek, fordulatok folyamatosan el6jonnek az emberek életében és a vi-
lagban. A 2020-as év egy emlékezetes év lesz mindenki szdmara. Ki gondolta volna,
hogy egyszer egy jarvany uralni fogja a vilagot hénapokon 4t, hatassal lesz az emberek
mindennapjaira, €s az orszdgok gazdasigéat is befolydsolni fogja hosszid hénapokon ke-
resztiil? [gaz a mondds, miszerint barmi barmikor megtorténhet. Szakdolgozatomat egy
olyan t¢émabol szerettem volna irni, ami aktudlis, hatdssal van a vilagra. Jelen helyzetben

a koronavirus jarvdny az, ami nagy mértékben valtozasokat hoz a Foldon.
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Szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Prohle Tamdsnak, aki timogatott
és lehetdvé tette szdmomra, hogy egy olyan témardl irjak a szakdolgozatomban, ami
mai napig uralja és hatdssal van mindenre a vildgon. Hélas vagyok, hogy szakértelmével
és tandcsaival végig segitette a szakdolgozatom megirdsit. Kdszonet a sok konzultici-
Okért is. Nélkiile és tanitott tandraim nélkiil ez a szakdolgozat nem johetett volna 1étre.
Valamint szeretném megkdszonni csalddtagjaimnak és bardtaimnak a sok-sok tiirelmet

és timogatdst, amit az egyetemi éveim alatt kaptam t5liik.
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1. Mi az a korona virus?

A COVID-19 egy tjonnan felfedezett koronavirus, mely a kinai Wuhanbdl terjedt el
2019 decemberében. 2020.03.11-én a WHO (World Health Organization - Egészségligyi

Vildgszervezet) pandémidva nyilvanitotta a virust.

Magyarorszagon el8szor az elsd koronavirussal fert6zott beteget 2020.03.04-én re-
gisztréaltdk, az elsd koronavirus jarvanyban elhunyt beteget 2020.03.15-én jelentették

be.

Jelen helyzetben a mdsodik hulldimmal veszi fel a harcot az emberiség. Az els6 hul-
lam Magyarorszagon marciustdl majusig tartott, mig a masodik hullim augusztusban

robbant ki és a mai napig tart.

A jarvany legf6képp az olyan id6s emberekre jelent veszélyt, akik egészségiigyi
problémakkal élnek egyiitt, mint példaul cukorbetegséggel, rakkal, sziv-és érrendszeri
betegségekkel. Amennyiben valaki elkapja a koronavirus jarvéanyt, tiinetként elsékorben
1égz6szervi megbetegedést, lazat, fajdalmat €s szaglds, izlelés elvesztését tapasztalhat-
ja. A kormdny kiilonféle intézkedéseket vezet be arra vonatkozdan, hogy megel6zziik a
jarvany terjedését. Ilyen példaul az, hogy folyamatosan értesiiliink a COVID-19 virus-
r6l, embertarsaink €s sajat magunk megvédése az dltal, hogy egy nap tobbszor is kezet

mosunk, fertGtlenit szereket hasznalunk és maszkot hordunk.

A WHO - World Healt Organization honlapjan nyomon lehet kovetni a napi

aktualis szamokat:
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datum igazolt esetek | megerdsitett haldleset | €rintett orszdgok
november 8. 49578590 1245717 219
november 15. | 53507282 1305 164 220
november 22. | 57882183 1337795 220
november 29. | 61869330 1448 896 220
december 06. | 65870030 1523583 220
december 13. | 70228447 1595187 220
december 14. | 71051 805 1608 648 220
december 18. | 73275943 1650348 222
december 21. | 75110651 1680395 222
december 28. | 79232555 1754493 222
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2. Gini-féle egyiitthato

A Gini-féle egyiitthaté egy kozgazdasidgi mérdszam, mely a statisztikai eloszlds
egyenlGtlenségét méri. A Gini-egyiitthat6t egy olasz statisztikus, demografus és szo-

ciologus, Corrado Gini fejlesztette ki az 1900-as évek elején.

2.1. Gini-féle tavolsag

Legyen az x = (xi,...,x,) tetsz6leges, nem feltétlen kiilonboz8, nemnegativ valés
szdmok sorozata, és legyen az y(x) =y = (y1,...,yn) sorozat az x sorozat elemeinek
novekvd nagysdgrend szerint rendezett valtozatabdl képzett sorozat. Tovdbba legyen, a
csak n-tol fiiggs konstansokbdl all6 ¢ = (¢, ...,£,), szintén n elemi sorozat olyan, hogy

azl;=(i—0.5)/n—0.5,i=1,...,n-re.

Vegyiik a kovetkezd két, a fent mondott n hosszid sorozatokon értelmezett fliggvényt:

Gx)=—
2 Z Zx,
j=li=1
n
22&')’1
* =1
G (y> - l n
Yi
i=1
Definicio

A G(x) valés szdmot az x = (x1,...,x,) szamsor Gini-féle indexének nevezziik.

Allitas
A G*(y) = G(x), ha az y az x nagysdg szerinti novekvd sorrendbe rendezett valtozata.

Azaz, hay = (yi,...,y,) novekvs nemnegativ szamok sorozata, akkor G*(y) = G(x).
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A Gini-féle index tipikus értelmezése, hogy az x1,x2, . ..,x, szdmok példaul egy cég
alkalmazottainak az egyéni keresete. Ekkor, mint majd latni fogjuk a Gini-féle index
azt méri, hogy az adott cégen beliili keresetek mennyire térnek el az egyenletestdl. Az
ugyanis a G(x) képletbdl kozvetleniil 1atszik, hogy a G(x) = 0, ha minden alkalmazott
ugyanakkora 0sszeget keresne, €s ha igy alakulna, hogy a cégen beliil mindenkinek O a

keresete, egyet kivéve, akkor a G(x) = 1 lenne.

Masik tipikus alkalmazdsa a Gini-féle indexnek, ha az x értékek az egyes egyének
vagyondt jelentik. Ez a fajta interpretacié azért hasznos, mert a Gini-féle index elvileg
olyan esetekben is alkalmazhat6, amikor nem mindegyik x érték pozitiv. Egy vagyon

lehet negativ az addssdgok miatt, &m a kereset esetén a negativ kereset szokatlan volna.

A szakdolgozatban a Gini-indexet annak mérésére fogjuk hasznalni, hogy a ragély
kovetkeztében elhunyt személyek életkora mennyiben tér el az egyenletestdl, tehat attol,
hogy az egyes korosztilyok azonos mértékben volndnak a ragaly-haléllal érintve. Ebben

az értelmezésben a korosztilyok veszik at az el6z6 értelmezések szerinti alkalmazottak

szerepét, és a vagyon az adott életkorban elhaldlozottak szdma lesz.

2.2. A Gini-féle index négyféle szamolasi modja

A Gini-féle indexet egy rendelkezésre all6 x sorozatbol sokféleképpen ki lehet sza-
molni. Ezek koziil négyet emeliink ki. Azt, amelyik szerint a Gini-index

- az abszolut differencidk Osszege

- egy ekvidisztans sorozattol vett tdvolsag

- sajat magatdl vett reverz-tavolsag

- egy ekvidisztans sorozattal vett korrelacio

E szamolési médoknak az érdekességen és a szamoldasi prakticitdson til az a jelentdsége,

hogy mindegyik a Gini-indexnek mas-€s-mas tulajdonsdgara vilagit réa.
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A szamoldsi moédok konnyebb bemutathatésdga kedvéért néhdny, a tovabbiakban fel-

hasznalt jelolést vezetiink be.

Jelolések

Legyen (xf, ..,x,") az x sorozat ndvekvs nagysagrend szerint rendezett valtozata. Ezt a

sorozatot kordbban y-nal jeloltiik. Most azért alkalmazunk Gjabb jelolést, mert sziiksé-

giink van az x sorozat csokkend sorrendbe rendezett (x| ,...,x;, ) véltozatdra is.

Ismételten sziikségiink lesz a x* és az x™ tagjaibodl képzett szukcessziv dsszegek soro-

zatara, azaz az
és az

tovibba az
k
sk:ij k=1,...n
j=1

elemekbdl 4116 n elemd s~ és sT, illetve s sorozatokra.

Szukcessziv Osszegek relativ értékét jelolje:

st
rlj:L k=1,....n
Sn
illetve
_ 8
r, =— k=1,...,n
Sn

. 7 P —_— S
Jelolje az x sorozat 4tlagat X = —.
n

Megjegyzés

Nyilvanvald, hogy s, = s, = sy, tovdbb4, hogy s| = min(x) és s; = max(x),
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és ezekbdl az is kovetkezik, hogy a rendezett sorozatok szukcessziv 0sszegeinek relativ
véltozata olyan, hogy az utolsé elemekre r,, =r; =

Az x~ és x* rendezett sorozatok atlaga mindig egyenld x-al.
Tovabbi jelolések

A definicidk sordn kétféle, n hosszi ,,1étrat” fogunk alkalmazni. Ezek egymds konstans-

sal val¢ eltoltjai.

Legyen
k
e = —, aholk=1,...,n
n
és legyen
k—0.5
dy = —0.5, aholk=1,...,n
n
Megjegyzés

Mint lathat6, mindkét 1étra 1 / n 1épéskozi.
Koziiliik az e, az els6 1-ig tartd, az utébbi, a d a 0-ra szimmetrikus, az alapdefinicié D*

formaban megadott varidnsaban is felhasznéltuk, ¢ jeloléssel.

2.2.1. Abszolut differencia

A Gini-index megegyezik az abszolut differencidk osszegével, ami

n n
Y ) |xi—x]
i=1j=1

Alx) = 2nsy,

Ha a szamldléban a tagok nem csak abszolut értékben lennének, hanem négyzetre is
lennének emelve, akkor a szamlaléban 1év6 Osszeg egy a tapasztalati szorasnégyzettel
ardnyos mennyiséget adna meg. Tehat azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a Gini-féle

index szorodasi mérdszam is.
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Ez az A(x) képlet nyilvanvalé6 médon azonos eredményt ad a Gini-index definicija

szerinti G(x) képlettel.

2.2.2. Ekvidisztanstdl vett tavolsag

* no-

A Gini-index megegyezik azzal az E(r") tavolsag differencia 6sszeggel, ami az r
vekvo relativ keresetek szukcessziv Osszeg sorozata €s az e, 1-ig tartd, ekvidisztans,
rll—kt')zﬁ 1étra elemei kozt észlelhetd:

2 n
—Z ek—rk
=

T novekvé so-

Vegyiik észre, hogy az utolsé kiilonbség mindig 0. Tovabba, mivel az r
rozat szukcessziv 0sszege, a szumman beliili kiilonbségek nemnegativak. Tehat az ab-
szolutérték jel a képletbdl nem hidnyzik. Ebbdl az a kovetkeztetés is adddik, hogy a
Gini-index dupla szummads definiciés képlete atrendezhetd egy sokkal hatékonyabban
szamolhat6 formara is. Ugyanakkor ennek a képletnek az alapjan is kozvetleniil latszik,

hogy a Gini-index pontosan akkor 0, ha minden x; (mindenki jovedelme) egyenld lenne.

Ugyanis pontosan ekkor lesz az r is egy 1 / n kozd, 1-ig tarto 1étra.

A képlet azt is megmutatja, hogy miért méri jol a Gini-féle index a jovedelem tago-
z6dast. Ugyanis a benne szerepld tdvolsdg 0sszeg azt méri, hogy a szegényebb rétegek
egyiittes jovedelme mennyivel marad el attél, amennyi kereset nekik egyenld keresetek

mellett jutna.

Nyilvédnvald, hogy ez a Gini-index felirds a Lorenz-gorbe alapjdn vett — késGbbiekben

bemutatott — értelmezésének felel meg.
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2.2.3. Reverz-tavolsag

Az ellentétesen rendezett normadlt szukcessziv 0sszegek differencidjanak 4tlaga:

Z =)
D(rt,r )= —:
n

7 2z

Kovetkezménye az el6z6 képletnek.
Ez a képlet a Gini-index egy mdsfajta értelmezési lehetdségét jelenti.

Az (rk+ — r,:) differencia minden k = 1,. .., n-re azt mutatja meg, hogy a k 6 legszegé-

nyebb és a k f6 leggazdagabb Osszkereset-hdnyada kozt mekkora a kiilonbség.

A reverz tavolsag szerinti felirds a Lorenz gorbés interpreticidjaban is értelmezhets. Azt
a teriiletet kell venni, amelyet a Lorenz gorbe és az a gorbe hatarol, amelyet a Lorenz
gorbének az (5, 2) pontra vett centralis tiikkrozése ad. Ellentétben annak a teriiletnek a
kétszeresével, aminek a Gini-index az ekvivalens tdvolsdg szerint felel meg. Ami ugyan-

isa (0,0) — (1, 1) négyzet origdn dtmend 4tl6ja és a Lorenz-gorbe kozti teriilet.

2.2.4. Ekvidisztanssal vett korrelacio

A Gini-index az atlagos aranytdl val6é novekvo eltérés sorozatnak €s a O-ra szimmetrikus

1
— kozi d 1étranak a skalarszorzata:
n
+

. pd x z. ..
Vegyiik észre, hogy a zdrdjelben szerepld “k k=1,...,n sorozat szukcessziv Osszege
Sn

az r* sorozatot adja. Tovabb4, mivel Z d,=0a Z dk 0, a képlet egyszertisithetd.

k=1
Megkapjuk belSle az alapdefinicié D* varidnsat.
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Azért vettilk mégis ezt a bonyolultabb képletet, mert az x,‘: / s, hdnyados azt adja meg,
hogy a k. alkalmazott az sszjovedelem hdnyad részét kapja meg. Es igy a zarGjel-
beli Osszeg azt adja meg, hogy az alkalmazottak az atlagos 1 / n jovedelem hdnyadtol

mennyivel térnek el.

Ebben az interpreticidban a Gini-index tehat annak a korreldciénak felel meg, ami a

szimmetrikus létra és a jovedelmek dtlagostol valo eltérése kozott van.

A Gini-index R(x",d) korrelacids kifejezése a

n
2V kxf
B kz'l k _n+1

nsy n

C(x)

egyszeriibb formdban is felirhatd, ekvivalens atalakitasokkal.

2.3. A Gini-index diszkrét eloszlasok esetén

A Gini-index akkor is értelmezhetd, ha az xi,...,x;, sorozatrél nem tessziik fel, hogy
a tagjai kiillonbozbek. Figyelembe véve a Gini-index skdla invariancidjat nyilvanvalo-
an adddik, hogy a Gini-index definicidja természetes modon terjeszthetd ki tetszéleges

diszkrét eloszlasra is.

Legyen D(P,X) = ((pl, s Dhye )y (X1, ,xk,...)) egy tetszSleges diszkrét eloszlds,
azaz legyen P(x;) = py, k = 1,2,...-re. Ennek az eloszldsnak a varhat6 differencidja,

definicio szerint:
D(PX)=Y Y pipjlxi—xj]
i=1j=1

A D(P,X) nyilvdan megegyezik a E|&; — &| varhatéértékkel, ha a &, &, két egymads-
tol fiiggetlen D(P, X ) eloszldsd mennyiség. Ugyanakkor megegyezik azzal a differencia
Osszeggel is, amivel a Gini-féle tavolsdgot tetszdleges megfigyelés sorozatok esetén de-

finialtuk.
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2.4. A Gini-index dinamikaja
Alkalmazzuk a Gini-féle index eredeti definicidjét, azaz a

>

j=1i

™=

xi — xj

Il
—_

G: n
Y

=1

™=

2
I

J

képletet!

Tegyiik fel, hogy a vizsgélt x;, k = 1,...,n értékek koziil valamely i # j-re olyan x} =
X+ €, x;- = xj — € médosulds torténik, aminek kovetkeztében az x-ek sorrendje nem
valtozik. Konnyen lathatd, hogy ekkor a Gini-féle egyiitthaté valtozdsanak a mértéke

2¢€

de (i, ) = 1)

(j—=1)

Vagyis a Gini-egyiitthaté valtozasanak mértéke linedrisan fiigg attdl, hogy az atcsopor-
tositds a vagyon szerint populdcid milyen tavoli tagjai kozt torténik.

Alkalmazzuk a Gini-féle index korrelacios definicidjabol kozvetleniil adodo

Zj: —(n—1)x;)

G=* xn(n—1)

formuldjat.

Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt értékek koziil valamely ¢-re csak egy x érték véltozik egy
olyan kis €-nal: x;, = x; + €, hogy az x-ek sorrendje ettSl nem viéltozik meg. Ismét csak
konnyen lathatd, hogy ekkor a Gini-féle egyiitthat6 1j értéke, céljainknak megfelel6en

ekvivalens mddon atalakitva:

Z —(n—1))+€e(20—(n—1))

G =%

(n—1)(nx+¢€)
Lathato, hogy a megvaltozott Gini értékben a megvaltozott x-érték ¢ indexétdl csak a

szamlalé masodik tagja fiigg. Ez a tag az ¢ linedris fiiggvénye. Ha € > 0, akkor ha az
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! < % akkor csokken a Gini-index értéke, ha ¢ > % akkor novekszik. Akkor csok-
ken a Gini-index értéke legjobban, ha a legszegényebb vagyona nd, és akkor novekszik

a legnagyobb mértékben a Gini-index, ha a leggazdagabb vagyona nd. Ugyanez az €

mértékli vagyon gyarapodds a medidn ¢ = ";21 személy esetén nem okoz valtozast a

Gini-index mértékében.

2.5. A Gini-féle index karakterizacioja

Négy olyan tulajdonsdgot definidlunk, ami egy megfigyelés sorozathoz rendelt /(.)

index karakterizal6 tulajdonsaga lehet.

1. Tulajdonsag: skdla invariancia

TetszOleges x1,x2,...,x, € R mefigyelés sorozatra
I(Ax1,...,Ax,) =1(x1,..., %)
tetszGleges A € R konstans esetén.

2. Tulajdonsag: szimmetria

Tetszbleges, n elemen értelmezett & permutécidra az I(x) invaridns. Azaz

tetsz6leges x € R" esetén.

3. Tulajdonsag: aranyossag
Az index értéke a konvex linearis kombindcidkkal felcserélhetdk. Azaz

k
I(Ek) = Za

ahol Ej a k. csticspontot jeloli, tehat E;, = (0,...,0,1,...,1).
N——
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4. Tulajdonsag: linearitas

Az index értéke a konvex linedris kombindcidkkal felcserélhets. Azaz
I(Au+(1—=A)v)=Al(u)+ (1 —A)I(v)
ahol A € [0,1] és az u és v két tetszGleges nemnegativ n elemi szamsor, amire
n n
Y =Y v
k=1 k=1

2.5.1. Tétel

Azx= ()c/1 b ,x/n) € R" megfigyelés sorozatokhoz tartozo

Gini-féle index, ami az egyetlen olyan R" — R”" fiiggvény, amely bir a fenti 4 tulajdon-

sdggal, azaz skdla invaridns, szimmetrikus, a csicsokon ardnyos és linedris.
Bizonyitds. Legyen

n
K:{)’ERmZ)’k:léS)’I Syzé---éyn}
k=1

Beldthat6, hogy szimmetrikus és skdla invaridns esetben elég a problémat csak a

rendezett, 1 Osszegli, azaz a K-beli sorozatokra vizsgdlni. Az y € K sorozatok sorba-

fejthetéek azon vl ..,v, ... V" sorozatok szerint, amelyeknek az i < j elemei nul-
. n
lék, és a tobbi v{ :ﬁ. Rdadasul a sorfejtés a € R” egyiitthatdira Z o =16s az

i=1
o;=(n+1—1i)(yi—yi—1),aholi=1,... nis teljesil.

1 i

Ugyanakkor n szerinti indukcidval belathatd, hogy n darab, K-beli, tetszéleges w*, ..., w', ...

i i=1

n n
vektorra az / Z Biw' ) sulyozott 6sszeg az I leképezéssel felcserélhetd, egyenld Z Bil (w')-
ot ‘

vel.

W

n



2. GINI-FELE EGYUTTHATO 19

Vagyis a skdla invariancia és az ardnyossag a csticspontokon, a konvexitds és a linedris
pedig a belsd pontokon hatdrozza meg a Gini-indexet. Viszont a mondottak alapjan a

tétel kovetkezik. OJ

2.6. A Gini-index alkalmazasa a 2020-as jarvany adataira

A 2020-as magyarorszagi jarvany haldlozasi adatait a kormény ".gov" portélja részle-
tesen kozli, feltiintetve az elhaltak nemét és korat. Kozli az esetlegesen volt kronikus

betegségiiket is, de ez az elemzésiink szempontjabol irrelevans.

Két adatsort hasznélunk fel, az egyik a 2020. december 27-ig elhunyt 8951 fert6zott ne-
me és kora, az elhaldlozdsuk sorrendjében. Es azt, amelyik megmondja, hogy a jarvany

egyes, elsd 298 napjan hany halott adédott.

Vizsgalatainkat elobb 4, az adatokat kozvetleniil leiré dbrdval, majd 2, a koreloszlas

Gini-féle mértékének idSbeli valtozasat bemutaté dbraval dokumentaljuk.

Az elsO vizsgalat targya az elhaltak kozti férfi+nd ardny véltozasa az elsé 8951 halott

alapjan.

A halottak kozti férfiak aranyszama hatarértékben: 51.1%

0.550 —
0.525
0.500 -~
0.475
0.450

--- 51.1%

0 500 1500 2500 3500 4500 5500 6500 7500 8500

az utolso figyelembe vett elhalélozott sorszama
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A kozolt dbra azt mutatja, hogy a férfi halottak szama Iényegében mindig magasabb
volt, mint a n6i halottaké. Ez a megéllapitds azért érdekes, mert a kozhiedelem szerint
a ragély altali haldl inkdbb az id6seket fenyegeti, és mint ismeretes a tarsadalmon beliil
sokkal tobb az id6s holgy, mint férfi. Vagyis ez utébbi ellenére magasabb a férfi halot-
tak szdma, mint a noké. Erdekes tovabba az, az ugyanezen abran lathaté tovabbi tény,
hogy noha a férfi haldlozdsi arany az 51.1%-hoz latszik konvergalni, a tényleges férfi

haldlozasi ardny lényegében mindig ez az ardny felett volt.

Ezen megéllapitasok miatt érdemesnek latszik megvizsgalni, hogyan alakul az els6 298

nap alapjan a meghalt férfiak és nék koreloszlasa.

Az elhunytak szama nemenként (kék=férfi, piros=nok)
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Kiilon, csak a férfiak koreloszlasa.

Az elhalalozott férfiak szama a koruk fliggvényében
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Kiilon, csak a nék koreloszlasa.

Az elhalalozott nok szama a koruk fliggvényében
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Osszevetve a ndi és férfi elhaldlozottak koreloszlasat, hdrom szembeo6tls dolgot 4llapit-
hatunk meg. Mig a ndi halalozas tipikusan a 80-90 éveseket érinti, addig a férfi hald-
lozasok tipikusan a joval szélesebb €s fiatalabb 65-80-as korosztalyt érintik. Harmadik,
tarsadalmilag nem nagyon szamontartott, ugyanezekr6l az abrakrdl leolvashat6 tény,
hogy kiilondsen a férfiakndl, de a n6k esetén sem elhanyagolhaté a 60 évesnél fiatalab-

bak haldlozassal val6 érintettsége.

A dolgozat targya szempontjabdl a kovetkezd két dbra a legérdekesebb. Ezen dbrak
segitségével azt vizsgaltuk, hogyan véltozik az elhunytak kora a jarvany idejének mula-

saval.

A férfi és n6i elhaldlozdsokat kiilon értékelve az dsszes adatot figyelembe véve azt kap-
tuk, hogy a mig a férfi Gini-index 9.02%, addig a n6i 7.69%. Ezek viszonylag alacsony
értékek, nyilvan amiatt vannak, hogy a haldlozdsok nem koncentralédnak egy-egy kor-
osztalyra. De a két index kozt kapott viszonylag nagy — 1.33 szdzalékpont — kiilonb-
ség megfelel azoknak a kordbbi megjegyzéseinknek, amelyeket az eloszldsok kozvetlen

vizsgalatakor tettiink.
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El6zetes vizsgélatok alapjan tgy dontottiink, hogy a koreloszlas Gini-indexét egymaés-
utdni 42 napokon vizsgaljuk az els6 naptél kezdve csiisztatva, az utolsé 42 napig. Igy
Osszesen idésoronként 298-42=256 iddablakban vizsgaltuk meg a Gini-index értékét.

Az eredményeket az alabbi két dbra mutatja.

A férfi koreloszlds Gini-indexének valtozdsa a jarvany elsd 298 napja alatt,
42 napos szakaszokban értékelve.

Jarvany halalozott férfiak koreloszlasénak véaltozasa a jarvany elsd 298 napja alatt
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A jarvany hanyadik napja?

A néi koreloszlds Gini-indexének véltozdsa a jarvany els6é 298 napja alatt,
42 napos szakaszokban értékelve.

Jarvany halalozott nok koreloszlasanak véaltozasa a jarvany elsé 298 napja alatt
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A jarvany hanyadik napja?
Jol 1athato, a két gorbe kozti kiilonbség: a férfiaké sokkal nagyobb ingadozdsokat mutat
és van egy szakasza, amikor a haldlozas eloszlasa 0sszehuzddik, mig ugyanebben az

id6szakban a n6i haldlozds inkdbb jobban szétteriil a korosztalyok kozt.
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3. Lorenz-gorbe

A Lorenz-gorbét tipikusan az egy gazdasdgon beliili jovedelmek megoszlasanak be-

mutatdsara haszndljuk. A Lorenz gorbét Max O. Lorenz 1905-ben fejlesztette ki.

M. O. Lorenz 1905-ben a Pub. of ASA-ban ,,Methods of Measuring the Concentra-
tion of Wealth” cimmel megjelent cikkében azt vizsgalta addzési adatokat elemezve,

hogy mit is mondhatunk az egyes osztdlyokbeli jolét valtozasarol.

Szamos korabbi szerz6 mdédszerét megvizsgélta, és arra a kovetkeztetésre jutott, el-
sOsorban az USA-beli és porosz adatokat elemezve, hogy egyik, addig alkalmazott méd-

szer sem megfeleld a helyzet bemutdsara.

Bevezeti az azéta réla elnevezett Lorenz-gorbét és alkalmazza azt a porosz és mes-
terséges adatokra. Megallapitotta azt, hogy egyrészt a gorbe egyértelmtien valaszt ad
arra, hogy Poroszorszagban a jovedelem koncentracid 1892 és 1901 kozott novekedett.
Hiszen a gorbe, melyet 1901-ben alkalmaztak, majorélja, azaz tobbre értékeli az 1892-

es adatokat.

Az egyértelmi novekedés, az egyértlemi majoralés ténye azt is jelenti, hogy a meg-
felel gorbék nem metszik egymast. Ezzel kapcsolatban megmutatja a mesterséges ada-
tokon azt, hogy a gorbék metszésének a hidnya nem sziikségszerd. Viszont azt lathatjuk,
hogy a metsz$ gorbék is alkalmasak az elemzést megalapoz6 statisztikdnak. Hisz, hogy-
ha a gorbék a jovedelem egy sdvjaban végig majoraljak, illetve minoraljdk egymast,
akkor az, az adott jovedelem sdvon beliil jovedelem koncentraciét vagy kiegyenlitddést

jelent.

Megjegyezendd, hogy Lorenz ebben a cikkében , kumulalt 6sszjovedelem hdnyad x
kumulalt populdciés hanyad” dbrat alkalmaz, ami az xy-koordinéta rendszerben sziik-

ségszerilien az origbhoz csatlakoz6 egységnégyzet atlgja felett halad. Ennek megfeleléen
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Lorenz alulrél konkav, novekvd gorbékkel dolgozik, ellenben a réla elnevezett, manap-

sdg hasznélatos konvex fiiggvényhez képest.

3.1. Lorenz-gorbe definicidja

A Lorenz gorbét maga M. O. Lorenz a kdvetkezé médon adja meg: "plot along one
axis cumulated per cent of the population from the poorest to the richest, and along the
other axis the percent of the total wealth held by these percents of the population". Er-
telemszer( forditasban: "rajzoljuk az egyik tengelyen az dsszesitett populdcio hdnyadot
a legszegényebbtdl a leggazdagabbig, a mdsik tengelyen pedig az dsszvagyondt ugyan-
ezen populdcio hdnyadnak". Kicsit masképpen fogalmazva: Tekintsiink egy populéci-
6t, amelyre ismert az egyénenkénti vagyon mértéke. A Lorenz-gorbe egy paraméteres
gorbe, amelynek paramétere az egyénenkénti vagyon lehetséges mértéke. A gorbe két
koordinatdja pedig legyen egyfeldl az a populdciéhanyad, akiknek legfeljebb egy adott
mértékd vagyona van. A masik pedig az az 6sszvagyon hdnyad, amelyet a populacio-
nak az a része birtokol, akiknek az egyenkénti személyes vagyona nem haladja meg a
szobanforgd paraméter értéket.

Tehat, ha a Lorenz-gorbe példdul atmegy az (%, %) ponton, akkor az azt jelenti, hogy

a populacio szegényebbik fele a vagyon egyharmadat, kdvetkezés képpen a gazdagabbik
fele a vagyon kétharmadét birtokolja. Ez az a tulajdonsdg, aminek alapjan az eredeti de-
finicio, az % érték valtoztatasa mellett a Lorenz-gorbét megadja. Ugyanakkor a Lorenz-
gorbe semmilyen informdaciét nem ad arrdl, hogy mi az a paraméter érték, azaz vagyon
mérték, aminek alapjan az adédott, hogy a populicié szegényebbik fele az 6sszvagyon
egyharmadat birtokolja. Ugyanis a Lorenz-gorbe alapjan nem tudjuk megmondani, hogy
példaul a populacié szegényebbik felébe tartozoknak mennyi a ténylegesen maximalis

személyenkénti vagyona.
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A Lorenz-gorbe formaélis definicidja igen egyszeri. Ha a populédciéban a vagyon
vagy mds nemnegativ szammal jellemezhet6 mennyiség mértéke az F eloszlds szerinti,
akkor ennek a vagyon-eloszlasnak Lorenz-fiiggvénye egy a [0, 1] intervallumbdl a [0, 1]

intervallumba képezd fliggvény. Formdlis definici6 a kovetkezd:

3.1.1. Definicio

Az F eloszldashoz tartozé L(p) = Lr(p) Lorenz-girbe a

képlet szerinti, minden p € [0, 1] értékre, ahol a U az F eloszlds vdrhatéértéke.

Megjegyzés
Nem feltétlen sziikséges kikotni, hogy a vagyon nemnegativ szdm legyen. Csak mint
majd latni fogjuk, esetlegesen negativ értéki eloszlasok esetén a Lorenz-gorbe szamos

fontos tulajdonsdga modosul.

Nyilvanvaléan ekvivalens, alternativ definici6 a kovetkezd.

3.1.2. Definicio

Legyen x = x,, az F eloszlds p € (0,1] valdsziniiséghez tartozo kvantilise, azaz legyen

p=F@) = [ ri
t=0

Azaz p annak a részpopuldcionak a hdnyada, akiknek a vagyona legfeljebb x. Az igy
megadhatd p értékre az L(p) Lorenz-girbe az a fiiggvény, amelyre:

Xp

Lip)= [ tf(0)dr [

=0

Megjegyzés

Lathat6, hogy a Lorenz-fiiggvény tulajdonképpen a vérhat6érték fliggvény transzfor-
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X
maltja, hiszen a [ 7f(¢)dt a varhatéértéknek az x-ig tarté részét adja meg, és példaul
1=0

[ tf(t)dt = u, az f(x) eloszlas varhat6értéke.
t=0

3.2. Tulajdonsagai

A Lorenz-gorbe az alébbi tétel szerinti tulajdonsdgokkal rendelkezik:

3.2.1. Tétel
Ha az L(p) Lorenz-gorbe az F nemnegativ eloszldshoz tartozik, akkor az L(p)
e konvex
e monoton novekedd
e minimuma 0, maximuma 1
e skdla invaridns
e nem eltolds invaridns

e a 7 [0,9] eloszldsokhoz az L(p) = p gorbe tartozik.

A Lorenz-gorbék felsorolt tulajdonsdgai konnyen belathatoak, a fenti definicidk alapjan.

Megjegyzés
Eltolas esetén a kovetkezd formula érvényes. Az F eloszldshoz tartoz6 L €s a c értékkel
eltolt F,.(x) = F(x — ¢) eloszldshoz tartozé Lr . Lorenz-gorbéket vizsgdlva a kovetkezd

érvényes:

He (Fe(x) = Lre(Fe(x))) = p (F (x) = Lp (F (x)))

ahol i az F, a u. = 1 + ¢ pedig az F, eloszlas varhatoértéke.

Az aldbbiakban hdrom példa, illetve dbra segitségével bemutatjuk, hogyan viselkednek

a Lorenz-gorbék a gyakorlatban.
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1. Példa

El6sz6r megmutatjuk, milyen annak a Lorenz-gorbének a formdja, amelyik ahhoz a teszt
adatsorhoz tartozik, amely szerint a populdci6 10 deciliséhez tartoz6 személyek vagyona
a decilistdl fiiggd homogén linedris érték. Az egyszerliség kedvéért tigy vessziik, hogy
mindegyik decilishez mindossze 1 személy tartozik. Ennek megfelelden a tesztadatunk
az alabbi tablazat szerinti.
réteg | 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 0. 10.
n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
y 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 10/10

tesztadatokhoz tartozik. Itt tehét az y az adott rétegbeliek vagyonat, az n pedig az adott

rétegbeliek 0ssz 1étszamat jelentik.

A Lorenz-gorbe skdlainvariancidja miatt az nyilvan nem valtoztatna a kapott gérbén, ha
ugy vennénk, hogy minden egyes réteghez N személy tartozik, ahol N egy tetszdlegesen

rogzitett nemnegativ egész (vagy valds szdm).

o S

06 — /
04 ./

0.2 — ./

Lorenz
[ ]

00 4 e—°

wealth
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Az abrat az

n <- rep(1,10) # gyakorisdg mind a 10 rétegben 1 személy
y <= (1:10)/10 # a vagyon homogén linedrisan nbd

# az ineq::Lc szerinti Lorenz fuggveny

L <- as.matrix(data.frame(Lc(y,n)[1:2]))

L
S

zin<-c("blue", rep("red",9), "blue")

plot (L,t="b",col=szin,pch=20,xlab="wealth",ylab="Lorenz")
abline (h=c(0,1),v=c(0,1),1ty=3,1lwd=2,col="gray")

R-programmal hoztuk létre. Az R rendszer ineq kiegészité csomagjat hasznaltuk fel.
Tulajdonképpen teljesen foloslegesen, hiszen a felhaszndlt Lc () fliggvénye, a meg-
adott (y,n) adatokon mindossze a kovetkez§ 4 utasitassorral ekvivalens transzformaciot

hajtotta végre.

n <- nlorder (y) ] ; Yy <— sort(y)
y <= c(0,cumsum (n*y)/sum(n*y)); n <- c(0,cumsum(n)/sum(n))

Ugyanakkor igaz, hogy az ineq: :Lc () fliggvény a fentiekkel ekvivalens sorokon
kiviil szamos formai ellendrzést is tartalmaz. Ezért a tovabbiakban is az ineq: : Lc ()

fliggvényt — 1évén az a fentieknél robusztusabb — fogjuk alkalmazni.

2. Példa

Az eltolds hatdsa a Lorenz-gorbére. A fenti definiciét nemnegativ F eloszlasok mel-
lett adtuk meg. Ugyanakkor a Lorenz-gorbe tetszdleges eloszlasok mellett is ugyanugy
értelmezhetd. Ez a megjegyzés azért sziikséges, mert az aldbbiakban azt fogjuk vizsgél-
ni, hogyan véltozik meg a Lorenz-gorbe, ha a megfeleld eloszlast egy adott ¢ értékkel

eltoljuk.
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A mondott eltolds annak felel meg, hogy az F(x)-hez tartozé gorbe helyett az F,(x) =
F(x — c) fiiggvényhez tartozé gorbét vizsgdljuk. Ez az eltolds annak felel meg, hogyha
& véletlen mennyiség az F eloszlds szerinti, akkor a £ 4 ¢ véletlen mennyiség F, sze-
rinti. Azaz mintha a populdcié mindenegyes tagjanak a vagyona a ¢ konstans értékkel

modosulna.

LC <- function(w, f,plus=FALSE)
{ if(plus) LCO(w, f)
else
{ plot(as.matrix(data.frame(Lc(w,f)[1:2])),
t="b",pch=20,col=szin, las=1,
cex.axls=.66,cex.axis=."75,
xlab="wages",ylab="Lorenz",main=cim)
abline (h=c(0,1),v=c(0,1),
lty=3, lwd=2, col="gray")} }
LCO <- function(w, f,szin="black", jel=20)
points (as.matrix (data.frame (Lc(w, f) [1:2])),
t="b",col=szin,pch=jel)

Az 4brankon azt fogjuk vizsgélni, hogy hogyan valtozik a Lorenz-gorbe, ha a rétegen-
kén érvényes 1/10,...,10/10 személyi vagyont rendre 1/10-del, 2/10-del, 4/10-del,

illetve nagyon sokkal (azaz most éppen 1000-rel) megnoveljiik?

cim<- "Egy Lorenz-gdrbe valtozadsa az eltolads filiggvényében"
LC(y,n)

LC (y+1/10,n, TRUE)

LC (y+2/10,n, TRUE)

LC (y+4/10,n, TRUE)

LC (y+1000,n, TRUE)

A fenti utasitasok az alabbi abrat hozzak 1étre:
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Egy Lorenz-gorbe valtozasa az eltolas fliggvényében

Lorenz
.

0.4 — .

0.2 —

00 — e

wages

Itt a legalsé gorbe az eredeti adatok Lorenz-gorbéje. Lathatd, hogy a tovabbi gorbék
monoton egymads folott helyezkednek el. A legnagyobb, az 1000-es eltolashoz tartozé
gorbe (kissé elkiiloniilve), csak szemmel nem is alig lathaté mértékben tér el a 45 fokos
egyenestdl. Hiszen az rétegenkénti 1000.1,1000.2, ...,1001 vagyonérték is csak csekély

mértékben tér el az egyenletestdl.

Ha a fenti Lorenz-gorbe sorozatot a hozzajuk tartozé Gini-egyiitthaté alapjan vizsgal-
juk, akkor nyilvdnval6, hogy a megfeleld Gini-egyiitthat6 sorozat csokkend értékdi. Ami
logikus viselkedés, hiszen fokozatos azonos mérték{i vagyon novekedés relativ kiegyen-
litédést eredményez. Ugyanakkor fontos észrevenni, hogy a Gini-féle egyiitthaté csok-
kenése a legnagyobb mértékben a k6zEépsé osztalyok vagyonnovekedése 4ltal kovetke-

zik be. Ott a legnagyobb a lecsipett gorbe feletti teriiletbdl.

3. Példa

Vizsgdlatunk targya e példa sordn az, hogy a vagyon értékek el6jelének és az atlag

vagyon eldjelének mi hatdsa a Lorenz-gorbére.
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Hat gorbét rajzolunk fel. A hat gorbéhez tartozo eloszlasnak, a hozzajuk tartozé Lorenz-
gorbe szempontjabol a kovetkezdk a 6 jellemzbi:

+ jeld: minden vagyon pozitiv értékd

— jel@i: minden vagyon negativ értékd

1} jeld: a vagyonok kozt van negativ, de a vagyon étlag pozitiv

|} jeld: a vagyonok kozt van pozitiv, de a vagyon édtlag negativ

% jeld: a vagyonok vegyes eldjeliek, az dtlag 0-hoz kozeli pozitiv

% jelt: a vagyonok vegyes elgjeliiek, az atlag 0-hoz kozeli negativ

A bemutatott gorbék most specidlisan ugyanannak az eloszldsnak az transzformaltjai,

de ennek a bemutatand6 tulajdonsag szempontjabdl nincsen jelent8sége.

m <- mean(y*n) ; m # .55

plot (0,0,x1lim=c(0,1),ylim=c(-.5,2),t="n",
xlab="wages",ylab="Lorenz",main=cim)

segments (¢ (0,1,1,0),c(0,0,1,1),c(1,1,0,0),c(0,1,1,0))

LCO(y,n, jel=3) # mind pozitiv (plus jel)
LCO(-y,n, jel=175) # mind negativ (minus jel)

yv0 <- y-m # a megfigyelések 0 adtlagba tolva

# van pozitiv es negativ is
LCO(y0+.2,n, jel=24) # az atlag pozitiv (felnyil jel)
LCO(y0-.1,n, jel=25) # az atlag negativ (lenyil jel)

# kozel 0 &tlag
LCO(y0+.15,n, jel=247) # pozitiv atlag (szazalek jel)
LCO(y0-.082,n, jel=247) # pozitiv atlag (szazalek jel)

segments (0,0,1,1,col="gray", 1lwd=1.5)

legend (0, 2,c("mind pozitiv", "mind negativ",
"az 4tlag pozitiv","az atlag negativ",
"ko6zel 0 atlag"),
pch=c(3,175,24,25,247),cex=2/3)
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Lorenz—gdrbe pozitiv és negativ értékekre

2.0 — + i
=+ mind pozitiv +/ v \
~ mind negativ v v -
A az atlag pozitiv +/V/ \V\
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Az 4bra alapjan a Lorenz-gorbére vonatkozdan az aldbbi négy észrevételt tehetjiik:

- Csak akkor (0,0)-(1,1) négyzetbeli a gorbe, ha minden vagyon pozitiv, vagy ha minden
vagyon negativ. Pozitiv vagyonok esetén a gérbe monoton novekvd, konvex, a négyzet
atlgja alatti. Negativ vagyonok esetén (azaz ha csak addsok vannak, akkor) a gorbe

monoton ndvekvd, de konkdv, a négyzet atléja feletti.

- Ha vannak pozitiv és negativ vagyonok, de az Osszvagyon (azaz az atlag vagyon)
pozitiv, akkor marad a konvexitas, de a monotonitds sériil, lefele kilép a gorbe a (0,0)-

(1,1) négyzetbdl.

- Ha vannak pozitiv és negativ vagyonok, de az Osszvagyon (azaz az atlag vagyon)
negativ, akkor a gorbe konkdv és a monotonitds is sériil, a gorbe felfele kilép a (0,0)-

(1,1) négyzetbdl.

- Ha az 6sszvagyon kozel 0, akkor a gorbe tovédbbra is a (0,0) pontbdl az (1,1) pontba
fut, de a végtelenbe ugrik. Ha az 6sszvagyon tényleges eldjele pozitiv, akkor a minusz

végtelenbe, ha pedig negativ, akkor a plusz végtelenbe.
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3.3. Lorenz-mértékek - a Lorenz-gorbe karakterizacioja

3.3.1. Definicié
Legyen F egy nemnegativ eloszlds fiiggvény W vdarhatoértékkel és legyen L az F eloszlds

Lorenz-gorbéje, tehdt legyen

L(p) = % [F @ pe.1]

az F eloszlds k. Lorenz momentumdnak a [0,1 ]-beli

1
k+1 1
DF(k):%/pde(p)—% k=1,2,3...
0
konstansoknak nevezziik.
Ezek a konstansok, nyilvan skdla invaridnsak ugyantigy, mint maga a Lorenz-gorbe. Te-

hdt ezek a momentumok akdr egyenlotlenségi mértéknek is nevezhetok. Szokdsos neviik

még: Lorenz-mérték.

3.3.2. Tétel
A Dp(k), k=1,2,3,...-ra a Dr (k) Lorenz mértékek léteznek.

3.3.3. Tétel

Az Lr(u) Lorenz-gorbét a D (k), k = 1,2,3,.... Lorenz mértékek meghatdrozzdk.

3.3.4. Tétel
A Dp(k), k =1,2,3,... Lorenz mértékek, a | vdarhatéértékkel egyiitt meghatdrozzdk az

F eloszlasfiiggvényt.
A Lorenz-mértékek

1
Dr(k) = (k1) [ ! (p+L(p)) dp
0
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alternativ kifejezése mutatja, hogy D (F) Lorenz-mérték a Gini-féle index-szel azonos.

Tehat a Lorenz-mértékek a Gini-féle index egyfajta kiterjesztései.

A Lorenz-mértékek tovabbi tanulsdgos alternativ kifejezését kapjuk, a k-ad rendd
jovedelem varhat6 jovedelem differencia, a gx(x) szerint. Ami tehdt
gk(x):x_]E<ie{1I,n..2.lj§+l}Xi‘XiSX7 iE{l,...,k—H})
vagyis a gi(x) jovedelem tobblet annyi, mint amennyi egy tetszéleges x jovedelem ese-
tén az x jovedelem, €s az x-nél kisebb jovedelmek maximadlis varhat6értéke k jovede-
lemszerz6t figyelembe véve. E varhat6 jovedelem tobblet alapjan a k. Lorenz-mérték:

E(gi(X))

Dy(F) = "

vagyis a k. rendii jovedelem tobblet varhat6 értéke.
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4. Az RO reprodukcios index értelmezése és becslése

Egy jarvany intenzitdsdnak alakuldsat a napi eset szamokbdl (az ismertté valt friss
megbetegedések szdmdbol vagy az adott virusban elhaldlozottak szamabdl) 4ll6 nem-
negativ egész szamokat tartalmaz6 szamsorral tudjuk leirni. A jarvany egyik fontos jel-
lemzgje, hogy egy beteg varhatéan hdny tovabbi személyt fert6z meg. Ezt az értéket
szoktuk RO értéknek nevezni. Ez az RO érték nyilvanval6an nem dllandoé a jarvany ideje
alatt, mivel véltozas 4ll be annak fiiggvényében, hogy a hatésagok példaul i1dokozben

milyen korldtoz6 intézkedéseket vezetnek be az orszagban.

Ebbdl az RO értékbdl meg tudjuk mondani, hogy a jarvany varhatéan még terjedd

vagy mdr lecseng6 szakaszban van-e.

4.0.1. Definicio

Az RO reprodukcios rdta, ha

RO > 1, ajdrvdny vdarhatéan még terjedd szakaszban van
RO =
RO <1,  ajdrvdny lecsengd szakaszban van

Sokféleképpen lehet modellezni magat a jarvanyt és a jarvanyt jellemzd RO értéket
is. Természetesen egy-egy konkrét jairvany nem feltétleniil felel meg egy adott modell
osztdlynak. Ebben a részben nem egy konkrét jarvany valodi modellezésére torekszem,
hanem arra, hogy bemutassak egy konkrét jairvdny modellt és azt, hogy annak alapjan

hogyan lehet az RO értéket becsiilni.

A modszer alkalmazhaté a jelenleg folyd jarvany, a korona virus paraméterének
megbecslésére is. De erre ennek a dolgozatnak a keretében aligha kaphatndnk tényle-
gesen érvényes eredményeket, hiszen terjedelmi okokbdl is szdmos olyan szempontot
kéne elhanyagolnunk, ami az eredmény szempontjdbol nem mellékes. Példdul az élta-

lunk bemutatott modell zart tirsadalmat feltételez. Vagyis olyat, ahol nincs id6kozbeni
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be- illetve kivdndorlds. De ennek a modellnek az is fontos paramétere, hogy hogyan ala-
kul a betegségiik lefolydsa alatt egyes fert6zottek fert6z6 képessége. Valamint milyen
eloszldssal modellezhet6 az egy beteg altal megfert6zottek szama. (Az altalunk kere-
sett RO ennek az eloszldsnak csak a varhatéértéke.) Jelenleg nem éllnak rendelkezésre

nyilvdnos adatok az ut6bbi két eloszlds tényleges megbecslésére.

4.1. A jarvany modellezése

A jarvany lefolyasat két tipusu véletlen mennyiség segitségével irjuk le:

7

1. egy fertdzott a fert6z6désétdl szamitott hanyadik napon fert6z6

2. egy fert6zott ténylegesen hany tovabbi személyt fertéz meg
Tulajdonsag

* az egy-egy megfertdzottet leird valtozok fiiggetlenek
* a megfert6z6dések fiiggetlenek egymastol

* diszjunkt egymadstdl az a kor, akit egy-egy fert6zott megfertdz

P

Azaz minden megfert6zotthoz tartozik egy masik, kordbban megfert6z6dott személy,

az, akitdl az illetd a virust megkapta.

P

Feltételezziik, hogy egy fert6zott a megfert6z6dése utan egyetlen napon fert6zo, és
feltételezziik, hogy ez a nap a megfert6z6dés napjat egy gamma-eloszlds szerinti ké-
sedelemmel koveti. Az egy fert6zott altal megfert6zottek szamat Poisson eloszlastinak

tekintjiik, valamilyen ismeretlen értékii, RO paraméterrel.
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4.2. Egy jarvanygorbe szimulacidja

Ha olyan jarvanyt szeretnénk szimuldlni, ahol a betegség inkubécids ideje gamma
eloszlasu, akkor elsd 1épésként diszkretizaljuk a megfelel6 gamma eloszlast, mert ugyan

az az id6tartam, ami egy beteg megfert6z6désétdl a fert6zové valasdig eltelik, az folyto-

nos, azonban az, hogy ezt igymond mikor, melyik nap vessziik észre, az mar diszkrét.

Egy n hosszu jarvanygorbe szimuldldsdhoz felvesziink egy n elemii vektort. Ennek
a vektornak a celldi eleinte azt fogjdk jelenteni, hogy az adott napon hany fert6zotté
valt személy van. Késobb a vektor elso celldjatol az utolsdig haladva az egyes celldkat
atirjuk, és végiil a celldk tartalma azt fogjék jelenteni, hogy az egyes napokon hany uj

fert6zott adodott.

Kezd&értékként a vektor els6 elemébe 1-et frunk, a tobbibe 0-at. Ez igy tehat azt

jelenti, hogy az els6 napon 1 fert6z6 beteg jelent meg, a tobbi napon egyeldre nem

tudunk fertdzotté valt betegrol.

Sorsoljunk ki egy m = m; egész szamot az RO paraméter(i Poisson eloszlas szerint.
Ez az m jelenti azt, hogy az elsd napi 1 fert6z0 forrds hany személyt fert6zott meg. Sor-
soljunk ki tovabba a diszkretizalt gamma eloszlds szerint m darab s1, ..., s, nemnegativ

egész szamot. Ezek fogjdk azt jelenteni, hogy az els6 napon megfert6z6dottek hany nap

mulva valnak fert6z46vé.

Irjuk tehat, a jarvanyvektor els§ celldjaba az 1 helyett az m-et, és az 1+sy. ... 145,
cellak értékét noveljilk meg eggyel-eggyel.

Igy tehdt azt latjuk, hogy az els napon m tj fertSzott van és mar latjuk azt is, hogy

7 7z

bizonyos tovabbi napokon is meg fog jelenni, egy-egy napon esetleg tobb fertdz&forras.

Lépjiink tovabb a kovetkezd olyan celldhoz — naphoz — amikor az eddig generalt
jarvanyvektor szerint van legalabb egy fert6z6forrds. Ha a generdtum azt mutatja, hogy

e napon k fert6z6forrds van, akkor generdljunk egy k - RO paraméter(i Poisson eloszlas
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szerinti m = my, szamot, és a diszkretizdlt gamma eloszlds szerint m darab sy, ...,5,

nemnegativ egész szamot.

Az m jelenti azt, hogy az adott napon m tj fert6zott adédott. Irjuk tehat, a jarvany-
vektor aktudlis celldjdba a k helyett az m-et, és noveljiik az aktudlis callatdl szdmitott

s1. ... s;. celldk értékét eggyel-eggyel. Hiszen akkor a generdtum szerint eggyel-eggyel

2z

tobb fertdz6forras fog megjelenni.
Lépjiink a kovetkez8 nem-nulla cellidhoz. Es igy tovabb.

Ezzel leirtuk azt, hogy hogyan generdlunk egy jarvanygorbét és egyben azt is, hogy mit

feltételeziink az elemezni kivant jarvanygorbérdl.

4.3. A modszer mikodése egy szimulalt jarvanygorbe esetén

Feltételezziik, hogy az dgens (3,1.5) paraméterdi gamma eloszldsi id6 multdn (5/3)
paraméterti eloszlas szerinti szdmossagu tjabb személyt fertéz meg. Ennek megfeleléen

generdlunk egy 30 megfigyelés hosszu adatsort.

library (RO)

mGT <- generation.time ("gamma", c(3,1.5))

str (mGT) # ez egy diszkretizalt eloszléas

sum (mGTSGT) # 1 Stime=lehetséges értékek, S$GT=valdszinliség

sum (mGTStime*mGTSGT) -mGTSmean # Smean=varhatdérték

sum ( (mGTStime-mGTSmean) *2+*mGTSGT) -mGTSsd"2 # Ssd=szdrés

set.seed(39) # a Jarvanygdrbe generdléasa

mEpid <- sim.epid(epid.nb=1, GT=mGT, epid.length=30,
family="poisson", R0=1.67, peak.value=500)

mEpid <- mEpid[,1] # a generalt esetszém

A generdlt jarvany adatsor rajza

plot (mEpid, t="h", lwd=4)
points (mEpid, pch=20, col="red")
abline (h=0, col="gray")
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Az 1d6tiiggd RO becslése és kirajzoldsa.

M <- estimate.R(epid=mEpid, GT=mGT, methods="TD")
plot (M)

abline (h=0, col="gray")

abline (h=1,1ty=2,col="red")

Reproduction number ( Time-Dependent )

R(t)
3
|
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Az RO érték megbecslésére az RO csomag estimate.R () eljardsdnak TD id6fiiggd
verzidjat hasznéltuk fel. Az eredmény rajzan jol lathato, hogy az adott jarvdnygeneratum
esetén az RO érték folyamatosan az 1 hatar f616tt van. Ez a hatar mutatja, hogy a jarvany
lecsengd vagy felfuté szakaszaban van. Ugyanakkor az is érvényes, hogy a gorbe értéke,
a sziirkén jelolt konfidencia tartomannyal egyiitt nem mond ellent annak, miszerint az

adatokat egy 14 2/3 RO értéknek megfeleld mddszerrel generaltuk.

A jarvany lefolydsa a becsiilt RO alapjan.

plotfit (M)
abline (h=0,col="gray")

Epidemic curve & model ( Time—-Dependent )

Incidence

20
|

10

0 10 20 30

Time

P

A fenti gorbén az lathatd, hogy az a jarvanygorbe, amit az el6z6leg becsiilt RO értékeket
felhaszndlva nyerhetiink és az 4bran piros szinnel lathatunk, elég pontosan kozeliti a

jarvany lefolyas valds értékeit.

M <- estimate.R(epid=mEpid, GT=mGT, methods="EG")

S <- sensitivity.analysis(res=M$estimatesS$SEG,
begin=1:15, end=16:30, sa.type="time")

pdf ("abra3.pdf",width=5, height=5)

plot (S)

dev.off ()
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Sensitivity of Reproduction ratio to begin/end dates RO
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Az 4brardl az olvashat6 le, hogy a konstansként becsiilt RO érték hogyan fiigg attdl,
hogy a jarvanyid6szak melyik id6ablakat vessziik figyelembe. A kapott dbran lathaté
vildgosabb folt azt mutatja, hogy a jarvanyidészak kozépsé harmaddban az RO érték
viszonylag alacsony volt. A sitétebb foltok pedig azt, hogy a jarvany mdsodik periédu-

sdban a reprodukcids rata jelentésen romlott.
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5. Osszegzés

A jarvany jellemzésének 3 eszkodzét vizsgaltam:
- a korosztdly szerinti eloszlas szérodasat Gini-féle egyiitthat6 alapjan
- a korosztdly szerinti eloszlast az eloszlds Lorenz-gorbéje alapjan

- a reprodukcids rata alakuldsat az id6 fiiggvényében

A dolgozatban az 4ltalam elvégzett vizsgilatoknak csak egy részét dokumentdltam.
Ugyanakkor a tapasztalati adatok modellezéséhez az altalam ténylegesen elemzett mo-

delleknél sokkal részletesebbekre van sziikség.

A jelen dolgozatban dokumentdltak a tapasztalati adatok vonatkozdsdban csak a mo-
dellek alkalmazhatésdganak a vizsgdlatara szoritkoznak. Ugyanakkor szdmos érdekes
megfigyelést tartalmaznak, ugy az alkalmazott eszkdzok mint a tényleges modellezési

eredmények tekintetében.
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