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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni Dr. Csomods Petra tanarnének, hogy
elvallalta a dolgozat témavezetését és folyamatos tanacsaival segitette a
dolgozat elkésziilését. Valamint eziton szeretném megkdszonni a munkajat

minden tanaromnak aki foglalkozott velem a tanulmanyaim soréan.

Tovabba szeretném kifejezni halam és kdszonetem hozzatartozéimnak, a
csalddomnak a megértésért, tiirelemért és tamogatasért, amit felém intéztek

az eddigi tanulmanyaim soréan.



1. fejezet

Bevezetés

,2Minden, amit nem értesz, veszélyes, amig meg nem érted.”

Larry Niven

Amidta létezik emberi civilizacio, mindig is fenyegették kiilonb6zs jar-
vanyok az embereket [12]. Az emberiség torténelmében tobb nagyobb valto-
zast is jarvanyoknak koszonhetiink: mint példaul a fedett csatorna haloza-
tok kialakitasa a varosainkban, vagy a HIV fert6zés okozta AIDS betegség

miatt a magasabb foku védekezés a testi kapcsolatoknél.

Az emberiség torténelmében, a nagy vilagjarvanyoktol eltekintve is, egé-
szen a kozelmultig, a legtébb halalt a fertéz6 betegségek okoztak. Még a
vilagh&dborik pusztitasai sem érték el a betegségek emberdldozatainak sza-
mat. Emberek milliéi vesztették életiiket, messze nem a SARS-Cov-2 virus

eddig a legtébb aldozatot kévetels virus ebben a felfogasban.

Példéaul ki ne emlékezne a torténelemoran oly sotétként abrazolt kozép-
korra, ahol a patkanyok, a szemét és a pestis a mindennapok része volt?
A feketehalalként is ismert betegség milliok haldlat okozta. Taldn kevésbé
kozismert, hogy ebben az id&szakban alakult ki az a ma is hasznélatos mod-
szer, amit karanténnak hivunk. A sz6 eredetileg negyvenet jelent, ugyanis
negyven napra zartak be azokat a csaladokat, amelynek tagja vagy tagjai
meghbetegedtek. A pestis mellett az egyik legpusztitobb virusként tartjak
szamon a fekete himl6t, hiszen kozel 300 milli6 aldozattal jart a torténelem

soran. Raadésul aki meggyogyult a betegséghbdl, az is egy életen at viselte



bérén a jeleit. A betegség magas lazzal, fejfajassal, majd végiil kititésekkel
jart, aminek nyomai sosem multak el. 1979-ben a WHO jelentésben kozol-
te, hogy sikeriilt véglegesen megfékeznie a betegséget. A jarvany itthon is
szedte aldozatait, sajnos sokszor azok sem keriilték el hatasait, akik tulél-
ték a betegséget. Kolcsey Ferenc példaul ennek a betegségnek a hatasara

veszitette el fél szemét.

De nem csak embereken terjedhet a jarvany: példaul a HIN1-et vagy
madarinfluenzat sokan a XXI. szazad els6 igazi vildgjarvanyanak tartjak.
2009-ben és "10-ben ez okozta a legtobb megbetegedést. Azért volt kilono-
sen veszélyes, mert mig méas virusok altaldban két genetikai elem kombina-
ciojat tartalmazzak, a madarinfluenza négyet, amibdl ketts sertésinfluenza,
egy madar- és egy human jellegti. A virus kiindulasat nem tudjak ponto-
san meghatarozni, de valészintileg Mexikobol szarmazik, és feltételezhetGen

sertések terjesztették el az emberek kozott.

A jarvanyterjedés matematikai eszkozokkel valo vizsgélatat mar 1927-
ben Kermack és McKendick megkezdte, ezek a modellek az évek soran
egyre komplexebbek, de egyre pontosabb képet adnak matematikailag ar-
rol, hogyan terjednek az egyes betegségek. Aldbbiakban néhany betegséget
ismertetek, amelyek kiilonb6z6 moédon terjednek. Szakdolgozatomban ezen

virusok terjedéséhez matematikai modellezésével foglalkoztam.

1.1. Az Ebola-virus

Az Ebola-virus ritka, de nagyon nagy kockazatu virus, amely gyak-
ran halalhoz is vezethet [II]. A kérokozot Afrika dzsungeleiben vadon é16
allatfajok hordozzak (pl. denevérek, majmok, erdei antilopok, stb), az em-
berre ezen allatokkal valé kapcsolat kdzben terjed at, példaul tetemiikkel
valo érintkezés, vériikkel vagy valadékukkal valé kozvetlen kapcsolat ko-
vetkeztében. Az emberek kozott is terjed a betegség hasonloképpen, ha
testvaladékukkal (nyallal, vizelettel, vérrel, stb) valo kozvetlen érintkezés
tapasztalhatd. Az Ebola-virus nem terjedhet levegén keresztiil, nem ha-

sonlit cseppfertézéses virusokra.

A betegség a fertézést kovetGen 2-21 nap lappangasi id6 utan erds tii-



netekkel jelentkezik, amelyek lehetnek laz, izomfajdalom, gyengeség, fej-
és torokfajas. A tiinetek a kovetkezs idGintervallumban silyosbodnak és

felléphet hanyas, hasmenés, karosodhat a maj és a vesefunkciok.

A betegség ellen jelenleg nem létezik vakcina, sem célzott terépia, csak

tuneti kezelés.

1.2. A SARS-Cov-2 virus

A Covid-19 [10] egy cseppfertGzéssel terjeds virusos, léguti és 16gzdszervi
meghetegedés, amelyet a SARS-Cov-2 nevi koronavirus okoz. Az Egész-
ségiigyi Vilagszervezet 2020. marcius 11-én hirdette ki a betegség okozta
vildgjarvany megjelenését. Jelenleg a betegség kezelésére hatasos gyogy-
szer és esetleges védGoltasok tesztelési fazisuk miatt még nem teljes korben
elfogadottak.

A Covid-19 megbetegedés legnagyobb széamban elGforduld tiinetei: 1az,
orrfolyés, faradtsag, szaraz kohogés, szaglas és izlelés hidnya, légszomj.
Lappangasi ideje a 2-14 nap kozé tehets. A betegség erételjesebb megje-
lenése, és magasabb halalozasi kockédzata az idGsebb korosztalyra jellemzd.
A koronavirus stlyos szovédménye a tiidégyulladas (Novel Coronavirus-
Infected Pneumonia-NCIP): magas 14z, szaraz kohogés, izomfajdalom, fa-

radékonység és 1égzési nehézségek.

A kovetkez6 két | yirusra” Barabasi Albert-Lész16: A halozatok tudoma-

nya [I] cimt konyvének olvasasa kozben talaltam ré.

1.3. A tulsalyossag mas szemmel

A fert6z6 betegségek — influenza, SARS, AIDS — a korokozok atadasa-
val terjednek. De vajon lehet-e koze az ismeretségi hélozatunknak ahhoz,
hogy egyes nem fert6z6 betegségeket milyen mértékben kaphatunk meg?
A legfrissebb kutatésok szerint az ismeretségi halozatunk befolyasolhatja a

boldogsag, depresszio, viselkedési szokasok vagy akar a dohényzésrol illetve



alkoholrol valo leszokasunkat is.

A tulsilyossiag az egyén testtomegindexével (body mass index, BMI)
hatarozhat6 meg. Az index sok kiilonbo6z6 faktorokbol &ll, 6ssze amelyek
magukba foglaljak az 6roklott tulajdonsagokon kiviil az étrenden és a test-
mozgason keresztiil szamos egyéb adatot is. A mérések azt mutatjak, hogy
barataink is fontos szerepet jatszanak ebben a mutatoban. Egy 5209 fér-
fib6l és nsbol allo ismeretségi halozat vizsgalata [3] szerint ha a barataink
kozil egyvalaki tulsilyos, akkor 57 szézalékkal ng annak az esélye, hogy
a mostanitol szamitott két és négy év kozott nekiink is gyarapodik a si-
lyunk. A kutatas 32 évnél idGsebb emberekrdl szol. Ez a szam a barati
kotédés mértékében valtozhat. Ezek szerint a tulsily igazabol hasonlokép-
pen ,fert6z” mint a virusok, pedig nincs az egyik emberrdl a masikra atvivg

virustorzs.

1.4. Mobiltelefonos-virusok terjedése

Felgyorsult vilagunkban nagy hangsulyt kap a digitalizacio. A szamito-
gépeken jelenlévs virusok igazabol programok, amelyek képesek dtmésolni
magukat az egyik géprél a masikra. A terjedés szabalyszertiségei nagy
hasonlésagot mutatnak az emberi virusok fertézéséhez. [I] A digitalis viru-
soknak sok egyedi tulajdonsaguk van, ezeket a mogottiik allo technologia
hatarozza meg. Mivel a mobiltelefonok a tudomany fejlédésével kézi szami-
togépekké véltak, az okostelefonokat megfert6z6 virusok is egyre nagyobb

elterjedésnek 6rvendenek.

A mobil virusok tovabbadasa két {6 kommunikacios csatornan lehetsé-

ges.

Az els6 lehetSség a Bluetooth (BT)-virusok Az ilyen virussal megferts-
z6dott telefon kb. 10-30 méteres kornyezetében minden telefont meg tud
fertézni. Mivel ehhez a kapcsolathoz elengedhetetlen a fizikai kozelség, ez
a tipus nagyon nagy mértékben hasonlit az influenzahoz vagy egyéb csepp-

fertézéses jarvanyhosz.

A masodik lehetéség az MMS éaltal terjesztett virus, amely az adott



fert6zott telefonban tarolt minden hivoszamot képes megfertézni. Ezért
ennek a virusnak a terjedése a foldrajzi elhelyezkedéstdl fliggetlen. Ko-
vetkezésképpen az MMS-virusok terjedése hasonlo a szamitogépes virusok

terjedésének szabalyszertitlenségeihez.

A kovetkez6 fejezetben a modellekhez hasznalt matematikai tudast gytij-
tottem Ossze. A 3. fejezet a bemutatott virusok terjedésére felirt modellek
felépitését és stabilitasat vizsgalja. A 4. fejezetben az itt felsorolt virusokra
irt, sajat fejlesztésti MATLAB kodokat vetem 0Ossze a felépitett modellekkel.

A szakdolgozat végén talalhato fiiggelék tartalmazza az altalam megirt ko-

dokat.



2. fejezet

Matematikai osszefoglal6

Az alabbiakban Osszefoglalom a modellekhez felhasznalt matematikai
definicidkat és tételeket. Az Osszefoglalohoz a kovetkezsk szolgaltak segit-
segemre: [7], [, [8l, 2], 6]

2.1. Differencidlegyenletek

1. Definicié. Differencidlegyenlet: Legyen F: R"™? — R folytonos
figguény és X : R — R folytonosan differencidlhato fiigguény. FEkkor az
F(t,X(t),... ,X™(t)) =0 feladatot az X (t) ismeretlen fiigguényre vonat-

kozo n-edrendi kézonséges differencidlegyenletnek nevezziik.

1. Tetel. Atviteli elv: Minden n-ed rendd linedris differencidlegyenlet
atirhato n darab elsérendid egyenletbdl dllo differencidlegyenlet rendszerré a
kovetkezd képpen:

Az explicit n-edrendd differencidlegyenlet az

(

T =X
) :X
Tn = x(1

\

Uj fligguény bevezetésével az alabbi rendszerré alakithato:



£0(t) = S X (0. Xa(t) .. Xu) (1)

\

2. Definici6. Kezdeti feltétel: Az i(t) = f(t,z(t)) differencidlegyenlet-
nek az x(tg) = xo € R™ plusz feltételét kezdeti feltételnek nevezziik.

3. Definicié. Lipschitz-folytonos: Az f: R" — R" figguényt a 0 C
R™ halmazon a mdsodik vdltozdjaban Lipschitz-folytonosnak nevezzik, ha

létezik olyan L > 0 dllando, amelyre

|f(t,p1) = f(t,p2)| < Lipr — p2
teljestil minden (t,p1), (t,p2) € 6 pontra.

4. Definicié. Pdlya: Legyen p eqy dinamikai rendszer {¢(t,p): t € R}
C R™ gorbét a p € R™ pont palydjanak nevezzik.

2. Tétel. Cauchy-Peano: Legyen adott az U C R? nyilt halmaz és az
f: U — R fiigguény. Feltessziik, hogy az f figguény folytonos U-n.

Ekkor barmilyen (to, zo) € U esetén a

kezdetiérték problémdnak létezik megolddsa a (to — €,tg + €) intervallumon

valamely € > 0 esetén.

3. Tétel. Picard-Lindelof: Legyen f: R™™ — R a mdsodik vdltozdjd-
ban Lipschitz-folytonos. FEkkor a differencidlegyenlet megolddsa lokdlisan

eqyértelmi
{ @(t) = f(t,2(1))

%(to) = X

10



5. Definicié. Autonom kézonséges differencidlegyenlet rendszer:
Tekintsiik a kovetkezd egyenletet &(t) = f(z(t)), ahol z: R — R™ és

f:R™ — R™. Ezt nevezziik autonom kiozonséges differencidlegyenletnek.

Megjegyzem, hogy ha 7 € R tetszbleges, akkor y(t) = x(t + 7) is
megoldas lesz. Illetve legyen gb(t,p) az a:(t) = f(x(t)), ahol z(tg) = p
egyenletrendszer megoldésa. Ekkor igaz, hogy qf)(t + s,p) = gf)(t, ng(s,p))

minden ¢, s € R és p € R" esetén.

Az ilyen tulajdonsagu ¢: R x R" — R” fiiggvényeket dinamikai rend-

szernek nevezziik.

6. Definici6. Egyensuly:t pont: Legyen f: R* — R"™ differencidlhato
figgvény. FEkkor az z(t) = f(a:(t)) kézonséges differencidlegyenlet egyensi-
lyi pontjanak nevezziik azon x* € R™ pontot, amire f(x*)z 0 € R" teljestil,

azaz iddben dllanddé megoldds (x(t) = x* minden t-re).

4. Tétel. Aszimptotikus stabilitas: Teqgyiik fel, hogy f: R™ — R" két-
szer folytonosan differencidlhato figgvény és x* € R™ a[3. Tétel. egyensilyi
helyzete.

Ekkor ha az f(z*) € R™" mdtriz \; sajdtértékeire Re\; < 0 minden
1 = 1,...,n teljesil, akkor az x* egyensily: helyzet aszimptotikusan sta-
bil.

5. Tétel. Instabilitdas: Teqgyiik fel, hogy f: R™ — R™ kétszer folytonosan
differencidlhato figgvény és z* € R™ a[3 Tétel. egyensilyi helyzete.

Ekkor ha az f(x*) € R™™ mdtriz \; sajdtértékei kozitt létezik olyan, amely-

re Re \; > 0 teljesiil, akkor az x* egyensilyi helyzet instabil.

6. Tétel. Alaprendszer alakja: Ha az egyenletrendszer elddll a kovetkezd
alakban x(t) = Ax(t), ahol A C R"™ konstans mdtriz, akkor az alaprendszere
U(t) = e alaki, azaz minden megoldds elddll x(t) = e?c alakban, ahol
ceR™ ésx(0) =c.

11



A kovetkez6 definicio a 3. fejezetben 16vG levezetésekben lesz kiemelt

fontossagu.

7. Definicid. Jacobi-mdtrix: A Jacobi-mdtrix egy vektor értéki fiigguény
elsdrendd parcidlis derivdltjait tartalmazo mdtriz. Legyen f: R™ — R”

fiigguény:

fl(x17x27x37"'7xn>

f2(x17$27x3a'--733n)
f(xl,xg,xg,...,xn)z f3($1,$2,$3,~-7$n) )

fn(x17x27x37"'7xn)

Ezek alapjdn készitink egy mdtrizot, amely tartalmazza a fligguény parcidlis

deriwadltjait:
aaslfl awzfl a$3fl a:r:nfl
O fo Ouofo Ouyfo . Ou,fo
f(l’l,xg,.’lfg,...,&?n): a3731.]03 axszi a3L"3f3 81'nf3 )
azlfn a{ﬂzfn 8(173.]0% a-’EnfTL

ezt hivjuk az f figguény Jacobi-mdtrizanak vagy derivaltmdrtizdnak.

2.2. Matrixok néhany tulajdonsaga

A [3 fejezet levezetéseihez linearis algebrai alapokat ebben a részben
vezetem be. A vizsgalatokhoz Kiss Emil: Bevezetés az algebraba [5] cimii

konyvében 1évE definiciok és tételek sziikségesek.

8. Definici6. Sajdtérték, sajdtaltér, sajdatvektor: FEqy A € C skaldrt
az A € C™™ madtrix sajdtértékének neveziink, ha létezik olyan v € C" nem
nulla vektor, amelyre Av = v teljesil. Az ilyen v vektorokat az A mdtrix

A sajdtértékéhez tartozo sajdatvektoranak nevezzik. Ezen wvektorok és null-

12



vektorok dltal alkotott alteret pedig a \ sajatvektorhoz tartozo sajdatalterének

hivjuk.

7. Tétel. Minden sajdtvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

9. Definici6. Karakterisztikus polinom: Legyen az A mdtriz:

a;pr a2 ... QA1

91 A2 ... Ao,
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

valamely a; ; € C szamokra, ahol i, =1,2,...,n € N. Ekkor az A matriz

kararakterisztikus polinomja:

a1 — A ao o a1n
ka(\) = det(A — \) = a1 ass — A ... Qo
(n1 p2 . Qpp — A
polinom ahol | - | a matriz determindnsat jeloli.

1. Allitas. Sajdtérték meghatdrozdsa: Az A mdtriz sajdtértékeit gy
hatdrozhatjuk meg, hogy a mdtriz karakterisztikus polinomjdat nulldval tessziik
eqyenlové, mivel sajatértékek a mdtriz karakterisztikus polinomjanak zérus-

helye.

8. Tétel. Sajdtérték és determindns kapcsolata: Egy A € C skaldr
akkor és csak akkor sajdatértéke az A mdtrixnak, ha az A — X\ mdtrix de-

termindnsa nulla, ahol I az eqységmdtrizot jelols.

9. Tétel. Kifejtése tétel: Legyen A = ((aij)) € C™™ egy nxn-es mdtrix.

Ekkor az A mdtriz determindnsdt a kovetkezdképpen kaphatjuk meg:

n

det(A) = Z(—1>i+jaijdet(14ij>v

n=1

13



ahol a det(A;;) az a;; elemhez tartozo aldetermindns, amely a kévetkezd-
képpen kaphato meg:

e a mdtrizbol elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot,

e a kapott (n—1) x (n—1) -es mdtriz determindnsdt megszorozzuk (—1)"-

nal

14



3. fejezet

Modellek

Kermack és McKendick méar 1927-ben tanulmanyozta a fert6z6 beteg-
ségek idébeli lefolyasat. [4] Ez a tanulmény szolgalt alapjaul a késébbi
jarvanyterjedési és fertGzésleirasi matematikai modelleknek. Ebben a fe-
jezetben az ehhez kapcsolodd alapveté modelleket mutatjuk be. Ehhez a

populacié egyedeit kiilonb6zd osztalyokba soroljuk:
e a fertézhetsket S osztallyal jeloljiik (angolul: susceptibles);

e azon fertézottek E osztalya, akik lapangasi id6 alatt fertéznek, de még

nem jelennek meg rajtuk a tiinetek (angolul: explosed);
e a fert6zéket I osztallyal jeloljiik (angolul: infectives);

e az valamilyen médon nem fertézéket és nem fertézhetéket R osztallyal

jeloljiik (angolul: removed);

Az egyes osztalyok egyedszaméat egy adott ¢ > 0 id6pillanatban ezek-
kel a fiiggvényekkel fogjuk jelolni (pl. S = S(t), £ = E(t) ...). Ezek
osszege S(t) + (+E(t)) + I(t) + R(t) a teljes populacié méretét adja meg a
t > 0 idgpillanatban. Az SIR-modell nem tartalmazza az E osztalyt. Az
R osztaly magaba foglal minden olyan egyedet, akik karanténba keriiltek,
immunizaltak, illetve a modellekben ide soroljuk azokat az egyedeket, akik
elhunytak. Az I csoportban lehetnek olyan egyedek is, akik nem mutatnak
tiinetet, de hordozzéak a virust, igy terjesztik is. Ebben az esetben nagyon
magas a fertézés veszélye, mivel esetleg nem is tudjak magukrol, hogy fer-

t6z6k, igy nem szeparaljak el magukat a populaciotol, és ezzel novelik a

15



fertézés gyorsasagat. Osszetettebb modellekben tovabb is lehet bontani
ezeket az osztalyokat, ezzel még precizebb modellt kaphatunk. Ilyenek pél-
daul a nemi betegségek, ahol kiilon kell venni a férfiak és a nék csoportjat.
Altalaban is 1j osztalyt lehet generalni, ha egy osztalyon beliil (pl. tar-
sadalmi réteg, korosztaly, stb) fertézés/fert6z6dés szempontjabol mashogy

reagal vagy élesen elkiiloniil az egész populéciotol.

A klasszikus Kermack—McKendrick-modell [4] és tovabbi valtozataik fi-
gyelmen kiviil hagynak egy sor lehetséges tulajdonsagot, mint a kor, fold-
rajzi helyzet, egyéb betegségek, kiillonbo6z6 fertézési szintek, fizikai allapot.
Ezek az esetek azonban kivezetnek a kozonséges differencidlegyenletek koreé-

bél, és az ilyen probléméakkal a parcialis differencidlegyenletek foglalkoznak.

Ebben a fejezetben harom McKendricktél és Kermacktol szarmazo mo-

dellt mutatunk be.

Ehhez a részhez az alabbi szakirodalmakat hasznaltam fel: Kermack,
W.0O, McKendick, A.G. [4] illetve Csomos Petra: Folytonos modellezés

jegyzet [2]

3.1. SIS-modell

s s

R

3.1. 4bra. SIS-modell

Ebben a modellben két csoportra bontjuk a populéacioé egyedeit, a képen
az el6bb ismertetettek szerint S(t)-vel jeloljik a megfertézhetSket, I(t)-vel
a fertGzotteket. A két osztaly kozotti egyedek aramlasat mutatja be a (3.1
abra, ezek alapjan S(t)-bdl I(t)-be keriilnek at azok az egyedek akik egész-
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ségesek voltak de megfertézédtek. I(t)-bdl pedig azok akik felgydgyultak
a betegségbdl, visszakeriilnek S(t)-be. Az egyes csoportba atkeriilt egyede-
ket aranyoségi tényezdével jeloljiik, ahol o a megbetegedési rata, S pedig a

gyogyulés rataja..

3.1.1. Az SIS-modell leirasa differenciadlegyenletek se-

gitségével

Ez az egyszerti modell felithato két egyenlet segitségével, ez a kiindu-
l6helyzetiink. Mivel az adott t id6pillanatban az I csoportot az hatarozza
meg milyen aranyban keriilnek vissza bel6le az S csoportba, illetve az S
csoportban milyen ardnyban betegednek meg az emberek. Ugyan ezzel a
meggondolassal felirhato S csoport is a ¢ idépillanatban, ez alapjan a két

egyenlet a kdvetkezs:

—aS()I(t) + BI(t)

(3.1)
aS(H)I(t) — BI().

—_——
—~ —~
~ ~
SN— SN—
I

Az egyenletrendszerre igazak az alabbiak:

1. a, 8 > 0 és elére megadott paraméterek,

2. #(t) = f(z(t)), ahol f: R? - R?,

3. 2(t) = <f(<tt)>> R R

Osszeadva a két egyenletet:
S(t) + 1(1) = (—aS)I(t) + BI(t) + (aS()I(t) — BI(1))
St +1(t) = (St +1(t))y=0

Ebbdl kévetkezik, hogy a modellben 1év6 egyedek szama allandé minden

idGpillanatban:

S(t)+ I(t) = N (ahol N &alland6 minden ¢ > 0 esetén)
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3.1.2. Egyensilyi helyzet és stabilitas a modellben

10. Tétel. A betegségmentes dllapot instabil (I* = 0) egyensily: helyzet.
Jelélje az egyensilyi helyzetet x*.

Egyensilyi helyzet jellemzése:
1. f(z*) =0 € R?
2. ¥ = (5%, 1) e R?

Visszahelyettesitiink az alapegyenletbe (3.1)):
R —aS* I+ BI* 0
(8%, 1) = . = .
aS*I* — B1 0
Ami tehat az aldbbi algebrai egyenletrendszerre vezet:

—aS* I+ BIF =0 ST ER
aS* I* —BI* =0 1" =0

Ezek alapjan az egyenstlyi helyzet a kovetkezd:

= (S*,O)

Ahol §* > 0 tetsz6leges érték. Ez tehat a betegségmentes egyenstlyi
helyzet, mivel I* = 0.

3.1.3. Jacobi-matrix

A Jacobi-matrix a[7] Definici6. alapjan a sajatértékek meghatarozasa-
hoz sziikséges, amely segitségével lehet eldonteni az egyensulyi helyzetrdsl a
stabilitasat. o] Tétel., [l Tétel.
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(oS0 + 910 _ ((0.10)
F(S@®), 1) = ( aS(t)I(t) — BI(t) > - < )

Ebbél a Jacobi-matrix:

f((S(t),I(t)) _ (0Sf1 31f1) _ (—a[(t) ﬁ)

Osfa Orfs al(t) —p

A Jacobi matrix és az egyensiilyi helyzet behelyettesitése:

f@ﬂ—ﬂyﬁy—g_i>aAl

3.1.4. Sajatérték szamitas

Tudjuk a[§ Definicié alapjan a A sajatértékek az alabbi moédon allnak

els:

Kiszamitjuk a determinanst:

Y\ 8

0 _5_A=(PM@ﬂ—Ay4mm».

Tehat a megoldand6 egyenlet a kdvetkezs:

“MB = \) = 0.

Ezek alapjan a sajatértékek a kovetkezok:
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A =0—=Rel =0

)\225—>Re/\225>0.

Tehat az Tétel (Instabilitasi tétel) szerint, az z* = (S*,0) egyen-
silyi pont instabil, mert létezik olyan sajatértéke, amelynek van nullanal

nagyobb valos része.

3.2. SIR-modell

G =) W = G

3.2. abra. SIR-modell

Ebben a modellben harom csoportra bontjuk a populéciot, a képen az
el6bb ismertetettek szerint R(t)-vel jeloljik a mar nem fertézhetGeket. A
csoportok kozotti atjaras menetét mutatja be a abra, hogy melyik cso-
portbol hogyan lehet atkeriilni egy masik csoportba, ezeket az aranyossagi

tényezdket «, [ jeloltem.

3.2.1. A SIR-modell leirasa differenciadlegyenletek segit-

ségével

A modell felirhaté harom egyenlet segitségével, ez a probléma kiindulo
helyzete. Példaul az I csoportot egy adott t idépillanatban az hatérozza
meg belSle hanyan tavoznak az R csoportban, ami az I csoport egyedsza-
matol fiigg, illetve hanyan keriilnek &t S csoportbol I csoportba, amely
attol fligg mennyien tudnak fertézni (tehat mekkora az I csoport egyed-

szama), illetve hany potencialis fert6z6 van (S egyedszama). Hasonloan
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meggondolhato a masik két egyenlet is.

S(t) = —aS(t)I(t)
I(t) = aS(t)I(t) — BI(t) (3.3)
R(t) = BI(t)
Az egyenletrendszerre igazak az alabbi allitasok:
1. a, f > 0 és el6rre megadott paraméterek,
2. (t) = f(z(t)), ahol f: R® — R?,

S(t)
3.ax(t)=|I(t) |, z: R =R
R(t)

Osszeadva a harom egyenletet:
(—aS)I(t) + (aS@)I(t) — BI(t)) + (BI(1))
(S(t)+1(t)+ R(t)) =0

S(t) + I(t) + R(t)

S(t) + 1(t) + R(t)

Ebbdl kévetkezik, hogy a populacié allandé minden idépillanatban:

S(t) 4+ I(t) + R(t) = N (ahol N alland6, minden ¢ > 0)

3.2.2. Egyensilyi helyzet és stabilitas a modellben
A betegségmentes x* egyensulyi helyzet instabil, vizsgaljuk meg az
altalanos esetet.
Egyenstlyi helyzet jellemzése:
1, f(z*)=0€R3
2, 2% = (S*,I",R*) e R3

Visszahelyettesitiink az alapegyenletbe:
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—aS()I(t) 0
F(S@), 1), R(t)) = | aS®)I(t) - BI(t) | = |0
BI(t) 0

—aSt)I(t)=0—S*eR
aSt)I(t)—pI{t)=0— S*€R (3.4)
pIt)=0—1"=0

Ebbdl az egyenstlyi helyzet:
r* = (S*, 0, R*) ; ahol S*, R* > 0 tetszéleges értékek.

Ami azonos a koévetkezével, mivel ha az I* = 0, akkor az egyenlet a

kovetkez6 S* + R* = N, amibdl mar konnyen latni:

v = (5%,0,N — 5% ; ahol 5%, > 0
3.2.3. Jacobi-matrix

A Jacobi-matrix a[7] Definici6. alapjan a sajatértékek meghatarozasa-
hoz sziikséges, amely segitségével lehet eldonteni az egyensulyi helyzetrdsl a
stabilitasat. o] Tétel., [ Tétel.

—aSt)I(t) Fi(S(t), I(t), R(t))
F(S@),1(t),R(@)) = | aS®)I(t) - BI(t) | = | f2(S(t), I(t), R(t))
BI(t) f3(S(t),1(t), R(1))

Ebbél a Jacobi-matrix:
. 85f1 a[fl 8Rf1 —a[(t) —aS(t) 0
FISW, 1), R(t) = | 9sfo O1fo Orfo| = | al(t) aSE)—p 0
Osfs Orfs Orfs 0 6] 0

Az egyensiilyi helyzet behelyettesitése a Jacobi-matrixba:
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0 —aS* 0
f@)=f(S50,N=5) =10 aS* 0| =4,
0 B 0

3.2.4. Sajatérték szamitas

Tudjuk [8l Definicié alapjan hogy a A sajatértékek az alabbi modon

allnak eld:

det(Ay — M) = 0.

Kiszamitjuk a determinénst az elsé sor szerint:

A st 0 S~ 0 0 0
0 aS*—Xx 0|=(=X) “ — (—aS")
B - Y
3 -

Ebbdl mar kénnyen lathato:

(=) ((aS™ = N)(=A) = (8)(0)) — 0.
Tehat az egyenlet igy alakul:

(—22)(aS™ — A) = 0 — A2(a5" — A) = 0.

Ezek alapjan a sajatértékek:

)\1:O—>R€‘)\1:0

)\2:0—>Re/\2:0

A =aS"a>0
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Ahol S* > 0, mivel csak ekkor beszélhetiink populéciorol, ezért az
egyenstlyi pont az SIR-modellben az [ Tétel (Instabilitasi tétel) miatt

instabil.

0.701

0.7

0.699

0.698

0.697

0.696

0.695

0.694

0.693

0.692

691 692 693 694 695 696 6897 698 699 7

3.3. dbra. SIR-modell egyenstlyi helyzetének vizsgalata

Ennek szemléltetésére irtam a MATLAB-ban egy kodot, amely azt mu-
tatja meg a |3.3| Abran, mi torténik, ha egy nagyon pici eltéréssel inditjuk
el a folyamatot. az egyensulyi helyzethez képest. A kék vonal szemlélte-
ti az egyensilyi helyzetet, amely jol lathatoan idében alland6. (A képen
S*=0,7és e =0,01) A piros vonal szemlélteti ha az egyensulyi helyzet-
t6l eltérGen inditott megoldast. Jol latszik hogy a piros vonal eltart a kék
vonaltol az id§ milésaval, ami azt szemlélteti, hogy az egyenstilyi helyzet

tényleg instabil.
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3.3. SEIR-modell

P et

0|8 @ [0 & (Re)

3.4. 4bra. SEIR-modell

Ebben a modellben négy csoportra bontjuka populaciot, és ezek a cso-
portok adjak a modelliink alapjait, a|3.4] 4bra azt probélja megmagyarazni
melyik csoportbol melyikbe hogyan lehet atkeriilni. Az eddig megszokott
csoportok mellé az F(t) csoportot vettiik fel, amely azon fert&zottek osz-
talya, akik nem fertéznek. Itt az «, 8 paraméterek mellé fel kell venniink

egy harmadik v paramétert a folyamatok szamanak névekedése miatt.

3.3.1. A SEIR-modell leirasa differenciadlegyenletek se-

gitségével

SEIR-modell négy differencialegyenlet segitségével irhato fel:

(S(t) = —aS(t)I(t)
E@ = aS(t)I(t) — BE(t) (3.5)
I(t) = BE(t) —~vI(t)

| R(t) = ~I(t)

Az egyenletrendszerre igazak az alabbi allitasok:

1. a, 8,7 > 0 és el6rre megadott paraméterek,

2. #(t) = f(x(t)), ahol f: R* - R* |

25



& »

(t)
3. z(t) = ]((tt)) .7 R — R
R(t)

Ha Osszeadjuk az egyenleteket, a kévetkezdt kapjuk:

S(t)+ E(t)+ 1(t)+ R(t) =
(—aS@)I(t)) + (@SH)I(t) — BE(t)) + (BE(t) —~I(t)) + (vI(t))

St + B@) + 1)+ R(t) = (S(t) + B(t) + I(t) + R(t)) =0
Ebbdl jol latszik, hogy a populacié allandé minden idépillanatban:

S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t) = N (ahol N alland6, minden ¢ > 0)

3.3.2. Egyensilyi helyzet és stabilitas a modellben
A betegségmentes egyenstilyi helyzet instabil, vizsgaljuk meg az altala-
nos esetet.
Egyenstlyi helyzet jellemzése:
1, f(z*)=0€R!
2, ¥ = (S*, E*, I*, R*) e R*

Visszahelyettesitjiik ezt az alakot az alapegyenletbe:

—aS(t)1(t) 0
| aS@®)I(t) - BE() 0
f(S(t),E(t),]<t)aR(t)) - BE(t) — ~I(t) 0
VI(t) 0
( —aSM)I(t)=0— S*€R
aS(t)I(t) — BE(t) =0 — S* € R (3.6)
BE(t) —7I(t)=0—E"=0 |
\ NI(t)=0—I"=0




Ebbdl az egyenstlyi helyzet:
z* = (S*, E*,I", R*)

Ami azonos a kovetkezével, mivel ha az I* = 0 illeteve £* = 0, akkor

az egyenlet a kovetkezd S* + R* = N, amib6l mar konnyen latni:
rt = (S*,0,0,R*);S*,R* >0
Ami azonos:

xt = (S*,0,0,N— S*) ; ahol S* >0
3.3.3. Jacobi-matrix
A Jacobi-matrix a[7] Definici6. alapjan a sajatértékek meghatarozasa-

hoz sziikséges, amely segitségével lehet eldonteni az egyensulyi helyzetrsl a
stabilitasat. o] Tétel., [l Tétel.

—aS(t)I(1) fi(S(t), E(t), (1), R(t))

Nastrn - 5@ || £S6). B, 10, 7Ew)

P EOALO RO =10y ry | = | s, 20, 10), ma)

vI(t) fa(S(1), E(t), (1), R(t))

Ebbdl a Jacobi-matrix:

Osfi Oefi Orfi Orfi —al(t) 0 —aS(t) 0
s e 1080) = | o || o 5 o
Osfs Opfs Orfs Orfa 0 0 g 0

A Jacobi-matrix és az egyensiilyi helyzet vizsgalata:
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0 0 —aS* 0

. . 0 — S* 0

flx™) = f(S*,0,0,N— S*) = b a =: A;
0 g - 0
0 0 ol 0

3.3.4. Sajatérték szamitas
Tudjuk [l Definicio alapjan, hogy a A sajatértékek az alabbi modon

allnak eld:
det(A3 — M) =0

Kiszamitjuk a determinanst:

—A 0 —aS* 0
—B—=X  aS* 0 0 —6—A
6=\  aS* 0 .
= (=) o] —v =X 0 |+(—aS)|0 15}
15} —v =X 0
0 y - 0 0
0 ~y A

Jol lathato, hogy a masodik tagban szerepel egy csupa nulla oszlop,
tehat ez a tag egyenls nullaval, ezért azt elhagyjuk. Csak az els6 taggal

szamolunk tovabb:

—68-X  aS*
B =y = A

Ezen a ponton pedig az els6 taghan jelenik meg egy nulla oszlop, tehét
ez a része egyenld nullaval, igy ezt a tagot is elhagyhatjuk. Ezért csak a

méasodik taggal szamolunk tovabb:
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—B—=X S
B =y =A

—B=A  aS*

+(=X)? -
= B =y =A

= (-2

Amelybdl mar kénnyen lathato az alabbi kifejezés:

—6B-X  aS*

s EEVHEB N =N - @89),

amely a belsé felbontasok utéan azonos a kovetkezdovel:

(AN + (B+ A+ (By — aS*B)).

Tehat a negyedfoku kifejezést fel tudjuk bontani két masodfoku szorza-

tara algebrai atalakitéssal:

(AN + (B+NA+ (By—aS™B)) =0.

Ebbdl jol latszik, hogy a nulla kétszeres sajatérték:

)\1:O—>Re>\1:0,

)\220—>R8/\2:0.

A masik két sajatértéket a masodfoku egyenlet megoldasabol kaphatjuk

meg:

N+ (B+7)A+ (By —aS"B) =0,

melynek megoldasai:
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Megvizsgéljuk a diszkriminénst:

(B+7)" = 4(By — aBS”)

\
B2+ 287y 4+ 7% — 4By + 4aBS*
4
B — 2By + %+ 4aBS*
\’

(B =7)*+4aps*

Ez alapjan tudjuk, hogy a diszkrimindns nemnegativ és A3, \y € R,
mivel «, 3,7 > 0 és S* > 0, ezért a (8 —7)* > 0 és az 4aBS* > 0 és

Osszeglikre is ez igaz.

A maésodfokia megoldoképletbe (3.7) visszahelyettesitjiik az eredményt,

ahol D-vel jel6lom a diszkriminanst:

A~ —B+=VD
2 )
A —B++VD
; .

Mivel 8,7 > 0 és D > 0 ezért A3 <0 és:

B+17)—VD
2

Agz_( — Re s < 0.

Ugyanezzel a meggondolassal A4 elGjelére két lehetGség allhat elé:
1. B+7<+VD —=Rely >0
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Ebben az esetben az SEIR-modell egyensulyi helyztete instabil lesz.
Tétel (Instabilitasi tétel)

2. 8+~v>vVD—>Rel <0

Ebben az esetben pedig a SEIR-modell egyensulyi helyzet stabil lesz.
[ Tétel (Aszimptotikus stabilitas tétel)

Ennek az eldontésére irtam egy MATLAB kodot, amely segit eldontete-
ni, hogy az egyensulyi helyzet stabil vagy instabil, és amely a kovetkezé

eredményt adta:

0.76
0.74

072 |

0.7

0.68

0.66 |

0.64

3.5. abra. Az egyenstlyi helyzet szemléltetése MATLAB kod segitségével

A abran kékkel jeloltem az egyensilyi helyzetet, a piros vonalak
pedig azt szemléltetik, ha pici € tavolsaggal arréb inditjuk el a rendszert az
egyensulyi ponthoz képest, mi torténik az idé mulasaval. Jelen kodban husz
kis € tavolsagot valasztottam meg egy for ciklus segitségével.(S* = 0,7,
€ pedig ettdl pozitiv és negativ irdnyban is egy ezred lépéskozokkel valo

tavolsagban indul —0,01 és 0,01 kozott) Jol lathato, hogy az Gsszes piros
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vonal az id6 mulasaval tavolodik az egyenstlyi helyzetet jelz6 kék vonaltol,
ezért biztosra vehetjiik, hogy ezekre a paraméterekre egy instabil egyenstlyi

helyzet.
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4. fejezet

Virusok elemzése a modellek

segitségével

Ebben a fejezetben a bevezetésben felvezetett ((1.1)),(1.2)),(1.3]),(1.4) vi-

rusokat vizsgalom, a hozzajuk kapcsolodd modellek és a MATLAB program-

csomag segitségével. Minden modellhez tartozik egy mar emlitett virus.

4.1. Tdalstlyossag modell

A tulsulyossagot SIS-modellnek tekintettem, mivel ez az a beteg-
ség, amit barmikor ,elkaphatunk” és nem tapasztalhato olyan, hogy valaki-
nek védettsége van ezzel szemben. A kutatasban [3] szerepel egy animécios
vided, amely azt szemlélteti, hogy valtozik az ismeretségi halo, illetve a
grafesicsként fetiintetett emberek BMI indexe. Ezt a grafon a csi-
csok méretével és szinvaltoztatasaval szemlélteti az animacié. Ezen grafnak
a bemutatasara szolgalnak a [4.1] abrak. Jol latszik, az id6 miulasaval

hogyan novekszik egyes barati tarsasagokban a testtémeg index.
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4.2. abra. A graf alakulasa az id6 mulaséaval [3]

Sajnos ezt a modellt nem tudtam elemezni a MATLAB segitségével, mert

nagyon specialis bemeneti adatokat igényel, amelyet nehéz megszerezni,
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mint példaul egy adott kapcsolati halo. De véleményem szerint a beteg-
ségnek lenne egy felfutd szakasza, ami utdn beallna egy stagnalas, amikor
mar azok az emberek, akik potencialisan elkaptak a betegséget, tartjak az

allapotukat.

4.2. Mobiltelefonos-virus modell

A Mobiltelefonos virust SIR-modellnek tekintettem, mivel a virus-
nak nincs lappangasi ideje. A betegséget elemeztem MATLAB segitségével
is, ahol altalam megadott fiktiv paramétereket adtam meg. A kod egy 600
f6s gimmnéazium tanuloit vizsgalja, ahol 7 tanuléonak a telefonja fertézé és
2 embernek mar a telefonja vagy atesett egy szervizen, ahol telepitettek
ré virusirtot vagy ki lett vonva a forgalombol. A modellt kiilonb6z6 «, 8
paraméterekkel teszteltem ezeket a kddban a-val és b-vel jeloltem. A para-
méterek valtozéasaval szimulaltam, hogyan viselkedik a virus az iskolaban
1év6 telefonokon, hiszen az o hatarozza meg, hany telefonra keriil ré a vi-
rus, 8 pedig azt hatarozza meg hany telefon keriil forgalombol kivonésra,

vagy szervizbe.

600 ———— = 600 ——

500 \\\ 500
400 ~ 400
300 ; 300
200 “"\\I‘ ' \ 200

100 . N 100

4.3. abra. Ezen az abran a para- 4.4. dbra. Itt pedig a kovetkezGek:
méterek: a« =5, =0.5 a=2,=04

A3l és[d4 abrak az iskolaban 1évé telefonok viruselkapasat szem-
leltetik. A stirke vonal az ,egészséges” telefonok darabszamat (S), a zold

vonal a fert6z6 telefonok darabszamat ([),a piros vonal pedig a kivonésra
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keriils, vagy szervizbe kiildott telefonok darabszaméat (R) jeloli az els§ hét

napon.

Jol latszik, hogy az els6 futatasnal [£.3] abra a méasodik napon tet6zik a
fert6z6tt telefonok darabszama és jelentésen magasabban mint aff.4] abran

ahol csak a negyedik és az 6todik nap tetézik a virus.

A masik jol kivehetd kiillombség a betegek ardanya. Amig a 4.3 abran a
méasodik napra nulla koézelébe cstkken a virussal meg nem tdmadott telefo-
nok aranya, addig ez a[f.4] abran csak a hetedik nap kornyékén kovetkezik
be.

Természetesen mivel fiktiv adatokra és sajat paraméter valasztassal al-
kottam meg az eredményt, ezért nem hasznalhat6 valodi elérejelzésnek, de

magat a jarvanyterjedés mechanizmusat jol mutatja.

4.3. Ebola modell

A Ebolat SEIR-modellnek tekintettem, mivel a betegségnek van
lappangési ideje. A betegséget elemeztem MATLAB segitségével, ahol fiktiv
szamokat hasznéltam. A kod egy 14 000 f6s falu lakossédgat vizsgalja, ahol
98 ember megfert6z6dott és 2 ember méar immunis a virusra. A modellt
kiilonboz6 «, 3, v paraméterekkel teszteltem, ezeket a kodban a-val, b-vel, c-
vel jeloltem. Ezeknek a paramétereknek a megvaltoztatasaval lehet a virus
terjedését szimulalni, hiszen az o hatarozza meg, hogy hany egészséges ()
kertil 4t a tliinetmentes hordozo (E) csoporthoz. Ezzel nagy befolyast lehet
tenni az egész modellre, hisz ha ez a szdm magas, akkor a virus erdsen
terjed a kozosségben. A ~ pedig arra van nagy rahatassal, hogy a betegek

(1) milyen gyorsan esnek at a betegségen és lesznek immunisak (R).
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14000 14000

12000 12000
10000 10000
8000 8000
6000 6000
4000 / A 4 4000

2000 / \ 2000

4.5. dbra. Ezen az abran a para- 4.6. abra. Itt pedig a kovetkezdek:
méterek: a« =10, =2,y=1 a=10,=2,7v=5

A L5 és[d.6l abrak a lakossag megbetegedésének idGbeli valtozasat
szemléltetik. A fekete vonal az egészséges emberek szamat (S), a zold
vonal a lappangasi id6 alatt allokat (E), a piros vonal a tényleges tiineteket
produkaloakat (I) és a kék vonal az immunis emberek darabszamat (R)

mutatja be a virus megjelenésétsl szamitott elsd hét napon.

Jol latszik, hogy az els6 futatasnal [1.5] abra a maésodik és a harmadik
nap kozott nulla kozelébe csokken az egészséges lakossag aranya, addig a
masodik futatas[4.6] abra eredménye, hogy a hetedik nap kérnyékén is van

még koriilbeliil 4000 egészséges ember.

A maésik nagyon meghatarozo kiilonbség a betegek szama, amig az elsd
4.5 abra képen latszik, hogy a jarvany tet&zésénél a betegek szama eléri a
6000 f6t, addig a masodik [£.6] abra képen ez a szam elenyész6, par szazas

nagysagrend, és a tet6zés késébb is all be.

Természetesen mivel fiktiv adatokra és sajat paraméter valasztassal al-
kottam meg az eredményt, ezért nem hasznalhat6 valodi elérejelzésnek, de

magat a jarvanyterjedés mechanizmusat jol mutatja.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban bemutattam a jarvanyterjedési modellek matema-
tikai szemmel valdé megkozelitését, azt hogy ezek miként irhatoak fel diffe-
rencidlegyenletek segitségével. Kitértem tobb jol ismert modellre, és ezek
stabilitasat vizsgaltam, amelyhez felhasznaltam a MATLAB programcsoma-
got. Minden modellre probaltam példat talélni az valo vilagbol, és probal-

tam egyméstol igen eltérd helyrsl virusokat keresni.
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Fuggelék

Az SIR-modell egyensulyi helyzetéhez kapcsolddd matlab kod:

function y=egyensulysir(s,d)

N=1.0;

a = 10;

b = 2;

egyensulysir = [s;0;N-s];
kezdeti = [s d N-s-d];
ido = [6.9 7];

SIR = @(t,x) [-a*x(1)*x(2);a*x(1)*x(2)-b*x(2) ;b*x(2)];

[t,d1] = ode45(SIR, ido, kezdeti);

egyensulymtx = ones(3,size(t,1));

egyensulymtx(1l,:) = egyensulysir(1l);

egyensulymtx(2,:) = egyensulysir(2);

egyensulymtx(3,:) = egyensulysir(3);
plot(t,egyensulymtx(1,:),’b’,t,d1(:,1),’r’,’LineWidth’,3)
end

Az SEIR-modell egyensulyi helyzetéhez kapcsolddd matlab kod:

function y=egyensulyseir(s)

N=1.0;
a = 10;
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for i=0.01:-0.001:-0.01

egyensulyseir = [s;0;0;N-s];

kezdeti = [s i 0 N-s-il;

ido = [1.9 2];

SEIR = @(t,x) [-a/N*x(1)*x(3);a/N*x(1)*x(3)-b*x(2) ;b*x(2)-c*x(3) ;c*x(3)];

[t,d2] = ode45(SEIR, ido, kezdeti);

egyensulymtx = ones(4,size(t,1));

egyensulymtx(1l,:) = egyensulyseir(1);
egyensulymtx(2,:) = egyensulyseir(2);
egyensulymtx(3,:) = egyensulyseir(3);
egyensulymtx(4,:) = egyensulyseir(4);

hold on
plot(t,egyensulymtx(1,:),’LineWidth’,4,’b’,t,d2(:,1),’r’,’LineWidth’,4)
hold off

end

end

A Mobiltelefon-virus elemzéséhez hasznalt matlab kod:

function y=SIR(a,b)

N = 600;
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SIR = @(t,x) [-a/N*x(1)*x(2);a/N*x(1)*x(2)-b*x(2) ;b*x(2)]

[t,xal=o0de45(SIR, [0 7], [590 7 3]);
plot(t,xa(:,1))
hold on
plot(t,xa(:,2),’g’,’LineWidth’,3)
plot(t,xa(:,3),’r’,’LineWidth’,3)
hold off

end

Ebola modell elemzéséhez hasznalt matlab kod:
function y=SEIR(a,b,c)
N = 14000;
SEIR = @(t,x) [-a/N*xx(1)*x(3);a/N*x(1)*x(3)-b*x(2) ;b*x(2)-c*xx(3) ;c*xx(3)];
[t,xal=0de45(SEIR, [0 7], [13900 0 98 2]);
plot(t,xa(:,1),’k’,’LineWidth’,3)
hold on
plot(t,xa(:,2),’g’,’LineWidth’,3)
plot(t,xa(:,3),’r’,’LineWidth’,3)
plot(t,xa(:,4),’b’,’LineWidth’,3)

hold off

end
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