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Bevezetés

Mindig is szerettem szervezni, 6sszehangolni eseményeket és a mindennapja-
im soran is sokszor el6fordul, hogy egyszerre tobb felé kellene mennem. Mig
sokan az ilyen esetekben altaldban csak csinalnak egy koriilbeliili becslést
a két helyszin kozotti utazasi idére, addig én probélom el6re megtervezni,
megnézni pontosan mennyi a menetid, hogy valtozik, ha mashol szallok
at. Szeretem minél hatékonyabban megoldani, hogy honnan hova mikor in-
duljak, hogy mindeniitt a legtobb id6t tolthessek. Es sokszor indulds utan
is ellenérigetem még, hogy az esetleges késések vagy gyorsabb haladas miatt
nem érek-e el egy jobb csatlakozast. De amikor a barataimmal kirandulni me-
gyiink, akkor is sokszor megkapom a feladatot, hogy eljuttassam a tarsasagot
a kirdndulas helyszinére, illetve megtervezzem a hazavezeté utat. Valahogy
senki nem szereti ezt a feladatot elvallalni, de én kifejezetten élvezem.

Ezek utédn talan nem meglepd, hogy amikor témat kellett valasztanom a
szakdolgozatomhoz, nagyon hamar felmeriilt a széllitasi feladatok témakore.

Dolgozatom soran el6szor az alap megoldasi modszereket szeretném be-
mutatni, illetve azok felhasznalhatosagat, sokszintiségét. Késébb pedig olyan
arnyaltabb feladatok megoldaséat, amik visszavezethetSk a szallitasi felada-

tokra.



1. fejezet

Alapprobléma

1.1. A probléma leirasa és az adatok

A szallitasi feladatok a Linearis Programozasi feladatok kozé tartoznak és
megoldasuk soran mindig valamilyen értéket szeretnénk optimalizélni. Jel-
lemzGen a szallitasi koltséget probaljuk minimalizalni, csokkenteni, de emel-
lett més mutato figyelembevételére is torekedhetiink. Példaul a szallitas id6-
tartamara, amire a késébbiekben ki is fogok térni. Ilyen esetben a legrévidebb
id6 alatt szeretnénk elvégezni a szallitést.

Az alaphelyzet az, hogy m db helyrél, ,raktarbol” szeretnénk eljuttatni
termékeket n db helyre, azaz ,lizletbe”. A széllitas maga koltségekkel jar, igy
minden ,raktar - iizlet” parnak van egy el6re meghatarozott szallitasi dijja
egy aruegységre nézve. Amit még szamitasba kell venni, hogy jellemz&en
nem végtelenek a raktarkészletek, a megtermelt mennyiség, illetve a befo-
gadd helyek kapacitdsa. Mind e mellett, folosleges azért létrehozni barmit
is, hogy utana parlagon alljon. Amit megtermelnek, mind tovabb is akarjak
adni, hiszen az el nem szallitott arucikkek tarolésa is koltségekkel jar. A
boltoknak, felhasznalé helyeknek pedig sziikségleteik vannak, amiket ki kell
elégiteni. Ezt ugy értem, hogy példaul ha egy boltban nincs elég egy adott
arucikkbdl, kifogynak a készletek, akkor azok az emberek aki ott az iires pol-
cokkal talalkoztak, legkozelebb valoszintileg nem térnek be oda vaséarolni. Igy
az értékesitd helyek el6re felbecsiilik a varhatd vasarloi igényt és az alapjan

hatarozzak meg a sziikségleteiket.



Ezeket az adatokat figyelembe véve keressiik az optimélis megoldést, a
leggazdasagosabb szallitasi utvonalakat, hogy melyik ,raktarbo6l” mennyi arut

érdemes szallitani az egyes ,lizletekbe”.

1.2. A probléma felhasznalasa

Szallitasi feladatokkal, vagy olyan esetekkel ahol annak valamilyen forméajat,
modositasat felhasznaljak, rengeteg teriileten talalkozhatunk. Nyilvan mér
a neve miatt is a szallitasi, logisztikai teriileten a legegyértelmiibb a felhasz-
nalhatosaga. Ezen beliil a lehetGségek széma szinte végtelen.

Példaul gyarakbol az elallitott termékek eljuttatasa a boltokba, figyelem-
be véve az igények valtozatossagat. Egy apro telepiilésen kisebb mennyiségre
van sziikség a mindennapos haztartasi felszerelésekbdl, mint egy nagyvaros
koézpontjaban, ahol nagyobb a népstiritség. Vagy ha globélis szallitdsban gon-
dolkodunk, akkor egy es6s idGjarasiu orszagban, teriileten varhatéan nagyobb
igény van az esernySk irdnt, mint a sivatagos, szaraz helyeken. Az igények
mellett a profit névelése érdekében gondos figyelmet kell forditani a szallités
koltségére az egyes helyek kozott, figyelembe véve, hogy nem mindig a koz-
vetlen egyenes 1t a legolcsobb. Esetleg nem is kivitelezhetd, mert mondjuk
egy masik kontinensre kell szallitani, amibdl automatikusan kdvetkezik, hogy
tobbféle jarmiire is sziikség van a szallitasahoz, amik varidlasa mas-méas kolt-
séget illetve szallitasi id6t eredményeznek. Utobbi szintén sokszor befolyasold

tényezG az utvonalak kivéalasztasakor.



2. fejezet

A modell

Magat a problémat csak az utan tudjuk megoldani, optimalizalni, ha el6al-
litjuk a matematikai modelljét, amivel tudunk dolgozni. Ebben a fejezetben
az [1] forras alapjan fogunk dolgozni.

A modell felirasakor fontos figyelembe venni azokat a megszoritasokat, mi

szerint:

e a feladat megoldésa soran nem lehetséges a negativ széllitas, azaz az
olyan eset, amikor negativ arumennyiséget visziink egyik helyrsl a méa-
sikba, vagy negativ koltségii maga a szallitasnak a koltsége két helyszin
kozott

e kinalati helyen limitalt készlet all csak rendelkezésre

e az egyes keresleti helyek sziikségleteit teljesiteni kell

2.1. Jelolések

A széllitéasi feladatok sordn rengeteg kiilonbozé adatot kell kezelni, és ezek
kozott az adatok kozott sok az Osszekapesolodo. Annak érdekében, hogy a
tovabbiakban konnyebb legyen hivatkozni az egyes adatokra a modell és a
megoldasi modszerek bemutatasa sorén, a kévetkezd jelolés rendszert vezet-

jiikk most be:

e m: a kinalati helyek szama



n: a keresleti helyek szama

e q;: az i-edik kinalati hely készlete. Az 1 érték az 1 és m kozotti pozitiv

egész szamokat veszi fel

e b;: a j-edik keresleti hely sziikséglete. A j érték az 1 és n kozotti pozitiv
egész szamokat veszi fel.

e ¢;;: az i-edik kinalati helyrdl a j-edik keresleti helyre torténd szallitas

koltsége egységnyi ,aru’-ra szamitva

o 1;;: az i-edik kinalati helyrsl a j-edik keresleti helyre szallitott aru

mennyisége

o (' az Osszes szallitott aru koltségének végosszege. Fzt akarjuk mini-

malizalni.

2.2. Matematikai megkozelités

A megszoritasok a bevezetett jelolésrendszerrel:

e az egyes kindlati helyeken limitalt készlet all csak rendelkezésre:

T+ T2+ T3+ ...+ T =0y

To1 + Too + Xoz + ... + Ty = Qo

Tml + T2 + T3z + -+ Tipp = Ay

o keresleti helyek sziikségleteit teljesiteni kell:

T+ T+ x5+ T =0y

$12+J]22+$32+...+$m2:b2

x1n+$2n+$3n+-'~+xmn:bn
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e nem lehet negativ mennyiségi arut széllitani:
xi; > 0,V 1, j értékre és egész szam
e nem lehet negativ a szallitasi koltség:
cij > 0,V 4,7 értékre és egész szam
A minimalizalni kivant érték:
minC' = C11T11 + C12Z12 + ...+ CipnT1p + C21221 + ... + CrinTmn

A modell standard alakja:

mlnC' == iicijxij (21)

i=1 j=1
Z IL‘Z']‘ = a;, (22)
7=1
inj = bj, T4 Z 0 (23)
i=1

A feladat akkor megoldhato, ha teljesiil, hogy a kinalati helyek limtei-
nek osszege egyenls a sziikségletek Osszegével, illetve az Osszes szallitott aru

mennyiségével, azaz:

m n n m

Zai:ijIZZ%j (2.4)

i=1 7j=1 =1

A val6 életben az egyes termékek, aruk szallitdsat tobb gazdasigi megfon-
tolas is befolyasolja a sziikségletek és kinédlatok valamint a koltségek értéke
mellett. Mivel az alap feladatban csak a legegyszeriibb esettel dolgozunk,
ezért ezekkel nem foglalkozunk. Ennek biztositasa érdekében tovabbi kove-

telményekre, kikotésekre van sziikségiink.

o A szallitasi koltség fiiggetlen a szallitott mennyiségtsl. — Altalaban a

szallitasi koltség nagyban fiigg a szallité jarmiitsl, és annak {izemelte-
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tési értékétsl, bérlési aratol, ami viszont nem fiigg a szallitani kivant
mennyiségtél. Ha egy adott nagységu raktérrel rendelkezd jarmivel
szallitunk, az a leggazdasagosabb, ha az egész csomagteret megtoltjiik,

teljesen kihasznaljuk a rendelkezésre allo teret.
e A kereslet-kinélat értéke ismert és fiiggetlen a termék aratol.

e 1db aru is szallitasra keriil. — Pont azért mert, a széllitasi koltség fiig-
getlen a szallitott mennyiségtsl, jelen esetben akar egyetlen termék is

szallithato, mig a valo életben, ez altalaban nem kifizet6dé.

Az adatokat tablazat segitségével a legkonnyebb szemléltetni és atlatha-

tOva tenni:

1 71 2 n a;
1 T11 T12 . T1in ay
C11 C12 ce Cin
2 21 T2 R Ton (03}
C21 Co9 ce Con,
m Tm1 Tm?2 . Tmn A,
Cm1 Cm2 ce Cmn
bj b1 b2 bn Zai:ij

Ezen tablazat alapjan konnyt ellendrizni az adatok helyességét is, csupan
meg kell vizsgalni, hogy teljesiil-e a 2.2 és 2.3 feltétel.
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3. fejezet

Megoldasi moédszerek

Mint altalaban a matematikai problémék megoldasara, a szallitasi feladatok-
ra is t6bb megoldasi médszer létezik. Mindegyiknek megvan a maga elénye
és hatranya is, de éppen ezért a kiilonboz6 helyzetekben a nekiink leginkabb
megfelel6 modszert ki tudjuk valasztani, majd alkalmazni. Mert példaul els-
fordulhat olyan eset, hogy csak egy nagyjaboli becslést szeretnénk kapni a
szallitasi koltségekre, de azt minél gyorsabban. Ebben az esetben célszertd
a North-west, azaz északnyugati sarok modszert alkalmazni. Ez egyszeri
és gyors megoldast ad, de a végosszeg magas lehet, ami viszont nem jelent
problémat, ha csak egy koriilbeliili Osszeget, illetve fels6becslést akartunk
szamolni.

A kovetkez§ fejezetekben a megnézziik néhény megoldési modszer részle-

tes miikodését [1], amiket a kovetkezs példan szemléltetni is fogok:

| & | 6 | K | K|
Rl 011:10 012:6 013:7 014:2 CL1:40

RQ Co1 = 1 Coo =— 8 Co3 = 9 Coyq = 0 a9 = 25

Rg 031:9 032:7 C32:9 034:8 CL3:5O
bj | by =50 | by=235]bs=10] by =20

3.1. tablazat.

A 3.1 téblazatban a K, a j-edik keresleti helyet jeldli, annak oszlopé-
ban az ahhoz tartozo szallitasi koltségek illetve a hely sziikségelete szerepel,

az R; az i-edik raktarat jeloli és a sordban talaljuk a megfelel§ szallitasi
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koltségeket, készlet mennyiséget. A késébbiekben ez a tablazat a széllitott
mennyiségekkel, azaz az x;; értékekkel fogjuk kitolteni, illetve béviteni.
Ezek a modszerek miikdodés szempontjabol csak annyiban térnek el egy-
méstol, hogy més és mas szempont alapjan toltjiik ki a tablazatot a szallitani
kivant mennyiségekkel, azaz az x;; értékekkel, de fontos megjegyezni, hogy
a kapott szallitasi 6ssz koltség nem feltétlentil a legoptimélisabb lesz. Ezen
modszerek csak egy jo kezd&értéket, kiindulasi pontot tudnak szolgaltatni.
Ha a tényleges optimumot szeretnénk kiszamolni, akkor az egyes modsze-
rek utéan tovabbi teendGink lesznek, de a kiindulasi modszer gondos megva-
lasztasaval, akar csokkenthetjiik is a tovabbiakhoz sziikséges raforditott id6

mennyiségét.

3.1. North-west sarok moédszere

ElGszor is nézziik a mar emlitett északnyugat-sarok modszert.

Mivel kezdetben semmi fajta kiindulasi pontunk nincs, vagy iranyado
mennyiségiink, a bal felsG saroktol kezdiink el dolgozni — ezért is lett a mod-
szer neve északnyugati sarok-modszer. Ha egy térképet magunk elé képze-
liink, az irdnytd északnyugatot jelez a bal fels6 sarokra. Szoval a bal felsé
sarokban 1évG cellaba beirjuk a lehetd legnagyobb értéket amit csak tudunk.
Ezt az értéket nevezziik xq;1-nek és azt fogja jelezni, hogy az a; kinalati hely-
r6l mennyi drut akarunk szallitani a b; keresleti helyre, ami ebben az esetben
az a; és a by értékek koziil a kisebbikkel lesz egyenls a 2.2 és 2.3 feltételek
miatt. Tehat:

I’i]’ = min{ai, b]}

14



Ezek utan az aq és by értékeket csokkentem w1, értékével, ami azt fogja
elsidézni, hogy az egyik érték nulldzodik, ahogy az az alabbi tablazaton is
latszik.

| & KKK
Ry 40 40—40=0
R, 25
Ry 30
b; | 50—40=10]35 [ 10 | 20

3.2. tablazat.

Ha az a; érték nullazodik, azaz a kinalati sor telik meg, akkor az esik
ki, ha a b, érték, azaz a keresleti oszlop, akkor az oszlop. Kiesés alatt azt
értem, hogy az adott oszlop vagy sor minden x eleme nem vesz fel értéket a
kivalasztott, jelen esetben z1; elemen kiviil. Igy az Ssszegzéskor sem fognak
hozzéatenni az Ossz szallitési koltséghez. A megmaradt téglalapban amibe
még irhatunk értékeket, tovabb lépiink a kovetkezé mezére, ami megint csak
a bal fels¢ sarokban van és tjra végig csinaljuk az el6z6 6sszehasonlitasokat
a megfelel§ sor illetve oszlop értékeivel, majd csokkentjiik is a kinalati és
keresleti értékeket.

| K KKK
R, 40 -] - 0
Ry 10 25— 10 = 15
Rs 30
b [10—10=0]35]10] 20

3.3. tablazat.

Ezt a mitveletsort addig ismételjiik amig az Osszes keresleti és kinalati
érték kinullazodik, ami egyszerre fog megtorténni a 2.4 feltétel miatt.
Ha készen vagyunk a tablazat kitoltésével, akkor minden z;; értéket ossze-

szorzunk a hozza tartozo c;; értékkel majd ezeket a szorzatokat osszeadjuk:

C= in: zn: Cijij = 920

i=1 j=1
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] £ [ 5| | o

Ry || 40 | - - - 0
Ry || 10 | 15 | - - 0
Rs || - [20] 10 | 20 0
b; 0] 01] 0 0 | C=920

3.4. tablazat.

Ez ugyan még nem a legoptimalisabb megoldas, de fels§ becslésnek biz-

tosan jo, ennél nagyobb értéket folosleges minimumnak valasztani.

3.2. Minimum koltség mobdszere

Ez a modszer nagyon hasonlit az el6bb nézetthez, de itt a szallitasi kolt-
ségek alapjan haladunk, osztjuk be a széllitott mennyiségeket. A modszer
tovabbi valtozatai, amikor sor-minimumok vagy oszlop-minimumok szerint
haldunk. Ezekben az esetekben eldonthetjiik melyik alapjén keresiink, a
modszer ugyanaz, csupan arra kell figyelni, hogy a szamitasa alatt végig hi-
ek maradjunk kezdeti dontésiinkhoz.

Maga a modszer gy miikodik, hogy megkeressiik azt a kinalat-kereslet
part, amik kozott a legkevesebb a szallitasi koltség, azaz a legkisebb ¢;; ér-
téket, majd az el6z6 modszerhez hasonldéan ide beirjuk a lehets legnagyobb
mennyiséget amit még szallitani tudunk, ami az a; és a b; értékek kozil a
kisebbikkel lesz egyenls. Tehét:

xij = min{ai, bj}

Ezek utan az a; és b; értékekbdl kivonjuk a valasztott x;; értéket, minek
kovetkeztében a kisebbik érték nullazodik, igy a hozza tartozo sor vagy oszlop
kiesik. A tovabbiakban majd azt figyelmen kiviil hagyva keresiink és adunk
meg értékeket.
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|5 |m |5 K

Ry 40
10 6 7 2
Ry 20 25—-20=5
1 8 9 0
Rs 30
9 7 9 8
b; || 50 35 10 20—-20=0

3.5. tablazat.

Ha ezzel megvagyunk, akkor megkeressiik a kovetkezd legkisebb cy; értéket

és megismételjiik az eldz6 1épéseket.

| o | K K a

Ry i 40
10 6 7 2

Ry |5 20 |5-5=0
1 8 9 0

Ry i 50
9 7 9 8

b; [ 25—25=0 0 10 |o

3.6. tablazat.

Mindezt addig ismételjiik, mig az Osszes keresleti és kinédlati hely ki nem
esik. Ha kész vagyunk, akkor a kapott x;; értékeket megszorozzuk a hozzajuk

tartozo c;; értékkel és osszeadva kapunk egy 0ssz szallitasi koltséget:

C= i iCi]’mi]’ =700

i=1 j=1
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Ry || - 35 ) - 0
10 6 7 2
Ry || 5 - - 20 0
1 8 9 0
Ry || 45 - ) - 0
1 2 3 5
b || O 0 0 0 C =700

3.7. tablazat.

Ebben az esetben varhatéan alacsonyabb koltséget fogunk kapni, mint
az elébbi modszernél, hiszen itt igyekeztiink alacsonyabb koltségii utakat
felhasznalni, mig az el6bb csak az volt a célunk, hogy minél el6bb teljesitsiik
mindegyik szallitasi és elszallitasi igényt és nem foglalkoztunk a koltségekkel.

Am ez az érték sem biztos, hogy megegyezik az optimummal.

3.3. Vogel-médszer

Ez a modszer elsére bonyolultnak tiinhet, de igazdbol csak kissé idGigényes.

Azzal kezdjiik, hogy a szallitasi koltségeket tartalmazé tablazathoz hozza-
illesztliink még egy sort és oszlopot, ahova az egyes sorokban és oszlopokban
kivonjuk a kisebbet. Az Gjonnan keletkezett értékek koziil kivalasztjuk a leg-
nagyobbat, majd az ehhez tartozo6 sor vagy oszlopban 1évé legkisebb szallitasi
értéket, és ide a mér jol megszokott moédon beirjuk az ide tartozo kinalati és
keresleti érték minimumét, majd csokkentjiik is vele azokat. Illetve a sziik-

séges sort vagy oszlopot kiejtjiik.
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Végezziik el a lépéseket a példan is:

HKl‘KQ‘KS‘K4H “Kl‘KQ‘Kg‘K4‘CLi
Reff1wo]le ] 7]2]4 R 40
R[] 8] 9]0 |1 Ry || 25 0
Ryl 9 | 7198 |1 Rs 50

@] 1]2]z2] b || 25]35]10] 20

3.8. tablazat. 3.9. tablazat.

Ezek utan a folyamatot megismételjiik. Ismét kiszamoljuk a hozzaadott
oszlopba illetve sorba az eltéréseket, de eziittal nem vessziik szamitasba azo-
kat a cellakat, ahova mar nem irhatunk szallithat6 mennyiséget. A folyamat

tobbi része nem valtozik.

| K| Ko | Ky | Ky | | Ky | Ko | K | Ko |

Rij10]6 |7 |(2)]4 Ry 20 | 20

Ry Ry||25] - | - | - 10

Re|l 97198 |1 Rs 50
[1]1]2]@®] by || 25]35]10] 0
3.10. tablazat. 3.11. tablazat.

Ezeket a 1épéseket addig ismételjiik amig az Gsszes kinédlati hely kapaci-
tasa, illetve kereslet értéke le nem nullazodik. Ekkor az x;; és ¢;; értékeket

Osszeszorozzuk majd Gsszeadjuk.

m n

C = ZZCZ‘J’SEZ‘J' =615

i=1 j=1
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A moédszer megoldasa:

|6 [ Ko | Ko | K|

Ry 10 | - | 10 | 20 0
Ry || 25 | - - - 0
Rs || 15 | 35 | - - 0
b; 0] 0] 0 0 | C =615

3.12. tablazat.

3.4. A bemutatott moédszerek Osszehasonlitasa

A bemutatott modszerek koziil barmelyiket valaszthatjuk ahhoz, hogy kap-
junk egy kiindulasi értéket. Ha a pontos megoldast ki akarjuk szamolni,
akkor lényegében véve az is egy opcid, hogy teljesen random irogatunk be
szallitasi mennyiségeket, bar nyilvan a 2.2, 2.3 és a 2.4 egyenlGségeknek ekkor
is teljesiilniiik kell.

Az egyes modszerek bemutatasakor is latszik a példan, hogy egy kicsit
tobb id6 és figyelem réaforditasaval pontosabb értéket kaphatunk, igy majd
a tovabbiakban konnyebb lesz a dolgunk. De vajon mikor melyiket érdemes
valasztani?

Alapvetden az északnyugat-sarok modszer és a minimum koltség-modszere
esetén is legfeljebb n 4+ m — 1 1épés alatt be tudjuk osztani, hogy honnan ho-
va mennyi arut szallitsanak. Ekkor egy lépés alatt azt a folyamatot értem,
ahogy kivalasztjuk az adott x;; értékét, majd azt le is vonjuk a hozzatartozo
a; illetve b; értékekbdl, illetve a sziikséges sort vagy oszlopot kiejtjiik. Pont
azért mert minden lépés utan kiejtiink egy oszlopot vagy sort, adja magat,
hogy n 4+ m 1épést kell végrehajtanunk, de az utolsé érték beirasakor egy
sor és egy oszlop is nullazodik, ezért a —1. Ezek alapjan pedig elmondha-
t0, hogy minden olyan alkalommal, amikor olyan értéket adunk meg ami
egyszerre egy sort és egy oszlopot is kiejt, eggyel csokken a lépésszam. A
minimum koéltség modszerénél még az az id§ is szerepet jatszhat amig tjra
halmaz esetén lehet szamottevd, kisebbek esetében, mint akar a példanknél,

nem jelent problémat.
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A Vogel-mo6dszernél mivel minden 1épés el6tt rengeteg plusz szamolast kell
elvégezni, ezért nagyon idgigényes, de néhany esetben tényleg hasznos lehet.
Példéul ha kevés alacsony széllitési koltség van, vagy akkor, ha kifejezet-
ten néhany oszlopra vagy sorra igaz, hogy tartozik hozza kiugroéan alacsony
érték. Ilyen esetekben, mivel a két legkisebb szallitasi koltség kiilonbségét
vizsgéljuk, ezeken a helyeken nagyobb értéket fogunk kapni, igy biztosithato,
hogy az alacsonyabb koltségli helyeket részesitsiik elényben a nagyobbakkal

szemben. Igy az 6ssz koltségiink is kedvezsbb lesz.
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4. fejezet

A probléma megoldasa

Az eddigiekben kiilonb6z6 modszerekkel mar kerestiink minimumokat a szél-
litasi Osszkoltségre, de ha az optimumot keressiik, akkor ezek csupan kiin-
dulési 0sszegek, amiket tovabb kell vizsgélnunk, hogy lehet-e csokkenteni és
vajon mennyivel [2].

Mivel jelen esetben mind a harom modszerrel kiszdmoltunk egy ered-
ményt, azt fogjuk valasztani amelyik a legkisebb értéket adta, azaz a Vogel-
modszer eredményét. Altalaban véve tobb modszer végig szamolasa esetén,
a legkisebb Gsszeget adot célszerd kivalasztani, hiszen varhatdan ezzel lesz a
tovabbiakban a legkevesebb teendénk.

A modszer végén nem csak egy jo kiindulési 6sszkoltséget kaptunk, hanem
egy bazismegoldast is arra vonatkozoan, hogy az egyes helyek kézott mennyi
arut akarunk szallitani. Azokat a helyeket ahol az z;j-nek kiilén értéket
adtunk, kivalasztottunk a modszer soran, kotott valtozoknak fogjuk hivni, a
tobbit pedig szabad valtozonak. Tovabba bevezetiink 4j indexeket a kinélati
illetve a keresleti helyekhez. Az i-edik kinélati helyhez fog tartozni az wu;
index, a j-edik keresleti helyhez pedig a v; index. Ezen indexek értékét agy

kapjuk, hogy minden kotott valtozo esetén felirjuk, a kovetkezs egyenletet:
u; + Vj = Cij (41)

Az egyik ismeretlen szabadon megvélaszthato, mondjuk legyen u; = 0.
Ezek utan mar a tobbi valtozo is kiszamolhato, ha legalabb n +m — 1 kétott

valtozonk van, hiszen egy olyan egyenletrendszerrsl beszéliink, ahol n + m
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ismeretleniink van, de mivel megadjuk, hogy u; = 0, mar csak n +m —
1 egyenletre van sziikséglink a megoldéshoz. Ha nem &ll ennyi egyenlet a
rendelkezésiinkre, akkor bevesziink annyi szabad valtozot amennyit sziikséges
ugy, hogy a széllitott mennyiség értékének 0-at adunk meg. Az igy keletkezett
kotott valtozora is felirjuk a 4.1 egyenletet, igy méar minden indexet ki tudunk
szamolni.

Ha ezzel megvolnank, akkor minden c¢;; értékre ellendrizniink kell, hogy

igaz-e a kovetkez6 egyenlGtlenség:
Ui + (%] S Cij (42)

Ha ez az egyenl6tlenség minden esetben teljesiil, akkor a megoldéas opti-
malis, tovabbi teendénk nincs. Ha akar csak egy esetben nem teljesiil, akkor
modositasra van sziikségiink.

Az eddigi szamolasokat, osszehasonlitasokat végezziik el a példankon is:

0-+10 <10
0+8«%6
0+7<7
U1—|—U1:10 u1:O
0+2<2
U1+03:7 U2:—9
-9+10<1
U1+U4:2 U3:—1
—9+8<8
U2+U1:1 U1:10
—-9+7<9
U3+’01:9 Vo =
—-9+2<0
U3+U2:7 Vg =
-14+10<9
U4—2
—1+8<7
—-1+7<9
-1+2<8

Ha a 4.2 egyenl6tlenség nem teljesiil minden esetben, akkor el&szor is
kivalasztjuk az egyik olyan szabadvaltozot, amikor nem teljesiil. Esetiinkben

ez az uy + vy < c19 egyenlStlenségnél fordul el6.
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Innen hurkot képeziink tgy, hogy abba a szabadvaltozoba érjlink vissza
amibdl elindultunk és a tobbi sarkan kotott valtozok legyenek. Amire oda
kell figyelni, hogy a hurok egymassal szembeni kotott valtozoi ne az utolag
bevett, 0 értéki kotott valtozok legyenek. Erre azért van sziikség, mert a
kovetkezd 1épés az lesz, hogy a lehetd legnagyobb mennyiséget dramoltatjuk
a hurok mentén a szabad valtozoba. Aramoltatés alatt azt értem, hogy a sza-
badvaltozonak gy tudok 0-nal nagyobb értéket adni, ha abban az oszlopban
illetve sorban ahol elhelyezkedik, egy-egy kotott valtozonak ugyanannyival
csOkkentem az értékét. Viszont amit elvettem azt poétolnom kell a csok-
kentett elemek soraban illetve oszlopaban, amiknek a keresztez6dése pont a
hurok 4. sarka lesz, a szabadvaltozonkkal szemben.

Maximalisan akkora értéket tudok aramoltatni amekkora a szabadvalto-
zonk szomszédos csicsinak minimuma, hiszen ezekbél akarunk minél nagyob-
bat szakitani, és ezért sziikséges, hogy ezeknek a cstucsoknak ne 0 legyen az
értékiik.

| w0 | K K| K
R, || 10-10 | +10 | 10 | 20
R, || 25 - - -
Ry || 15410 [ 35—10| - | -

b; 0 0o [o]o

4.1. tablazat.

| K| Ko | Ky | K
R o l10]10]20
Ry2s| -] -1-
Ry 25|25 ] - | -

4.2. tablazat.
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Az aramoltatas utan egy 0j kotott valtozonk keletkezik, és legalabb egy

megsziinik annak lenni. Az 0Osszes jelenlegi kotott valtozora kiszamoljuk az

L2 2

i=1 j=1

Ekkor ismét felirjuk minden kotott valtozora a 4.1 egyenlGséget és az
elébbivel megegyezé modon kiszamoljuk az indexeket, majd megnézziik, hogy
a 4.2 egyenl6tlenség mindeniitt igaz-e.

A példank esetében az tGjabb Gsszehasonitas eredményei:

0+8<10
0+6<6
0+7<7
u1+712:6 U1:0
0+2<2
U1+U3:7 UQ:—7
-7+8<1
UL+ v =2 us =1
—7+6<8
Uy +v; =1 v =
—7T+7<9
U3+U1:9 Vg =
—7+2<0
U3+02:7 U3:7
1+8<9
U4—2
1+6<7
1+7<9
1+2<8

Ha van olyan, ahol nem teljesiil, akkor tjra dramoltatunk egy Osszeget
és a tobbi 1épést is tjra ismételjiik egészen addig amig egyszer nem lesz igaz
minden egyenlStlenség. Esetliinkben mindegyik egyenl&tlenség teljestil, tehat

megtalaltuk az optimumot, tovabb javitani nem lehetséges.

A példank optimuma: min C' = 595
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5. fejezet

A probléma tovabb gondolasa

Eddig csak azzal az esettel foglalkoztunk, amikor minden klappolt, és kiilon-
boz6 triikkkokre sem volt sziikség a megoldés megtaldlasahoz. De az életben
adodo szallitési problémak ennél sokkal arnyaltabbak. Rengetegszer elGfor-
dul példéul, hogy a keresleti és kinalati mennyiségek nem egyeznek meg.
Hanyszor lehet hallani, hogy valamilyen arucikkbél hiany van, vagy esetleg
tobblet. Vagy akér olyan eset is fennéllhat, amikor a maximumot keressiik
egy standard feladatra felipitett rendszerben. A kovetkezs fejezetben ezeket

a lehetgsegeket vizsgaljuk [1][3]

5.1. Az egyensitly hidnya

5.1.1. Aru tobblet és aru hiany

Azokban az esetekben, amikor

n

iai > ij (51)
i=1 j=1

egyenlStlenség all font, aru tobblettrél beszéliink. Az ilyen esetekben az

Osszesen szallitott vagy széllithaté mennyiségekrdl, csak azt tudjuk, hogy
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nem haladhatjak meg az 6ssz keresletet, azaz

n

DY ay < Zlbj
p

=1 i=1

Sajnos ezzel az informaciéval még mindig nem vagyunk kozelebb a meg-
oldashoz. Ahhoz, hogy az eddigi ismereteinket, megoldési modszereinket fel
tudjuk hasznalni, a feladatot vissza kell vezetniink standard alakra, amit agy
tehetiink meg, ha bevezetiink egy fiktiv keresleti helyet. Ez lesz K, 1, és a

sziikséglete a ,hidnyz6” mennyiség lesz:

m n
b1 = E a; — E bj
i=1 j=1

A K, 1 keresleti helyhez tartozo széllitasi koltségek értéke
Cint1 =0,aholt=1,2,...m

Az igy létrehozott standard feladatnak az optimalis megoldasa az eredeti

feladatnak is optimalsi megoldasa lesz.

Aru hidny esetében ugyanaz az eljaras, mint amikor aru tobblettel néziink
szembe. Am mivel ekkor a 5.1.1 egyenlétlenség megfordul, minden mast is e
szerint kell végezniink.

A létrehozott fiktiv helysziniink egy kinélati hely lesz, R,,.11, a hozza
tartozo adatok pedig a kovetkezGképpen alakulnak:

m

n
41 = E bj_ E a;
j=1

=1

Cm+1,; = 0,ahol j =1,2,...n

5.1.2. Teljesitési kotelezettség fennallasa

El6fordulhat olyan eset, hogy egy adott kinalati vagy keresleti hely igényeit
mindenképpen ki kell elégiteni. FEz alapesetben nem jelent problémat, hi-

szen a 2.4 egyenlGség biztositja az Gsszes hely igényeinek teljesitését. Am ha
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olyan feladatrol van sz6, mint amiket az imént taglaltunk és az 6ssz kereslet
nincs egyensulyban az 6ssz kindlattal, akkor egyéb intézkedések bevezetése
sziikséges.

Ha &aru tobbletiink van, de van olyan kinalati hely ahol teljesitési kote-
lezettségiink van, akkor a szobanforgd R; és a fiktiv keresleti hely kozotti
szallitasi koltséget nem 0-nak valasztom, hanem egy nagy M > 0 szamnak,

hogy igy ne érje meg arra szallitani. Azaz:
Cint+l = M

Abban az esetben ha aru hianyunk van, és egy kinalati hely felé van tel-
jesitési kotelezettségiink, akkor az el6bbihez hasonléan a K és R, 41 kozotti

utra valasztok egy nagy M > 0 koltséget.

Cm+1,j — M

5.2. Maximalizalasi problémak

Elsfordul olyan eset amikor minimalizalas helyett maximalizalni szeretnénk.
Példéul ha minden leszallitott egységnyi aru utan valamilyen jutalékot ka-
punk, de ez az érték utanként valtozik. Vagy ha azt szamoljuk, hogy az
egyes utakon mekkora egységre jutd profitra tehetiink szert és azt akarjuk
maximalizalni. Erdemesebb is ebben az esetben a c;j értékre inkdbb profitra
gondolni, mint koltségre, hiszen rendkiviil ritkan fordul el, hogy a koltsége-

inket akarndnk maximalizalni.

5.2.1. Maximalizilasi problémak megoldasa a standard

megoldasi moédszerek moédositasaval

A probléma megoldasara a megvizsgalt harom modszer alkalmas vagy alkal-
massa tehetd, és a bazismegoldas utani optimum keresésekor is csak egy apro
valtoztatas sziikséges.

Az északnyugati-moddszer megoldasadban semmilyen valtozas nem sziiksé-

ges, a minimum koltség keresése pedig csak annyiban valtozik, hogy a leg-
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kisebb helyett értelem szertien mindig a legnagyobb profitot vélasztjuk ki.
A Vogel-modszer esetében a hozzaadott oszlopba és sorba a két legnagyobb
elem kiilonbsége keriil. Azok koziil a legnagyobbat valasztjuk ki, majd a
hozzatartozé legnagyobb profitot, és innen méar ugyanazok a lépések, mint
eredetileg voltak.

Ha megfigyeljiik, ahol csak lehet megcseréltiik a legnagyobb és legkisebb
kifejezéseket az eredeti modszerhez képest, kivéve amikor a Vogel-modszer
esetében a kiilonbségek koziil kell valasztani. Ekkor a standard feladathoz
hasonloan a legnagyobb értéket valasztjuk, hisz most is a kiugro értékeket
keressiik, a gondolatmenetet nem befolyasolja, hogy minimalizalni vagy ma-
ximalizalni szeretnénk.

A feladat megoldésa, az optimum megkeresése nagyon hasonlit a standard
feladatra ahol minimalizalunk, a 1épések nem is valtoznak. A kiilonbség
abban rejlik, hogy miutan egy bazismegoldéasra kiszamoltuk az u; és a v;
értékeket nem a 2.4 egyenlStlenséget ellenérizziik. Mivel minél nagyobb érték

elérése a célunk, ezért megforditjuk a relaciot.
U; + Vj > Cij (52)

Természetesen az egyenlGség tovabbra is megengedett, hiszen a kotott
valtozokra mashogy soha nem is teljesiilne az egyenl&tlenség.
Ha a 5.2 egy szabadvaltozora nem érvényes, akkor ugyanigy kell kezelni,

mint ahogy a standard feladat esetében kezeltiik.

5.2.2. Maximalizalasi probléméak alternativ megoldasa

Ha valami miatt nem akarjuk a modositott modszereket hasznalni a megol-
déshoz, akkor van egy olyan lehetGség is, hogy az adatokon véltoztatunk oly
modon, hogy minden ¢;; értéket beszorzunk (—1)-gyel. Ezek utan ugyanugy
kezeljiik a feladatot, mint a standard esetben és minimumot keresiink, mind-
Ossze annyi a teendénk, hogy amikor megtalaljuk az optimumot, akkor vissza
kell szorozni (—1)-gyel.

Ez azért lehetséges, mert a (—1)-gyel vald szorzassal elérjiik, hogy ami
addig a legmagasabb koltség volt, az a legkisebb legyen, a legkisebb a legna-
gyobba valjon és igy tovabb. Béar a standard feladatok esetében azt mondtuk,
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hogy ne legyen negativ szallitdsi koltség, matematikai szempontbo6l ennek
semmi akadalya. Az egyes lépéseket egymas utén teljesitve mindenképpen
megkapjuk az optimumot fiiggetleniil attol, hogy az egyes koltségek milyen
elGjellel rendelkeznek, hiszen azokat nem valtoztatjuk az optimum keresése

kozben.
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6. fejezet

Dinamikus szallitasi feladatok

A szallitési feladatok sok probléma megoldasanak az alapjaul szolgalnak, kis
atalakitassal felhasznalhatoak Vagy a problémét lehet visszavezetni a stan-
dard feladatra, ahogy azt az el6z6 fejezetben is lattuk, 4m ott még csak
kisebb valtozasok voltak az alapfeladathoz képest. Ebben a fejezetben olyan
problémékat fogunk vizsgalni amik mar sokkal 6sszetetebb megoldast kivan-

nak.

6.1. Atrakodasi probléma

Elgszor is vegyiik az atrakodasi problémakat, amik abban kiilonbéznek az
alap szallitasi feladatoktol, hogy a kinélati helyektdl, raktaraktol nem feltét-
leniil egyenesen a keresleti helyekre szallitjuk az arut, hanem koézbeiktatunk
egy atrakodési helyet. Ezek az atrakodo helyek lehetnek kiilonbo6zéek a rak-
taraktol és a keresleti helyektsl, de akar meg is egyezhetnek azokkal. Az at-
rakodo helyek kozbeiktatasa ugyan le tudja csokkenteni a széllitési koltséget,
ugyanakkor komplikalt és idGigényes lesz a szallitas, viszont néhany esetben
muszaj alkalmaznunk. Példaul ha egy cég szerteagazo teriiletre akarja el-
juttatni a termékeit és nincs olyan szallitocég ami lefedné az egészet, akkor
kénytelenek beiktatni rakodoé helyeket.

Az atrakodasi problémat altalanos szallitasi feladatknak is szoktak nevez-
ni, azért is, mert konnyen réilleszthets egy standard szallitasi feladat modell-

jére, és a mar megnézett modszerekkel meg is lehet oldani azt. A moddszer
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ismertetéséhez az [1] és [3| forrasokra fogok tamaszkodni.
Miel6tt neki kezdenénk a probléma szallitasi feladatta valo visszavezeté-

sének, fontos tisztazni néhany dolgot:

e AlapvetSen ebben az esetben is van m db kinélati helyiink(R) amikhez
tartozik egy-egy a; (i = 1,2,...m) készleti mennyiség, illetve n db
keresleti helytink (K), amikhez a b; (j = 1,2,...n) sziikségleti értékek
tartoznak. Ezeket muszaj kielégiteni.

m n
o Itt is igaz, hogy > a; = > b;
=1 j=1

e Van r db atrakodasi pontunk (A) amikre igaz, hogy mindig ugyan-
annyi arut szallitanak el onnan, mint amennyit oda szallitanak, ezt az

athaladéasi értéket jeloljiik d-vel.
o A szallitasi koltségekrdl két dolgot fontos megjegyezni:

— Azokon a helyeken ahol semmiképpen nem lehetséges a szallitas
két pont kozott (példaul egy ttlezaras vagy barmi mas miatt), ott
a ¢;; értéknek egy nagy M > 0 szamot valasztunk, azaz egy olyan
nagy pozitiv szamot, hogy megoldas kozben ne érje meg azt az

utat valasztani.

— LehetGség van arra, hogy egy helyrsl sajat magaba széllitsunk
arut. Az ezekhez a hurokélekhez tartozo szallitasi koltség értéke

mindig 0 lesz, a jelent&sségére kés6bb még visszatériink.

Az atrakodo6 pontokon 1évé arumozgast elére nem tudjuk megjoésolni, de
mivel valamit tébbszor ugyanoda szallitani nem gazdasagos, ezért fels6 kor-
latnak idedlis az 0Ossz készletmennyiséget valasztani, ami egyenlé az 0ssz
sziikséglet értékével. Tehat jeloljiik d-vel azt az értéket amit maximaélisan

atszallithatunk az egyes atrakodasi pontokon.

d = iai = ib]
1=1 j=1

Mar korabban emlitettiik, hogy egy keresleti és egy kinalati hely is le-

het atrakodasi pont. Eppen ezért igaz, hogy ezt az imént meghatarozott d
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mennyiséget hozza kell minden kinalati és keresleti helyhez is rendelni, mi-
nek kovetkeztében a kindlati helyek készlete a; + d lesz, a keresleti helyek
sziikséglete b; + d.

Egy szallitasi feladatra akarjuk visszavezetni a feladatot, ahol viszont ki-
zarolag kinalati és keresleti helyek vannak, és igy tudjuk majd a tablazatot
is kitolteni. Ebben az esetben ez gy oldhaté meg, hogy minden hely keres-
leti és kinalati hely 7s azon kiviil, hogy atrakodési pont. A keresleti helyek
készletkapacitasa és a kinalati helyek sziikséglete d értékével lesz egyenls. Va-
lamint az atrakodasi pontok sziikséglete és kapacitésa is d értéki lesz. Ezek
utén lathatjuk, hogy végiil n + m + r kinalati és ugyanennyi keresleti helyet
jegyezhetiink.

Az egyes helyszinek kozotti szallitasi koltségek a feladat leirasaban adot-
tak. Ahogy emlitettem mar, lehetséges olyan, hogy két helyszin kozott —akar
csak az egyik irdnyba — nem lehetséges a szallitas, és ilyenkor egy nagyon
nagy M szémot adunk meg koltségnek. Illetve arrél is volt sz6, hogy a
hurokélek, azaz egy helyrél a sajat magaba vald szallitas koltsége 0. FErre
azért van sziikség, mert elfordulhat olyan, hogy egy allomason nem akarjuk
atszallitani a teljes d mennyiségt arut, és ekkor ha azt valasztjuk, hogy saj-
atmagaba szallitjuk az arut, akkor kielégitjiik a keresletet és a sziikségletet
az adott pontban anélkiil, hogy névélnénk az 0ssz szallitasi koltséget, hiszen
ez a mennyiség 0-val lesz megszorozva a koltségek kiszamitasakor.

Ez igy egy kicsit bonyolultnak tiinhet szoval vegyiink egy egyszert példat.
Legyen d = 300 és legyen a kivalasztott hely az R; pont, ami alapvet&en
kinalati hely és a; = 10. Ha 100 mennyiségt arut at akarunk szallitani rajta,
és még azt a 10-et is amit ,kotelezd”, akkor arra jutunk, hogy 200 aru van amit
még sehova nem vittiink. Ekkor ha ezt a 200 megmaradt arut Ggy jegyezziik
fel mint amit 6nmagéba vittiink, akkor a helyhez kotott feltételeknek is eleget
teszlink, mikézben a ¢; = 0 koltség miatt nem noveltiik az Ossz szallitasi
koltséget.

Most pedig vegyiink egy példat a teljes atrakodasi probléma visszaveze-

tésére.
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6.1.1. Példa. Legyenek az adatok a szokasos jelolések szerint a kdvetkezdk:

m =2

a, = 30, as = 30
n=3

by = 10, by = 40, bs =,
r=4

A szallitasi koltségeket majd kozvetleniil a tablazatban jegyezziik fel az ada-
tok sokasaga végett.

Ezen adatok alapjan egy 9 x 9-es koltségtablazatunk lesz, hiszen
m+n—+r =29, illetve:

A tablazatban a 10. oszlopban és sorban a kapacitést és a keresletet is
jelolni fogom.

| Ri|Ro| A | Ay | As | A | Ko | Ky | K | kinalat
R olslwlalm[s]2]1]1] 9
Ry 310 6250 M8 9
A, 31 4110976 2] 60
A, M 5 ole6] 78] 8| 1] 60
Ay 231l olol2]4]5]6] 60
A, s13/3l2l9lofw] 6| 7] 60
K, 7l 2lal2ls]olol1t] 2] 60
K, sl 1lalml2]5]6]010] 60
K 9l s 7l625]w]11]o] 60
kereslet || 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 70 [ 100 | 70

6.1. tablazat.
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Egy igy kapott tablazaton mar tudjuk alkalmazni az eddig megismert
modszereket, de mivel manuélisan végig szamolva nagyon iddigényes, ezért
érdemes valamilyen programba beirva keresni a megoldast. Hiszen csak az
elébbi 6.1.1példa minimum-koltség modszerrel valdo megoldasa utan, az opti-
mum keresésekor minden u és v érték kiszamitasahoz (m+n-+r)-2 egyenletet
kell megoldanunk, majd 9 -9 = 81 egyenl6tlenséget kell leelendrizni és lehet-

séges, hogy az optimum megtalédlasahoz tovabb kell keresniink.

6.2. A szallitasi id6 minimalizalasa

Sokszor el6fordul, hogy a szallitasi koltségnél sokkan fontosabb, hogy minél
hamarabb leszéllitsuk az arukat, méghozza az Gsszeset. Gondoljunk példaul
egy nagy rendezvényre. Megadott id6pontra, az esemény kezdetére ott kell
lennie minden felszerelésnek, amiket altalaban elGtte mashol is hasznéalnak
és sok esetében fontos szempont, hogy minél kevesebb ideig legyenek haszné-
laton kiviil. Vegyiink példaul valamilyen arusité bodét. Hiaba csokkentik a
szallitasi koltséget, ha ez azzal jar, hogy tobb ideig nem tudnak arulni, jelen-
tGs bevételkiesés fog jelentkezni. Vagy él6 allat hosszu utaztatasa, széllitasa
sem Kkifizet6dd, hiszen az allatokat megviseli a hosszu uttal jard bezartsag.
Természetesen van mod arra, hogy a koltségeket is figyelembe véve talal-
junk rovidebb id6t igénybe vevd szallitasi utakat, de mi most kifejezetten az
id6 minimalizalédsara szolgalé Szwarc-Hammer algoritmust és annak miiko-

dését fogjuk vizsgalni [4].

6.2.1. Szwarc-Hammer algoritmus

Az alapok itt is ugyanazok, mint a standard szallitasi feladatnal voltak.
Ugyantigy vannak kindlati és keresleti helyek, valamint a hozzajuk tartozo
jol megszokott mennyiségek, osszefliggések. A kiilonbség annyibol &all, hogy
az egyes helyek kozti koltségeket nem vessziik figyelembe, helyette beveze-
tiink egy 0j paramétert. Ez lesz a 7;; ami az i-edik kindlati helyrdl a j-edik
keresleti helyre torténd szallitési id6t jelzi. Illetve a célfiiggvényiink is val-
tozik. Mint kifejtettiik, nem a koltségeket szeretnénk minimalizalni, hanem

az Osszes szallitas idejét, ami egyenld a legtobb id6t igénybevevs szallitassal,
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azaz:
mint* = {max(;;) | z;; > 0} (6.1)

Maga az algoritmus miikddése is nagyon hasonlit a standard szallitasi fel-
adat optimuméanak megtalaldsdhoz. ElGszor is kell keresniink egy lehetséges
megoldast, vagyis bazismegoldéast, amihez tartozni fog egy ¢ aktuélis id6. Ez
a bazismegoldas elemeihez tartozé legnagyobb szallitasi idGvel lesz egyenld.
Magéat a bazismegoldést a standard feladatok soran megismert modszerekkel
kénnyen megkaphatjuk, csupan a szallitasi idére kell ebben az esetben tgy
tekinteni, mint akkor a szallitasi koltségekre.

Ha ezzel megvolnank, akkor egyetlen elem megvaltoztatasaval jobb bézis-
megoldast keresiink. Egy béazismegoldés jobb, ha t értéke csokken, vagy ha a
t = max(7;;)-hez tartozo6 x;; széllitasi mennyiség csokken. Utdbbi szempont
matematikailag talan egy kissé foloslegesnek tiinhet, elvégre a végeredmé-
nyen, az idén nem valtoztat a szallitott mennyiség. De a valésagban hasz-
nos, hiszen igy tobb arut tudunk el6bb leszallitani, azokkal mar elkezdhetnek
esetlegesen dolgozni ha munkaeszkozrsl van sz6, vagy biztosabb hogy nem
romlik meg, ha romlando étel a szallitott aru. De vissza az algoritmushoz.

Jobb béazismegoldas kereséséhez hasznaljuk Hammer 4 1épéses eljarasat:

1. Keressiik meg azokat az (ij) helyeket, amikre igaz, hogy a hozzajuk
tartozo 7;; értéke megegyezik a t értékével, majd ezek koziil keressiik
meg azt amihez a legangyobb z;; érték tartozik és ezt nevezziik xy-nek.
Azaz:

Trl = max(:vij | Tij = t)

2. Legyen az Sy; az a halmaz, aminek elemei azok a nem béazis elemek,
amiket ha bevennénk a béazisba akkor xzy; értéke csokkenne. Egy bézis-
elem értékét hasonlo logika alapjan tudjuk csokkenteni, mint ahogyan
a standard feladatok megoldasakor 0j baziselemet vezettiink be. Most
azokat a szabadvaltozokat kell bevenniink a halmazba, amelyekre igaz,
hogy tudunk bel6le olyan magaba visszatéré hurkot képezni, aminek
a tobbi csicsan bazismegolas van és az xy; érték az egyik szomszédos
csucsa. Csak azok a nem bézis elemek johetnek szoba amelyek esetében

a hozzajuk tartozoé 7;; érték kisebb, mint ¢.
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3. Az Sy elemei koziil vélasszuk ki azt, amelyikhez a legkisebb 7;; érték

tartozik, ez legyen a (p, ¢) hely.

4. Hozzunk létre 1j baziselemet a (p, ¢) helyen az elbb emlitett hurok se-
gitségével. Aramoltassunk minél nagyobb szallitasi mennyiséget a (p, q)
helyre. Ilyenkor a legnagyobb mennyiség amit aramoltatni tudunk, az
a két szomszédos csics értékének minimuma. Tehat xj; értéke min-
denképpen csokkenni fog. Ha vele megegyezd értéket aramoltatunk,
akkor teljesen kinullazodik, megsziinik bazismegoldas lenni. Ebben az

esetben t értéke is modosulhat.

Ha ezeket a lépéseket végig csinéltuk, le kell ellenérizniink, hogy a kapott
t érték optimalis-e. Szwarc 2.tétele szerint [5], ha azokhoz az tires cellakhoz
amikbe léphetnénk nagyobb vagy egyenlé 7 érték tartozik, mint az aktualis
megoldasunk, akkor a megoldés optimélis. Azaz, ha a az Si; halmazunk iires,
akkor készen vagyunk, ¢ = mint*. Ha nem iires halmaz, akkor folytatnunk
kell a lépéseket, tovabb kell keresniink.

Nézziik meg a folyamatot egy példan is.

6.2.1. Példa. A koltségek feljegyzésétdl eltekintve a kivetkezd adatok allnak

rendelkezéstinkre:

gl K | K | K | K | a
R1 T11:10 7'12:6 T13:7 7'14:3 CL1:50

RQ 7'21:2 7'22:8 T23:9 7'2421 CL2:35

Rg 7'31:8 7'32:7 7'33:9 T34:6 CL3:60
bj bl = 50 bg = 45 b3 = 20 b4 - 30

6.2. tablazat.
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A standard feladatnal hasznélt mini-
mum koltség modszert alkalmazva a

kovetkezd béazismegoldast kapjuk:

s

Rij| - |45 ] b5 -
Ry || 5 - - |30
Ry | 45| - | 15 | -

6.3. tablazat. t =9

Az aramoltatas utan a kovetkezd ba-

zismegoldast kapjuk:

s

Ry - [30] 20| -
Ry || © - - 130
Rs || 45 | 15 | - -

6.4. tablazat. t =8

Az Gjabb aramoltatas utan a kovetke-

76 béazismegoldast kapjuk:

| 6 | Ko | Ko | K |

Ryj| - [30] 20| -
Ry || 35 | - - -
Ry |15 | 15| - | 15

6.5. tablazat. t =8
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Az algoritmus lépésenként:

Tkt = 33

Sk = {xsz}

min{7ss} = 730 = 7
min{xss, r12} = x33 = 15
T3p =15, 233 =15—15=0
r13 =5+ 15 = 20,

r12 =45 —15=30

t=28
Ll = X34
Skl = {1’34}

min{7r3,} =734 =6
min{xs;, Tos} = x9q = 20
a1 = 20, 24y = 45 — 20 = 25
To1 = 5+ 20 = 25,

Tog =20—20=0

t=28

Tkl = 31
Suw={}
Nem tudunk tovabb 1épni,
megtalaltuk az optimumot.

mint* =8



Mivel nem tudjuk tovabb csokkenteni sem az id6t, sem a szallitott mennyi-
séget a legtobb id6t igényeld ttvonalon, az aktuélis bazis megoldas az opti-
maélis megoldéast adja, igy:

mint* =t =28

6.3. Tobb periodusu szallitasi feladat

A problémat Szwarc tanulméanyozta illetve Bellmore, Eklof és Nemhauser. A
tovabbiakban harmojuk megoldasat fogjuk vizsgalni és B.E.N. elnevezéssel
hivatkozom ra. A [4] forrast hasznaljuk fel.

A probléma abban tér el a standard széllitasi feladattol, hogy tébb szalli-
tasi problémat kapcsolunk 0ssze az id6 segitségével. Ugyanazon helyek keres-
letével és kindlataval foglalkozunk, de nem csupéan egyszer, hanem egymaést
kovets T alkalommal. Ezért periodikus a feladat.

Tovabbi valtozéas az eddigeiekhez képest, hogy nem csak a sziikségletek
kielégitésére van lehetdség egy adott peribdusban, hanem a készletek megtar-
tasara is. Ezt ugy a legegyszereriibb elképzelni, hogy ha példaul egy boltba
viszlink arut, nem csak akkora mennyiséget szallithatunk oda amennyit azon-
nal a polcokra is raknak, hanem a raktarba is helyezhetiink el arut, amit majd
a kés6bbiek folyaman felhasznalhatnak. Ez f6leg akkor elényos amikor egy
adott iddszakban a széllitasi koltség kiilonosen alacsony, vagy el6re lathato,
hogy a kovetkezGkben dragulni fog. Viszont a tarolasnak is vannak koltségei,
amiket figyelembe kell venni.

Az eddigi jelolések tovabbra is érvényesek lesznek, csupan mindegyik kap
egy t fels6 indexet, ami azt fogja jelolni, hogy az adat melyik periddusra

érvényes. Ezek mellett 0j valtozok beveztésére is sziikség van:
e T a periddusok szama

e t: az éppen aktualis periddus sorszama altalanosan jelolve, 1 és T ko-

zOtt1 egész szamokat vehet fel

e d: a j keresleti helyen a (t—1) és a t periodusok kozott tarolt egységnyi

aru tarolési koltsége

e yi: aj keresleti helyen a (t—1) és a t periodusok kozétt tarolt mennyiség
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e Ni: a j keresleti helyen a (t — 1) és a ¢ periodusok kézott tarololhato

maximalis mennyiség

A feladat megfogalmazhat6 a kovetkezs képpen:

m n T n T
min C' = ZZZC@% + ZZdzy;t (6.2)
i=1 j=1 t=1 j=1 t=2

Ennek az egyenlGségnek a kovetkezd feltételek mellett kell teljesiilnie V 7, j, ¢

esetében:

n

¢ t
E T < a;
=1

m

t t t+1 t
DTty =yt =
i=1

Tij 2 0
0< i <N (6.3)

A B.E.N. algoritmus a problémét folyamfeladatként kozeliti meg, azaz a
minimalis koltségd folyamot keresi.

Az algoritmus végrehajtasdhoz el6szor is hozzuk létre a halozatot, amit
ugy kell elképzelni, hogy a pontoknak a periédusonkénti helyszinek felelnek
meg. Valamint van egy mesterséges s* forras és t* nyel6. Az s* forrasbol
mindegyik af pontba vezet egy irdnyitott él a’ értéki kapacitassal, az élkoltség
pedig 0. Tlletve minden b’ pontbol vezet egy irdnyitott él a t* nyelsbe b}
kapacitassal és 0 élkoltséggel.

Az azonos periddusidejii keresleti és kinalati helyek kozott irdnyitott él
fut a keresleti helyeknek megfelel6 pontokba, a kereslet értékével egyenls
kapcitassal. Az élkoltség a két helyszin kozotti szallitasi koltséggel egyenld.
Ezeken kiviil a b; pontokboél mutat él a b;“ pontokba. Ezeknek az éleknek a
kapacitasa N ;H, a maximalisan raktarozhaté mennyiség értéke. Elkoltsége,
a raktarozas ara, azaz d;“. Ha megfigyeljiik az igy felépitett halozat a 6.3
feltételeknek elget tesz.

Nézziink egy példat, ahol m = 2, n = 3, T' = 2. Ebben az esetben a
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halozatunk igy fog kinézni:

. 2
f:ﬁ U'g:i]

Ha a hélézat megalkotasaval, felirasaval készen vagyunk, akkor elkezd-

hetjiik megkeresni az optimumot a B.E.N. algoritmus szerint:

1. A halozatot kiegészitjitk 0 kapacitasi, végtelen élkoltségii élekkel, biz-
tositva, hogy ezeken az éleken keresztiil ne valaszzunk ki utat. Kezdeti

folyamértéknek, illetve C' 6sszkoltségnek pedig 0-4t adunk meg.

2. Keressiik meg az s* és a t* kozotti legolesobb utat, majd a lehetd legna-
gyobb mennyiséget dramoltassuk rajta, ami az Gt mentén lévé legkisebb

kapacitassal egyenls. Jeloljiik ezt a legkisebb értéket k-val.

3. k értékét hozzdadjuk a folyamértékhez. Kiszamoljuk az ut koltségét,
ugy hogy az élkoltségeket Osszeszorozzuk a k értékkel, majd 6sszeadjuk

Sket. Ezt az Osszeget hozzdadjuk a C értékhez.

4. Az uthoz tartozo élek kapacitasat csokkentem k-val. Ahol a kapacitas
0 lesz, ott az élkoltséget végtelenre valtoztatom. Az Ut mindegyik élé-
hez behuzok egy élt forditott iranyitassal, (—1)-szeres élkoltséggel és k

kapacitassal.
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5. A 2. lépéstdl addig ismétlem az algoritmust, amig minden igény nem

teljesiil. Ha teljesiil, megtalaltuk az optimumot

minC =C
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