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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni koszonetemet konzulensemnek, Dr. Csomoés Petranak aki
visszaadta motivacidmat a matematikusi palya irant. Halas vagyok, amiért olyan témét
ajanlott a figyelmembe, ami igy felkeltette az érdekl§désemet. A konzultaciok sordn hasz-
nos magyarazatokkal, tanécsokkal szolgalt és gondosan atnézte a dolgozatomat. Kiilon
koszonom a rengeteg belém fektetett idejét, energidjat, és azt, hogy személyes taldlkozas

nélkiil is kozvetlen moédon segitette munkamat.

Tovabba szeretném megkoszonni kozépiskolai matematika tandromnak, hogy megszeret-
tette velem a matematikat, lelkesitett és tamogatott mind az érettségire vald késziilés

soréan, mind az egyetemi jelentkezésben.

Hélasan koszonom a csalddomnak és barataimnak, amiért tanulmanyaim sordn mindig

feltétel nélkiil tdmogattak, folyamatosan 6sztonozték munkamat.

Kiilon koszonom vélegényemnek, hogy egyetemi éveim soran végtelen kitartassal és szere-
tettel tamogatott céljaim elérésében, és nélkiilozhetetlen tanicsaival valamint segitségével

hozzajarult e dolgozat megirasahoz.

Végiil szeretném megkoszonni az ELTE valamennyi oktatojanak, akik tudasukkal és szak-
értelmiikkel segitettek idaig eljutnom és hozzajarultak, hogy a diplomamhoz sziikséges

tudéast elsajatitsam.



Bevezetés

A szakdolgozatom témavalasztasat elsGsorban a Folytonos modellezés kurzuson bemu-
tatott modellek motivaltak. Nagyon kiilonlegesnek tartom, hogy par differenciélegyenlet

segitségével bizonyos feltételek mellett egy jovébeli idépontra tudunk elérejelzést adni.

Szakdolgozatom egyik célja, hogy bemutassam, hogy a tudoméany szamos teriiletén
talalhatunk olyan folyamatokat, amelyeket differencialegyenletekkel tudunk modellezni,
majd vizsgélni és végiil el6rejelezni. A célom megvaldsitasdhoz differencidlegyenletek fix-

pontjait és idébeli megoldésait vizsgalom meg analitikusan és numerikusan.

Az elsé fejezetben a differencidlegyenlet-rendszerek megértéséhez, illetve azoknak vizs-

galatahoz sziikséges alapfogalmakat, definiciokat és tételeket gydjtom Ossze.

A maésodik fejezetben a Rossler-modellel foglalkozom, amit kémiai reakcidk egyensu-
lyanak modellezésére is hasznalnak. Kiszamolom a fixpontjait és meghatarozom azok

stabilitasat, majd bemutatom a kioszra jellemz& peridodus kett6zddést is.

A harmadik fejezetben a kompartment rendszerek miikodésével foglalkozom, majd eh-
hez kapcsoloddan egy biologiahoz tartozé modellt vizsgalok meg, ahol a tetraciklin mozga-
sat figyeljiik meg a bélrendszerben, a véraramban és a vizeletrendszerben. Ennek a rend-
szernek analitikusan kiszamolom a pontos megoldasatt.A kovetkezd részben két feladatot
oldok meg szintén analitikusan, majd numerikus modszerrel készitett abraval illusztralom
eredményeimet.

A negyedik fejezetben a Duffing-modellel foglalkozom, ami egy kocsiban elhelyezett test
pozicidjat vizsgalja. A testet kiilonbozd, fizikdban ismert erGhatasok érik, mint példaul a
kocsit mozgato excenter vagy a test mellé rogzitett rugd. Ezeket a tényezdket kiilon 0ssze-
irom, majd ezek Osszegének segitségével megkapom a keresett egyenletrendszert. Ahhoz,
hogy a modell autoném rendszer legyen, elhagytam belSle egy tagot, és az igy kapott
rendszernek kiszamoltam a fixpontjait. Majd dsszehasonlitottam az igy kapott, illetve az

eredeti rendszer megoldasat és fazisképét.

Az 6todik fejezetben a Malkus-Lorenz-vizikerékkel foglalkozom. Ennek a vizikeréknek
a mozgasat a Lorenz-egyenletek szabélyozzak. Mig a klasszikus vizikerék egy iranyban,

allando sebességgel forog, a Malkus vizikerék kaotikus mozgast mutat, ahol forgasa ki-



szamithatatlan moédon felgyorsul, lelassul, leall, iranyt valt és elére-hatra ingadozik. Itt
szintén kiszamolom a fixpontokat, majd megvizsgidlom, milyen feltételek sziikségesek a
kerék mozgéasahoz, illetve megnézem, hogyan viselkedik a modell, ha a fixpontot adom

meg kezdeti értéknek.

A fliggelékben megatélalhatoak a MATLAB kodjaim, amik segitségével az abrakat
készitettem. A numerikus kisérlethez az altalam irt negyedrendid Runge-Kutta méodszert

hasznaltam.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben azokat a fogalmakat, tételeket és definicidkat szedjiik Gssze, amelyekre
késGbbiekben sziikség lesz a modellek vizsgalatanal. A tételek és allitasok bizonyitéasaira

nem térek ki ebben a részben, de ezek mind megtalédlhatok a megadott forrasokban.

1.1. Differencialegyenletek

Ebben a részben a Differencidlegyenletek oran irt jegyzeteimet [§], és Simon Péter, Toth

Janos: Differencialegyenletek [9] konyvét hasznaltam fel.

1.1.1. Definicié. Az olyan egyenleteket, amelyekben az ismeretlen fliiggvény és annak

derivéltjai kozott all fenn valamilyen kapcsolat, differencidlegyenletnek nevezziik.

1.1.2. Definici6é. Kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik azokat a diffe-
rencidlegyenlet-rendszereket, melyben az ismeretlen fliggvény egyvaltozos.
Legyen T'C RxR", aholn € N, f : T' — R képezd folytonos fiiggvény, y : R — R" képezs

folytonosan differencialhaté fiiggvény. Ekkor az

y(t) = ft,y(®),t >0 (1.1)
egyenletet kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.

1.1.3. Definici6é. Az explicit n-ed rendii kozonséges differencidlegyenletek altalanos alak-
ja

y(t) = f(ty),9(t), .y () (1.2)
Ahol az f : Q — R fiiggvény folytonos egy Q C R**! tartomanyon, az ismeretlen y : I —
R fiiggvény pedig valamilyen I C R nyilt intervallumon értelmezett n-szer folytonosan

differencialhato fiiggvény.



1.1.4. Tétel. (Atviteli elv)

Minden explicit n-ed rendi differencidlegyenlet megfeleltethets egy n ismeretlenes diffe-
rencidlegyenlet—rendszernek tgy, hogy az el6z6 megoldasa megegyezik az utébbi megol-
dasaval.

Legyen ugyanis y : I — R az ((1.2)) n-edrendi differenciélegyenlet-rendszer megoldasa, és
vezessiik be az alabbi y; : [ — R,i =1,...,n 1j fiiggvényeket:

(t)

vi(t) =y
y(t)

Y2(t)

Ly (t) =y (1)

Vegyiik észre az alabbi Osszefiiggéseket:

(Gn(t) = [(ty(0), y(0); o Y1) (1))

Ekkor az Y : I — R™ és F': R? — R" j fiiggvények bevezetésével (1.1) alakot kapjuk:

yi(t) Ya(t)
Ya(t) ys(t)
Y(t) = | ys(t) F(t,Y(t) = :
: ynfl(t)
Yn(t) FEy(t), y2(t), s Yn-1) (1))

1.1.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f : D — R fiiggvény a masodik véltozdjaban
Lipschitz-folytonos a D halmazon, ha létezik olyan L > 0, hogy |f(z,y) — f(z,9)| <
Lly — 9| teljesiil minden (x,y), (x,7) € D esetén.

1.1.6. Tétel. (Picard—Lindel6f-féle egzisztenciatétel)

Legyen f : D — R olyan folytonos fiiggvény, amely a masodik véltozojaban Lipschitz-
folytonos. Ekkor minden (zg,yo) € D ponthoz megadhat6 olyan § > 0, hogy az

y(x) = f(x,y(x)) egyenletnek pontosan egy y megoldasa tesz eleget az y(xg) = yo kezdeti

feltételnek az [xg — d, 2 + J] intervallumon.



1.2. Fixpontok

Ebben a fejezetben a Folytonos modellezés oran [2] és az Alkalmazott analizis eladason

[4] irt jegyzeteimet hasznaltam fel.

1.2.1. Definicié. Legyen f : D — R" egy 0Osszefiiggd nyilt halmazon értelmezett,
Lipschitz-folytonos fliggvény, ahol D C R"™. Ekkor

y(t) = f(y@)) (1.3)
egyenletrendszert autoném differencialegyenlet-rendszernek nevezziik.

Tehat egy differencidlegyenlet-rendszer autoném, ha a t valtozo csak az y ismeretlen fiigg-

vény és a derivaltja valtozojaként jelenik meg az egyenletben.
1.2.2. Definicié. Az y* € R" vektort az ((1.3) autoném differencidlegyenlet-rendszer
egyenstlyi pontjanak, egyenstlyi helyzetének vagy fixpontjanak nevezziik, ha y(t) = y*
konstans fiiggvény az (1.3]) egyenlet megoldasa minden ¢ > 0 esetén, azaz f(y*) = 0.
1.2.3. Definicio. Az (1.3)) alakd autoném kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
y* € R™ fixpontjat

e stabilnak nevezziik, ha Ve > 0 esetén 3 6 > 0, melyre ||[yo — y*|| < I esetén

lly(t) — y*|| < € teljesiil minden ¢ > 0 esetén;

*

e aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és tlim y(t) =y
— 00

e instabilnak nevezziik, ha nem stabil;

Az Definici6 alapjan az fixpontok stabilitasanak meghatérozasa nagyon sok szamo-
lassal jarna, ezért ezt egy méasik modszerrel, sajatékékek segitségével tudjuk vizsgalni.

1.2.4. Jelolés. A Jacobi-méatrix egy vektorértéki fiiggvény elsérendii parciélis derivaltjait

tartalmazo matrix. Az f: R” — R” fiiggvény egyes komponensei:

fl(x17$2,...’[)jn)
f2($1 X9, ..., T )
f(xhx%-..,xn): ’ " s bm
fn(x17$2,...’xn)

Ezen n darab n-valtozos fiiggvény parcialis derivéaltjaibol egy n x n-es méatrixot képezhe-

tink:
on on . oh
or; 0xs oz,
on op . op
J = 014 a$2 0$n
of, 9 O
0x, Oxy oz,

6



Ezt hivjuk Jacobi-métrixnak.

1.2.5. Definicié. Legyen A

a1 a1 ... Qip
A _ 921 Q22 ... QAgp c Ran
Ap1 QAp2 ... QGpp
valamely a; ; € C szamokra, ahol 7,5 = 1,2,...,n ésn € N. Ekkor az A matrix karakte-
risztikus polinomjan a
a1 — A a1 e Q1n
921 929 — AL Qon

kea(\) = det(A — AT) =

an1 Ao ce G — A

polinomot értjiik, ahol det és | - | a matrix determinénsat jeldli.

1.2.6. Definici6. Egy A € C skalart az A € C™*" matrix sajatértékének neveziink, ha
létezik olyan v € C™ nemnulla vektor, melyre Av = Av teljesiil. Az ilyen v vektorokat az A
matrix A\ sajatértékhez tartozo sajatvektoranak nevezziik. Ezen vektorok és a nullvektor

altal alkotott alteret pedig a A sajatvektorhoz tartozo sajataltérnek hivijuk.

1.2.7. Allitas. Az A matrix sajatértékeit gy hatarozhatjuk meg, hogy a matrix karak-

terisztikus polinomjat nulldval tessziik egyenlGvé.

1.2.8. Allitas. A \;-hez tartozo sajatvektorokat ezek alapjan az
(A=NI)-v=0

egyenletbdl szamithatjuk ki.

1.2.9. Definici6. Legyen f : RxR" — R" adott fliggvény, valamint legyenek ty € R, yq €
R™ olyanok, melyekre (tg,y0) € D(f). Azt mondjuk, hogy a (1.1 differencialegyenlet-
rendszer y megoldasa teljesiti az y(ty) = yo kezdeti feltételt, ha a differencidlegyenlet-

rendszer teljesiil minden ¢ € D(y) esetén és y(to) = yo.

1.2.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R® — R" kétszer folytonosan differencialhato, és
y* € R* fixpontja a kdvetkezd feladatnak:

g =fy).
Ekkor ha az f'(y*) € R™"™ matrix \; sajatértékeire
e Re\; < 0 teljestil Vi esetén, akkor az y* fixpont aszimptotikusan stabil,

e Re \; <0 teljesiil Vi esetén és \; egyszeres gyok Vi esetén, akkor az y* fixpont stabil.

o létezik legalabb egy \; sajatérték, melyre Re A\; > 0, akkor instabil.
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1.3. Fazisképek

Ebben a részben a Differencidlegyenletek kurzus soran irt jegyzeteimet [§], illetve Freud

Robert: Linearis algebra cimd konyvét [11] hasznaltam fel.

1.3.1. Definici6. Az [1.2.1] Definici6 alapjan, az n = 2, akkor a rendszert kétdimenzios

autoném egyenletrendszernek nevezziik:

ahol f : R? — R? &sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett fiiggvény. Ha f koordinatafiigg-
vényeit P és @) jeloli, akkor:

(1.4)

{Zil(t) = P(y1(1),y2(1))
Ya(t) = Q(y1(1), y2(t))

ahol P, (Q : R? — R folytonos fiiggvények.

1.3.2. Megjegyzés. Az (y1,y2) — (P(y1,%2), Q(y1, y2)): R? — R? fiiggvényt sikbeli vek-
tormezének hivjuk. Ez a vektormezd meghatéarozza a kétdimenzios rendszer megoldésait,
és igy annak palyait is. Minden (y;,y2) pontban a (P(yi1,y2), Q(y1,y2)) vektor az (y1,yz)
pontra illeszked§ palya érintGvektora.

1.3.3. Definicio. Az y(t) = f(y(t)) autonom differencidlegyenlet fazisképének nevezziik
a D(f) C R™ halmazt, benne a palyakkal, és azokon val6 haladasi irannyal.
A D(f) halmaz neve faziskép, amit a D(f) C R? esetén fazissiknak, D(f) C R esetén

fazisegyenesnek mondunk.



1.3.4. Kovetkezmény. Kétdimenzios esetben az (1.4) rendszer y* € R? fixontjanak
tipusat a 2 x 2-es Jacobi-matrix sajatértékei adjak meg, ha a sajatértékekre teljesiil, hogy

Re )\172 7é 0:

or or
Oy Oy
9Q  9q
Oyr Oy

Ekkor az y* € R? fixpont
e stabil csomo, ha A\, Ay < 0,
e instabil csomd, ha A\, Ay > 0,
e nyeregpont, ha A\; > 0 > A,
e stabil fokusz, ha Ao = a £ (i és a <0,
e instabil fokusz, ha A2 = a £ Bi és a > 0,
e centrum, ha A\ o = £3i
valamely «, 5 € R szamok esetén, ahol az ¢ a képzetes egységet jeldli.
1.3.5. Tétel. Az[1.3.4] Kovetkezmény n-dimenzios esetben:
e ha minden )\; sajatérték esetén Re \; < 0 , akkor a fixpont aszimptotikusan stabil,
e ha létezik olyan \; sajatérték amelyre Re \; > 0,akkor a fixpont instabil.

1.3.6. Allitas. A (I.4) rendszer esetén a fixpontok tipusat meghatarozhatjuk anélkiil is,

hogy a sajatértekeket kiszamolnank. Ha ugyanis
b
c d

=M —(a+d)+(ad —bc) = > —TrA- X+ det A,

akkor

a— A b

det(A — A) = oy
c d—

ahol a Tr A az A métrix nyoma, azaz a fGatlobeli elemek Gsszege, det A pedig a determi-
nansa.
A sajatértékek ekkor:

TrA+ VTr* A —4det A

A = 5



1.3.7. Allitas. A (T.4) rendszer fixpontjara az alabbiak érvényesek:

e nyeregpont, ha det A < 0,

centrum, ha det A > 0,Tr A =0,

stabil csomd, ha det A > 0, Tr A < 0 és Tr* A > 4 det A,

instabil csomd, ha det A > 0, Tr A > 0 és Tr?A > 4det A,

stabil fokusz, ha det A > 0, Tr A < 0 és Tr? A < 4det A,

instabil fokusz, ha det A > 0,Tr A > 0 és Tr? A < 4 det A.

Az abran latszik, hogy hogyan néz ki a fixpont tipusa a (det A, Tr A) € R? sikon.

degenerate sink

spiral sink

det A

A= (Tr A)?- 4det A

A0 A=0:

A>0

spiral source

uniform

©

center

degenerate source

motion

sink

source

line of stable fixed points

.
g

saddle

line of unstable fixed points

1.1. 4bra. Poincaré diargam. Ezt az abrat a [20] oldalon talaltam.
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2. fejezet

Rossler-modell

Ebben a fejezetben a [16], és a [15] oldal volt segitségemre.

2.1. A modell felirasa

Rossler Otté német biokémikus 1976-ban egy olyan, a Lorenz-attraktorhoz hasonlé egyen-
letrendszert irt fel, amely szintén kaotikus viselkedést mutat, de annél sokkal egyszeriibben
vizsgalhato. Ezeket az egyenleteket késgbb kémiai reakciok egyensilyanak modellezésére
is hasznaltéak.

Legyenek a differencidlegyenletek a kovetkezdk, ha x(t),y(t), 2(t) : Rj — R folytonosan
differencialhato fiiggvények:

#(t) = —y(t) — 2()
y(t) = a(t) —a-y(i)
2(t) = b+ 2(t) (z(t) — ¢)

ahol a > 0, b > 0 és ¢ > 0 konstans paraméterek.

2.2. Fixpontok meghatarozasa

Az Definicio segitségével kiszamolhatjuk a fixpontokat.
Ehhez oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

*

0=—y" —2" — 2=y

O=z"—a-y" =t =—a-y

0=0b+z2"(z"—¢) —0=b+a-(y)Y +c-y"

11



A harmadik egyenletet a mésodfoki egyenlet megoldoképlete segitségével konnyedén meg-
oldhatjuk, majd a megoldést behelyettesitve az elsé és masodik egyenletbe a kivetkezs
fixpontokat kapjuk:

., ct+c—4dab

Tr =
2

. ct+Vc?—4ab
O PR
a
., ctc—4dab

Z =
2a

Behelyettesitjiik Rossler eredeti paraméreit: a = 0,2, b = 0,2 és ¢ = 5,T:

_ 57+4/57—4-02-0,2

*

X
2
. D752 —4-02-0.2
y=- 20,2
. 57+4/b7—4-02-02
N 2.0,2

Igy a fixpontok kozelitéleg a kovetkezdk lesznek:
YT = (5,6929737, —28,4648689, 28,4648689) (2.1)

Y* = (0,0070262, —0,0351310, 0,0351310) (2.2)

Az f fliggvény Jacobi-matrixa az[1.2.4] Definici6 szerint a kovetkezd:

ofv 0fi Ofi
Oxy 0Oxy Ox3 0 -1 -1
L lor on on| |,
= = a 0
0r; 0xy Oxs
('3f3 afg (9f3 z 0 z—c
81‘1 8232 0&73

A sajatértekeket az [1.2.7] Tétel alapjan szamoljuk ki:

- -1 -1
1 a—2A\ 0 =N+ XNz —-cta)+Nac—ar—z—1)+az+x—c=0.
z 0 z—c—A
Ennek megoldésaiba is behelyettesitjiik Rossler paraméreit. Ha a gyok alatti tényezé el6tt

pozitiv elGjel all, akkor a kovetkezdk lesznek az eredmények:

A, = 0,0971028 + 0,995786i
A2 = 0,0971028 — 0,9957864
A3 = —5,68718

12



Az Tétel alapjan a (2.1) fixpont instabil, mert van olyan sajatértéke, amelynek a
valos része pozitiv. Jelen esetben a i, és a Ay is ilyen.

Negativ elGjellel pedig ezek lesznek:

A1 = 0,0000046 + 5,4280259i
A2 = 0,0000046 — 5,4280259i
A3 = 0,1929830

Az Tétel alapjan ez a (2.2) fixpont is instabil. Itt mindegyik sajatérték pozitiv
valos résszel rendelkezik.

2.3. A modell vizsgalata

A MATLAB programban megirtam a negyedrendd Runge-Kutta (RK4) modszert, illetve
az explicit-Euler-modszert is. Mivel a Runge-Kutta moddszer jobb eredményt ad, ezért

minden abrat ezzel a modszerrel készitettem el.

A numerikus modszerek és az abrak kodjai a Fliggelékben megtalalhatoak.

Rissler modell a=0.2 b=0.2 ¢=5.7 paraméterekkel

25 ~

y(t) 10 40 x(t)

2.1. abra. A Rossler-modell megoldésa
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A kovetkezG hat abra azért érdekes, mert az ilyen kaotikus viselkedést mutaté rendsze-

rekben megfigyelhet§ a peridoduskettézodés, hogy ha az egyik paramétert valtoztatjuk.

Az a és b paramétereket rogzitjik: a = 0,1 és b = 0,1, a c-t pedig valtoztatjuk.

— AR.2 abran ¢ = 4, a kezdeti értékek pedig (2o, yo, 20) = (—6,081,0,0).
~ AR.3| abran ¢ = 6, a kezdeti értékek pedig (zo, yo, 20) = (—9,0,0).

- A . abran ¢ = 12, a kezdeti értékek pedig (xo, vo, 20) = (—9,8,0,0).
— AR abran ¢ = 8,5, a kezdeti értékek pedig (o, Yo, 20) = (—9,0,0).

— AR.6 abran ¢ = 12,6, a kezdeti értékek pedig (2o, yo, 20) = (—10,0,0).

~ AR abran ¢ =9, a kezdeti értékek pedig (zo, yo, 20) = (—10,0,0).

1-periodikus palya (x,y,z) sikon 1-periodikus palya (x,y) sikon
6
™\ . %
’ g k"
25 / \ \\
r/ \\ 2 ‘\
2 /; \\ ‘l‘ \".
1.5 y"f \\ " ‘ ‘
N / \\ > "\ ‘
/ \ |
1 / \
/ \ 2l \ /
s / \ \ //
0 // \\ 4 \ 7
4 \ | B \ /
2 / 10
5 > \ / = 6 RN s .
# 3 ;:/_’ 0
y © 5 X *s 5 4 2 0 2 4 6 8

2.2. abra. 1-periodikus palya
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Z

S0 =« N w & o o =~

2-periodikus palya (x,y,z) sikon

3-periodikus palya (x,y,z) sikon

30

25

20

g

T
e i
=
~——
—

/
{

20 20

i\\
\\\T

2-periodikus palya (x,y) sikon

2.3. adbra. 2-periodikus palya

3-periodikus palya (x,y) sikon

\ A0

20

\
\
=

2.4. dbra. 3-periodikus palya
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4-periodikus palya (x,y,z) sikon 4-periodikus palya (x,y) sikon

> 0
X
2.5. abra. 4-periodikus palya
6-periodikus palya (x,y,z) sikon 6-periodikus palya (x,y) sikon

L L L L L L L
y -20 20 x -20 -16 -10 -5 o 5 10 16 20 25

2.6. abra. 6-periodikus palya
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Ritka kaotikus attraktor (x,y,z) sikon Ritka kaotikus attraktor (x,y) sikon

2.7. 4bra. Ritka kaotikus attraktor

A fazistér azon pontjainak a halmazat, melyhez a trajektoriak konvergalnak, attraktornak
nevezziik. Tobb tipusa is létezik az attraktoroknak. A [2.7)abran egy Kaotikus-attraktort
lathatunk. A fazistérnek olyan részhalmazat nevezziik igy, amelyen belill a mozgéis nem
ismétli onmagét, azaz a gorbén nem jelolhet§ pontosan ismétléds szakasz. Ez a kaotikus
viselkedés determinisztikus, ami azt jelenti, hogy azonos kiindulasi allapotbol indulva

mindig azonos megoldast kapunk.
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3. fejezet

Tetraciklin a testben

Hasonlo téméaval mar Gondos Eszter is foglalkozott a szakdolgozatédban [6]. Ebben a

fejezetben én a [1I] konyvben talalt feladatot fogom megoldani.

3.1. Kompartmentek

El6szor is a model felépitésének megértéséhez fontos a kompartment-modellek ismerete.
AlapvetSen par véges szamu dobozt kell elképzelniink, amelyek nyilakkal jelolt folyama-
tokkal vannak 6sszekotve. Az ¢ — 1-edik dobozbdl i-edik dobozba mutaté nyil azt jelenti,
hogy az anyag kilép az ¢ — 1-edik rekeszbdl, és ugyanilyen sebességgel érkezik az i-edik
rekeszbe. Azokat a nyilakat, amelyek nem egy mésik rekeszbdl mutatnak, azok egy kiilsg
forrasbol jonnek. Ezeket a nyilakat I-vel jeloljiik, ahol az I a az anyag bemeneti ara-
nya. Ahol pedig ezzel ellentétben egy nyil az egyik dobozbdl kifelé mutat, az kilép a
rendszerbdl.

A kompartment-modell linearis, ha az anyag a bokszban 1év§ mennyiséggel aranyos se-
bességgel 1ép ki egy dobozbdl. Tehat egy linearis rekeszmodellben z; - k;(t) sebességgel 1ép
ki az anyag az i-edik dobozbdl ¢t id6pontban minden ¢ esetén, ahol a k; pozitiv konstans

és x;(t) a dobozban 1évé mennyiség a ¢ idépillanatban.

18



A[B.I] abran egy példa szerepel erre. Ebben az esetben a kovetkezd linearis differencial-

egyenlettel fejezhetd ki a mennyiségek dramlasa az id6 fliggvényében:

Xy
kyx,
|1 klxl kaxa |5
Xy X3 X [
kx5 kaxs
Xa

3.1. abra. Példa 5-rekeszes kompartment modellre

Zil'lzfl—kl'l'l
i’QZ—/{fz'[L’Q
Ty =ky-x1+ ko 20— kg -3+ ks 14— k313

Ty = ks 23— kg x4

\i’5:kﬁ3'l‘3—|—[5

3.2. A modell felirasa

A kovetkezs modellben a tetraciklin testben valo terjedését vizsgéaljuk. Ezt az antibiotiku-
mot pattanasokra, aknéra, léguti fertézésekre, tiidégyulladasra és egyéb panaszokra irjak
fel. A gyogyszert szdjon at szedik, a bélfalon keresztiil felszivodik a véraramba, végiil a

vese eltavolitja a vérbdl és kivalasztodik.

Az xz(t), y(t) és z(t) valtozok a tetraciklin mennyiségét milligramm /kébcentiméterben
adjak meg a t > 0 id6pontban. Az z(t) a bélrendszerben, az y(t) a véraramban és a z(¢)
a vizeletrendszerben.

Ezeket a folyamatokat elsérendd lineéris linearis differencidlegyenlet-rendszerrel szoktak
modellezni.

Tekintsiik a modellt leir6 egyenleteket, ahol z(t), y(t), 2(t) : Ry — R folytonosan differen-
cialhato fiiggvények:
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x(t) = —ax(t)
y(t) = ax(t) — by(t) (3.1)
£(t) = by(t)
ésa > 0,b > 0 és ¢ > 0 meghatarozott konstans paraméterek. Utdbbiak értékét a
gyakorlatban a biologusok tudjik meghatarozni kisérletekbdl, a kovetkezs fejezetben mi

is fogunk neki adni értékeket.

A kezdeti értékek pedig valamely zy > 0 érték mellett:

A (3.1) rendszernek megfelel6 kompartment modell a a abran lathato.

bélrendszer véraram vizeletrendszer

T e L L. N

3.2. abra. 3-rekeszes kompartment modell dbréja

A (3.1) differencialegyenlet-rendszert analitikusan is meg tudjuk oldani.
Az els6 egyenlet egy szétvalaszthato egyenlet, amelyet a kovetkezSképp oldunk meg:

ahol c € R.
Amely z(0) = xo kezdeti feltétellel:

x(t) = 29 - e

Ezt behelyettesitjiik a méasodik egyenletbe, és az allandok varialasaval oldjuk meg:

x(t) =z

gt) =a-x(t) —b-y(t) =a-xo- e = b-y(t).
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A homogén egyenlet megoldésa a kovetkezs:

n(t) = =b-y(t)

) _

un(t) ’
Iny(t) = —bt +c

A partikularis megoldast a kovetkez6 alakban keressiik:

Yp(t) = e U c(t).

Ekkor az inhomogén egyenlet megoldasa behelyettesités utén:

gp(t) = (7" -c(t) = =b-ee(t) + e it) =a -z = boy(t)
ety =a- a9 e
ét) =a-xg- e
_ A" %o p—a)
) = .
cft) =—_ e
_ a - To —a a- Xy —a
yp<t):ebt'b_a'e(b )t:b_a-6 t
a-x
(1) = Unl) + () = e T e

Az elére megadott y(0) = 0 kezdeti feltétellel:

a-To
b—a

y(t) _ Z_.’L‘C(Z . (e—at o e*bt)

A harmadik egyenletet megoldasat a kovetkezSképpen kapjuk.
Behelyettesitjiik az imént megkapott y(t)-t:

£40) = by(t) = b S50 (et e
b-a-xy e e b-a-xy e e
(1) = b—a ‘(—a_—b)—i_c__b—a ‘(a B b>+c'

A 2(0) = 0 kezdeti értékkel:

z(O)ZOZ_b'a'”CO.(l_l)H:

b—a a b
b-a- 1 1 b-a- b—
=5 ) = Gg) =

—at —bt

Z(t) :_bl-)a_-jo ) <6a - eb )—f-xg.
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Tehat a (3.1) egyenletrendszer megoldésa a kovetkezd:

x(t) =z -

L U .
y(t) = b—a (e e) (3.2)
b-a-xy e e
A0 =- b—a '<a a b>+x0'

3.3. Tetraciklin felszivodasa

3.3.1. Feladat. Kisérletek kimutattak, hogy a = 0,72 és b = 0,15. Mutassuk meg, hogy
xo = 0,0001 kezdeti érték esetén a véraramban a tetraciklin mennyisége a bélbél torténd
feszivodas utan korilbeliil 2,75 6raval éri el a maximumot.
Mivel a pontos megoldasfiiggvényeket mar meghataroztuk, igy ki tudjuk szdmolni, hogy
hol van az y(t) fliggvény maximuma.
A (3.2) képletbe behelyettesitjiik az a = 0,72, b = 0,15 és zo = 0,0001 értékeket:
0,72 -0,0001
1) = = ) (0,720
v =350 ¢

Ennek a fiiggvénynek ott lesz a maximuma, ahol a derivaltja 0.

A (3.1)) képlet szerint:

e 1), (3.3)

y(t) =a-z(t) —b-y(t) =0,
majd ezekbe szintén behelyettseitjik a (3.2))-b6l az x(t) fuggvényt, a (3.3)-bbl az y(t
jd ezekbe szintén behelyettseitjiik a (B:2)-bol az x(t) figgvényt, a (§3)-bol az y(1)

fiiggvényt, illetve az a, b és xg paraméterek értékeit is:

e 072 0,72 -0,0001
() =a-2(t) —b- t:O,7-< >_ : (’ ’ (o072t _ —0,15~t):O‘
y(t) = a-x(t) = b-y() 10000 0,15 — 0,72 (e e
A szorzasokat elvégezve a kovetkezdt kapjuk:
27 o072t _ 9 o015
296875 475000 ’

amire a természetes alapi logaritmust alkalmazzuk:

In 27 . 670,72-15 —In 9 . 670,15-25
296875 475000

Ez a logaritmus szabalyai szerint a kdvetkezével lesz egyenls:

In27 — In296875 — Ine®™ =1n 9 — In 475000 — In %15

In27 — In 296875 — 0,72 =1n 9 — In 475000 — 0,15
S7
1,568615918 =—— - ¢
’ 100
2,751957751 =t
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Tehat a szamoléds szerint valoban igaz, hogy a véraramban a tetraciklin mennyisége a

bélbdl torténd feszivodas utan koriilbeliil 2,75 o6raval éri el a maximumot.

Az x(t),y(t) és z(t) fliggvényeket MATLAB programmal kirajzoltattam a (3.2]) megol-
dasaim szerint, illetve numerikusan a negyedrendd Runge-Kutta-modszer segitségével is.

Ugyanazokat az abrakat kaptam, tehat a szamolésaim helyesnek bizonyultak.

. 1073 Tetraciklin mennyisége a veraramban

3.3. dbra. Tetraciklin mennyisége a vérben az idé fliggvényében

A B3] 4abra az y fliggvény valtozasat abrazolja az id6 fiiggvényében. Lathato, hogy

koriilbeliil a ¢ = 2,75 idépillanatban éri el a maximumat.
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4. fejezet

Duffing—modell

A kovetkez6 modell vizsgalataban a [12] és [14] jegyzetek voltak a segitségemre.

Ebben a modellben az x(t) fiiggvénnyel egy m tomegi test origotol valo kitérését fogjuk
vizsgalni, a v(t) fligvény pedig a test sebességét adja meg. A t > 0 id6pontban a .
abran lathato, hogy a test egy kocsiban 1év6 vizszintes sinen helyezkedik el, amelyen a
test konnyen mozog. A test bal oldalat egy rugon keresztiil rogzitjiik a kocsi falahoz, mig
a jobb oldalat egy hidraulikus hengerben mozg6é dugattytin keresztiil a masik falhoz. A

vizszintes sikon gordiilé kocsit excenterrel mozgatjuk.

4.1. abra. A vizsgélt mechanikai rendszer vazlata

Ezt a képet a [12] oldalon talaltam.

4.1. A Duffing—modell leirasa differencidlegyenletek se-
gitségével

A test tomegkozzéppontja az x = 0 pont kornyezetében egyenes vonalit mozgast fog végez-
ni. Az x(t) kitérés idébeli valtozasanak matematikai megadasa a differencidlhanyadossal
definialt sebesség:

z(t) = v(t). (4.1)



A (4.1))-hez hasonlé modon definidlhatjuk a v(t) sebességfiiggvény valtozasi iitemét meg-

ado gyorsulést:

4.1.1. Tétel. (Newton II. térvénye) Egy pontszeri test gyorsulasa egyenesen aranyos

a ra hato erével, és forditottan aranyos a test idében allandé m > 0 tomegével:
a(t) = —=. (4.2)
A (4.2) képletben szerepls F' erd az alabbi négyféle er6hatasbol tevédik Gssze:

1. linearis rugoberé:

D
Fi(t)y=—— z(t 4.3
(1) = — - a(t), (43)
2. mozgast akadalyozo erd:
k
Fy(t)=——-o(t 4.4
2 () = = o), (14)
ahol k£ > 0 a viszkozus csillapitasi tényezd,
3. nemlineéris rugbers:
E
Fy(t) = —— - 2%(¢ 4.5
3( ) m z ( )7 ( )

ahol E az tn. anharmonikus tényez6 és E > 0 keményeds, E < 0 lagyuld rugd

esetén,

4. periodikus kiils6 gerjeszts erd:
F 2
Fy(t) = =2 - cos (1 -t), (4.6)
m

ahol T" a gerjesztés periodusideje.

A (4.3) linearis erdt, a (4.4]) surlodasi erdt, a (4.5) rugalmas erét, és a (4.6) gerjesztd
er6t osszeadva F = Fy(t) + Fy(t) + F5(t) + Fy(t), a (4.1) egyenlettel egyiitt a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

z(t) = v(t)
D k E

b(t)——E-x(t)—a-v(t)—g-x?’(t)+%-cos(%-t).

(4.7)

A vizsgélat soran matematikai szempontbol a valtozok értéke nem fontos, igy 0j értékeket

vezetek be az egyiitthatoknak:

k
5 5:_T ) Y=
m
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Ekkor az alabbi rendszert kapjuk:

#(t) = v(t)

b(t):—a-x(t)—ﬁ-xS(t)—d-v(t)+7-cos<2%-t).

(4.8)

Ez a két els6rendi egyenlet atirhato egy darab masodrendd egyenletre az [1.1.4] atviteli
elv segitségével.

Igy egy kis atrendezéssel a kovetkezs egyenletet kapjuk:

jc'(t)+oz-x(t)—|—5-x3(t)+(5-:t(t):ﬁy-cos(—-t).

4.2. Fixpontok meghatarozasa

A 1} rendszer az|1.2.1, Definicié szerint nem autoném rendszer a cos <2?’T -t) tag miatt,

mert ebben explicit szerepel a t.

Ha a [£.0 abran a bal oldalt nem lenne ott a kerék, aminek segitségével mozgatjuk a
kocsit, akkor ez a koszinuszos tag nem szerepelne az egyenletrendszerben, igy a rendszer
autonom lenne.Az aldbbiakban tehat ezt a tagot elhagyjuk.

Ebben az esetben az egyenletrendszer a kovetkezd:

(t) = v(t)

O(t) = —a-x(t) — B-23(t) — - v(t).
Az[1.2.2] Definico segitségével kiszamolhatjuk a fixpontokat:

{0 ="
(4.10)

0=—a-z" =B -2 —§ v

(4.9)

A mésodik egyenletbe behelyettesitjiik az els6t, majd atrendezziik:

O:x*~(a+ﬂ-x*2),

[0

ahol vagy z* = 0, vagy a + 8- 2*2 =0, azaz 2* = + —5
Tehat 3 fixpont:
(z1,01) = (0,0)
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Az f fliggvény Jacobi-matrixa az[1.2.4] Definici6 szerint a kovetkezd:

o5 oh
or; Ox 0 1

J=[9n 9z - .
Of: 0f2 (—a—3~ﬁ-x%w —ﬁ)
81’1 8902

Behelyettesitjiik a a = —1, f = 1, § = 0,1 értékeket, illetve (xF,v}) fixpont esetében
z(t) = x} = 0 értéket, és kiszamoljuk a matrix determinansat:

1
det J = 0
1 —0,1

Az Allitas szerint ha det J > 0, akkor a fixpont nyeregpont.
Az (23, v3) fixpont esetében x(t) = /—F értéket helyettesitjiik be, majd kiszamoljuk a

matrix determinansat:

0 1
1-3-1-—=L -0,

0 1
—2 0,1

det J =

Itt TrJ =0—0,1. Mivel Tr.J <0, det J > 0 és Tr? J < 4 -det J az[1.3.7] Allitas szerint
az (rh, v}) fixpont tipusa stabil fokusz.

Az (x%,v3) fixpont eset¢ben x(t) = —,/—5 érteket helyettesitjik be, és kiszémoljuk a
matrix determinansat:

0 1
1-3-1.-=1 —01

0 1
—2 —0,1

det J =

Itt pontosan ugyanaz a helyzet, mint az el6z6 esetnél, igy az (z3%,v;) fixpont is stabil

fokusz.

Fazisképek (x,v) sikon

4.2. dbra. A (4.9) rendszer fazisképe 4 kiilonb6z6 helyrél inditva
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A2 abra jol szemlélteti a 3 fixpont tipusat.

A kék a [0.001, —0.1], a lila a [0, —0.2] kezdeti értékekbdl indulnak, amelyek az (z7,v})
fixponthoz vannak nagyon kozel, és mivel az nyeregpont, igy onnan eltdvolodnak, és az

(x%,v}) fixpontra huzodak ré, hiszen az stabil csomo.

A piros a [0,0.2], a sarga a [0.001,0.1] kezdeti értékekbdl indulnak, ezek is tavolodni
fognak az (27, v]) fixponttol, és ezek az (z3,v3) fixpontot talaljak majd meg, hiszen az

vonzo fixpont.

Az abran jol lathato, hogy valoban igy kell kinéznie ezeknek a tipust fixpontoknak.
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4.3. A modell numerikus vizsgalata

Hasonlitsuk 0ssze a és a eseteket.

Mindketts abrat az (xg,vg) = (0,0) kezdeti értékbdl inditottam o« = —1, =1, 6 = 0,1,
vy=0,1,T= %Z paraméterekkel.

A esetében a faziskép és az xr megoldasfiiggvény a abran lathato.

A esetében a faziskép és az x megoldasfiiggvény a abran lathat6. Ennek az
abranak a fazisképe azért csak egy pont, mert itt kiils6 gerjesztés (cos tag) nélkiil a
fixpontbdl inditottuk a trajektoriat.

Faziskép (x,v) sikon X megoldasa

0.6 1.4

04

02r

v

0.2

04r

4.3. dbra. A (4.8) rendszer fazisképe és megoldésa

Faziskép (x,v) sikon x megoldasa
1 2
08 1 1.8
0.4 1 1 1.4
0z2r 1 1.2
> or . 1 X it
0zt B 08
0.4 - 0.6 [
06} El 0.4
o8l B 02
4 0 D‘Z D‘A D.‘E D‘B ‘; '\.‘2 1‘4 '\TG '\.‘B 2 DD 5 10 15 20 2‘5 30 35 4‘D 4‘5 50
X t

4.4. dbra. A (4.9) rendszer fazisképe és megoldéasa
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5. fejezet

Malkus—Lorenz-vizikerék

Ebben a fejezetben a [3],[10], [17], [18],]19] dokumentumok voltak a segitségemre: .

Ez a modell Edward Lorenz nevéhez kotddik, aki meteorologus, matematikus, illetve a
kéoszelmélet egyik megalapitoja volt. Képzeljiink el egy vizikereket, amelyen a vodrok
egyenletesen helyezkednek el a perem koriil. Minden edény aljan van egy a bedmléshez
képest kis lyuk, ahol a viz ki tud majd folyni. Az [5.1] képen lathatéan a viz a kerék
tengelye felett omlik egyenletesen a kerékre, igy mindig az éppen feliil 1&vE vodor t61t6-
dik. Ha a vizet lassan eresztjiik a vizikerékre, akkor a vodor aljan 1évé lyuk miatt a vodor
folyamatosan tud triilni, igy nem keletkezik elegendé hajtonyomaték a kerék megindula-
sédhoz.

Gyorsitva a viz eresztését a felsé vodor tgy megtelik, hogy megindul a forgés. Tovabb
novelve a viz sebességét a kerék forgési sebessége elérhet egy akkora értéket, amelynél
mér nincs elég id6 ahhoz, hogy a vodrok kiiiriiljenek, és a forgas szabalytalanné valik, a

forgéasirany tobbszor is megfordulhat.

A vizkerék ezen valtozatat Willem Malkus fejlesztette ki az 1960-as években.

L J

¢
(]
L 4
L 4
TN T
/7%\ @ - f )

5.1. abra. A vizikerék illusztracioja
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5.1. A modell felirasa

A model tobbek kozt fiigg a kerék sugaratol, a kerék szogsebességétdl, az elfordulasi szog-

t6l, a viz tomegeloszlasatol, illetve a gravitaciotol. Stephanie Moyerman a [10] cikkében

részletesen leirja a kovetkezd egyenletrendszer levezetését.

Legyenek a differencidlegyenletek a kovetkezdk, ha x(t),y(t), 2(t) : Rj — R folytonosan

differencialhato fiiggvények:

#(t) = () - y(t) — i - w(t)
§(t) = —=(t) - 2(t) — 5 y() +
Ht) = —2(t) v+ gor-al)

és k>0, ¢ > 0 és v > 0 meghatarozott paraméterek.

5.2. Fixpontok meghatarozasa

Az Definico segitségével kiszamolhatjuk a fixpontokat.

Oldjuk meg a kovetez6 egyenletrendszert:

O=z2"-y"—k-2*
O=—2"2"—kr-y"+q
O=—2"v+m-g-r-a"

Ha z* = 0, akkor a fixpontok a kévetkezdk:

0=—k-2" — =0
0=—-r-y" +a —>y*:q_/<;1

Igy az egyik fixpont:

(1'173/1721):(07E,0):(0,5,())-
Ha pedig 2* # 0, akkor:
( . . . KT*
0=z2"y" —k-x =Y =—
z
K./*
O=—2"-2"—k-y +aq sor=-tL 4
x x
N . . ARKY
O=—2"v+7m-g-1r-2 — " =
\ 7‘(‘.g.7f~

A harmadik egyenletet behelyettesijiik az els6be:

*

. KT K-v- 2 K- v
y: ; = " =
z Z*Teger TWeg-eT
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A masodik egyenletbe pedig behelyettesitjiik az els6t és a harmadikat is, majd atrendez-

zik: i
Ii H-,{/-U.’Tr- -7” n7T- .T
T T g T V-2 vz
-’7T- ./r‘
2*2:H2+Q1 g
v
.ﬂ'- -’r’
Z*:i\/u_,&
v

Igy megkaptuk a masik fixpontot is:

(e5.95. %) = (— .(jww_ﬁg)’ £ ,iwl-w-g-r%z).
7T'g-7“ v ﬂ'.g.tr v

Ahhoz, hogy a kerék mozoghasson, zo(t)* > 0 valos szam kell, hogy legyen. Tehat a

diszkriminans nagyobb 0-nal:
ql . 7T . g . ’r‘
v
mTg-r-aq
V- K2

—k2>0
> 1.
A fizikdban ezt a kifejezést Rayliegh-szamnak hivjék, és kiilonbség van a mozgas tulaj-

donsédgaiban, ha ez a szam nagy vagy kicsi. Ez a szam most nagynak felel meg, mert a
k =10, ¢ = 50, v = 0,25, g = 6, r = 0,35 parméterekkel fogunk dolgozni.

A fixpontok stabilitasanak megvizsgaldsahoz sziikségiink lesz az f fliggvény Jacobi-matrixéra,
ami az [1.2.4] Definici6 segitségével szamolunk ki. Majd behelyettesitjiik az (3, y], )

fixpont koordinatait:

ofi 0fi Ofi
6:151 8332 81'3 —K z(t Y t —10 0 0
on or on| AR
J = = | —z(t) -k —z(t)|= 0 —10
(91'1 8332 81'3
Ofs Ofs Ofs Tog-r 0 —wv 7-6-035 0 —0,25.
O0r; Oxy Oxs

A sajatértekeket az [1.2.7] Tétel alapjan a szamoljuk ki:

—l0=A 0 , 81 21 210
0 —10—\ 0 :—>\3—Z->\2++->\+(105-w—25):O.
Zx 0 —0,25 — \
Ennek megoldésai a kovetkezdk lesznek:
A = —10
\, o (22474 507)12 V3 -4l 1640242433 — v/5813158700493191329 _ 6534
2T 8 - 320047304 -
o (24T 507)Y/2.v/3—41  —1640242433 + /5813158700493191329 _ 5 4034
5 8 B 320047304 oo
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Az[1.3.5 Tétel alapjan az (z7}, y;, z;) fixpont instabil, mert van olyan sajatértéke, amely-

nek a valos része pozitiv. Jelen esetben a Aj.

Az (3, y5, 25) fixpont esetében is pont ugyanigy kell kiszamolni a sajatértékeket. Ezt
a szamolast MATLAB-bal végeztem el, és a sajatértékek a kovetkezd lettek abban az

esetben, amikor az x és a z koordinata pozitiv:

A ~ —9,8928 + 34,8556
Ao ~ —9,8928 — 34,8556i
A3 ~ —0,4645 + 0,00004

Ha pedig az (z3,y3, 25) fixpontnak az x és a z koordinataja is negativ, akkor ugyanazok

lesznek a sajatértékei, mint az el6z6 esetben:

A1 ~ —9,8928 + 34,8556i

Ao ~ —9,8928 — 34,8556i

A3 ~ —0,4645 + 0,0000i
Ez azt jelenti, hogy az[1.3.5. Tétel alapjan a

(23,5, 23) ~ (1,3233,0,3789, 34,9209) (5.2)

(x5, %, 22) &~ (—1,3233,0,3789, —34,9209) (5.3)

fixpontok stabilak, mert mindegyik sajatérték valos része negativ.
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5.3. A modell vizsgalata

Faziskep (x,y) sikon

\\
i )

5.2. abra. Az (5.1)) rendszer fazisképe 14 kiilonb6z6 kezdeti értékbdl inditva

Az[5.2] abréhozis a k = 10, ¢; = 50, v = 0,25, g = 6, r = 0,35 paramétereket hasznaltam.
Mivel az (z7, yf, 27) fixpont instabil, ezért e mellél inditottam el a trajektoridkat. A jobb
oldali abrak koziil a citromsargahoz tartozo kezdeti érték az [1,6,1]. Az ettdl jobbra 1éve
abraknak a kezdeti értékeit tgy kaptam meg, hogy az zy és a 2y értékeket fokozatosan
noveltem 0,2-vel.

A bal és jobb oldali abrak szimmetrikusak, mert a kezdeti értékeket pontosan ugyanigy
allitottam be, azaz a vilagoskékhez tartozo kezdeti érték a [—1,6, —1], majd szintén az
xo €s a zp koordinatakat valtoztattam 0,2-es 1épéskozonként, viszont itt csokkentettem a
koordinatak értékeit.

Lathato, hogy az (z7,y7, 27) instabil fixponttdl tavolodnak, és minden trajektoria réata-
14l valamelyik stabil fixpontra. Pontosabban a jobb oldali trajetoridk az (x3,ys, z5), a

baloldaliak pedig az (z3,y3, z5) stabil fixpontot talaljak meg.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatom {6 célja az volt, hogy megmutassam, hogy az élet szamos teriiletén
jelen vannak a folytonos modellek. Betekintést nyerhettiink a fizikaba, a biologiaba, a

kémiaba, illetve egy akar hétkoznapibbnak mondhaté vizikerék vizsgalataba is.

Igyekeztem olyan modelleket 6sszevalogatni, amelyeket kiilonboz6 szemszogekbdl tudok
vizsgalni. Talalhato ezek kozott kompartment-rendszer, kaotikus viselkedésti modell, nem

autoném modell, illetve olyan is, amelyet még analitikusan is meg tudtam oldani.

Analitikus szdmolasokkal megmutattam, hogy a Rossler-modellnek ketté fixpontja van,
és mind a kettd instabil. MATLAB program segitségével kirajzoltattam a periddikus

palyakat 3 és 2 dimenzidéban is.

A Tetracilin-modell esetén sikeriilt analitikusan is kiszamolnom a pontos megoldasait,
majd ennek segitségével meghataroztam, hogy a tetraciklin mennyisége a bélbél térténd

feszivodas utan kortlbeliil 2,75 6raval éri el a maximumot.

A Duffing-modellt atalakitottam autoném differencidlegyenlet-rendszerré, amelynek
szamitasaim alapjan 3 fixpontja van, amibgl 2 stabil fokusz, 1 pedig nyeregpont. Az
altalam irt negyedrendd Runge-Kutta-modszer segitségével rajzoltam olyan fazisképet,

amelyen gyonyorten kirajzolédnak a kiilonb6z6 tipusu fixpontok hatéasai.

Megmutattam hogy a Malkus—Lorenz vizikerék modellnek 3 fixpontja van, ebbdl 1
instabil és 2 stabil. Itt megvizsgaltam a fazisképeket 14 kiilonb6z6 kezdeti értékbdl kiin-

dulva.

Ezeken feliil még sok teriileten taldlhatunk ilyen rendszereket, amelyeket hasonléan

tudunk vizsgélni.

e A pénziigyben ismert Black—Scholes-modell, amelyet eurdpai stilust opciok arusité-

sakor hasznalnak. Fzt a modellt parcidlis derivaltak segitségével lehet felirni.

e A Lotka—Volterra-modell, amely a ragadozo és a zsakmany populécié6 méretének

valtozéasaval foglalkozik.

e Héborts modellek, amelyek az egymas ellen harcold hadseregek létszamat irjak le.
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e Szerelmi modellek, amelyek két ember kozotti érzelmi kapcsolatot vizsgaljak.

o Kovetési modell, amellyel nap mint nap talalkozunk a kozlekesés sordn. Ez azt
vizsgalja, hogy amikor 2 auté egymas mogott all a piros lampanal, akkor hogyan
lehet leirni a masodik auto6 vezetGjének reakcidjat az elsé auto sebességét figyelembe

véve.

Lathato, hogy ez a téma még rengeteg érdekes kérdést felvethet. Remélem, hogy a

jovében lesz még lehetGségem ezekkel foglalkozni.
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A. fuggelék

A dolgozat soran hasznalt Matlab
programkodok

A.1. A kiilonbozé modelleket leir6é segédkod

function dy = Derivs(t,y,p)

if p=="Duffing"

alfa = -1;
beta = 1;
gamma = 0.1;
delta = 0.1;
omega = 1.4;
T=(2%pi) /omega;
dy (1)=y(2);

hdy (2)=-alfa*xy (1) -beta*x(y(1))~3-deltaxy(2)+gammakxcos((2*pi/T)*t);
dy (2)=-alfaxy(1l)-beta*x(y(1))~3-delta*xy(2); %nincs kiilsd gerjesztd erd.
end
if p=="Rossler"
a=0.2;
b=0.2;
c=4;
dy (1)=-y(2)-y(3);
dy (2)=y (1) +a*xy(2);
dy (3)=b+y(3)*(y(1)-c);
end
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if p=="Lorenz"
k=10;
q=50;
v=0.25;
g=6;
r=0.35;
dy (1) =y (3) ¥y (2) -k*xy (1) ;
dy (2)=-y(3)*y (1) -k*xy(2)+q;
dy (3)=-y (3) *v+pi*xgrr*y(1);

end

if p=="Tetraciklin"
a=0.72;
b=0.15;
dy (1)=-axy(1);
dy (2)=a*y (1) -bxy (2) ;
dy (3)=bxy(2) ;

end

A.2. A negyedrendii Runge-Kutta-médszerhez tartozdé

kéd
function [t, yl=Runge(tmin,tmax,N,pelda, kezdeti)
ha Jintervallum eleje
b hintervallum vége
A %Hany helyen vizsgalom meg
t=zeros(N,1); %nullvektor -idd
h = (tmax-tmin)/(N-1); %hlépéskoz (=tau, =dt)

if pelda== "Duffing"
y=zeros(N,2); Jnullvektor -filiggvény

y(1,:)=kezdeti;

hy(1,:)=[0 0];

end
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if pelda== "Rossler"
y=zeros(N,3);
hy(1,:)=[-6.081 0.0 0.0]; %1 per c:4

hy(1,:)=[-9 0.0 0.0]; %2 per c:6
hy(1,:)=[-9.8 0.0 0.0]; %3 per c:12
hy(1,:)=[-9 0.0 0.0]; #4 per c:8.5
hy(1,:)=[-10 0.0 0.0]; %6 per c:12.6
end
if pelda== "Lorenz"

y=zeros(N,3);
y(1,:)=kezdeti;

end

if pelda== "Tetraciklin"
y=zeros(N,3);
y(1,:)=[0.0001 0 0];
end

t(1) = tmin; ha vizsgalatot az intervallum elején kezdjiik

for i=1:(N-1) %RK4

k1 = (Derivs(t(i),y(i,:),pelda));

k2 = (Derivs(t(i)+0.5%h,y(i,:)+h*0.5%kl,pelda));
k3 = (Derivs(t(i)+0.5%h,y(i,:)+h*0.5%k2,pelda));
k4 = (Derivs(t(i)+h,y(i,:)+h*k3,pelda));

y(i+1,:) = y(i,:)+(h*x(k1+2*xk2+2*k3+k4)/6) ;
t(i+1) = tmin+ixh;

end

%DUFFING

subplot(1,2,1)

plot(y(:,1),y(:,2))%,’.7, >MarkerSize’, 19)
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fontSize = 24;

caption = sprintf(’May 10, Run 6\nMN’);
title(caption, ’FontSize’, fontSize);
xlabel(’x’, ’FontSize’, fontSize)

ylabel(’v’,’FontSize’, fontSize)

title(’Faziskép (x,v) sikon’)

subplot(1,2,2)

plot(t,y(:,1),°r?)

fontSize = 24;

caption = sprintf(’May 10, Run 6\nMN’);
title(caption, ’FontSize’, fontSize);
xlabel(’t’,’FontSize’, fontSize)

ylabel (’x’,’FontSize’, fontSize)
title(’x megoldasa’)
hplot(y(:,1),y(:,2), ’red’)

%PERIODUSKETTOZODES

W
subplot(1,2,1)

plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3))

fontSize = 24;

caption = sprintf(’May 10, Run 6\nMN’);
title(caption, ’FontSize’, fontSize);
xlabel(’x’, ’FontSize’, fontSize)
ylabel (’y’,’FontSize’, fontSize)
zlabel(’z’,’FontSize’, fontSize)

title(’6-periodikus palya (x,y,z) sikon’)

subplot(1,2,2)

plot(y(:,1),y(:,2),°r’)

fontSize = 24;

caption = sprintf(’May 10, Run 6\nMN’);
title(caption, ’FontSize’, fontSize);
xlabel(’x’,’FontSize’, fontSize)

ylabel(’y’,’FontSize’, fontSize)
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title(’6-periodikus palya (x,y) sikon’)
b}

Y%TETRACIKLIN

%x

%l

subplot(2,1,1)

plot(t,y(:,1))

xlabel(’t?)

ylabel (°x(t)’)

title(’Tetraciklin mennyisége a bélrendszerben -RK’)
subplot(2,1,2)

t=linspace(0,5,15);

z=0.001*exp(-0.72%t)

plot(t, z)

title(’Tetraciklin mennyisége a bélrendszerben -Kiszamolt’)

h

%y -VERARAM

W

subplot(2,1,1)

plot(t,y(:,2))

xlabel(’t?)

ylabel (Cy(t)’)

title(’Tetraciklin mennyisége a véraramban -RK’)
subplot(2,1,2)

t=linspace(0,5,15);
z=(0.72%0.001)/(0.15-0.72) *(exp(-0.15%t) -exp(-0.72%t))
plot(t,z)

title(’Tetraciklin mennyisége a véraramban -Kiszamolt’)

%}

end
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A.3. Tobb fazisképet egyszerre kirajzolé kod

function y=SzakPlot2(pelda)
%FIXPONT
[t1,y1] = Runge(0,50,5000,"Lorenz", [0,5,0]);

%JOBBOLDAL-SARGA

[t2,y2] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[1,6,1]);
[t10,y10] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[1.2,6,1.2]);
[t11,y11] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[1.4,6,1.4]);
[t12,y12] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[1.6,6,1.6]);
[t13,y13] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[1.8,6,1.8]);
[t14,y14] = Runge(0,50,5000,"Lorenz", [2,6,2]);
[t15,y15] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[2.2,6,2.2]);
%BALOLDAL-KEK

[t3,y3] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-1,6,-1]);

[t4,y4] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-1.2,6,-1.2]);
[t5,y5] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-1.4,6,-1.4]);
[t6,y6] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-1.6,6,-1.6]);
[t7,y7] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-1.8,6,-1.81);
[t8,y8] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-2,6,-2]);

[t9,y9] = Runge(0,50,5000,"Lorenz",[-2.2,6,-2.2]);

plot(y1(:,1),y1(:,2),y2(:,1),y2(:,2),’yellow’,y3(:,1),y3(:,2),’blue’,
y4(:,1),y4(:,2), ’magenta’ ,y5(:,1),y56(:,2),y6(:,1),y6(:,2),
y7(:,1),y7(:,2),y8(:,1),y8(:,2),y9(:,1),y9(:,2),y10(:,1),y10(:,2),
y11(:,1),y11(:,2) ,y12(:,1) ,y12(:,2),y13(:,1),y13(:,2) ,y14(:,1),y14(:,2),
y15(:,1),y15(:,2),’Linewidth’,2)

fontSize = 24;

caption = sprintf(’May 10, Run 6\nMN’);
title(caption, ’FontSize’, fontSize);
xlabel(’x’,’FontSize’, fontSize)
ylabel(’y’,’FontSize’, fontSize)
title(’Faziskép (x,y) sikon’);

end
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A.4. Az Explicit-Euler-médszerhez tartozé kod

function y= ExplicitEuler(a,b,N,pelda)
t = linspace(a,b,N);

tau=t(2)-t(1);

y=zeros(N,2);

if pelda== "Duffing"
y=zeros(N,2); %nullvektor -fiiggvény
y(1,:)=[1 0];

end

if pelda== "Rossler"
y=zeros(N,3);
y(1,:)=[-6.081 0.0 0.0];

end

for i=1:N-1
y(i+1,:)=y(i,:) + tauxDerivs(t(i),y(di,:),pelda);

end

hplot(t,y(:,2),°r?)
plot(y(:,1),y(:,2))
end

45



	Köszönetnyilvánítás
	Bevezetés
	Alapfogalmak
	Differenciálegyenletek
	Fixpontok
	Fázisképek

	Rössler-modell
	A modell felírása
	Fixpontok meghatározása
	A modell vizsgálata

	Tetraciklin a testben
	Kompartmentek
	A modell felírása
	Tetraciklin felszívódása

	Duffing–modell
	A Duffing–modell leírása differenciálegyenletek segítségével
	Fixpontok meghatározása
	A modell numerikus vizsgálata

	Malkus–Lorenz-vízikerék
	A modell felírása
	Fixpontok meghatározása
	A modell vizsgálata
	Összefoglalás

	A dolgozat során használt Matlab programkódok
	A különbözo modelleket leíró segédkód
	A negyedrendu Runge–Kutta-módszerhez tartozó kód
	Több fázisképet egyszerre kirajzoló kód
	Az Explicit-Euler-módszerhez tartozó kód


