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I. rész

Téma ismertetése
Szakdolgozatom témája a Bayesi regresszió lesz, ami egy átlagostól eltér® megközelítése a sta-
tisztikai következtetéseknek. Lényege, hogy Bayes tételét felhasználva írjuk fel a kezdeti le-
het®ségeket, mint változó értékeket, amelyeknek tudjuk valamilyen tulajdonságát, például az
eloszlását. Ezen témakörnek az ismertetésénél nagyon fontos, hogy megvizsgáljuk az alapvet®
összefüggéseket, amik segíteni fogják a megértést, mivel ez a típusú statisztikai számítás eltér
a hagyományos módszerekt®l.
A statisztikai következtetésekben mintákat �gyelünk meg, és különböz® tulajdonságai alapján
modellt állítunk fel, következtetünk a jöv®re, és emellett feltételezzük, hogy a majdani értékek
is ugyanúgy fognak viselkedni, ahogy a mintaelemek alapján várható. De ezzel legtöbbször fel-
tételezni kell azt, hogy a használt minta megismételhet®, vagyis általánosítható az egész adatra,
elég jól reprezentálja az egész halmaz tulajdonságait.
Ezzel ellentétben a bayesi megközelítés azt használja fel, hogy a modell paramétereire valószí-
n¶ségi változókként tekintünk. Így ezeknek a változóknak meghatározhatjuk a prior vagyis az
el®zetes eloszlását, amelyet a minta, vagyis a meg�gyelésünk módosíthat. Ebb®l kapjuk meg a
paraméterek utólagos, vagyis a poszteriori eloszlását, ami alapján már adhatunk el®rejelzéseket,
illetve intervallumot amiben az az eloszlás megtalálható lesz.
A Bayes-féle következtetés központi eleme, a bizonytalanság közvetlen számszer¶sítése, ami azt
jelenti, hogy elvileg nincs akadálya a sok paraméterrel és bonyolult, többréteg¶ valószín¶ség-
meghatározással rendelkez® modellek felépítésének sem.

A gyakorlatban a problémák többsége az ilyen nagy modellek felállításával és számításával
kapcsolatos.
A szakdolgozatom els® felében az általános Bayesi gondolkodásmódról lesz szó. Foglalkozok
vele, hogy hogyan épül fel, milyen részei vannak, ezek mit jelentenek, és hogyan befolyásolják
a megoldást. Láthatóvá válik, hogy milyen esetekben hasznos, és milyen plusz információkkal
tud szolgálni.
A második fejezetben a klasszikus, és a Bayesi lineáris regresszióról lesz szó egy kicsit behatób-
ban is. El®ször a klasszikus módszert tekintem át, majd a Bayesi módszert részletesebben is
megvizsgálom.
Majd a kétféle megközelítést összehasonlítom, hogy láthatóvá váljanak az eltérések, illetve az
összefüggések.
Ezután néhány feladaton keresztül R-es programkóddal is bemutatom az eltéréseket a két mód-
szer között, illetve itt már képi megjelenése is lesz az adatoknak, ami szemléletesen mutatja be
a feladatok megoldásait.
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II. rész

Bayesi statisztika
Ebben fejezetben a Bayesi nézet általános áttekintésével fogok foglalkozni. Ez egy másik irá-
nyú gondolkodásmód, mint amivel általában a matematikában és a statisztikában találkozni
szoktunk. Itt azt a kérdést tesszük fel, hogy a végeredményt amit kaptunk, mi befolyásolta.
Arra gondolhatunk, hogy ha van egy adathalmazunk, és egy ismeretlen paraméterét szeretnénk
tudni, akkor a matematika lehet®séget ad arra, hogy kiszámoljuk, hogy ha adunk egy pontos
értéket a paraméternek, akkor az mennyire fog jól passzolni a mintához, tehát adott paraméter
mellett mennyire lesz valószín¶ az adott minta. Ez alapján már felállíthatunk egy jobb modellt,
ami megadja az utólagos eloszlásokat.

1. Bayes tétel

A névadó Thomas Bayes(1701-1761) angol matematikus, presbiteriánus lelkész.

A problémakör pedig amivel foglalkozott az volt, hogy ha egy dobozban fekete és fehér golyók
vannak, akkor mennyi a valószín¶sége, hogy feketét húzunk, mi történik ha többször húzunk,
hogyan befolyásolja a megoldást, hogy melyik színb®l mennyi van a dobozban. Megoldása az
inverz valószín¶ségre az "An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances" cím¶
munkájában jelent meg, de ezt csak tanítványa, Richard Price adta ki halála után, 1763-ban.
Bayes így de�niálja a valószín¶séget: "Egy esemény valószín¶sége az arány aközött, hogy mi az
elképzelés, attól függ®en, hogy az eseménynek milyen lehetséges kimenetelei lehetnek, valamint
a várt dolog értéke között a meg�gyelt következtetések alapján." Ezt úgy fordíthatnánk le, hogy
az esemény lehetséges kimenetelei az összes eset, a várt dolog értéke a következtetések alapján
pedig a jó esetek száma. Tehát a valószín¶ség: jó eset osztva az összes esettel. Ennek egy lé-
péssel bonyolultabb változata a feltételes valószín¶ség, amikor egy másik eset bekövetkezését®l
is függ a meg�gyelésünk.Ezt a következ®képpen fogalmazhatjuk meg:
Legyen A és B két egymástól nem független esemény. Ekkor ha ismerjük A és B események
valószín¶ségét, ezek egyike sem 0, akkor a feltételes valószín¶ségek de�níciójából könnyen adó-
dik, hogy

P (AB) = P (A|B)P (B)
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és természetesen

P (BA) = P (B|A)P (A)

és mivel az együttes bekövetkezés valószín¶sége szimmetrikus, azaz:

P (AB) = P (BA)

a jobb oldalak egyenl®vé tételével

P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A)

Ezt átrendezve kapjuk Bayes tételét.

P (B|A) = P (A|B)P (B)

P (A)

Hogyha pedig B egy B1, B2, ..., BK teljes eseményrendszer egyik eseménye, és A valószín¶ségét
a teljes valószín¶ség tétele szerint felbontjuk, akkor a Bayes-tétel másik alakját kapjuk.
Ez a következ®képpen néz ki:

K∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi) = P (A)

Ezek mellett a feltételek mellett Bayes tétele:

P (Bj|A) =
P (A|Bj)P (Bj)∑K
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

ahol j = 1, .., K

1.1. Példa Bayes tételére

Tegyük fel, hogy egy betegség kimutatásához elvégeznek egy sz¶r®vizsgálatot. Ez a vizsgálat
tudjuk, hogy 90% valószín¶séggel tudja kimutatni a betegséget. De megtörténhet, hogy vala-
kit betegnek diagnosztizál, pedig egészséges. Ennek a valószín¶sége 3 százalék. A betegség a
lakosság 35%-át érinti. Azt szeretnénk tudni, hogy ha egy lakosról a tesztelés után az derül ki,
hogy egészséges, mi a valószín¶sége annak, hogy tényleg az.
Ha a betegség valószín¶sége 35%, akkor annak a valószín¶sége, hogy valaki egészséges, 65%
lesz. Viszont ha a teszt mondja azt, hogy valaki egészséges, akkor annak nyilván nagyobb a
valószín¶sége. De persze nem biztos, hiszen a teszt sem tökéletes. De akkor vajon mekkora a
valószín¶sége annak, hogy valaki tényleg egészséges?
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P(egészséges|teszt azt mondja, hogy egészésges)=?

Jelöljük az eseményeket a következ®képpen:

B1 = egészséges

B2 = beteg

A = a teszt azt mondja, hogy egészséges

Felírhatjuk Bayes tételét:

P (B1|A) =
P (A|B1)P (B1)

P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2)

P (B1) = 0.65
P (B2) = 0.35

Ha valaki egészséges, akkor a teszt 3 % eséllyel téved, és mondja betegnek, tehát 97 % az
esély arra, hogy ha valaki egészséges, akkor a teszt is ezt mutatja.

Ezért P (A|B1) = 0.97

Ha pedig valaki beteg, akkor azt 90 %-os valószín¶séggel mutatja tényleg betegnek, és 10
%-ban pedig egészségesnek mondja.

Ebb®l P (A|B2) = 0.10

Ezután már csak be kell helyettesíteni az egyenletbe a megfelel® értékeket, és megkapjuk a
keresett valószín¶séget.

P (B1|A) =
0.97 · 0.65

0.97 · 0.65 + 0.1 · 0.35
= 0.9474

Ennek alapján azt láthatjuk, hogy annak a valószín¶sége, hogy egészségesek vagyunk ha a teszt
azt mondja, az csak 94.74 % lesz, tehát ennyire pontos a teszt.
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2. Hipotézisvizsgálat folytonos paraméter esetén

A XXI. századi statisztikában, már sok helyen megjelenik a bayes-i gondolkodásmód, lévén
sokrét¶ problémákat kell matematikailag megfogalmazni, amiben nagyon nagy szerepe van a
feltételes valószín¶ségeknek is. Elterjedt a használata hierarchikus modellek felépítésénél. Az
a poszteriori eloszlás explicit kiszámítása legtöbbször reménytelen, de hatékony Monte Carlo
módszerek állnak rendelkezésre. Ehhez érdemes áttekinteni a fentebb említett összefüggéseket.
Amikor egy adat bekövetkezésének a valószín¶ségére vagyok kíváncsi, akkor minden lehetséges
paramétert meg kellene próbálni beilleszteni a modellbe, hogy megkapjuk, melyik a legponto-
sabb. Diszkrét esetben ez egy

∑
-ként fog megjelenni a nevez®ben, folytonos esetben viszont

pontosan a paraméteren vett integrál értékével fog megegyezni.
A hétköznapokban ez egy visszafelé következtetés az események között. Ez a fajta fordított
gondolkodás amúgy a statisztikától nem áll olyan távol, elég csak a likelihood módszerre gon-
dolni.
A statisztikai következtetésekr®l azt tudjuk, hogy minél nagyobb minta áll rendelkezésre, annál
pontosabb el®rejelzéseket lehet mondani. De �gyelembe kell venni, hogy a hétköznapi életben
bizonyos esetekben ezek a minták nem csak hogy drágák lehetnek, néha nagyon körülményes
a meg�gyelésük, sokszor pontatlanok, de egyéb nehezít® körülmények is felmerülhetnek, ami
miatt törekedni kell rá, hogy minél kevesebb mintával kapjuk meg az általunk elvárt pontosságú
eredményt.
Például egy gyógyszerkísérlet esetén a kezelt betegek túlélési arányát kell összehasonlítani a
más kezelésben részesültekkel.

Ezek alapján a bayesi hipotézisvizsgálat lépései a következ®képpen alakulnak:
1: Hipotézisek a priori valószín¶ségének megadása
2: Szabály megalkotása a döntéshez
3: Paraméterek prior s¶r¶ségfüggvényének kiválasztása az egyes hipotézisek esetén
4: Poszterior s¶r¶ségfüggvény kiszámítása az adatok alapján
5: Döntés

1: A Bayes-statisztikában, nincsen olyan nullhipotézisünk amire feltétlenül fókuszálni kelle-
ne csak több, egymással egyenrangú hipotézis. Ezért itt nem is kell sokat gondolkodni, hiszen
a hipotézisek "számozásának" nincs jelent®sége.

2: A legtöbb esetben ez is egyértelm¶ a bayesiánus módszernél, hiszen a döntés annyit je-
lent, hogy a legvalószín¶bbnek talált hipotézist választjuk, vagyis azt amelyiknek a legnagyobb
az a poszteriori valószín¶sége.

3: A prior s¶r¶ségfüggvény foglalja össze az el®zetes ismereteinket. A lehetséges eloszláso-
kat a modell vizsgálatában fogom taglalni.

4: A prior s¶r¶ségfüggvény és a minta valószín¶sége, azaz a likelihood függvény segítségé-
vel létrehozzuk a poszterior s¶r¶ségfüggvényt is. Folytonos esetben ehhez Bayes tételét fogjuk
átalakítani:

P (θ|y) = P (y|θ)P (θ)∫
θ
P (y|θ)P (θ)dθ

Az integrál azért került a nevez®be, mivel a valószín¶ségeket folytonos esetben a s¶r¶ségfügg-
vény integrálja adja meg.
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2.1. Példa a bayesi hipotézisvizsgálatra:

Egy tusfürd®vel foglalkozó cég szeretne betörni egy új piacra, de az eddigi kampányai a népsze-
r¶sítésre nem voltak igazán jók: a legutóbbi közvélemény-kutatás szerint csak a lakosság 4 %-a
ismerte a terméket név alapján. Emiatt felvettek egy új szakembert, hogy segítsen népszer¶sí-
teni. Az elvárásuk az lesz, hogy legalább 8 %-ra n®jön az ismertség. A következ® felmérésben
százból kilenc ember ismerte fel a márkát. Sikeres volt-e a reklám, ha a f®nökei csak akkor is-
merik el eredményesnek a munkáját, ha legalább 90 % biztonsággal 8 %, vagy afölötti tusfürd®
ismertsége?

H1 : p < 0.08
H2 : p ≥ 0.08
A döntési szabály: P (H2) ≥ 0.9
Prior s¶r¶ségfüggvény: ∼ Beta(1, 24)
Ennek az a priori eloszlásnak a várható értéke 0.04, és eszerint a H1 hipotézis a priori valószí-
n¶sége kb. 0.86, míg a H2 hipotézisé csak kb. 0.14.
A likelihood függvény, és a poszterior s¶r¶ségfüggvény:

P (
9

100
|p) =

(
100
9

)
p9(1− p)91

f(p| 9
100

) =
P ( 9

100
|p)f(p)∫ 1

0
P ( 9

100
|p)f(p)dp

=

(
100
9

)
p9(1− p)91(1− p)23

∫ 1

0

(
100
9

)
p9(1− p)91(1− p)23dp

A nevez® egy konstans, tehát az a poszteriori s¶r¶ségfüggvény p9(1− p)114 konstansszorosa.
Ez egy olyan Béta eloszlás lesz, aminek a paraméterei 10 és 115. Ezután azt kell meghatá-
roznunk, hogy emellett az a poszteriori eloszlás mellett a 0.08-nál nagyobb paraméterértékek
poszterior valószín¶sége.

A H1 hipotézis a poszteriori valószín¶sége Beta(10, 115) eloszlás mellett 0.536 lesz, míg a H2

hipotézisé 0.464 ami messze elmarad az elvárt 0.9-t®l. Így a következtetésünk az lesz, hogy nem
volt elég sikeres a reklámkampány. Természetesen más a priori eloszlás választása esetén más
következtetésre is juthattunk volna.
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3. A priori eloszlások

Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogy milyen a priori eloszlásokat szoktak használni a bayesi
statisztikában. 2 féle lehet®séget különböztetünk meg:

Van el®zetes információnk, tehát viszonylag nagy biztonsággal tudjuk a paraméterek elosz-
lását. Ekkor informatív priorról beszélünk.

Amikor nincsen el®zetes információnk, vagy nagyon kicsi a minta, és ezért nem akarjuk, hogy
az el®zetes tudás befolyással legyen a megoldásra, akkor nem informatív priorokról beszélünk.

Konjugált priorok

Mivel a poszterior eloszlás egy szorzat, ezért célszer¶ ekkor úgy választani a prior eloszlást
is, hogy megegyezzen likelihood függvény típusával, és ekkor a poszterior eloszlás is ugyanilyen
lesz. Ebben az esetben konjugált priorokról beszélünk, amikre pontosan az igaz, hogy ugyan-
abba az eloszlás csoportba tartoznak, mint a bel®lük képzett poszterior.

A konjugált priorok tulajdonságai:
-Egy prior több likelihood függvényre is lehet konjugált, de nem mindig lehet megadni, van
olyan likelihood függvény, aminek nincs konjugált prior eloszlása.

Béta konjugált a priori eloszlást a következ® esetekben használhatunk:

-A minta eloszlása Binomialis(m, θ) ahol m ismert, és θ az ismeretlen paraméter
a poszteriori eloszlás:

p(θ|x) ∼ Beta(
n∑
i=1

xi + α, nm−
n∑
i=1

xi + β)

-A minta eloszlása Bernoulli(θ) ahol θ az ismeretlen paraméter
a poszteriori eloszlás:

p(θ|x) ∼ Beta(
n∑
i=1

xi + α, n−
n∑
i=1

xi + β)

-A minta eloszlása Geometriai(θ) ahol θ az ismeretlen paraméter
a poszteriori eloszlás:

p(θ|x) ∼ Beta(α + n, β +
n∑
i=1

xi)

-A minta eloszlása NegBin(r, θ) ahol r ismert, és θ az ismeretlen paraméter
a poszteriori eloszlás:

p(θ|x) ∼ Beta(α + nr, β +
n∑
i=1

xi)

Gamma konjugált a priori eloszlást a következ® esetekben használhatunk:
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-A minta eloszlása Gamma(α, β) ahol α ismert, és az ismeretlen β-ra a prior Gamma(α0, β0)
a poszteriori eloszlás:

p(β|x) ∼ Gamma(α0 + nα, β0 +
n∑
i=1

xi)

-A minta eloszlása Exp(λ) és a prior λ-ra Gamma(α0, β0)
a poszteriori eloszlás:

p(λ|x) ∼ Gamma(α0 + n, β0 +
n∑
i=1

xi)

-A minta eloszlása Poisson(λ) és a prior λ-ra Gamma(α0, β0)
a poszteriori eloszlás:

p(λ|x) ∼ Gamma(α0 +
n∑
i=1

xi, β0 + n)

-A minta eloszlása Norm(µ, τ = 1
σ2 ) ahol µ ismert, τ pedig ismeretlen, a prior eloszlás τ -

ra Gamma(α0, β0)
a poszteriori eloszlása:

p(τ |x) ∼ Gamma(α0 +
n

2
, β0 +

1

2

n∑
i=1

(xi − τ)2)

Egyéb konjugált priorok

-A minta eloszlása Norm(µ, τ = 1
σ2 ) ahol τ ismert, µ ismeretlen, és a prior eloszlás µ-re

Norm(µ0, τ0)
a poszteriori eloszlás:

p(µ|x) ∼ Norm(
µ0τ0 + τ

∑n
i=1 xi

τ0 + nτ
, τ0 + nτ)

-A minta eloszlásaNorm(µ, σ2), ahol µ ismert, σ2 ismeretlen, és a prior σ2-re InverzGamma(α, β)
eloszlást követ. Az, hogy a σ2 inverzgamma eloszlású azt jelenti, hogy az 1

σ2 gamma eloszlást
követ.
a poszteriori eloszlás:

p(σ2|x) ∼ InverzGamma(α +
n

2
, β +

1

2

n∑
i=1

(xi − µ)2)

-Végül álljon itt a normális eloszlás példája abban az esetben, ha egyik paraméterét sem ismer-
jük. Itt nem konjugált a priori eloszlást választunk, hanem megadjuk, hogy mi egy gyakori a
priori eloszlás ebben az esetben.Amikor a minta Norm(µ, τ) de egyik paraméterét sem ismer-
jük, akkor is fel tudjuk írni a poszterior eloszlást, felhasználva, hogy a prior eloszlás p(µ, τ) ∝ 1

τ

11
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a poszteriori eloszlás:

p(µ, τ |x) ∝ τ
n
2
−1exp(− 1

2τ
(

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − µ)2))

Várható érték és szórásnégyzet a poszteriori eloszlása:

Úgy kaphatjuk meg a µ vagy σ2 s¶r¶ségfüggvényét, hogy az együttes s¶r¶ségfüggvényt ki-
integráljuk az egyik változó szerint.
A fenti példák közül illusztrációként levezetjük azt az esetet, amikor a minta normális eloszlású,
a szórás ismert, a várható érték pedig ismeretlen paraméter. Azért választottuk ezt a példát,
mivel ez a kés®bb tárgyalandó regressziós modellnek egy nagyon egyszer¶ speciális esete. Ebb®l
fakad az is, hogy most a mintaelemeket nem x-ek, hanem y-ok jelölik.

Legyen y1, y2, . . . , yn független, azonos eloszlású minta, ahol a mintaelemek normális elosz-
lásúak µ várható értékkel és σ2 szórásnégyzettel. Az egyszer¶ség kedvéért feltesszük, hogy σ
ismert. Megmutatjuk, hogy ekkor µ-re a konjugált a priori eloszlás normális, azaz ha normális
eloszlást választunk a priori eloszlásnak, akkor az a poszteriori eloszlás is normális lesz.

Legyen tehát µ a priori eloszlása N(µ0, σ
2
0), és τ0 = 1/σ2

0, azaz

p(µ) ∝ exp

{
−(µ− µ0)

2

2σ2
0

}
= exp

{
−τ0(µ− µ0)

2

2

}
.

Továbbá a minta likelihoodja

p(y|µ) ∝
n∏
i=1

exp

{
−(yi − µ)2

2σ2

}
=

n∏
i=1

exp

{
−τ(yi − µ)

2

2

}
.

Bayes tétele szerint az a poszteriori eloszlás konstans szorzótól eltekintve megegyezik az a priori
s¶r¶ség és a likelihood szorzatával:

p(µ|y) ∝ p(µ)p(y|µ) ∝ exp

{
−

(
τ0(µ− µ0)

2

2
+

n∑
i=1

τ(yi − µ)2

2

)}
.

A kitev®ben kerek zárójelben álló mennyiség a µ-nek másodfokú függvénye. Alakítsuk ezt teljes
négyzetté!

τ0(µ− µ0)
2

2
+

n∑
i=1

τ(yi − µ)2

2
=
τ0 + nτ

2
µ2 − (τ0µ0 + τ

∑
yi)µ+ konst.

Ebb®l teljes négyzetet kialakítva a következ®t kapjuk:

τ0 + nτ

2

(
µ− τ0µ0 + τ

∑
yi

τ0 + nτ

)2

+ konst.

Ezt visszaírva az eredeti kifejezésbe, kapjuk, hogy

p(µ|y) ∝ exp

{
−τ0 + nτ

2

(
µ− τ0µ0 + τ

∑
yi

τ0 + nτ

)2
}
,

12
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ami éppen egy olyan normális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye, melynek várható értéke τ0µ0+τ
∑
yi

τ0+nτ
,

szórásnégyzetének reciproka pedig τ0 + nτ .

Improprius priorok

Improprius priorokról akkor beszélhetünk, hogyha nem negatívak, de az integráljuk [−∞,∞]
között nem 1, hanem∞. De ezekb®l a priorokból ugyanúgy számolhatunk fprmálisan a poszteri-
ori eloszlást, és gyakran az már valódi eloszlás lesz, tehát sokszor még az ilyen kevés információt
tartalmazó kezdeti feltétel is nagyon hasznos. Ilyen improprius a priori eloszlás például a lapos
(konstans) prior a normális eloszlás várható értékére.

Nem informatív priorok

Amikor sok adat van, és csak néhány paraméter, akkor nagyon hasznos tud lenni a nem in-
formatív prior eloszlás, és elfogadható eredményeket ad úgy, hogy kevesebbet kellett dolgozni,
mintha a prior tudást írjuk fel valószín¶ségként. Kis méret, vagy sok paraméter esetén a likeliho-
od függvény kevésbé élesen csúcsosodik, ezért akkor fontosabb a prior eloszlás, és a hierarchikus
modell.

13



Szabó Kinga Bayesi regresszió

III. rész

Regresszió
Ebben a fejezetben fogom vizsgálni a lineáris regressziót, el®ször a hagyományos, majd a Bayesi
megközelítésb®l is. De el®tte még fontos, hogy a magyarázó változók mátrixával megismerked-
jünk, mivel ezek fogják az elméleti adatokat összefoglalni, ez segít abban, hogy egy feladatként
tekinthessünk az egyenletekre.
A legáltalánosabb esetet rendes lineáris regressziónak nevezzük, ahol a meg�gyelt hibák füg-
getlenek, és egyenl® szórásúak. Vektorként felírva, a következ®képpen néz ki:

y|β, σ,X ∼ N(Xβ, σ2I)

4. Magyarázó változók mátrixa

Tekintsünk egy regressziós problémát, ahol a megjósolni kívánt függ® változó nem egyetlen va-
lós érték¶ skalár, hanem valós számok m hosszúságú vektora. Van n darab meg�gyelés, ahol
minden egyes meg�gyelésnél i darab elem áll, k − 1 magyarázó változó, csoportosítva egy k
hosszú vektorba (ahova egy konstans 1 került még be). Ezt úgy lehet tekinteni, mint m darab
kapcsolódó regressziós problémát.

yi,1 = xTi β1 + εi,1

yi,2 = xTi β2 + εi,2
...
yi,m = xTi βm + εi,m

Ezt tekinthetjük egyetlen regressziós problémának, ahol az eredmény egy sorvektor, és a reg-
ressziós együttható vektorok is egymásmellé vannak téve, a következ® képpen:

yTi = xTi B+ εTi

AB együttható mátrix egy olyan mátrix, ahol az egyes regressziós problémákhoz tartozó együtt-
ható vektorokat vízszintesen egymásra helyezzük:

B = [(β1)...(βm)] = [


β1,1
.
.
.
βk,1

 ...


β1,m
.
.
.

βk,m

]

A teljes problémát mátrixokkal írhatjuk fel:
Y = XB+E Itt az X mátrix k darab magyarázó változó értékeit tartalmazza, a meg�gyelések
száma pedig n.

X =


1 x11 x12 x13 ... x1k
1 x21 x22 x23 ... x2k
1 x31 x32 x33 ... x3k
... ... ... ... ...
1 xn1 xn2 xn3 ... xnk
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5. Klasszikus regresszió bemutatása

A regresszió mint kifejezés az angol "regression to the mean" kifejezésb®l származik, amelynek
jelentése, visszatérés az átlaghoz. Els® említése Francis Galton-tól származik, aki fér�ak, és �aik
magasságának összefüggéseit vizsgálta. Az ® meglátása szerint, a magasabb apáknak a �aik is
magasabbak lesznek, de nem ugyanannyival, és így a gyerekek visszatérnek az átlagos testma-
gasságához. A regressziószámítás lényege az, hogy megvizsgáljuk, hogy az általunk kiválasztott
eredményváltozó hogyan függ a többi, úgynevezett magyarázó változótól. Tehát keressük a vál-
tozókra vonatkozó adott tulajdonságú függvényeket, kapcsolatokat, és ezeket írjuk fel képlettel.
Tehát a regressziószámítás lényege, hogy egy bizonyos változó (az eredményváltozó) hogyan
függ más változók alakulásától (a magyarázó változóktól). Ez képlettel a következ®képpen néz
ki lineáris függvénykapcsolat esetén:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βkxk + ε

Ekkor ε a hibatag.
y becslése:

ŷ = β̂0 + β̂1x1 + β̂2x2 + ...+ β̂kxk

A megoldáshoz β0, β1... paraméterek kellenek, amelyeknek kapcsán több kérdés is felmerül.
Jól választottuk meg a modellünket? Helyesek a magyarázó változók? Meggy®z®en magya-
rázzák az eredményváltozót? Ezeknek a bizonytalanságoknak a számszer¶sítésére használjuk
a hibákat. Megvizsgáljuk a reziduálisokat, azaz az illeszkedési hibákat azoknál a pontoknál,
amelyek alapján a regressziót felírtuk. Ezek az alábbi formában jelennek meg:

ei = yi − ŷi

A reziduálisokból képzett mutató, az eltérés-négyzetösszeg

SSE =
∑

e2i =
∑

(yi − ŷi)2

Kiszámoljuk a reziduális szórást

se =

√
SSE

n
=

√∑
e2i
n

és az R2 determinációs együtthatót, ami azt mutatja, hogy a modellben használt magyarázó
változók, mekkora részét magyarázzák meg az y változó varianciájának.

R2 =

∑n
i=1(ŷi − y)2∑n
i=1(yi − y)2

Ez az egyik legfontosabb információ a modell helyességér®l. Ezután hipotézisvizsgálattal tesz-
telhetünk minden magyarázó változót, amivel kisz¶rhetjük, hogy melyek az igazán fontosak,
amik tényleg magyaráznak, és megbízhatóak.
Végül globális F-próbával az egész modellt teszteljük.
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5.1. Példa klasszikus regresszióra

Ha túl sokat eszünk, el fogunk hízni. Ennek számszer¶sítésére végeznek kísérletet 12 emberrel,
akiknek a testtömegük azonos. Egy hónapig vizsgálták a kilók növekedését, ezek lesznek az
eredményváltozók, a naponta bevitt energia és a napi mozgás a magyarázó változó, valamint
még egy változó, ami 1 vagy 0 attól függ®en, hogy a vizsgált ember hajlamos-e a hízásra, vagy
sem. A feladathoz tartozó adatokat egy mátrixba rendezzük, ahol az oszlopok rendre: szokásos
konstans egyes oszlop, napi bevitt energia (kalória), mozgással töltött id® (perc), hízásra való
hajlam. Az y vektor az egy hónap alatt bekövetkezett változást mutatja.

X =



1 2000 0 0
1 2200 15 0
1 2500 0 0
1 2600 15 0
1 2800 20 0
1 3000 30 0
1 2000 0 1
1 2100 15 1
1 2500 0 1
1 2600 15 1
1 2600 20 1
1 2800 30 1



y =



0
−1
1
1
0
2
1
−1
2
2
1
1


El®ször kiszámítjuk a lineáris regresszió paramétereinek becslését: β̂ = (XTX)−1XTy

Ehhez szükség van az (XTX)−1 mátrixra, ami a következ®képpen néz ki:

(XTX)−1 =


8.8292 −0.0038 0.0679 −0.4843
−0.0038 0.000002 −0.00004 −0.0001
0.0679 −0.00004 0.0001 −0.0029
−0.4843 −0.0001 −0.0029 0.3452



β̂i paraméterei a β̂ vektorban vannak

β̂ = (XTX)−1XTy =


−7.7272
0.0036
−0.0725
0.8044



Vagyis ezek szerint β̂0 = −7.7272, β̂1 = 0.0036, β̂2 = −0.0725, β̂3 = 0.8044
Ezeket értelmezhetjük:

β̂0: A konstans tag

β̂1: Ez mutatja meg, hogy ha napi egy kalóriával többet viszünk be, akkor az a hónap vé-
gén hány kiló pluszt fog okozni.

β̂2: Ebb®l az látható, hogy napi egy perc mozgás hogyan befolyásolja a súlyt.
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β̂3: Azt mutatja, hogy ugyanannyi bevitt kalória és ugyanannyi mozgás mellett a hízásra haj-
lamos emberek mennyivel többet híznak, mint azok, akik nem hajlamosak hízásra.

Ezután kiszámoljuk ŷ értékét, az egyenletbe x-et írva.

ŷ =



−0.53
−0.89
1.27
0.55
0.90
0.89
0.28
−0.45
2.07
1.35
0.98
0.98



y =



0
−1
1
1
0
2
1
−1
2
2
1
1


y = 0.75

Ekkor a determinációs együttható: R2 = 0.685

Ebb®l azt látjuk, hogy a modell magyarázó ereje 68%.
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6. Bayesi regresszió

Ebben a fejezetben a bayesi regresszió kerül a középpontba. Ez a regressziónak egy olyan
fajtája, ahol Bayes-következtetéseket építhetünk a statisztikába. Ha a regressziós modell hibái
függetlenek, és normális eloszlást követnek, valamint adott egy a priori eloszlás, akkor a modell
paramétereinek eloszlására explicit eredményt kaphatunk.

A lineáris regresszió esetén a modellünk:

yi = xi1β1 + · · ·+ xikβk + εi = x>i β + εi, i = 1, . . . , n,

ahol xi = (xi1, . . . , xik)
> az i-edik meg�gyeléshez tartozó magyarázó változók vektora, β =

(β1, . . . , βk)
> az ismeretlen együtthatók vektora, εi ∼ N(0, σ2) pedig független hibák. Ekkor

yi ∼ N(x>i β, σ
2) függetlenek i = 1, . . . , n esetén, melyet a következ® alakban is írhatunk:

y|β, σ,X ∼ N(Xβ, σ2I),

ahol I az n× n-es identitás mátrix.
Kérdés, hogy milyen a priori eloszlást válasszunk a (β, σ) paraméterekre. Az egyik leggyak-

rabban használt (neminformatív) választás a

p(β, σ2) ∝ σ−2

improprius a priori eloszlás, ez annak felel meg, hogy a (β, log σ) vektor s¶r¶sége konstans.
Ekkor explicit formában megadható a paraméterek a poszteriori eloszlása, melyet a következ®
szorzat-alakban adunk meg:

p(β, σ2|y) = p(σ2|y)p(β|σ2, y).

Itt a második tényez® az együtthatók feltételes a poszteriori eloszlása σ2-re, ami egy többdi-
menziós normális eloszlás:

β|σ2, y ∼ N(β̂, Vβσ
2),

ahol
β̂ = (X>X)−1X>y, Vβ = (X>X)−1.

Az els® tényez® pedig a σ2 a poszteriori eloszlása, mely (skálázott) inverz-χ2 lesz:

σ2|y ∼ Inv-χ2(n− k, s2),

ahol

s2 =
1

n− k
(y −Xβ̂)>(y −Xβ̂).

Az Inv − χ2(ν, s2) eloszlás ugyanaz, mint az Inv −Gamma(ν/2, νs2/2) eloszlás.
Észrevehet®, hogy ennél az a priori eloszlásnál a β paraméterek Bayes-becslése (az a posz-

teriori várható érték) β̂, mely megegyezik a klasszikus lineáris regressziónál levezetett becslé-
sekkel. Megjegyezzük, hogy a kapott a poszteriori eloszlás valódi eloszlás lesz (tehát véges az
integrálja), amennyiben n > k, és az X mátrix rangja k.

Milyen más a priori választás jön még szóba? Itt már jóval nehezebb egy konjugált a priori
- a poszteriori eloszláspárt találni a (β, σ2) paraméterekre, ezért csak az eredményeket foglaljuk
össze. Érdekes módon éppen az el®bb kapott a poszteriori eloszlásra hasonló a priori lesz a jó
választás:

p(β, σ2) = p(σ2)p(β|σ2),

ahol σ2 a priori eloszlása inverz-χ2, és β feltételes a priori eloszlása σ2-re többdimenziós nor-
mális. Ekkor az a poszteriori eloszlás is pontosan ilyen szorzat alakú, csak az inverz-χ2, illetve
a normális eloszlás paraméterei a minta alapján módosulnak.

Természetesen más a priori eloszlások is szóba jönnek, az R-ben írt rstanarm csomagban
választhatunk például t, Cauchy, vagy exponenciális eloszlást is.
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6.1. Regresszió célja

A regresszió célja Bayesi esetben az lesz, hogy egy adott paraméter eloszlását megtaláljuk a
meg�gyelt minta esetében. Itt fontos a paraméterek értéktartományának meghatározása, hogy
biztosan a meg�gyeléseinket kapjuk.

A következtetés alapkoncepciója a statisztikai következtetéshez hasonló elvekb®l indul ki. A
statisztikai következtetés során a következtetések bizonytalanságának mértéke a valószín¶ség
számszer¶sítésével határozható meg. Lényeg megértésének érdekében tekintsük a következ®
példát: a klasszikus statisztikában nem lenne értelme közvetlen módon hozzárendelni egy ese-
ményhez annak valószín¶ségét, ha tudjuk, hogy az az esemény csak egyetlen egyszer fordulhat
el® (például egyetlen érmefeldobás eredménye).
Ugyanakkor azt érdemes megjegyezni, hogy minél többször ismételjük meg az érmefeldobást,
az eredményeink annál jobban fognak az 50%-os (fele-fele) arányhoz közelíteni. Ez a bayesi
statisztika f® szála, ez adja a módszer létjogosultságát.

A statisztikai modellek általánosan meghatároznak néhány statisztikai feltételezést és folya-
matot, amelyek a minta adatainak generálásának módjából adódnak. Ezen statisztikai mo-
delleknek számos paramétere van, amelyek módosíthatóak. Az érmefeldobós példát tekintve:
az kísérlet kimenete felfogható egy Bernoulli-eloszlást követ® mintaként, amely két lehetséges
kimenetet modellez. A Bernoulli-eloszlásnak egyetlen paramétere van, amely ebben az esetben
megfeleltethet® az egyik lehetséges kimenetel valószín¶ségének. A Bayesi következtetés során
az adatok elemzéséhez kulcsfontosságú egy megfelel® modell kidolgozása. Az esetek többsé-
gében a modellek csak megközelítik a valós folyamatot, de nem vesznek �gyelembe bizonyos
tényez®ket, amelyek befolyásolhatják az adatokat. A Bayesi következtetésekben a valószín¶ség
hozzárendelhet® adott modellek paramétereihez, a paraméterek pedig valószín¶ségi változóként
kifejezhet®ek. A Bayesi következtetések új bizonyítékok begy¶jtését követ®en a Bayes-tétel
segítségével frissítik/aktualizálják a valószín¶ségi mutatókat, ezzel segítve a pontosabb eredmé-
nyeket.
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6.2. Szabályozás, méretek csökkentése

Akárcsak a klasszikus regresszióban, a bayesi esetben is fontos, hogy a magyarázó változókat
jól válasszuk meg.

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a nem meg�gyelt változók együtthatóit nullává tehetjük.
Valamint az el®zetes információinkat is b®víthetjük. Sok magyarázó változó esetén, ha ezeknek
a valószín¶sége irreleváns, akkor a prior eloszlását nulla középpontú t-eloszlásnak vehetjük. Ez
alapján modhatjuk azt, hogy a változó most nem fontos, de van egy el®zetes információ benne,
ami viszont fontos.

Emellett fontos az adatok megfelel® alakba történ® átírása. Például gyakran szükséges le-
het az adatok átskálázása, hogy megfelel® nagyságrend¶ek legyenek. A maximum likelihood
vagy legkisebb négyzetek becslésénél, vagy ha lineáris regressziót hajtunk végre neminformatív
egyenletes a priori eloszlással a βj együtthatók lineáris transzformációi nincsenek hatással a kö-
vetkeztetésekre. Bayes-i környezetben azonban transzformációk - akár lineáris transzformációk
is lineáris modellben - fontosak lehetnek.

Három fontos szempont játszik szerepet a Bayesi szabályozásban:

-Az eloszlás helye és nagysága:
Egy koncentráltabb prior mellett a regularizáció fontosabb mint a kevésbé koncentrált esetben.

-Az eloszlás analitikus formája:
A normális eloszlás a becsléseket növelheti, például egy Cauchy eloszlás jobban regularizál az
átlag közelében lév® becslésekben és kevésbé a messze lév® becslésekben.

-Hogyan foglaljuk össze a poszteriori következtetést:
Egy olyan poszterior eloszlásnál, amely néhány variációt elhagy, simábban (vagyis jobban szabá-
lyozva) nézhet ki, a függvény, mint a teljes poszteriort tekintenénk, így a számunkra érdekesebb
információk jobban nyomon követhet®vé válnak.
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IV. rész

Megközelítések összehasonlítása
Ha általánosságban tekintünk a statisztikára, akkor láthatjuk, hogy nagyon nagy jelent®sége
van az elégséges statisztika fogalmának. Akkor nevezünk egy statisztikát elégségesnek egy pa-
raméterre, hogyha mindent amit megtudhatunk a paraméterr®l, azt a statisztikából valóban
meg is tudjuk.
Ehhez szorosan kapcsolódik a minták egyik legfontosabb tulajdonsága, a likelihood függvénye,
amelyre a következ® elvet ismerjük:

Ha két kísérletnek ugyanaz a likelihood függvénye (pozitív konstans szorzótól eltekintve), akkor
ugyanazt az evidenciát kell szolgáltatniuk, vagyis ugyanabból a statisztikából vannak.

A következ® példa azt mutatja be, hogy a klasszikus statisztikában ez hol sérül.

-Példa a likelihood elv megsértésére

Tegyük fel, hogy független, 0 − 1 eseményeket n-szer meg�gyelünk. Legyen ez az els® kí-
sérlet. Ilyenkor az eloszlás binomiális lesz.

P (k|p, n) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k

A második kísérletben azonban megállunk, miután k-szor bekövetkezett az 1-es esemény.
Így ennek az eloszlása negatív binomiális lesz.

P (n|p, k) =
(
n− 1
k − 1

)
pk(1− p)n−k

Ha az els® kísérletben k db egyes van, és a második kísérletben pedig n db kísérlet kellett
a k db egyeshez, akkor a két kísérlet likelihood függvénye konstans szorzótól eltekintve meg
fog egyezni. De mivel a valószín¶ségek nem egyeznek, ezért az ezekb®l adódó tesztek vagy
kon�dencia intervallumok mások lehetnek.

A következ® táblázatban összefoglalva is látható a lényegi eltérés a két módszer között.

Tulajdonság Klasszikus statisztika Bayesi statisztika

Paraméter Rögzített, P (X|θ) X függvénye,és θ �x V.v. P (X|θ) θ függvénye, és X �x
Valószín¶ség Objektív Akár szubjektív is lehet

Prior információ Nincs, vagy csak kevés Van, és dönt®en fontos
Minta Egy van, de többet feltételezünk Egy van, és csak azt értékeljük

Intervallum Kon�denciaintervallum Credible intervallum

Természetesen ez a táblázat még igényel némi magyarázatot.
Az els®, és leginkább szembet¶n® különbség, hogy míg a klasszikus statisztika rögzített para-
méterekkel dolgozik, addig a bayesi valószín¶ségi változókként tekint rájuk ami lehet®vé teszi
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több információ bevonását is.

A második sorban mutatkozik meg, hogy a bayesi statisztika sokkal megenged®bb a valószí-
n¶ségekkel szemben, és jobban �gyelembe tudja venni a szubjektív értékeket is. Ezt abból
láthatjuk, hogy MI határozzuk meg, milyen a priori eloszlásfüggvényt használjunk. Erre a ké-
s®bbiekben még ki fogok térni, hogy mikor milyen alakot érdemes használni
Nagyon fontos emellett, hogy itt mutatkozik meg, hogy míg a klasszikus statisztika �x X érté-
kekhez, vagyis a minta elemeihez keres θ paraméter értéket, ami egy intervallumban lesz, addig
a Bayesi pont fordítva gondolkodik, azaz �x θ paraméter mellett hogyan alakul az X minta
bekövetkezésének a valószín¶sége.

A harmadik sorban azt láthatjuk, hogy szintén vannak különbségek, mert míg az els® eset-
ben a küls® információk nincsenek, és a modellbe nehezen kódolhatóak, addig Bayesi megkö-
zelítésben egyéb, a mintától független küls® tényez®ket is �gyelembe tudunk venni az eloszlás
meghatározásakor. Pontosan emiatt gondolják sokan szubjektívnek a Bayesi statisztikát, hiszen
általunk el®re közölt információkat használunk az el®rejelzésben, de ha jobban belegondolunk,
a valóságban is nagyon ritka az, hogy semmilyen el®zetes információval nem rendelkezünk ami
el®segíthetné a feladatunkat.

A következ® sora a táblázatnak talán a legszemléletesebb bemutatása az eltérésnek. Az általá-
nos esetben ugyanis csak egy mintánk van, de úgy tekintünk rá, hogy ez a minta jól reprezentálja
a teljes halmazt, és bármikor, akárhányszor megismételve ugyanezt az eloszlást kapnánk. Ez
természetesen ellentmond az általános tapasztalatokkal, hiszen a minták létrehozása mindig
er®forrásokat igényel.
A Bayesi esetben viszont szintén egy minta van, de csak azt az egyet fogjuk értékelni, és nem
feltételezzük a megismételhet®ségét. Csak annyit állítunk, hogy erre az egyedi mintára adott
prior mellett milyen a poszterior eloszlást kapunk, de ez egyedül nem reprezentálja a teljes
egészet, mivel ha más mintával számolok, akkor más eredményt fogok kapni.

Az utolsó sorban láthatjuk, hogy mit kapunk az egyes módszerek végén. Klasszikus esetben,
egy kon�dencia intervallumot. Ez szó szerinti értelmezésben annyit jelent, hogy bármi is a pa-
raméter értéke, a mintából kiszámolt intervallum adott eséllyel tartalmazni fogja a paramétert.
Ellentétben a Bayesi esettel, ahol egy olyan intervallumot kapok, amiben valahány % eséllyel
ténylegesen benne van a paraméter. Persze ehhez kell egy a prior eloszlás, vagyis el®zetes
információkat kell felhasználni.
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V. rész

Gyakorlati példák, és R-es megoldások
Ebben a fejezetben két feladaton keresztül fogom az alkalmazásokat bemutatni. Az egyik egy-
változós, diszkrét eset, a másik pedig 3 változós, folytonos eset. Mind a két feladat két részb®l
fog állni, az els® a klasszikus, a második pedig a bayesi irány. Így láthatóvá válnak a különbsé-
gek, amit az összefoglalásban fogok taglalni.

A megoldáshoz az R programot fogom használni, ami a statisztikában az egyik leggyakrab-
ban használt programozási nyelv. Sokrét¶ lehet®ségeket tartalmaz, amelyeket különböz® cso-
magokban lehet hozzá letölteni, és számtalan matematikai problémára megoldást kínálnak.
Számomra most az rstanarm csomag az egyik legfontosabb. Ez a csomag kimondottan a Ba-
yes típusú problémakör megoldására szolgál, beépített függvénykkel, amelyek lehet®vé teszik a
szemléletes bemutatást is. A konkrét feladatok kódjai a függelékben találhatóak, az adatokat
tartalmazó táblázattal együtt.

7. I.Feladat

A mintánk Chicago államból van, és az adatok struktúrája az állam irányítószámonkénti fel-
osztását tartalmazza. Az els® oszlopban az átlagos t¶zesetek számát látjuk 1000 lakásonként,
a másodikban pedig az átlagos lopások számát látjuk 1000 f®re. Megvizsgálom klasszikus, és
Bayesi módszerekkel, hogy milyen összefüggés van a két adat között, tehát hogy hogyan függ
össze a t¶zesetek száma, és a lopások száma.

7.1. Klasszikus megközelítés

Ebben az esetben feltételezzük, hogy az adataink között lineáris összefüggés van.

A megoldás lépései:
Adatok vizsgálata
Modell felírása
Lineáris modell illesztése
Eredmények értékelése

Az adatainkat a következ® gra�konnal szemléltethetjük:
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Ebb®l a gra�konból az olvasható ki els® ránézésre, hogy az adatok lineárishoz hasonlóan növe-
kednek amíg a t¶zesetek száma nem n® túl nagyra. Amikor viszont a t¶zesetek száma megn®,
akkor a lopások száma már nem lineárisan fog növekedni, s®t elég nagy visszaesés van. Egy
kiugró adatot látunk, ahol a t¶zesetek, és a lopások száma is nagyon magas.

A lineáris regressziót az R beépített függvényeként találjuk meg, lm, vagy glm paranccsal,
majd a summary utasítással kapunk b®vebb információt.

Ez alapján azt láthatjuk, hogy az Y együtthatója szigni�káns, tehát elég jól magyarázza az X
változót.

7.2. Bayesi megközelítés

7.2.1. Alapértelmezett priorokkal

Most a bayesi statisztikával vizsgáljuk meg az adatokat. Ehhez az rstanarm csomagon kívül a
bayesplot, a ggplot2, és readxl csomagokra is szükség van.

A megoldás lépései:
Adatok vizsgálata
Modell felépítése
Bayes-i modell illesztése
Priorok ellen®rzése
Eredmények értékelése

Az adatok továbbra is ugyanazok mint az el®z® részben, tehát futtathatjuk a bayes-i reg-
ressziót, el®ször alapértelmezett priorral.
Az eredmények a következ®képpen néznek ki gra�kus ellen®rzéssel együtt:
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Ebb®l azt látjuk, hogy ha az illesztett modellb®l szimulálunk x-adatokat (az adott y-ok mellett),
akkor a szimulált adatok nem követik jól az eredetileg meg�gyelt adatokat.
A prior eloszlás eredetileg normális volt, és az R program automatikusan átskálázza, az adatok
nagyságrendjének, szórásának megfelel®en. Az ábrán a "Speci�ed" prior az alapértelmezett,
beépített változat, és az "Adjusted prior" pedig az átskálázott prior, amit valójában a program
használ.
Hogyha szimulált adataink nem követik az eredetieket, akkor érdemes lehet próbálkozni más a
priori eloszlásokkal is.

7.2.2. Lapos priorokkal

A konstans tagra, és az y együtthatójára nézve konstans lesz a prior eloszlás.
Ebb®l a következ® adatokat kapjuk:
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Az eredmények hasonlóak, de talán kicsit jobb képet mutat a modell diagnosztikája. Itt (csak-
úgy, mint az el®z® modellben) a hiba szórására a prior eloszlás exponenciális, és azt láthatjuk,
hogy itt a világoskék görbék jobban közelítik a sötétkék görbét, tehát jobb közelítést kaptunk
mint a korábbiakban.

8. II.Feladat

A második feladat háttere az, hogy 3 államban méréseket végeznek a radon légköri jelenlétére.
Majd ezeket a méréseket kell adatokként felhasználni a regressziónál. A táblázatban meg van
adva, hogy az adott államban az emeleten vagy pedig a földszinten végeztek mérést. Ezen
adatokra fogom megnézni a klasszikus, és a bayesi statisztikát.

8.1. Klasszikus megközelítés

Itt egy többváltozós lineáris regressziót kell megoldani, ehhez a glm függvényt használhatjuk.
Az eredmények a következ®k lesznek:
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Ebb®l azt láthatjuk, hogy a konstans tag az ami szigni�káns az adatainkra nézve, tehát jól ma-
gyarázza a függ® változót. A többi magyarázó változó együtthatója azonban nem szigni�káns,
tehát nem találunk szigni�káns különbséget aszerint, hogy emeleten mérünk-e vagy sem, illetve
aszerint sem, hogy melyik államban történt a mérés.

8.2. Bayesi megközelítés

8.2.1. Alapértelmezett priorokkal
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Itt azt láthatjuk, hogy a prior eloszlás normális volt, ezt használja a program is, csak átskálázva.
A gra�kon alapján nem követi igazán jól a világoskék a sötétkéket, de van néhány olyan görbe,
ami egészen hasonló hozzá, tehát alapvet®en nem rossz a megközelítés. De azért itt is érdemes
lehet megnézni, hogy egy másik prior eloszlással milyen eredményeket kapunk.

8.2.2. Lapos priorokkal

Itt konstans priorral dolgoztunk, és azt láthatjuk, hogy közel sem követi annyira a világoskék
a sötétet, mint az el®z® felírásban. Most σ-ra exponenciális a priori eloszlást vettünk, és a
program is ezzel számol. De mivel ez kevésbé jól magyarázza, ezért az els® verziót tekinthetjük
jobbnak.
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VI. rész

Összefoglalás, eredmények kiértékelése
Összességében tekintve elmondható, hogy a klasszikus, és a Bayesi megközelítés sok esetben na-
gyon hasonló eredményeket hoz ki. De nem elhanyagolható az a különbség, ami a két módszer
között van. Pont ez az, amiért mind a két módszernek van létjogosultsága a statisztikában, és
vannak olyan esetek, ahol a Bayesi gondolkodásmód jobban leírja a minket körülvev® világot.
Sajnos azonban gyakran nem lehet az aposzteriori eloszlást meghatározni. Ennek a kiküszöbö-
lésére használhatjuk a Monte-Carlo-módszert.
Monte-Carlo-módszerek összefoglaló névvel illetünk számos eljárást, technikát, melyek közös
jellemz®je, hogy véletlenszám-sorozatok generálásán alapulnak. A módszerek népszer¶ségének
oka rendkívül egyszer¶: analitikusan követhetetlen feladatok eredményeit vagyunk képesek tet-
sz®leges közelítéssel meghatározni velük. A robbanásszer¶ elterjedéshez a matematikai alapok
lefektetésén kívül szükség volt egy másik összetev®re, a véletlen értékeket generáló, a számítá-
sokat gyorsan elvégz® számítógépekre.
A Monte-Carlo-módszer egy olyan sztochasztikus szimulációs módszer, amely számítástechnikai
eszközök segítségével el®állítja egy adott kísérlet végeredményét, ezek után az eredményként
kapott numerikus jellemz®ket feljegyzik és kiértékelik. Az eredmény hibájának meghatáro-
zása szórás kiszámításával történik. Az álvéletlenszámokat, melyek a kísérletekben szerepl®
valószín¶ségi változók értékei, számítógép állítja el®. Több programnyelv is tartalmaz ilyen
álvéletlenszám-generátort, például a C programnyelv. Hasonló véletlenszámokat lehetne ge-
nerálni a kaszinók kedvelt játékával, a rulettel is. Ezért nevezte el a módszer kifejleszt®je,
Neumann János �Monte-Carlo�-módszernek. Felhasználási területe mára már majdnem min-
den természettudományos diszciplínára kiterjedt. Ennek a módszernek az alapja is a Bayesi
következtetési rendszer, a valószín¶ségi változók, és a szórások.

Ez is jól mutatja, hogy Bayes tétele milyen nagyon sokrét¶, és sok helyen használható. Szá-
momra nagyon izgalmas volt, hogy ezzel a gondolkodásmóddal megismerkedhettem, mivel a
korábbi tanulmányaim folyamán nem kerültek el® ilyen mélységben a Bayesi módszerek. De
ez is csak azt mutatja, hogy a matematikában mindig lesznek olyan területek, amik újabb és
újabb lehet®ségeket hoznak be a képbe, és minél komolyabb számítógépek állnak rendelkezésre
ezek megoldásaihoz, annál több lehet®ség van arra, hogy eddig megoldatlan problémákat is
megfejthessünk.
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Függelék
Az els® feladathoz tartozó táblázat:

Az els® feladat R kódjai:
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A második feladathoz tartozó táblázat

County Radon koncentrációs eredmények földszint 1.emelet
Blue Earth 5.0, 13.0, 7.2, 6.8, 12.8, 9.5, 6.0, 3.8, 1.8, 6.9, 4.7, 9.5 14.3, 5.8

Clay 12.9, 2.6, 26.6, 1.5, 13.0, 8.8, 19.5, 9.0, 13.1, 3.6, 0.9, 3.5, 2.5, 6.9
Goodhue 14.3, 7.6, 2.6, 43.5, 4.9, 3.5, 4.8, 5.6, 3.5, 3.9, 6.7 6.9, 9.8

A második feladathoz tartozó R kódok
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