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1. Bevezetés

A grifelmélet egyik fontos kérdéskore az izomorfizmus probléma. Babai Laszl6,
magyar matematikus a multszdzad mdésodik felében elinditott egy kérdéskort az
ugynevezett CI-csoportokkal kapcsolatban, melyben egy csoport Cayley grafjainka
az izomorfidit vizsgiljak. A téma egyszertibbnek hangzik, mint amilyen valdjdban.
A munkdssdgdnak bonyolultsdgét és elismerését is bizonyitja, hogy az ismert Csil-

lagkapu: Atlantis nev( tv-sorozatban is megemlitik a nevét [1]:

- Ezredes, taldltam valamit. Feltételezem, hogy mint mondta, a szerkezet, amit
elvittek végigsugdrzott valamit a szubtérben.
- Tudja kovetni?
- Ha Atlantiszrdl sugdrozna, igen tudndm, de ldthatéan mdr nincs igy.
- Szoval?
- Szoval. Babai Ldsz16 munk4jit hasznalom segitségként. Tudja, kombinatorika és
. ne vegye zokon, de olyan bonyolult, nem tudom eléggé lebutitani, hogy értelme
legyen.
- Csak rajta!

Sok neves matematikus foglalkozott a témaval és ért el kiemelkeds eredményeket.
Hatalmas 4ttorést a témdban Babai 2015-ben megjelent cikke hozott [3], melyben
kvazipolinomdlis algoritmust taldlt a grafizomorfizmus problémadra. Ezt az évtized
legnagyobb szamitogéptudomdnyi attoréseként tartjak szamon. Harald Helfgott el-
lendrizte az algoritmust €s a bizonyitast, és tobb honapnyi munka utdn egy stlyos

hibat talalt benne, melyet Babai egy hét alatt javitott €s mely dltal le is egyszer(sitette

a bizonyitast.

A szakdolgozatomban a Cayley-grafokkal és adott Cayley-grafok izomorfizmu-
saival fogok foglalkozni. Majd a minimalis generdtorokkal és azok hatdsaival foglal-
kozom az tgynevezett Cl-tulajdonsdgra. Ezen kiviil elGallitok egy folyamatot tobb
program segitségével, melyek végiil megadjdk egy diédercsoport (pontosabban a
D3 diédercsoport) automorfizmus csoportjdnak az orbitjait, illetve le is ellendrzom

a Burnside-lemma leprogramozésdval az eredményem.



2. Alapfogalmak

A téma feldolgozdsdhoz ismertetek néhdny alapfogalmat. Ebben a részben olyan
definicidk és tételek fognak szerepelni, melyek a késGbbiekben elengedhetetlenek

lesznek.

A fejezet elsé felében algebrai alapfogalmak keriilnek eld, f6leg a csoportelmé-
let kapcsdn. A mdsodik részben a Cayley grafokkal és azok alaptulajdonsigaival

foglalkozom.

2.1. Algebrai alapfogalmak

ElsS 1épésként ismertetem a csoport fogalmét, majd néhdny elengedhetetlen cso-

portelméleti definicidt és allitast.

2.1. Definicié. A csoportegy olyan (G, -) struktiira, ahola- : GXG — G kétvaltozds

miivelet asszociativ, van egységeleme €s inverze. Azaz:

(1) Ya,b,c € G : a-(b-c)=(a-b)-c
(2) dee GVYaeG: e-a=a-e=a
(3) Yae Gdd' € G : a-a=a-a =e

Az a elem inverzét altaldban a~'-gyel, az egységelemet 1-gyel szokds jeldlni.

Egy egyszer( példa a csoportokra az egészszamok halmaza az 6sszeaddsra nézve,
melyet Z*-nak szokas jelolni. A Z* egy asszociaitv csoport, mert pédaul 2+ (3+4) =
(2 + 3) + 4. Létezik egységeleme: a 0, hiszen 0 + a = a minden egészre, és zart az

inverzképzésre is, pl.: 2+ (-2) = -2+2 =0.

2.2. Definicio. Abel csoportnak vagy kommutativ csoportnak nevezziik azokat a

csoportokat, melyekeben a csoportmiivelet kommutativ is.



A késébbiekben tobb tételt és allitdst emlitek, ahol kihaszndlom, hogy Abel-
csoportokrdl van szé. Ilyenek lesznek példaul Cai Heng Li tételei is a minimalis

generatorhalmazokkal képzett Cayley grafok izomorfizmusaval kapcsolatban [5].

2.3. Definicio. Egy G csoport S részhalmaza generatorrendszer, ha G minden eleme

eldéll S elemeinek és azok inverzeinek véges szorzataként.

2.4. Definicio. Legyen G véges csoport, és S < G. Ekkor S minimdlis generétor-

rendszer, ha S barmely elemét elhagyva mar nem lesz generatorrendszer.

Fontos megjegyzni, hogy van kiilonbség minimdlis generdtorrendszer és mini-
mdlis elemszadmu generdtorrendszer kozott. Az utébbi az Osszes minimadlis genera-

torrendszer koziil a legkevesebb elemszamuit jelenti.

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (G, -) csoport ciklikus, ha van olyan G-beli
elem, melyre G = {a"|n =0, =1, +2, ...}. Ekkor a-t a G (egyik) generatorelemének

nevezzik.

2.6. Definicio. Legyen G és H adott csoportok. Azt mondjuk, hogy a ¢ : G —» H
leképezeés homomorfizmus, ha a, b € G esetén ¢(ab) = ¢(a)p(b). Ha a leképezés

bijektiv is, akkor izomorfizmusnak nevezziik.

2.7. Definicié. Legyen G egy csoport, és ¢ : G — G egy bijektiv leképezés. Ezt

a leképezést automorfizmusnak nevezziik, ha barmely a,b € G esetén ¢(ab) =
p(a)p(b).

Tehat az automorfizmusok olyan izomorfizmusok, melyek a csoportot 6nmagéra
képezik le. Igy barmely tetszdleges csoportnak az identikus leképezés egy automor-

fizmusa. Ezt szokas trivialis automorfizmusnak is nevezni.

Egy csoport automorfizmusai is csoportot alkotnak. Egy adott G csoport auto-
morfizmusainak a csoportjat Aut(G)-vel jeloljiik, és az egységeleme az identikus

leképezés.

2.8. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy G csoport hat az X halmazon, ha barmely
g € G és x € X-re teljesiil, hogy gx € X, és gh+xx = g (h+x)é hal az

egységeleme a G-nek, akkor 1 = x = x barmely x € X-re.



Ebbdl levonhatd, hogy egy csoport hat dnmagén is jobbszorzassal. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a Cayley-grafok szimmetrikusak és a grafok automorfizmus csoportjai
tranzitivak,mert €l élbe megy. Ez azért van, mert ha sg = h, akkor sgx = h, ahol
s € §. Ezen feliil az is latszik, hogy tartalmaznak egy reguléris részcsoportot is. Ez

2 4 2

igazdbodl ugyanaz a gondolat, amivel a kovetkez§ tételt is be lehet latni.

2.9. Tétel (Cayley-tétel). Minden csoport izomorf egy szimmetrikus csoport egy
részcsoportjahoz. Ha G egy n rendii csoport, akkor G izomorf egy S, szimmetrikus

részcsoporthoz.

2.10. Megjegyzés. Egy egyszerd példan keresztiil bebizonyitom a Cayley-tételt.
Tekintsiik a négyzet forgdsszimmetridit, mely a D4 diédercsoport. Ehhez azonban

elStte ismertetem a D,, diédercsoportot.

Egy diédercsoport olyan transzformdacidcsoport, mely egy szabdlyos sokszoget
onmagdba leképzl egybevagdsdgai alkotnak. Az egybeviagdsagok két csoportra oszt-

hatok, a forgatdsokra é€s a tiikrozésesforgatdsokra. A forgatdsok mindig a kbzéppont-

360°

koriili ==-os forgatdsok, a tiikrozések pedig a szimmetriatengelyekre vett tiikrozé-

Py

sek. Igy a D,, diédercsoport generdtorai a (¢, f), ahol ¢ az el6zGekben leirt tiikrozést,

f pedig a forgatast jeloli. Ezek alapjan D,, elemei a kovetkezdk:

Dy={id. f. f>. f..... """,
Lif i fhef e fY

Ekkor a képzési szabdlyok pedig az aldbbiak:

1% =id (1)
f"=id 2
tf =f't 3)

A 4. fejezetben a D3p-as diédercsoporttal fogok foglalkozni, €s egy altalam irt
program segitségével megvizsgdlom, hogy az automorfizmuscsoportjanak milyen

orbitjai vannak, illetve, hogy rendelkeznek-e a CI-tulajdonsdggal izomorfia erejéig.

Térjiink vissza az eredeti példankra, a Dy4-re. Jelolje f a 90°-os forgatast. Ekkor
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az f 4altal generalt csoport a D4 diédercsoport egy részcsoportja, azaz

(f) ={id, f, f% £’} < Da.

Ennek arendje: |{ f)| = 4. Ekkor a Cayley-tétel szerint ez izomorf az S4 egy részcso-
portjaval. Ez konnyen igazolhato, hiszen az f forgatdsnak megfelel az (1234) permu-
tacié. Az ez altal generélt csoport a kovetkezd: {id, (1234), (13)(24), (1432)} < S4,
melyek rendre megfeleltethetdk az {id, f, f2, f°} csoport elemeinek.

A Cayley-tétel kovetkezménye, hogy minden tétel, ami permuticidcsoportokra
igaz, az csoportokra is igaz lesz, mivel minden csoport dbrdzolhat6 permutacidcso-

portként. Ezt késGbb felhaszndlom a Burnside-lemma alkalmazdsanal is.

2.11. Definicid. Legyen G egy permutdcidcsoport az X halmazon. Tekintsiik azo-
kat a g € G elemeket, melyek x-et fixen hagyjak, azaz g(x) = x. Ezek nyilvan

részcsoportot alkotnak G-ben, melynek neve az x pont G-beli stabilizétora, jele G.

2.12. Definicié. Legyen G < Sy transzformdaciécsoport és x € X. A g(x) alakd
pontok halmazét, ahol g befutja G elemeit, az x palydjanak (orbitjanak) nevezziik,

€s G (x)-szel jeloljik. A palya elemszamat a palya hosszanak hivjuk.

A szakdolgozat késébbi részében sz6 lesz a m-csoportokrol és a Hall r-részcsoportokrol,
igy ezekrdl is szot ejtek. A szakdolgozatban felsorolt tételek és bizonyitdsok kozott

utalok majd a Sylow-tételekre, igy azok is emlitésre keriilnek itt.

2.13. Definicidé. Legyen P a pozitiv primek halmaza. 7 C P részhalmazran’ = P\ x.

Ekkor n-et r-szdmnak nevezziik, ha n minden primosztdja m-ben van.
2.14. Definicio. Egy véges G csoport m-csoport, ha |G| egy m-szam.

2.15. Definicié. H < G egy n-Hall-részcsoport, ha |H| egy n-szdm és |G : H| egy
n’-szam. Jelolés: H € Halln(G).

Misképpen, ha |G| = p{'...p/", a0 {p1,...p;} = {piy.....pi} és H €

@;

Hally(G), akkor |H| = p;" ... p;"*.

Han = {p},akkora Hall,(G) = Hall,(G), Hall(G) = Hall,(G) jeloléseket
is hasznaljuk. Ebben az esetben Hall,(G) = Syl,(G).
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2.16. Lemma (Cauchy-tétel). Minden olyan p primre, amely osztia a G csoport

rendjét, van p rendii elem G-ben.

2.17. Tétel (Sylow 1. tétele). Legyen a G véges csoport rendje n = mp", ahol p
prim, h > 1, p nem osztéja m-nek. Ekkor minden k < h-ra van G-nek p* rendii

részcsoportja, amit normdlosztoként tartalmaz egy p**'- rendii részcsoport.

2.18. Tétel (Sylow 2. tétele). Adott p primre, amely osztoja a G csoport rendjének, G
osszes P-Sylowja konjugdlt. S6t, az dsszes p* rendii részcsoport konjugdlt egymdssal,
ahol1l < k < h.

Ennek kovetkezménye, hogy G 0sszes P-Sylowja izomorf és a P-Sylowok szdma

osztdja m-nek.

2.19. Tétel (Sylow 3. tétele). A p-Sylowok szama p-vel osztva 1-et ad maradékul.

2.2. Cayley-grafok

Most pedig kovetkezzenek a Cayley grafok, melyek a szakdolgozatom alapjat adjdk.

2

A Cayley grafok Arthur Cayley (1821-1895) brit matematikus nevéhez fliz6dnek,
aki jelentGs eredményeket ért el grafelméletben €s csoportelméletben egyarant [2].

v

A nevéhez fiz6dik a Cayley-formula, mely megadja, hogy hdny darab kiilonb6z6 n

csticst fa adhaté meg: n" 2.

2.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy G és G’ grafok izomorfak, ha van a csicsok

kozott szomszédsédgtart6 bijekcio.

2.21. Definicié. Egy graf csucsainak olyan p permutdcidjat, melyben barmely két
u és v csucsok pontosan akkor szomszédosak egymassal, ha p(u) és p(v) is szom-

szédosak, azt grafautomorfizmusnak nevezziik.

Kézenfekvd elemi tulajdonsdgai a grafautomorfizmusoknak, hogy grafautomor-
fizmusok kompozicidja és inverze is grafautomorfizmus. Valamint, egy G(V, E)

graf automorfizmusai a V permutdcidcsoportjanak egy részcsoportjat alkotjak.



2.22. Definicié. Legyen G egy csoport, és S a G csoport egy generdtorhalmaza. A
G csoport S altal generdlt Cay(G, S) Cayley grafjan azt al” = (V, E) grafot értjiik,
amelyre V = G és barmely két g, h € G csicsra (g, h) € E pontosan akkor, ha
létezik s € S, melyre h = gs.

Ha feltessziik az S generatorhalmazrdl, hogy szimmetrikus, azaz |S| < oo és
S = S7!, akkor ebben az esetben a Cayley graf iranyitatlan. Valamint ha S nem

tartalmazza a neutrélis elemét, akkor a Cayley graf egyszerd, vagyis hurokmentes.

Egy egyszeri példa a Cayley-grafokra ugyanazon csoporton, de kiilonb6z6 ge-
nerdtorhalmazzal: Legyen a G = (Zs,+), és az els§ esetben a generatorhalmaz
S = {1}, amasodik esetben pedig S = {1, +2}. Ekkor az el&bbi esetben a Cs kort
kapjuk, mig az utébbiban a K3 teljes grafot.

0 0

Altalanosabban elmondhaté egy csoportrél a kovetkezd allités.

2.1. Allitas. Ha a generdtorhalmaz m elemii, akkor minden csiics fokszdma is m
lesz, vagyis altalanosan elmondhato, hogy ilyenkor m-regularis grdfot kapunk. Ha
a generatorhalmaz csak egy elembdl dll, akkor irdnyitott kérok uniojat kapjuk, ha S

tartalmazza az inverzét is, akkor pedig iranyitatlan koérok uniojat.

2.2. Allitas. Legyen G egy adott csoport és S egy részesoportia G-nek. Ekkor
Cay(G,S) teljes grdfok unioja.

Ha S részhalmaz nem generatorrendszer, akkor a I'(V, E) graf minden Osszefiig-

gési komponense megfelel az S dltal generdlt részcsoport egy mellékosztilyanak.
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2.23. Definicio. Legyen G = (V,E) egy adott graf. Egy f : V — V bijektiv
fliggvény csucsokon bijektiv graf automorfizmus, ha (u,v) € E & (f(u), f(v)) €
E. Azaz a grafautomorfizmus a graf egy olyan p permutécidja, ahol barmely két

u,v € V cstcs pontosan akkor szomszédos, ha p(u), p(v) is szomszédosak.
2.3. Allitas. Grdfautomorfizmusok kompozicidja és inverze is grafautomorfizmus.

2.24. Definicié. Egy G = (V, E) grafot csdcstranzitivnak vagy tranzitivnak neve-

ziink, ha minden u, v € V csucsra 1étezik egy f : V — V grafautomorfizmus, hogy

f(u) =v.

2.4. Allitas. Egy G = (V, E) grdf automorfizmusai a V permutdciécsoportidnak

egy részcsoportjat alkotjak.

A Cayley graf definici6jaban hazsnalt jobbszorzas miatt Aut(Cay(G, S)) tranzi-

tiv is.
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3. Cayley izomorfizmusok

Gréfizomorfiét ellendrizni, a mai napig egy lassu folyamat. Ma mar sok algoritmus
1étezik, melyek kis szdmokra gyorsan megadjak a vdlaszt, azonban nagyobbakra még
mindig elég lassuak. Tobbek kozott ezért 1s hatalmas 4ttorés a bevezetGben emlitett
eredménye Babainak [3]. Azonban nem csak ilyen irdnyu eredmények sziilettek az
elmult évtizedekben. Sok mds matematikus foglalkozott a témdval az elmalt 50

évben. Ebben a fejezetben az § eredményeik egyrészét probaltam 6sszegyjteni.

3.1. CI-grafok és CI-tulajdonsag

Egy Cay(G, S) Cayley grafot a G véges csoport Cl-grafjanak nevezziik, ha barmely
Cay(G,T) Cayley graf esetén ha Cay(G,S) = Cay(G,T)-hez, akkor S = T,
ahol o € Aut(G). Azt, hogy egy csoport rendelkezik ilyen részhalmazokkal, CI-

tulajdonsdgnak nevezziik. (A CI a Cayley Isomorphism roviditése)

Ilyenkor felmeriil a kérdés, hogy milyen csoportok rendelkeznek a CI-tulajdonsdggal.
Ebben a részben ezekrdl gy(jtok 0ssze nagyrészt felsorolds szinten minél tobb in-
formaciot. Jorészt Cai Heng Li és kollégdi [6], [11] eredményeirdl lesz sz, de

Muzychuk [10], [?], [7], és Somlai Gabor [9] tételeit is Osszeszedtem.

C.H. Li a [6] cikkében a kovetkezGeket bizonyitott be ciklikus csoportokrol.

3.1. Allitas. Legyen G egy ciklikus csoport, melynek rendje p’, ahol p egy prim, és
r > 1. Ekkor:

(1) Har >4ésp =2, vagyr >3 ésp =3, vagyr > 2 és p > 5, akkor G

tartalmaz oninverz, nem-ClI-részhalmazt, melynek a mérete 2(p + 1).

(2) Har >3 ésp =2, vagyr > 2 és p > 3, akkor G tartalmaz nem-CI-

részcsoportot, melynek a mérete p + 1.

Muzychuk is foglalkozott a ciklikus csoportokkal. O azt bizonyitotta be a [7]
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cikkében, hogy bizonyos ciklikus csoportok rendelkeznek a Cl-tulajdonsdggal. A
tétele igy hangzott.

3.1. Tétel. Egy n-rendii ciklikus csoport Cl-csoport, akkor és csak akkor, ha vagy
n € {8,9,18}, vagy n = k,2k vagy 4k, ahol k egy négyzetmentes pdratlan egész.

Ezt a 4. fejezetben fel is haszndlom majd a probléma megolddsahoz. Muzychuk és
tarsai tovabb vitték ezt a gondolatmenetet, €s beldttdk, hogy minden véges ciklikus
csoport kielégiti a CI-tulajdonsdgot a kiegyensulyozott konfigurdcidkra [?]. Somlai

Gébor bebizonyitotta, hogy 8p-rendd csoportok koziil melyek CI-grafok [9].

3.2. Allitas. Minden p > 3 primre a Q x 2, és Zg x Z., DCI-csoportok, ahol Q a

8 elemii kvaternio csoportot jeloli. (DCI=Directed Cayley Isomorphism)

Ugyanezen cikkében bebizonyitotta a 3.2 allitast p > 8-ra, illetve p = 5-re és

p = 7-re is a DCI-tulajdonségot.

3.3. Allitas. Minden Cayley grdfja a Q X Zs-nek, Q x Z7-nek, mathdsZ; X Zis-nek
és mathdsZS X Z7-nek CI-grdf.

Muzychuk Hirasaka-val egyiitt dolgozva egy kozos cikkiikben a kovetkezGt lattak
be [10]:

3.2. Tétel. Minden osszefiiggd, 2 fokszamii, egyszerii csoporthoz tartozo Cayley grdaf
Cl-grdf.

A fokszamokkal és Cl-tulajdonsiggal C.H. Li is foglalkozott [11]. O a p-

csoportokat vizsgélta meg ebbdl a szemszogbdl.

3.4. Allitas. Legyen p egy prim, és G egy p-csoport. Ekkor minden ésszefiiggd
Cayley-graf, aminek kevesebb a fokszama, mint p, és minden osszefiiggd iranyitatlan
Cayley-grafnak legfeljebb (2p —2) fokszammal CI-grdfok. Sot, a ciklikus 7., csoport
osszes Cayley-grafja is CI-grdf.

Ennek az allitdsnak a bizonyitasdhoz a Sylow-tételeket is felhasznélta, hogy ta-
nulmédnyozhassa a prim rendd CI-grafokot. Ezt az 4llitast tovabb lehet dlltalanositani,

melyet Wielandt meg is tett. Az dllitdsa igy hangzott [12]:
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3.3. Tétel. Legyen a G véges csoportnak egy nilpotens Hall m-részcsoportja, melyet
jeloljiink H-val. Ekkor G minden m-részcsoportja benne van H egy konjugaltjaban.

Sot, minden Hall nt-részcsoport konjugalt.

3.4. Definicié. A G csoport nilpotens, ha 1étezik véges centrallanca.

Li a nilpotens csoportokat is vizsgdlta [6].

3.5. Allitas. Legyen G egy véges csoport, és T egy Cayxle grdfja G-nek. Legyen
A = Aut(X) és i a G identitasa. Tegyiik fel, hogy G pdratlan rendii vagy nilpotens.
Ha (|G|, |Ai]) = 1, akkor X egy Cayley grafja G-nek.

A gondolatot tovdbb vitte €s a kdvetkezst is bebizonyitotta [6].

3.6. Allitas. Legyen G egy Abel csoport és Y. = Cay(G, S), A = Aut(X). Tegyiik fel,
hogy (|G|, |A;|) = p, ahol p egy prim. Ekkor £ vagy G CI-grdfja, vagy S tartalmaz

nem-trivialis G-részcsoport részhalmazt.

3.2. Minimalis generatorokkal

3.5. Definicio. Egy G csoportot DCI- csoportnak neveziink, ha minden részhalmaza

G-nek egy Cl-részhalmaz.

Legyen m egy pozitiv egész. Egy G csoportot m-DCI- (vagy m-CI-) csoport,
ha G minden részhalmaza (vagy inverzre zart részhalmaza), aminek a nagysdga
legfeljebb m, Cl-részhalmaz. Ez a két allitds hasznos az alacsony fokszdmu Cayley

grafok izomorfia vizsgalatdhoz.

A mai tuddsunk alapjan kevés CI- és DClI-csoportrol tudunk. Mégis, a szak-
irodalomban sokan foglakoztak a témaval és sok cikk taldlhat6 a CI- és a DCI-
csoportokkal kapcsolatban [6], [11], [13]. En a minimadlis generdtorok szemszo-
gébdl igyekeztem Osszegydjteni az eddig elért eredményeket. Azért foglalkoztatott
ez a téma, mert a generatorok segitségével lehet a legtobbet megtudni a csoportok

struktdrdjarol.
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Ezzel a témdval foglalkozott Ming Yao Xu [13], Yan-Quan Feng [17] és Cai Heng
Li és még sokan mdsok a cikkeikben . Nagyrészt az el6bb emlitett matematikusok

publikacidit dolgozom fel ebben a részben.

A most kovetkezd tételekhez fontosak az aldbbi fogalmak és 4dllitasok. Legyen G
egy csoport és jelolje R(G) egy jobboldali reguldris permuticidcsoportjat G-nek,
ahol R(G) = {ny € Sym(G)|g € G} < Sym(G).

3.7. Allitas. Legyen X = Cay(G, S) irdnyitott Cayley grdf. Ekkor
(1) Aut(X) tartalmazza R(G)-t, igy X csticstranzitiv.

(2) X oOsszefiiggd akkor és csak akkor, ha G = (S).

(3) X irdnyitatlan akkor és csak akkor, ha S™' = S.

Ebbdl az allitasbol mar kovetkezik a 3.8 allitas.

3.8. Allitas. Az irdnyitott X = (V, E) grdfegy csoport irdnyitott Cayley-grdfja akkor

és csak akkor, ha Aut(X) tartalmaz egy reguldris részcsoportot.

Ming-Yao Xu a [13] cikkében az izomorfidkat vizsgalta. Az egyik f6 kérdése a

kovetkezd volt:

Legyen G egy véges csoport, és S egy minimadlis generdtorhalmaza G-nek. Ekkor
S és S U S~ Cl-részhalmazok? Huang és Meng a kovetkezSket bizonyitottdk be
[14]-[16].
3.9. Allitas. Legyen G egy véges ciklikus csoport és S a minimdlis generdtora.
Legyen X = Cay(G,S) és X = Cay(G,S U S™Y). Legyen o egy automorfizmusa
G-nek, aholVg € G-re g7 = g7 és Y, = (o). Ekkor Aut(X) = R(G) és Aut(X) =
R(G) 2.

Ekkor Ming fokérdésére a vilasz igen, S és S U S~! Cl-részhalmazok. Abel-
csoportokra C.H. Li adott egy példat [6], mely megcafolja ezt, azonban, ha a csoport

paratlan rendd, akkor mégis igaz. Az allitdsa a kovetkezd volt.

3.10. Allitas. (1) Legyen G = (a) x (x) x {(e) = Zsz X Zy X Zy és legyen
S = {x,xe,ax?} és T = {x,xe,ax*e}. Ekkor S egy minimdlis generdtor rész-

halmaza G-nek és az iranyitott Cay(G,S) Cayly-grdf izomorf a Cay(G,T)
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Cayley-grdffal. Azonban, nincs olyan automorfizmusa G-nek, mely S-et T-be

vinné. Azaz, S nem Cl-részhalmaz.

(2) Egy paratlan rendii Abel-csoport minden minimdlis generator részhalmaza

Cl-részhalmaz.

Ebben az allitdsaban azonban Li egy hibat vétet. A T generdtorhalmaz nem

2

minimalis, melyet egyszerd ellendrizni. Vegyiikk az ax“e és az xe inverzének a

szorzatit. Ekkor (ax?e)(xe)™! € G és
(ax?e)(xe)! = (ax?e)(e”'x7!) = ax

Mivel az x 4-rendd, azaz x* = id, az a pedig 3-rendd, igy az alabbi osszefiiggéseket

kapjuk:

(ax)* =a

(ax)? =x7!

Ebbdl mar latszik, hogy T nem minimadlis, hiszen 2 generatorral elGallitottuk a
harmadikat. Végiil pedig (xe)x™' = e. Vagyis T valéban generitorhalmaz, de nem

minimalis.

Fontos tehat észrevenni, hogy az el6z6ek azt is mutatjdk, hogy a Cayley gré-
fok grafstruktirdjabol nem latszodik az, hogy a hozzd tartozd generdtorrendsz

minimdlis-e vagy sem.

Y.-Q. Feng vette észre ezt a hibat [17], és javitotta az allitast.

3.11. Allitas. Legyen G egy véges Abel-csoport, és S és T két minimdlis generdtor-
halmaza G-nek. Legyen X = Cay(G,S) ésY = Cay(G,T) izomorfak. Akkor létezik
egy a € Aut(G), melyre S* =T.

Bizonyitdas. Ha |S| = 1, akkor G cikikus €s az allitds igaz. Ezért tegyiik fel, hogy

|S| > 1.

Vegyiink egy o izomorfizmust Cay(G, S) és Cay(G,T) kozétt, ahol o az egy-

ségelemeket egymdsba viszi, azaz 19 = 1. Ekkor T = §7. Ezutan definidljunk egy
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” ~ 7 ekvivalencia reldciét G-n tgy, hogy
g~h(:)g2:h2,\7’g,h€G 4)

Ekkor ez a ~ kikotés S-re (vagy T-re) is egy ekvivalenciarelacié S-en (vagy 7-n).
Legyenek Sy, . .. Sk az ekvivalenciaosztilyai S-nek a ~ ekvivalenciareldcidonak S-en.
Ekkor § = Ull;] S;. Legyen T; = S7.

3.12. Allitas. Ekkor megdllapithaté, hogy Ti, . .. Ti-k is ekvivalenciaosztdlyai a ~
reldcionak.

2 2

Ahhoz, hogy ezt bizonyitsuk, nézziik meg a kdvetkezd allitést.

3.6. Lemma. Bdrmely s\,s2 € S,s1 # s esetén, ha az sy és sy kifelé mutato

szomszédjainak a halmaza X, (s1) és X1(s2) az X grdfban, akkor ezek metszéspontja

{s1, 52}, ha sy + s3,
Xi(s1) N X1(s2) = (5)
{s1, 52, s%}, ha s1 ~ s.

Bizonyitas. Azttudjuk,hogy X (s1)NX;(s;) tartalmazza {sy, 52 }-t vagy {s1, s2, s%}-
et attol fiiggden, hogy s1 + so vagy s; ~ s;. Tegyiik fel, hogy 1étezik egy masik
cstcs 51 €s sy szomszédsdgdban, ami x = s;5 = s75’, ahol 5,5 € S. Ekkor leg-
alabb az egyik, tegyiik fel, hogy s, nincs benne {s1, s>}-ben. Akkor sis = sp5,
amibdl kovetkezik, hogy s = s;lszs’ és G-t generdlja az S\{s} halmaz. Ez viszont

ellentmondds, ugyanis azt tettiik fel S-r6l, hogy minimaélis.
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A szimmetria miatt barmely ¢1,7, € T, 1 # t esetén

{tl,tz}, ha 1 + 1,
Yi(t1) UYi(r) = (6)
{t1.12,11}, hat; ~ 1.

Most mar minden adott, hogy beldssuk, hogy 71, . . . Ty -k is ekvivalenciaosztalyai
a ~ reldciénak. Adottak 51,52 € S, és legyen 1; = s7,i = 1,2. Ekkor a (2) és (3)
alapjan s ~ s2 © [Xi1(s1) N Xi1(s2)| = 2 & [(Xi(s1) N Xi1(52))7| = [Y1(r1) N
Yi()| =2 © 11 ~ tp, ami az éllitasunk volt.

Tekintsiik a o szerinti szorzat képét az s;s;...s,-nek, ahol s; € S minden

i=1,2,...,n-re. Bizonyitsuk be a kovetkezd lemmat.

3.7. Lemma. (s152...5,)7 = y1y2...Vn ahol y; € T mindeni = 1,2,...n-re

yi ~ s7 minden i-re.

Bizonyitas. Amikor n = 1 eset dll fenn, akkor trividlisan igaz az 4llitds. Indukcio6t
hasznélva elég bebizonyitanunk azt, hogy barmely x € G-re és s1,s2 € S-re, ha
(six)7 = yix? (i = 1,2), ahol y; ~ s7, akkor (s152x)7 = z122x7, ahol z; ~ s7
(i = 1,2)-re. Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk két részre bontjuk a problémat: az
els§ esetben s; + s, a mdsodik esetben pedig s; ~ s2. Az els§ esetben a 3.12
allitas alapjan kapjuk, hogy y; + y>. A 3.6 lemmdhoz hasonldan, ahogy s;sox
az egyetlen kozos kifelé mutatd csticsszomszédja six-nek és spox-nek, ugyanigy
a y1y2x? az egyetlen kifelé mutatd csicsszomszédja yx“-nak és y,x“-nak, igy
(s152x)7 = y1y2x7, tehdt igaz az allitds. A masodik esetben, szintén 3.12 4llitas
miatt y; ~ y,. Ebben az esetben s;x-nek és sox-nek (illetve y;x?-nak és y,x“ -nak)
két kozos kifelé mutat6 csicsszomszédja van, s1sox és s%x (illetve y1y2x7 és y%x”,

igy (s152%x)7 = y1yox7 vagy y%x”. Tehat a kovetkeztetés helyes volt.

Most mar minden adott, hogy bebizonyitsuk a 3.11 allit4st.
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Legyen S; = {s;1,52,...,8i,} i = 1,2,..., k. Legyen s;’j =t;i=1,...k,
j =1,...n;. Akkor T; = S;T = {til»tiz,---,tini} és S = le Si, T = ,I'Czl T;.
Tekintsiik az @ : G — G fiiggvényt, mely

k n;
€ij €ij
Sij = l_[ l_[%-j ’

i=1 j=1 i=1 j=1

ni

:»

ahol ¢;; egy tetszOleges nem-negativ egész. Be kell bizonyitanunk, hogy a egy
automorfizmusa G-nek, €s igy teljesiil a 3.11 allitds. Emlékeztetdiil, S és T generator
részhalmazai a G-nek, igy elegendd azt bizonyitani, hogy @ jol definidlt. Ehhez

7 2z

sziikségiink lesz a kovetkez§ allitasra.

3.13. Allités. Ha [T, I17, 5, = 1, akkor [T, T, 7/ = 1.

Bizonyitas. Tegylik fel, hogy
k
[1T]s7 = )
i=1 j=1

ElGszor vizsgéljuk meg, hogy ha S;-nek legaldbb 2 eleme van valamely i-re, akkor az

e;; kitevl paros barmely j = 1,...n;-re. (Ha barmely e;; pdratlan lenne barmely j-

i1 it
re, akkor Sf] = Sijs; ]l minden j # j’, hiszen Szj =57 - chserelves Tty er -re
a 7-es képletben, s;;-t kifejezhetjiik egy S\ {s;; }—beh szorzattal, ami ellentmond az

2

S minimalitdsdnak. Tehat csak pdratlan kitevs lehet.) Mégegyszer, mivel sl =i

minden i, j, j’-re, igy kapju azt, hogy

k k
({75 =T =1 ®
A i=1

ahol ¢; = Z?"zl e;j. Hasonloképpen kapjuk, hogy
k

k
ﬂ ﬂ £ = ]_[ 1 )
i=1

i=

Hasznéljuk o -t a 7-es képleten, akkor a 3.7 lemma alapjan

I =TI = o

i=1 j=1 i=1 j=1
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ahol Z;f"zl f;j = ei és fij paros, ha |T;| = |S;| > 1. Igy azt kapjuk, hogy

k
ﬂrf]ff -1, (1)
=1

ahogy azt bizonyitani is szerettiik volna.

Ennek a tételnek a kovetkezményeképp minden minimalis generator halmaz CI-
részhalmaz. Tehat Ming {6 kérdésére a vdlasz igen. Babai a p-csoportokra vizsgélta
ezt a [18] cikkében.

3.14. Allitas. Legyen G egy véges p-csoport és S pedig G egy generdtor halmaza,
ahol |S| < p. Ekkor S egy Cl-részhalmaz.

Ennek a kdvetkezménye, hogy egy G p-csoport minden minimadlis generator rész-
halmaza CI-részhalmaz, ha G-nek van legalabb (p — 1) generatora. Megjegyzésként,
a p-csoportoknak minden minimélis részhalmazanak ugyanannyi generatora van. Ez

az ugynevezett Burnside-bazistétel miatt van [?].

Li [6] altaldnositotta Babai Laszl6 eredményét, mely szerint minden primrendd

ciklikus csoport CI-csoport.

3.15. Allitas. Legyen G egy véges csoport és p a kegkisebb osztdja |G|-nek. Legyen
S a generator részhalmaza G-nek, ahol |S| < p. Ekkor S egy Cl-részhalmaz.

20



4. Diédercsoportok

4.1. D3p automorfizmus csoportjanak az orbitjai

Az a kérdés foglalkoztatott, hogy egy D,, diédercsoport automorfizmus csoportjanak
az orbitjait meg tudom-e hatdrozni abban az esetben, ha 3 elem( a generétorhal-
maz. Irdnyitatlan grafokkal szerettem volna foglalkozni, igy a generdtorrendszernek
szimmetrikusnak kellett lennie. Ezzel meg lehet szamolni a diéder csoport Cayley

grafjait, amlyek foka 3.

Ha a generatorrendszer 2 elemt, akkor (t,7f“) alakd, ahol az a relativ prim
a diédercsoport elemszdmdnak a feléhez. Ilyen esetekben ezek mindig izomorfak
lesznek, mert automorfizmussal egymdsba vihetGek a generatorok. Ha van forgatas a
generatorok kozott, akkor az inverze is kell, és egy generatorrendszerbe kell forgatas

is, igy csak (z,tf“) alakdak lehetnek a 2 elem( generatorrendszerek.

Ha 3 elemii a generdtorrendszer esetén (¢ f*, ¢ f/, ¢t f~/) alakdakat veszem, ahol j

relativ prim az n-hez. Ezek az el6z6ekben leirtak miatt izomorfak.

A madsodik fejezetben bemutattam a diédercsoportokat dltaldnosan. Most kife-
jezetten a D3p-cal foglalkozom. Ennek kiilondsebb oka nincs, egyszerdien ezt mar
elég nagy csoportnak tekintettiik, hogy még ne szdmoljak ki és érdekes legyen fog-
lalkozni vele. Mindazonaltal az altalam irt programok minimdlis 4tirdssal barmely

diédercsoportra alkalmazhatok.

Az els6 feladatom az volt, hogy hatdrozzam meg az automorfizmuscsoportja-
nak az orbitjait, ha a generdtorrendszer minimdlis és 3-elem(. Ehhez 2 program-
fajtat hasznaltam. El6szor a Matlab-ban irtam programot, mely meghatirozza az
Osszes lehetséges orbitot. Ezeket az atlathatosdg érdekében kimentettem excelbe
€s a konnyebben olvashat6sdg érdekében formdztam egy kicsit. Ezutdn irtam egy
program sorozatot, mely megszdmolja a kiilonb6z6 orbitok szdmét. Ezt végiil a
Burnside-lemmaval ellendriztem, szintén a programom segitségével. Ezekhez VBA

Macro programnyelvet haszndltam. A 4.1. dbra 6sszefoglalja a folyamatmodellemet.
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Diédercsoport

meghatarozadsa:
Dap
| Az GgszZes Ighel:seges ¢ arbit. m
l oriit
Az B55zes lehetséges orbit
meghatarozasa
i osszevonas()

Az orbitelemek

meghatarozasa
egyiorma : )
i le Ism_kiszurese()
fixpont_szamialof) sorba_rendezes)
¥ ¥

Burnside-lemma Az orbitok egyértelmi

alkalmazas: meghatarozasa

Hany fixpontja van az orbitelemismétifdések
orbitnak nelkil

!

Ismétlddd orbitok
eltavolitassa

Folyamatdbra a programok hasznélatdhoz

Az elsG programhoz elszor kiszamoltam egy adott generatorral szamitott auto-
morfizmusnak az orbitjat. Ehhez irtam egy orbit.m fiiggvényt, melynek a bementi

paraméterei a diédercsoport szdma, és a generatorok. (5. kép)

A konnyebb szdmolds érdekében a programban a szdmok azt jelolik, hogy egy
adott f forgatds a hanyadikon szerepel. Igy példaul, ha arrél van sz6, hogy az a auto-
morfizmus t — tf*, f — f7, akkor az azutan kapott a(by, ba, b3) = {tf¢, tf°,tf}

generatorokat egy abc szimhdrmadssal tudtam jeldlni.

Ahhoz, hogy minimdlis legyen az automorfizmus, az @ automorfizmusnak a
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kovetkezd alakinak kellett lennie:

t—tf*

f—=r

ahol (y, 30) = 1. Ha a generdtorrendszer minimalis és 3-elem, akkor az automorfiz-
muscsoportjanak az elemszama legfeljebb n¢(n), ahol n a diédercsoport elemszamat
jeloli, ¢(n) pedig az Euler fliggvényt. Az én esetmebn ez 30 = 8 = 240. Vagyis leg-
feljebb 240 elemd lehet egy orbit. Arra torekedtem, hogy a programom barmilyen
diédercsoportra alkalmazhat6 lehessen a késdbbiekben, igy a programmal szdmol-
tattam ki a ¢(n) értékét, és elmentettem egy vektorba az n -nel relativ primeket.
Ehhez a Matlabban taldlhat6 beépitett gcd () fiiggvényt hasznéltam, mely visszaadja
alegnagyobb ko6z0s osztdjat két szamnak. Ez a vektor jeldlte, hogy az automorfizmus

csoportbdl melyik f — f¥ leképezésrdl volt szo.

Ezutan 1étrehoztam egy i() vektort, mely pedig a t — 1 f* leképezéseket tarolta,
igy ez 0-t6l 29-ig vett fel értékeket. Egy-egy generdtornak a képzési szabdlya a
kovetkezSképp tortént: Legyen az a : t — tf*, f — f/, ahol (j,30) = 1, akkor ha

a generétorelemiink a 7 f*, akkor

a(tf*) = (tfH(fH* =tfHk.

Egy-egy orbitot egy 3 sord matrixban tdroltam el ugy, hogy a 3 db generdtor
mind a 240 féle leképezését tartalmazzék. Igy egy-egy orbitelem a métrix oszlopai
lesznek. Ezt az egészet elmentettem az orbit.m fliggvénybe, mely visszaadja a 3

sort matrixot. (Isd.: 5 dbrdn a fiiggelékben)

Ezutéan sziikségem van az osszes {t f%,¢f”,tf¢} generitorra. Ez uyge, 303, de az
1ismétlddéseket ki szerettem volna zérni, igy elég volt 28 * 29 x 30 esetet megvizsgal-
nom. Egy tripla forciklussal ezeket a generdtorkombindcidkat is el§ tudtam &llitani
ugy, hogy ezekkel meghivhatam az orbit.m fiiggvényt, aminek az eredményét vé-
giil hozz4 csatoltam az eredménymadtrixomhoz. Végiil pedig kimentettem egy excel

file-ba a megolddsomat. (Isd.: 5 dbran)

Az excel file akkor még nem volt j6 felépitésd, igy egy apré alakitdsra volt

23



sziikséges. A szokozoket dtalakitottam tabuldtorokkd, igy minden mezd&be egy-egy
adat kertilt.

Ezutan az orbitok elemeit szerettem volna szdmharmasokka alakitani. Ehhez az
excelben taldlhat6 Visual Basic-et haszndltam, és ott irtam egy kddot, mely egy
Uj munkalapon Osszeirja a szdmhdrmdsokat. Vagyis, minden harmas blokkban az
elsd, masodik és harmadik sorokat dsszeftiztem. Ahhoz, hogy masik diédercsoportra
alkalmazzuk, 6sszesen a forciklusok futasi végét kell atirni: a kiilsé forciklusét az
"0sszes" munkalapon 1év§ adatok sordra, a belsét pedig az n¢(n) értékre. (Fontos
megjegyezni, hogy a munkalapokat a kédok futtatdsa eldtt 1étre kell hozni megfeleld

nevekkel, melyek a koéd legelején az értékaddsndl vannak meghatarozva.)

Ekkor az orbitokon beliil az elemek ismétlddhetnek olyan forméban, hogy példaul
a{tf? tf3,1f3}-nak megfeleld (2 —3 —8) szamhdrmas el6fordul (3 —8 —2)-ként is.
Ezek mind ekvivalensek, hiszen ezekre mint halmazokra kell gondolnunk, viszont
a program erre nem képes. Ezért sorba kellett rendeznem a szdmharmasok elemeit,
hogy késébb 0ssze tudjam hasonlitani Gket. A sorbarendezést egymasba dgyazott

i f() fiiggvényekkel oldottam meg. Ez a fiiggvény a 5. dbran lathato.

Ezutdn meg szerettem volna szdmolni, hogy hdny darab kiilonb6z$ orbitja van
az automorfizmusnak. Ehhez kett6 darab fiiggvényt irtam. Az egyik kisz{tei az or-
bitokon beliili szdmharmasok ismétl6dését egy segédvektor és egymdsbadgyazott
forciklusok segitségével, a masik pedig sorbarendezte az orbitokon beliili elemeket.
Az utébbihoz az excel beépitett sorbarendezés funkciéjit haszndltam. Ezutdn mar
csak az ismétlddéseket kellett eltdvolitanom, melyeket az Adatok/Ismétlddés eltavo-
litdsa funkcidval meg is tettem. Ekkor visszakaptam a D3q automorfizmus csoport

orbitjait. Ebbdl 0sszesen 25 db taldltam. (A programokat Isd.: 5, 5 dbrak)
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A B C D E F G H | J

fo-1-228 013 |0-14-21 |0-14-23 |0-17-21 |0-17-26 [0-19-22 |0-19-27 [D-2-29 023

fo-11-14 '0-11-27 0-1-27 0-13-21 |0-13-22 Mb-14  [D-16-19 01627 |0-21-23 |0-21-28
fo-11-16 '0-11-25 0-1-26 |0-18-19 |0-14-25 D15  |p-17-22 |0-17-25 [0-2-25 |0-23-35
f0-12-17 "0-12-25 0-1-25 0-13-18 |0-13-25 D16 |D-18-23 |0-18-25 |0-19-24 |0-19-35
fo-11-17 "0-11-18 0-11-23 "0-11-24 o113 Mo-1-18 o12-13 o-12-19 B-12-23 ‘o-12-20
fo-11-13 'o-11-28 0-1-14 0117 0123 01314 |D-13-29 |0-16-17 |0-16-29 |0-17-19
fo-1-22 01316 |0-13-77 |0-14-17 |0-1427 019  [01971 o928 fo211  [o21-22
9 [0-10-13 0-10-19 '0-10-21 0-10-27 1w 1120 1121 o111 (01720 01727
10 [0-10-11 01017 "0-10-23 0-10-29 0-1-11 0-1-20 0-13-20 0-13-23 0-19-20 D-19-29
11 [o-11-12 o112 1129 o119 0-17-23 |0-17-24 | 0-12-19 |0-18-29 D613 0523

12 f[0-11-15 'B-11-26 -1-15 o116 0-13-15 |0-13-28 | D-14-15 |0-14-29 |0-15-16 |O-15-17
13 |0-14-16 |0-14-22 0-14-28 [0-2-16 0-22-26 0222 D24 |0-26-28 D226 D4

14 |0-16-21 |0-16-25 |0-21-25 |0-21-26 |0-22-25 |0-22-27 [0-2-27 025 |0-2527 |0-25-28
15 [0-12-14 '0-172-28 0-16-18 |0-16-22 |0-16-24 |0-16-28 0-18-22 |0-18-26 '0-2-14 [0-2-18
16 [0-12-16 '0-12-26 0-14-18 |0-14-26 |0-22-24 |0-22-28 0-2-24 028 0415 fos18
17 [0-10-14 '0-10-26 0-16-20 |0-16-26 0-20-22 |0-20-28 0-2-10 [B-2-22 ‘0414 o420
18 [0-10-12 '0-10-16 D-10-182 0-10-22 D-10-24 fo-10-28 -12-20 f0-12-22 |0-14-20 |0-18-24
19 [0-12-21 |0-24-27 -3-27 o036 o128 fpo21 | 10-13-16 |10-19-28 M-10-19 M1-10-22
20 [0-18-21 0-18-27 0-21-24 0-21-27 '0-3-12 0321 o324 o390 o627 060

21 fo-12-15 [0-12-27 0-15-18 |D-15-21 |0-15-24 |0-15-27 '©-3-15 0318 o615 o621

27 |0-20-25 0-5-10 '0-5-25  |10-15-20 |11-16-21 |1-21-26 | 12-17-22 |13-18-23 14-19-24 15-20-25
23 f6-10-15 [0-10-25 ©-15-20 |0-15-25 'B-5-15 D-5-20 |10-15-25 |10-20-25 M1-11-16 M1-11-26
24 [o-12-18 0-12-24 o0-18-24 0612 0618 0624 10-16-22 |10-16-28 10-22-28 |11-17-23
25 [0-10-20 M1-11-21 21722 (31323 (41424 |5-15-25 |6-16-26 |7-17-27 |8-18-28 |9-19-29

A 25 db orbit (nem teljes kép)

[=-REN = R R R WY X R

A Burnside-lemmat haszndltam az eredményem ellenGrzéséhez. Viszont a lemma
permutdcidcsoportokra vonatkozik, dm a 2.9 kihasznélva alkalmazhatom csoportra

is.

4.1. Tétel (Burnside-lemma). Ha G < Sy permutdciocsoport, akkor G padlydinak

szama éppen a G elemei fixpontjainak dtlagos szama.

Amikor az adataim még nem voltak teljesek, vagyis csak a szdmhdrmasaim
lettek kialakitva még (az "Osszevont" munkalapon), akkor megszamoltam, hogy
hany fixpontja volt egy-egy orbitnak, és kiirtam az orbitok elé az els6 oszlopba.
Szerencsére konnyd volt kitaldlni, hogy egy-egy orbitnak mi a fixpontja, hiszen
az orbit.m fiiggvényben megalkotott matrixnak els§ oszlopa mindig a generatort
tartalmazta, hiszen az elsd elem azt a leképezés képét tartalmazta egy adott bazisra,

mely t — t,f — f. Igy csak Ossze kellett szimolnom soronként, hogy hany
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fo-11-19 01122 012 0129 [0-13-17 01326 |0-16-23 |0-28-29 [0-4-17 [D-7-18

'0-7-23
0-27-28
'0-2-23
0-23-28
0-24-25
'0-1-24
0-17-28
0-21-29
0-20-21
'0-7-17
'0-7-13
0-15-19
'0-8-16
'0-3-25
'0-2-26
'0-6-28
'0-8-10
0-18-20
11-14-1
'0-9-12
'0-9-15
f-6-11
11-16-2
11-17-2



ugyanolyan elem van, mint a sor elsd eleme (Isd.: 5. dbra). Ezutan ezeket 6sszeadva

€s elosztva 240-gyel visszakaptam az orbitok szdmat, mely itt is 25 lett.

A4061 - fe || =SZUM(A1:A4060)/240

A B C D E F

4054[1 25-37.28 9-16-25 5-8-27 4-21-25 5926

4055|2 252729 |9-23-25 |5-1927 |17-21-25 |5-9-13
4056|1 75-28-29 16-23-25 5-8-19 4-17-25 5-13-26
4057|2 26-27-28 2-9-16 (81627 4821 |9-22-26
4058|1 26-27-29 2-9-23  |16-19-27 |8-17-21 |9-13-22
4059|1 26-28-29 2-16-23 81619 4817 13-22-26
40602 27-28-29 9-16-23 8-19-27 4-17-21 9-13-26

4-I}Er1|25 .l

A Burnside-lemma 4ltal kapott

A programjaim minimdlis 4tirdssal haszndlhatok barmely véges diédercsoport
automorfizmusdra orbitszamlaloként. Csak a forciklusok végét kell atirni a n¢(n)-re

€s az "Osszes" munkalapon taldlhaté sorok szdmaéra.

4.2. D;q Cayley grafjanak a vizsgalata

A kovetkez$ feladatom az el6z6 részben felirt D3y diédercsoport egy Cayley-
grifjdnak a vizsgilata volt. Ennek a generdtora legyen a {t,7f“ tf’}. Ekkor, a

D3 Cayley grafja az aldbbi kezdetleges graf:
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Ezt a gréifot az aldbbi képzésekkel kaptam:

1 -t — 1t f* = f¢
1 -t — 1t f? = f?
1 >tf% > tf% =f
| 1 f9 = tfof = pb-a
1 >tf? > tfPt =fb
| Stf? = tfPrfe = fab

Készitettem egy segédgrafot, ahol a fenti kett§ hosszu utakat kicseréltem egy-
hosszu utakra. Ezek rendre az aldbbiak lettek:
1 — f¢
1— f°
1—- f
| = fb-a
1 f*
| — fob

Ezeket az éleket pirossal jeloltem a grafomban.
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Ekkor a C3g ciklikuscsoport egy Cayley-grafjat kaptuk, ahol a generdtorok az
{f*e, £, £*4=b} Muzychuk tétele alapjan (3.1) a C3g is rendelkezik a CI-tulajdonsaggal,
hiszen a rendje 30, ami 30 = 2 x 15, vagyis 2k alaku, ahol k£ egy négyzetmentes
paratlan egész. (Itt latszik, hogy 30 helyett mas egész szdmot is hasznédlhattam volna,

amire Muzychuk tétele igaz.)

Ekkor felmeriil a kérdés, hogy meghatarozhatbak-e az a, b szamok? A vélasz az,
hogy 30-hoz relativ prim konstnasszorz6 erejéig igen, hiszen ilyen esetekben igaz a
CI-tulajdonsag. Vagyis, a C3p két Cayley-grafja, akkor lesz izomorf, ha a generatoraik
megkaphatdak egymdasbdl egy 30-hoz relativ prim konstans szorzds segitségével.
Azaz, a {t,tf% tf b } generatorhalmazt elvihetjiik {¢,7f**, tf bx}—ba, ahol x relativ
prim 30-hoz. Ezzel tehat azt kaptuk, hogy konstans szorzo erejeig megkaptuk a
+a, +b, +(a — b) halmazt, amibél algebrai titon nem tudjuk visszakeresni az a, b
szampart, mert csak az latszik, hogy a kiilonbségiik és ellentettjeik a 6 szdm kozott

van. Ez ugyanigy igaz a — b-re és a-rais.

Nézziink tehat ezt a példat. Legyen a generator a haromelemt S = {¢, 19,1}
halmaz, a csoport a C3q, és G = Cay(Cxg, S). Jelolje T = {t,1 %>, 1 f*} egy masik
generdtorhalmazt. Ekkor az f — f~!,1f% jobbrdl valé szorzast alkalmazva kaphat6
meg a {t,1f%? tf*}-t. Vagyis a Cay(Cso,T) =~ Cay(Csp,S), hiszen az automor-
fizmusuk egymdsba viszi 7-t €s S-et. Ezzel bebizonyosodott, hogy ez a haromelem

halmaz rendelkezik a CI-tulajdonsdggal D3o-ban is, hiszen automorfizmus erejéig
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elallithaté G-bsl Cay(Ds, S).
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5. Fiiggelékek - Programok

function matrix=orbit {d, a,b, c)

pl{l)=1:;
for j=2:d
if ged{j,d)=1
plend+l)=3j;
end
end
=N
i=[0:1:d4-1]:
for x=1:d
for y=1:length ({p)
sor_a(end+l)=mod(i(x)+a*p(y),d):
sor_b(end+l)=mod (i (x)+k*p(y),d):
sor_c(end+l)=mod(i(x)+c*p(y),d):
end
end
matrix=[sor_a; sor b; sor c]:

Orbit.m fliggvény

clear
m—zeros (1,240);
for i=0:27
for j=i+l:28
for k=j+1:258
m—=[m;orbit {30,i,j,.kE)}]:
end
end
end
save D 30.xls m

Az 0sszes lehetséges orbit eldallitasa
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Sub osszevonas ()
o = "osszes"™
vt = "osszevont™

For i = 0 To 40&0
For j = 2 To 241
2 Sheets (o) .Cells{i * 3 + 2, j)
b Sheets (o) .Cells{i * 3 + 3, j)
c = Sheets{o).Cells{i * 3 + 4, j)
If a > b Then
If a > c Then
If b > c Then
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j)

Else
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j)
End If
Else
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j) = b
End If

Else
If b > c Then
If a <« ¢ Then
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j)

Else
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j)
End If
Else
Sheets(vt) .Cells{i + 1, j) = a
End If
End If
Hext j
Hext i
End Sub

A szamhdarmas kialakitdsokhoz alkalmazott fiiggvény
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Sub ism kiszurese()
Dim arr() As String
vt = "osszevont™
v = "yvegleges®
izsm = 0
ReDim Preserwve arr (0)
arr(0) = 0
For i = 1 To 40&0

For j = 2 To 241

For x = 1 To GetLength({arr)

If Shecsts(vt).Cell=({i, j) = arr{x - 1) Then
izsm = 1
Exit For
End If
Hext =

If ism = 0 Then
p = GetLength(arr)
ReDim Preserwve arr(p)

arr(p) = Sheets(vt).Cells(i, ij)

Sheet=(v) .Cells(i, p) = Sheets(vt).Cells(i, j)
End If
izsm = 0

Hext j
Erase arr
ReDim Preserwve arr (0)
arr(0) = 0
Hext i
End Sub

Public Function GetLength({a As Variant) As Integer
If IsEmptyi{a) Then
GetLength = 0
El=se
GetLength = UBound({a) - LBoundi{a) + 1
End If
End Function

Az orbiton beliili ismétl6dd elemek eltavolitasa
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gorba rendezes()

v = "yregleges™

r = "rendezett™

2 = "zagéd"

For i = 1 To 4060

Sheets (v) .5elect
Sheets(v) .Cell= (i,
Selection.Copy
Sheets (=) .5elect

Sheets(=2) .Cell=s(l, 1l).5elect

Selection.PasteSpecial Paste:=xl1Pastelhll,

Fal=e, Transpose:=True
Application.CutCopyModse = False
ActiveWorkbook.Workshests (8) . 5ort.
ActiveWorkbook.Workshests (8) . 5ort.

SortOn:=xl1SortCnValues, Order:
With ActiveWorkbook.Worksheet=s(s).

.SetRange Range (Al :A240™)

.Header = x1HNo
.MatchCase = False
LDOrientation = x1TopToBottom
.SortMethod = x1PinYin
Apply

End With

Sheets(=2) .5elect
Sheets(=2) .Range ("A1:A240™) ,5zlect
Selection.Copy

Sheets(r) .5elect

Sheets(r) .Cells(i, 1l).5elect

Selection.PasteSpecial Paste:=xl1Pastelhll,

Fal=e, Transpose:=True
Hext i

End Sub

1) .EntireRow.S5elect

Cperation:=xl1Nonec,

SortFields.Clear

SortFields.Add Key:=Range ("A1"),
=xlazcending, DataOption:=xlS5SortHormal
Sort

Cperation:=xl1Nonec,

Az ismétlddd szamharmasok nélkiili orbitok elemeinek sorbarendezése

Sukx fixpont szamlalo()

vt = "osszevont™
szam = 1
For i = 1 To 4060
For j = 3 To 241
If Sheets(vt).Cells({i, j) =
SZam = szam + 1
End If
Hext j
Sheets(vt).Cells(i, 1) = szam
szam = 1
Hext 1
End Sub

Sheets(vt) .Cells (i,

2} Then

A Burnside-lemma alkalmazdsdnal hasznalt fixpontszdmlél6 algoritmus
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