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1. Bevezetés

Az elmult évek tendencidja azt mutatja, hogy az érdeklédés folyamatosan
novekszik olyan statisztikai modszer irant, amely a vizsgalt intervallumot
szakaszaira bontja és a kiillonb6z6 szakaszokon vizsgalja az adatokat.

Ez a modszer az Ggynevezett tobbfdzisu regresszio. Bar ennek a modszer-
nek a spline regresszio egy igen specialis esete, mi mégis csak azon oldalrol
vizsgalodunk, amikor a regresszios fiiggvény valamilyen ismeretlen csomo-
pontban szakaszonként linearis fliggvény.

Az alapmodell nem feltétlen folytonos esetben vizsgalodik, mi mégis meg-
koveteljiik ennek a létét. Elképzelésiink szerint a regresszios probléménak a

megoldasahoz a regresszios fiiggvényt zart paraméteres formaban kell felirni.

Nézziink meg egyszerti egy példat. Bontsuk fel a fiiggvényt minddsszesen
csak két szakaszra. Legyen a toréspont -ben illetve a fiiggvény értéke O-ban
By. Legyen a fliggvény meredeksége 1-t6l balra By jobbra pedig Bs.

Ekkor a keresett f(u) = fp,.5,,5,(u) figgvény a

fo = By
pv = B
B2 = By— B
paraméterekkel a
f(z) =080+ B2+ Ba- (2 =) xy(2) (a)

forméba irhato, ahol a x.(z) a x.(z) = Ind(z > ¢) fiiggvényt jeloli, melynek

1 az értéke, ha x > ¢ és 0, ha nem.



## konstans és a két meredegség

BO <- 3
Bl <- -1
B2 <- 2

psi <- 10 ## torési pont

chi <- function(x) ifelse(x>psi,1,0)

b0 <- BO
bl <- B1
b2 <- B2-B1

f <- function(x) bO+bl*x+b2#*(x-psi)*chi(x)

u <- 0:20
y_alt <- bO+(bl+b2*chi(u))*z-chi(u)*psi*b2

sum((f(u)-y_alt)~2) # ugyanaz

£(0) ## BO=3, azaz atmetszés jo
diff(f(u)) ## B1,...B1,B2,...,B2 a meredekségek jok

c(B1,B2)
plot(u,f(u))

=)
o o
— o
o
PR I o
= ] ]
= o ooo o
ooo Oo
o
w0 o, o
[s)
I I I I I
0 5 10 15 20

I. ABRA. Téréspont dbrdzoldsa



1.1. Illesztési algoritmus

Vizsgaljuk meg az el6z6 példa esetét. [1]

Az illesztés modja iterativ. Megengedjiik, hogy a felirt (a) fiiggvény ese-
tében a 1, ne az optimélis toréspont legyen.

Ekkor ezt az tgynevezett hibat igyeksziink korrigélni a torésponttol jobb-
ra, egy nem nulla konstans tag hozzaadéaséaval.

Az aktualis ¢y, és a [y, b2,y paraméterek becsiilt értéke alapjan, javit-
hatjuk a 1, értékét:

V1 = Yy — W/Bz

Ha az eljaras konvergal, akkor a ¥ ~ 0. [2]



1.2. Tobbfazist regresszid

Tegyiik fel, hogy létezik valamilyen regresszios kapcsolat az x és az y valo-
szintiségi valtozok kozott. Felirhatjuk a feltételes varhatoérték fiiggvényét

3]

TR S 1)

| /p(z;:0p), Tpa <

Ahol 0, tartalmazza a j-edik fazishoz tartozo egyiitthatokat, 7 = 1,...,D
és 7 = (1,...,7p—1). A D egészszam adja meg, hogy hény fazisu regresszi-
orol van sz6. Az egyes fazisokban a rendre 64, ...,6, paraméterd fi,..., fp
fiiggvények érvényesek. A fazisoknak (az értelmezés rész intervallumainak)
7 osztopontjai ismeretlenek. Ezeket a pontokat nevezziik valtépontoknak

vagy csatlakozasi pontoknak.

Modellt olyan esetekben érdemes hasznalni, amikor:

a) Kevés fazisra bonthato (azaz a D értéke relativ kicsi)

b) Ezeken az intervallumon a Ely|z] fliggvény viselkedése egyszert -
példaul egy linearis vagy kvadratikus - paraméteres fiiggvénnyel

irhato le

c) Az egyes fazisokon érvényes fliggvények kozt viszonylag nagy a

kiilonbség.

Mint ahogy emlitettiik (1) formula hasznéalhato spline regresszio esetén is.
Esetiinkben a modell alkotasa a sima regresszios kapcsolaton alapul, spline
esetében viszont az egyes fazismodellek polinomiélisak és sokkal szigoribb

megkotések tartoznak az egyes valtopontokra.



1.3. Linearis regresszi6 linearis feltétel mellett

Keressiik azt a §* paramétert melyre:

RS =r  egyenlGség teljesiil és a

(Y — XB)"(Y — XB)  hiba négyzetosszeg minimalis.

Lagrange multiplikdcios modszert felhasznéalva keressiik meg a megoldast. A

Lagrange fiiggvény a kovetkezSképpen irhato fel:
L\ B) = (Y = XB)"(Y — XB) + 2\ (RS — 1)

A fenti fiiggvény [ szerinti derivaltja a megfelel 5* pontan 0-val egyenlé.
Tehéat
2089 XTX —2YTX + 20 TR =0

Ezt az egyenletet kell megoldani. Megoldas utan atrendezziik és vessziik a

transzponaltjat. Ekkor a kdvetkezs egyenletet kapjuk:
XTXB* + R"A = XTY

Tegyiik fel, hogy létezik X7 X inverze. Fejezziik ki * ot majd szorozzuk meg
(XTX)™! el

B = (XTX)"'XTY — (XTX)"'R"A =3 — (XTX)'R")

Mivel RB* = r, ha fenti egyenl&séget balrol R-rel szorozva

r=RB— R(X"X)'RT\



Ebbdl az egyenletbdl rendezziik A értékre, feltéve, hogy létezik a felhasznalt

mverz:

A= (R(XTX) ™ BT (RE 1)

Helyettesitsiik be a A-ra kapott értéket a fentiekben kifejezett 5* egyenletébe
B =5~ (X"X)"(R(XTX)'RT) (RS — 1) (%)

A (%) altal kifejezett S* érték lesz az, melyre az X 5* a legkisebb négyzetes
hibéaval kozeliti Y vektort, az R5* = r feltétel mellett.

Vegyiik észre, hogy a kapott becslés a feltétel nékiili B becslés javitasa
annak az RE — r hibanak az alapjan, amivel az egyenlgségi feltétel csorbul,
ha a [ értékét E—nak vesszilk. Mint lathato, a feltételi egyenlGségnek a —
feltétel nélkiili regresszids egyiitthatok mellett adodd — hibajat két szorzoté-
nyezS modositja. Ezek koziil az elss, az R(XTX) ' RT inverze, azaz az RB
variancidjaval ardnyos tényezd. A masodik, a (XTX) 'R tényez6 pedig a
3 és az RB\ kozti kovarianciaval aranyos. Tehéat a E — [ el6tti hossza szorzod a
legkisebb négyzetek modellje szerinti ‘covariancia/variancia’ szorzonak felel

meg.

Megmutatjuk, hogyan tesztelhets egy, az egyiitthatokra megfogalmazott
linearis feltétel. De ehhez el6bb elvégziink néhany részletszamitast.

Irjuk fel a 8* — 3 differenciat felhasznalva a 3* elgbbi képletét és azt, hogy
r = Rp.

o~

=B = B—B—(XTX)'RT - (R(XTX)RT)™" - (RB — Rp)
— 5_ —

(X"X)'RT(R(XTX)RT) 'R - (B - B)
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Jelolje Pr azt a méatrixot, amelyik a kordbban vizsgalt szorzo, R-el jobbrol
megszorozva:

Pp=(X"X)"'RT(R(X"X)"'R") 'R

A Pg jelolést felhasznalva, és a 5* — 3 differenciat balrol X-el szorozva adodik:
X(B"=B) = X(I—Pr)(B—B) = X(I— Pr)(X"X)'X"e = (P—Pp)e (2)

hogyha P a

Py = XPp(X"X)'XT = X(X"X)'RT(R(X"X)"'R") 'R(X"X) "' X7,

képlet szerinti, és

P=XXT"X)"'xT

A modell szerint Y = X + ¢ és PB = 3, ezért:
B=(XT"X)'XT(XB+e) =B+ (X"X) ' X"e
Ebbél 3 — 8 = (XTX)"1XTe, amit balrol X-el megszorozva:
X(B-8)=X(X"X)"'X"e = Pe
Ezt és a (2) képletet felhasznélva szamoljuk ki az X B\ — X g* differenciat!

XB—Xp* = (XB—XB)— (XB" —XB)=X(B-5)— X (B —B)
= Pe— (P —Py)e = Pye

Tehét azt kaptuk, hogy:
X(B— ) = Poe (3)

11



A kovetkezd egyenlGségsor eredményét is fel fogjuk hasznalni:
Y- XB=Y-X(X"X)"'X"Y =(I-P)Y =(I—-P)(XB+¢e)= (] - P

Itt az utobbi egyenléség azért igaz, mert PX = X (XTX)1XTX = X tehat
(I - P)X = 0.

Vegyiik az Y — X (3 illeszkedési hiba kdvetkezs, harom részre vald bontésat!
Y = XB= (Y~ XB)+ (X5 - Xp") + (Xp* — Xp)
Ez a harom részre bontas a korabban levezetett 3 képlet szerint:
e={I—P)e+ (P—Py)e+ Pye

Ahol az I — P, a P — Py ¢és a Py harom kolcsénosen ortogonalis, ortogonalis
projekcio

Mivel mint projekciok idempotensek is, a:
efe =e"(I — P)e + " (P — Py)e + &' Pge

3 tagt Osszeg a hiba variancidjanak 3 fiiggetlen y? eloszlasti valtozo Osszegére
valo bontasa. Ha a e ~ N(0,0%I) eloszlast, akkor az dsszeg eloszlasa ox?,
és harom tag rendre o?x;_, 0°x;_, illetve 0 eloszlast, ahol n az Gsszes
megfigyelésszam, p a regresszio magyarazo valtozoinak a szama (rangja) a g
pedig a feltételi egyenletek szama (rangja).

Mivel P a magyardzo valtozok altal kifeszitett altérre, a Py pedig ennek
az altérnek a feltételi egyenletekkel meghatarozott alterére vald vetités, a
fenti felhontasnak megfelel6 harom négyzetosszeg alapjan tesztelhets, hogy

az Y = X[ + ¢ regresszios modellben a RS = r linearis feltétel teljesiil-e.

12



Ugyanis az el6z6ekbdl kovetkezGen

(B —B9)"XTX (B~ )/ (q)

= = ~ Fyn—p. eloszlasu

Y = XB)"(Y = XB)/(n—p)

ha a feltétel nélkiili regressziora is érvényes, hogy RS = r volna.

13



1.3.1. Alkalmazas

Megmutatjuk egy R program segitségével, hogy a feltételes regresszio (x)

szerinti megoldasa helyes.

rm(list=1s())

set.seed(123)

b <- runif(4)

X <- cbind(1,matrix(rnorm(15%3),15,3))
e <- rnorm(15)

Y <- XVxYb+e

<- matrix(runif(2),2)
<- matrix(runif(2%4),2,4)

=~ ]

Y a célvaltozd értéke

X a tervmatrix

a b ismeretlen

Rxb=r a linearis feltétel

H H OH

bhat <- solve(t(X)%*%X)%*%t (X) %*xhY

bstar <- bhat - solve(t(X)%*%hX)%*x%t(R) %x*%
solve (R)*%solve (t (X) %x%X)%*x%t (R)) %*x% (R%*¥%bhat-r)

# a megoldas kielégiti a feltételt
cbind (R%*%bstar,r) # 0.3694889 0.9842192
all.equal (R)*%bstar,r) # TRUE

# a megoldas hibaja
sum( (X%*%bstar-Y)~2) # 13.06401

# bplus az Rb=r feltételt kielégitd mas megoldas rosszabb
Rplus<-rbind(R,matrix(runif (2*4),2,4)) # dim(Rp)==c(4,4)
rplus<-rbind(r,matrix(runif(2),2,1)) # dim(rp)==c(4,1)

bplus <- matrix(solve(Rplus,rplus),,1)
all.equal (R%*%bplus,r) # TRUE a feltetelt kielegiti

# a hibaja tényleg nagyobb

sum( (X%*%bplus-Y)~2) # 44.68366 > 13.06401
sum( (X%*%bstar-Y)~2) < sum((X%*%bplus-Y)~2) # TRUE

14



2. Kétfazisu regresszio

Tovabbiakban azzal az esettel foglalkozunk, amikor csak két fazisra bontjuk
fel a (1) fiiggvényt, azaz azt esetet vizsgaljuk amikor a D széam értéke kettd.
Ezt nevezziik két-fazisu regresszionak. Ekkor a (1) képlet a kovetkezd modon

irhato fel:

fi1+ Prar, x<T
Ely|z] = (4)

Bo1 + Pagr, x>T
Altalanosan folytonos esetre van értelmezve. Mivel két minta kozott fel-
tehetGen egy ismeretlen ¢ pontban torténik a valtozas ( {x; : t = 1,...T})
ezért, ha nem hasznaljuk a folytonossagot biztosité kritériumot, akkor a leg-
jobb esetben is csak egy becslést adhatunk ¢ értékre, amely csak annyit ir le,

hogy melyik tag utan kovetkezhet egy valtopont. Ezért mi megkoveteljik a

folytonos esetet.

2.1. Ismert c osztépont esete

Legyen a célvaltozo értéke a modell szerint egy adott ¢ € R értékre

y = ap+pfirx+echaxr<c

y = as+[ex+chax>c

valamely ismeretlen (aq, B1) és (ag, f2) értékekre.
Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all n; megfigyelés, (y1;,21,), i = 1,....,m;

amelyre x1, < ¢, és ny olyan megfigyelés (yo,,22;), ¢ = 1,...,ng, amelyre
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x1,; > c. A feladatunk tehat olyan paraméterek talalasa, amelyre az

ay + fic = ag + fac (F)

feltétel teljesiil.

Ekkor a feladat Lagrange fiiggvénye

2 ng

L=Y" (i — (o + Brani)? + 2X(az — an + c(B2 — 1))

k=1 i=1

Az optimalis (aq, aw, 51, f2) paraméter értékek tehat kielégitik az L fiiggvény,

rendre aq, awg, b1, B2 szerint vett parcialis derivaltjait:

0=-2 i@lﬂ' — (061 + 511’171)) —2) <A>
=1
0=-2 i(yg,i — (g + Boxay)) + 2A (B)
i=1
0=-2 ixu(yu — (0q + f1z1,4)) — 2Ac (C)
i=1
0=-2 i xgji(yg,i — (OZQ -+ 521’2,1‘)) + 2)\c (D)
i=1

Az (A) és a (B) egyenlet alapjan k = 1, 2-re
& =Ty — BiTr, — (=1)"A/ny,

Ezt az (F) feltételi egyenl@ségben felhasznalva, azt kapjuk, hogy

ning
)\ —

ny + N9

(U2, —¥1,) + BT, —7) = Ba(T2. — 7))

16



Az igy nyert oy, g és X értékeket a (C) és (D) egyenletben felhasznalva, a

(B1, B2) paraméterparra a kovetkezd egyenletrendszert nyerjiik

C1,1 Ci12 B C1,3

Co1, C22 ﬁ2 C2.3
ahol k =1, 2-re
Nk

Ckk — Z(x;m — fk7.)2 + w(fk,‘ — 0)2
i=1

Clpg = Co1 = _w(fl,. - C)(EZ. - C)
ng

Cr3 = Z(yk‘z — G ) (@ni = To,) + (D) (@, — 71, )@k, —©)
i=1

Az egyenletet megoldva megkapjuk a (51, 52) keresett értékét. Ezek segitsé-

gével a A értéke is adoddik a A el6z6 képlete alapjan. Végiil az igy nyert [,

[bo és X\ értékek segitségével mar az aq, ag értéke is meghatérozhato.
Vizsgaljuk meg hogy a kapott képletek valoban helyesek. Ehhez a Beve-

zetésben leirt példat hasznaljuk.

x1l <- 0:10

# elsd szakasz x_i értékeinek az atlaga
atl_x1 <- sum(xl)/length(x1)

x2 <- 11:20

# masodik szakasz x_i értékeinek az atlaga
atl_x2 <- sum(x2)/length(x2)

yl <- ¢(3,2,1,0,-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7 )

# els® szakasz y_i értékeinek az atlaga
atl_yl <- sum(yl)/length(y1l)

y2 <- ¢ (-1, 5,11,17,23,29,35,41,47, 53)
# masodik szakasz y_i értékeinek az atlaga
atl_y2 <- sum(y2)/length(y2)

# feladatban leirt konstans értékek

17



nl <- length(x1)

n2 <- length(x2)

w <- n1*n2/(nl+n2)

gam <- 10 #megadott toréspont értéke

# betal, beta2 értékek kiszamoléasa
k <- 0:1
for(i in 1: n1){ c11 = (x[i] - atl_x1)"2 + wx(atl_x1 - gam)~2}
for(i in 1: n2){ ¢22 = (x[i] - atl_x2)"2 + wx(atl_x2 - gam)~2}
cl2 <- - w * (atl_xl - gam)*(atl_x2 - gam)
c21 <- c12
¢ <- matrix( c(cl11,c12,c21,c22), nrow=2, ncol = 2)
for(i in 1: n1){c13 = (y1[i] - atl_yl) *(x1[i] - atl_x1)+
(-1)* w * (atl_y2 - atl_y1) * (atl_x1 - gam)}
for(i in 1: n2){c23 = (y2[i] - atl_y2)*(x1[i] - atl_x2) +
((-1)~2)x w * (atl_y2 - atl_yl) * (atl_x2 - gam}
C <- matrix( c(c13, c23), nrow = 2)
beta <- solve(c,C)

# lambda értékének szamoléasa
lamb <- w * ( (atl_y2 - atl_y1) +
betal[1] * (atl_xl1 - gam) - beta[2] *(atl_x2 - gam))

# alphal, alpha2 kiszamitéasa
alphal <- atl_yl - beta[l] * atl_xl1 + lamb/nl
alpha2 <- atl_y2 - betal[2] * atl_x2 - lamb/n2

# ellendrzés - az [F] fliggvény altal leirt alapjan
gaml <- (alpha2 - alphal)/(betal[l] - betal2])
gaml #=10 azaz az egyiitthatdék kiszamitasahoz

#j6k a képletek

18



2.2. Ismeretlen c osztopont esete

Legyenek x; normalis eloszlast valoszintiségi valtozok, konstans szorassal,
melyet o2 jelol. Tovabba jeloljiik y-val az egyiitthatokbol kifejezett torés-

pontot.
_ Ba1 — Paz

T B2 — P
A v érték segitségével irjuk fel az egyenleteket [7]

>\+(50(ZE¢—’7), izl,...,T
y = (5)
A+ 61 (x; — ), i=7+1,...T

ahol 71 < ... <z, <7y < 2,41 < ... < zp. A modell folytonossaghoz
megkdtjik, hogy =, < v < x,41. A jeloli a bal oldali meredekséget, o; pedig

a regresszios egyiitthatokat.

Az osztopont, v értékének meghatarozéasa a kovetkezs alapjan becsiilhetd
meg. Vegyilik a maximum likelihood becsléssel elGallitott fliggvényt egy tet-
sz6leges u pontban, azt esetet vizsgalva, amikor minden egyiitthatd értéke
ismeretlen [6].

[C — Dy(F: +w) + EFpul” (0o — 01¢)?

Z(u) = .
(U) Ct —2- Dtu + Etu2 S:c1,t (6)

(6) egyenlet esetében felhasznalunk egy becslést az egyiitthatokra és fel-
tessziik, hogy valamelyik 5;15;/7\ becsiilt érték fogja maximalizalni az adott

fliggvényt, és ezzel a keresett értékeket megadni. Az egyenlet egyiitthatoit
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pedig a kovetkezSképpen irhatjuk le:

Ct - Sl'l,t : Swg,t +w - (x_1t2SfE27t + x_2t25:1:1,t)
Dt =W - (-T_Msxg,t + x_ZtSm,t)

Ey=w- (Spt+ Seot)

ahol 77, atlag, S,, , korrigalt négyzetosszeg {x1, ...z} esetén, és Ty, atlag,
Sz, korrigalt négyzetosszeg {1 ... o0} A w = ™22 jeloli azt hanyadost,
ahol ny az els6 intervallum hossza, n, a masodik intervallum hossza és n; +
ny="1T.

A 5 meghatarozasa soran végig megyiink az Osszes t értékén egészen t = 2
-t6l t =T — 2-ig. Amikor z; < ; < 2441, akkor a Z fliggvény 7, értékét sza-

moljuk ki. Ellenkezé esetben mind az z; mind a x;; pontban vett Z értékét.

Ismert osztopont esetéhez hasonldan itt is kapunk egy matrixegyenletet.

A 50 ~ g()t
A3 | | = A7) |~
01 01t

Ahol az A matrix a kovetkezSképpen irhato fel:

TSy + n1n2(x_1t—u)($_1t—z) _n1n2(x_2t_y)(x_1t_z)
At(u7 Z) =

—ning (T —u) (T2 —2) TSy, t + nine(Ty —u)(T1;—2)

Amikor a 7 értéke egy j pontban vett 7 értékkel megegyezik, akkor a
(30, 01) = (g()j7 glj). Ekkor a keresett v ez az érték lesz.
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3. Illesztési kisérletek, a segmented program

A probléméak megoldasara a segmented csomagot hasznaljuk, melyet Vi-
to. M. R. Muggeo szerkesztett és tett kozzé. A csomag programjai koziil
a segmented() parancsot hasznéljuk, mely vézlatos leirasat a [1| cikkben
talalhatunk. Az elemzés soran a pontosabb leiras érdekében a [8], [9] és
[10] cikkeket is felhasznéljuk. Illetve a programot a forrasprogram vizsgalata

alapjan is vizsgaljuk.

A szegmentéalt regressziot altalanosan két paramétersorozat egytittese irja
le: ag, B,k =1,...,m, ahol altaldban ezek értéke ismeretlen. Feltételezziik,
hogy a regresszi6és gorbe minden pontjaban folytonos és, hogy az «; pont-
ban véget ers k-adik szakaszon az fi(z/3) paraméteres fiiggvénnyel egyenld.
Négyféle valtasi pontot becsiilhetiink meg igy.

Kevés megfigyelés esetén a toréspontok megbecsiilhet&ségét erételjesen
befolyéasolja a) hogy mekkora a gorbe torésszoge az egyes illeszkedési pon-
tokban. Pontosabban, hogy a trendvaltas derivaltja szignifikansan eltér-e
nullatol, és b) hogy a téréspont nem esik-e egybe (szignifikdnsan eltér-e) a

kornyezetében 1évs megfigyelési pontoktol.

Az ilyen feltételekkel megadott feladat tipikusan elég rosszul oldhato csak
meg. Ezért gyakorlatban a moédszert kiillonb6z6 megszoritasok mellett alkal-
mazzék. Legaltalanosabb feltételként azt hasznaljak, hogy a fi(z, 8) fiiggvé-
nyek linearis fiiggvények legyenek. Ekkor, ha az « osztépontok ismeretlenek,
akkor a feladat a korabbiakban ismertetett feltételes regresszios szamitasra
egyszertsodik. Am gyakorlatban tipikusan pont az a probléma, hogy a t6-
réspont id6pontja ismeretlen, és hogy altalaban ennek a téréspontnak helyét
akarjuk megbecsiilni. Viszont, ha az o pontos ismeretlenek akkor a feladat

egy nemlinearis feladatta valik.
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A segmented() parancs eljarasa

Az elébbiekben emlitett akadalyok miatt a szegmentélt regresszio illesz-
tési eljarasa tipikus a racskeresés. Amikor az ismeretlen paramétert felté-
telezhetGen tartalmazé m dimenzids térben egy lokélisan stirtisodé racson
keressiik meg azt a pontot, amelyikre a modell illeszkedése a legjobb. A
stirtisodés kornyékét, helyét ez esetben mindig az a pont jeloli ki, ahol az il-
leszkedés a legjobb. Altalaban ezek az eljarasok, legkisebb négyzet eljarasok
melyek a hibanégyzetosszegét minimalizaljak.

Ennek egy alternativ modszere, amikor a maximum likelohood becslést
hasznaljuk, azaz amikor azokat a paraméterétéket keressiik meg, amelyekre
a minta a ,legvaldsziniibb”. Ezeknek az eljardsoknak a legf6bb nehézsége,
hogy a célfiiggvény nem konvex. Felmeriil§ problémak lekiizdésére tipikusan
véletlen kezdGérték valasztést hasznalunk. Ennek a megoldésnak a hatréanya,
hogy az olyan esetekben, mint amilyenek a szegmentalt regresszi6 is mutat-
kozik, csak a véletlennek koszonhets, ha nem csap be az eljaréds. Ugyanis
ezeknek a célfiiggvényeknek az esetén tipikusak a nagykiterjedésd, kismély-
ségt, kislejtést lokalis horpadasok jellemz&ek, mig a tényleges minimum egy
sziik meredek kornyezetben helyezkedik el. Ilyenkor a tetszélegesen valasztott

indulasi pont nagy eséllyel egy lokalis minimumba vezeti a keresét.

A megoldas: linearis kozelités és ,, bumped bootstrap”
Legyenek a megfigyelési értékek (yx,zx), & = 1,...,n. Jelolje a (.)4 a

zarbjelezett kifejezés pozitiv részét, azaz

0 <0
()4 =
r egyébként

[lletve abban az esetben amikor ,,.” egy logikai kifejezés, akkor
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(HAMIS), =0¢és (IGAZ), = 1. A a célvaltoz6 mért értékének

E(yx) ~ Bo + Bi(z — )+

szerinti kozelitését a

E(yx) ~ Bo + Bz — QZ)-F — (2 > 77/5)-"-

formaban irja fel, ahol @E az aktualis ¢ becslése.

Ez az egyenlet az ismeretlen (3, 51,y paraméterekben lineéris. Az eljaras
veszi az igy kapott linearis regresszié megoldasat, majd a 12 1j becslésének
a zz -7/ B\ értékének tekinti. Az iteraciot addig folytatja, amig a kapott
értéke numerikusan nulla nem lesz.

Egy lehetséges alternativ megoldas a problémak elkeriilése érdekében az
ugynevezett ,simulated annealing”, azaz a szimulalt kildgyitas adaptalasa az
aktualis feladatra. Ez az esetlinkben azt jelentené, hogy az iteracioval nyert,
lokalisan optimélisnak tekintett megoldast, javito ciklusonként valtozoan egy-
egy koordinatat véletlenszeriien megvélasztva inditjuk Gjra az optimum ke-
resG eljaras. Sajnalatosan ettél a modszertl sem varhatd lényegi javulas,
hiszen a lokalis megoldas koordinatanként megvalasztasatol nem varhato a
lokalis megoldés konvergencia kornyezetébdl valo kilépés. Ezért az alkalma-
zott eljaras a bootsrap és az annaling bizonyios Otleteit felhasznalva keresi
az optimumot a kovetkezdsk szerint.

Egy adott lokalis megoldast, azaz feltehetGen csak lokalisan optimalis pa-
raméterbecslést félretéve a megfigyelt adatokbol egy bootstrap mintat vesz,
azaz a mintabol visszatevéses mintavétellel egy, az eredetivel azonos megfigye-

lésszami mintat. Ez a minta feltehetGen 6rzi az eredeti megfigyelés sorozat
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globalis jellemzdit, azonban a mintavétel miatt a lokalis sajatossagai megval-
toztak. Erre a bootstrap mintara elinditja a lokélis optimum keresd eljaréast
az aktuélis paraméter becsléssel, mint az indulé paraméter értékkel, egy 1j
paraméter becslést kap a mintavétellel torzult bootstrap adatok szerint. Ezzel
a torzultbecsléssel mint kezd&értékkel az eredeti, a teljes mintan keres opti-
maélis megoldast, azaz egy 1j paraméter becslés all rendelkezésre, amely az
eredeti megfigyeléssorra vonatkozik. Megvizsgalja, majd a jobbat megtartja
és azzal folytatja az eljarast addig, mig a két becslés kiilonbsége elhanyagol-

hatova nem valik. Ezt a becslési eljarast nevezik ,bumped bootstrap”™nek.

Tekintsiik azt a kétfazisu adatot, amely a (a, 0] szakaszon, a — a meredekségii
egyenestdl, a [0,b) szakaszon pedig a /3 meredekségi egyenestdl egy fiiggetlen
nulla varhatoértékd hibaval kiilonbozik.

A hiba szorasarol elébb feltessziik, hogy a két szakaszon azonos szorasu,
illetve, hogy az atlagértékeket az x- tengellyel parhuzamosra forgatva kapunk
olyan megfigyelési értékeket, amelyek azonos szorasuak.

A vizsgélat egyszertisités kedvéért feltessziik azt is, hogy a = b tovabb4,
hogy az x-tengely nulla pontjanak két oldalara azonos szamu megfigyelés esik.

A leirt modell a felsorolt megszoritasok mellett vizsgéljuk elGszor szimu-
lacioval, majd sajat magunk altal szerkesztett programmal, hogy kiilonb6z6
megfigyelés szamok és szogek milyen pontos, és hogyan valtozik a fazisvaltas

pontossaga.
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3.1. Valtasi pont becslése

Valtasi pont becslése elészor a segmented programcsomag parancsainak fel-
hasznalasaval.

ElGszor is generaljuk a teszt adatokat. Ne adjunk meg valtopont értéket,
azaz a valtasi pontok szama nulla legyen. Bal oldali meredekség értéke —1,

jobb oldali¢ pedig 1

set.seed(123)

n <- 12 # a megfigyelésszam

a <- b<-3 # az értelmezési tartomany
sa <- sb <- 1 # a hiba szdréasa

alpha <- beta <- pi/4 # a regresszid egyes szdge

ma <- -tan(alpha) # a meredekség a szdg alapjan

mb <- tan(beta)

xa <- runif(n,-a,0)
xb <- runif(n,0,b)
ya <- ma*xa+rnorm(n,sd=sa)

yb <- mb*xb+rnorm(n,sd=sb)

x <- c(xa,xb)
y <- c(ya,yb)
plot(x,y,pch=20,col="red")

Miutan konstrualtuk a sziikséges bemend paraméterek, a valtasi pont

becsléséhez felhasznaljuk a segmented: :segmented() paracsot

library(segmented)
M <- 1m(y~x)
S <- segmented(M)
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plot(S,ylim=c(0,3.5),las=1,ylab="",xlab="",col="blue")
abline(h=0,v=0,1ty=3,col="gray")
points(x,y,pch=20,col="red")
abline(v=S$psi[2],1ty=3,col="greend")

00 10 20 30

II. ABRA. Abrdn jol kiveheté az illesztett modell. A vdltopont becslése pedig 0.7383
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3.2. Valtasi pont becslésének tapasztalati statiszikai

Nézziik meg a varhato értékét, szorasat, illetve tapasztalati strtiségfiiggvé-
nyét is vizsgaljuk meg.

set.seed(123)

n <- 12 # a megfigyelésszam

a <-b<-3 # az értelmezési tartomany
sa <-sb <- 1 # a hiba szdérésa

alpha <- beta < -pi/4 # a regresszid egyes szige
ma <- -tan(alpha) # a meredekség a szdg alapjan
mb <- tan(beta)
valt <- function()
{

xa <- runif(n,-a,0)

xb <- runif(n,0,b)

xx <- c(xa,xb)

yy <- c(max*xa+rnorm(n,sd=sa) ,mb*xb+rnorm(n,sd=sb))

M <- 1m(yy~xx)

S <- segmented (M)

return(S$psi[2])

rm(.Random. seed) ;valt ()

N <- 100

change <- vector("numeric",N)

for(k in 1:N) {rm(.Random.seed) ;change[k]<-valt()}
plot(density(change) ,las=1)

mean(change) # -0.05814304

sd(change) # 0.6039295 elég nagy!

06

05

04

03 4

02

01

00

T T T T T T
-3 2 -1 0 1 2

III. ABRA. Becsiilt téréspont siriségfiiggvénye
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3.3. Pontossag a szog fiiggvényében

A toréspont becslés pontossaganak vizsgalatat irjuk fel fliggvénybe, majd ezt
futtassuk le kiilonbo6z6 szogek esetén. ElGszor vesziink egy derékszoget, majd
megvizsgalunk egy derékszognél nagyobb, illetve derékszognél kisebb szdget

rm(list=1s())
a <- b<-3 # az ertelmezési tartomany
sa <- sb <- 1 # a hiba szoéréasa
alpha <- beta <- pi/4 # a regresszid egyes szige
valt <- function(alpha=pi/4,beta=alpha,sa=1,sb=sa,n=12)
{
xa <- runif(n,-a,0)
xb <- runif(n,0,b)
xx <- c(xa,xb)
yy <- c(-tan(alpha)*xa+rnorm(n,sd=sa),
tan(beta)*xb+rnorm(n,sd=sb))
M <- 1m(yy~xx)
S <- segmented(M)
return(S$psil[2])

# alpha=pi/2 a torés derékszogl

change <- vector("numeric",100)

for(k in 1:100) { rm(.Random.seed);
change[k] <- valt(alpha=pi/4,sa=.5) }

sd(change) # 0.284965

# alpha=pi/5 a torés derékszdgnél nagyobb

change <- vector ("numeric",100)

for(k in 1:100) { rm(.Random.seed);
change [k]<-valt(alpha=pi/5,sa=.5) }

sd(change) # 0.4082123 nagyobb szbéras

# alpha=pi/3 a torés derékszognél kisebb

change <- vector("numeric",100)

for(k in 1:100) { rm(.Random.seed);
change [k]<-valt(alpha=pi/3,sa=.5) }

sd(change) # 0.1755956 kisebb szbéras

Tehat kisebb szog esetében kisebb szorast, nagyobb szognél nagyobb sz6-

rast kapunk.
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3.4. Pontossag a megfigyelésszam fiiggvényében

Vizsgaljuk meg, hogy miképpen valtozik a becslés tapasztalati szorasa adott

torésszog mellett, ha a megfigyelés szamat noveljiik.

n <- seq(12,by=12,length=12) # a megfigyelésszamok
stat_n <- vector("numeric",length(n)) # a becslés
N <- 100
for(j in 1:length(stat_n))
{
change <- vector("numeric",N)
for(k in 1:N)
{ rm(.Random.seed);
change [k]<-valt(n=n[j]l) }
stat_n[jl<-sd(change)
}
plot(n,stat_n,las=1,xlim=c(0,150),ylim=c(0,.8),t="b",
main = "Tdréspontbecslés a mintaelemszamok szerint")
abline(h=0,v=0,1ty=3,col="gray")

Toréspont becslése a mintaelemek szama fiiggvényében

08
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stat n

02 R e e

0.0
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n

IV. ABRA. Ldthatd, hogy adott toréssz6g mellett a megfigyelésszdm niévekedésével a becslés
szordsa csokken.
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3.5. Pontossag a hibaszoéras fiuggvényében

Veégiil vizsgaljuk meg a becslést a hibaszoras fiiggvényében. Vegyiink egyre
csOkkend szoras értékeket, majd ismételten futtassuk le az eddig hasznalt

fiiggvényiinket.

s <- c(1,.9,.8,.7,.6,.5,.4,.3,.2,.1,.05,.025)
stat_s <- vector("numeric",length(s)) # a becslés

N <- 100
for(j in 1:length(stat_s))
{

change <- vector("numeric",N)
for(k in 1:N)
{ rm(.Random.seed);
change [k]<-valt(n=n[j]) }
stat_s[j]<-sd(change)
}
plot(-s,stat_s,t="b",
las=1,xlim=c(-1,0),ylim=c(0,1),

xlab="" ,ylab=“ n ,
axes=FALSE, frame=TRUE,
main = "Hibaszdrasok szerinti vizsgalat")

axis(2,las=1)
axis(1,at=-s,label=s)
abline(h=0,v=-1,1ty=3,col="gray")

Hibaszérasok szerinti vizsgalat

08 4

06 O\

02

0.0

1 09 08 07 06 05 04 03 02 01 005

V. ABRA. Ldthatd, hogy a becslés pontossdga névekszik a szérds értékeinek csékkenésével.
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4. Tobbfazisa regresszio illesztése

4.1. Kétfazist regresszios eset

Tudhato, hogy a Down szindréoméval sziiletés kockézata a novekszik a sziil6-
anya koréaval, viszont fontos lenne tudni, hogy mekkora kockazat és milyen
kortol kezd veszélyessé valni.

A kovetkezd kérdésekre igyeksziink valaszt adni [1]: Tényleg noveli a koc-
kazatot az anyuka kora? Ez a kockézat novekszik, vagy konstans? Ha tény-

legesen fiigg a sziil6anya koratol, akkor 1étezik valamilyen kiiszobérték?

A probléma megoldasahoz a segmented programcsomagot fogjuk hasz-
nalni

library("gtools")

library("segmented")

data(down)

#age: anya életkora

#birth: sziiletések szama

#cases: Donw-szindrémaval sziiletettek szama

arany <- logit(down$cases/down$births)

evek <- down$age

plot(evek, arany)

fit.glm <- glm(cases/births~age, weight=births,
family=binomial, data=down)

fit.seg <- segmented(fit.glm, seg.Z="age)

plot(fit.seg,link = TRUE, col = "blue",
ylab = "logit(esetek/szililetések)",xlab = "évek")
points(evek, arany, pch = 20)
abline(v=fit.seg$psil[2], 1lty=3, col = "green3")
Az illesztés a 1 ~ 31 értékre tette a valtasi pontot. Ezzel a létezés kér-
dését meg is valaszoltuk. Vajon ez a pont jol irja le a modelliinket és ezaltal

véglegesen kijelenthetjiik, hogy 31 éves kortol a kockzazatban valtozéast ta-

pasztalunk? Hasonlitsuk 0ssze az eredeti adatsorral a linearis modellekbdl:
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# linearis modellbdl jésolt adat

pr.glm <- predict(fit.glm, type = "response")
# szegmentalis modellbdl joésolt adat

pr.seg <- predict(fit.seg, type = "response")
# eredeti adatsor

y <- down$cases/down$births

sum((pr.glm - y)~2) #=0.003632466
sum( (pr.seg-y)~2) #=0.0005020527

Latszik, hogy a szegmentalt modell jobban irja le az eredeti adatokat.

Erdemes megvizsgalni a modell szorasat is, mely ebben az esetben elég
nagy érték. Ennek javitdsara a bal oldali null meredekséggel frissitjiik az

illesztést.

fit.glm <- update(fit.glm,.”.-age)
fit.segl <- update(fit.seg)

Ekkor a két modell illesztése altal kapott toréspont becslése és a hozzé-

tartozo szorésa a kovetkezd:

> fit.seg$psi

Initial Est. St.Err
psil.age 32 31.08115 0.7242074
> fit.segl$psi

Initial Est. St.Err
psil.age 32 31.63761 0.5781952

Lathato, amig a becsiilt toréspont ¢ &~ 31 nem valtozott sokat addig a

szorés jelentGsen csokkent.
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Down-szindromaval szilletések szama a kor fiiggvényében

logit(esetek/szlletések)

évek

VI. ABRA. Kockdzat kezdetben konstans, majd egy idépillanattsl kezdve novekszik.

Az illesztésbdl latszik, hogy a kor elérehaladtéval a kockézati tényezd is
novekszik, illetve 1étezik olyan érték, ahonnan névekedni kezd. Arra a kérdé-

siinkre is valaszt kaptunk, hogy konstans kockazat van egészen toréspontig.
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4.2. Kitenkintés tobb fazisu illesztésre

Ebben a példdban a Plant adatsort hasznaljuk.|1| Az y paraméter jeloli a
novények novekedését az id§ fliggvényében, time az id6t jeloli, group pedig
hérom kiilénb6z6 csoportot tartalmaz a levél tipusok alapjan. Implemen-
taljuk a szukséges csomogokat illetve a feladatban lévé valtozokat hozzuk

létre

library(segmented)
library("gtools")
library(ggplot2)

# adatok
rm(list=1s())
data(plant)

y <- plant$y

time <- plant$time
group <- plant$group

# csoportositashoz sziikséges valtozdk
gr <- as.numeric(factor(group))

gr <- gr-1

grgr==0] <- 3

table(gr,group)

# a "time" adatok harom részre osztasa a "group" szerint
time.KW <- time.WC <- time.KV <- time

# csak az 1.csoport megfigyelesi idopontjai
time.KW[group!="RKW"] <- 0
# csak a 2.csoport megfigyelesi idopontjai
time.WC[group!="RWC"] <- 0
# csak a 3.csoport megfigyelesi idopontjai
time.KV[group!="RKV"] <- 0

csoport <- c("KW" , "we , "KV")
szin <- c("red" , "blue" , "green3")

A segmented parancs hasznalataval, tobb magyarazé véltozd esetében

kezdeti toréspontokat kell megadnunk, ami lehet egy konkrét pont vagy egy
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intervallum, melyen feltételezhetGen toréspont talalhato. Ezt az adatok ab-
razolasa utan konnyen vélaszthatunk kezdeti értéket. Jelen esetben KW,
SWC” KV nevezeti csoportokhoz rendre 450 és 600, 300 és 450, 300 és 450

a kezdetben becsiilt toréspontok értéke.

# adatok rajza, toresek kezdoertekei

plot(time,y,pch=20,col=szin[gr],las=1,ylim=c(0,1),

xlab = "Id&", ylab = "arany")
abline(h=0,col="gray",1lty=3)
segments(KW.i,c(.55,.8),KW.i,c(.65,.95),col="red" ,lwd=2)
segments (WC.i,c(.8,.75),WC.i,c(1,.85),col="blue",lwd=2)

segments(KV.i,c(.9,.8),KV.i,c(1,1),col="green3" ,1wd=2)
legend("topleft",paste(cs," "),text.col=szin)
1.0 H KW . .
WC . oot | '
08 ' |
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VII. ABRA. Abrdn jelzett fiiggoleges vonalak jelzik toréspontok kezdeti értékeit

P

Az el6z6 fejezetekben ismertetett modszer szerint illesztjiik a modellt a

megfelel6 adatokra.

# modell illesztés
olm <- 1m(y~O+group+ time.KW + time.WC+ time.KV)
os <- segmented(olm, seg.Z= ~ time.KV + time.KW + time.WC,
psi=list(time.KW=c(450,600),
time.WC=c(300,425),
time.KV=c(300,450)))
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Ha abrazoljuk a kapott értékeket a modell kifejezetten rosszul illeszkedik.

Erdemes megvizsgalnunk az egyes iteraciokban becsiilt téréspontokat.

draw.history(os, term="time.KW")

draw.history(os, term="time.KV")

draw.history(os, term="time.WC")

# az abrakon latszik, hogy 3 iteradcid utan

# mar a bootstrap algoritmus megtaldlja a toréspontokat

20
!
£

0.108578 0.108582
1 | | |
no. of distinct solutions
15 25
1 1
L

RSS (selected values)

10

bootstrap replicates bootstrap replicates

VIII. ABRA. Boostrap algoritmus téréspont becslése az iterdcick fiiggvényében

A fenti képen lathato, hogy az algoritmus mar a harmadik iteracios lé-
pés utan megbecsiili a toréspontokat. Béar a kép csak egy csoport esetében
mutatja meg a boostrap iteracios lépéseit, a tobbi csoport esetén is hasonld
eredményekre jutunk. Ezért érdemes mar magaban az illesztésben megszabni
az iteraciok szamat
os <- update(os, control=seg.control(h=.3))

# illesztések vizsgalata

plot(time, y, pch = 20, xlab = "Id&", ylab = "arany")
plot(os, "time.KV", col=3, coef (os) ["groupRKW"])
plot(os, "time.KW", col=2, coef(os) ["groupRKW"])

plot(os, "time.WC", col=4, coef (os) ["groupRKW"])
# az illesztés még mindig nem "szép"

FeltételezhetGen az egyik csoport esetében a jobb oldali null meredekség
sengedélyezett”, melyet a program nem kezel. Viszont par valtoztatassal

kikiiszobolhets ez a probléma.
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# jobb oldali null meredekséggel kiegészités

neg.time.KW <- -time.KW

# modell frissités

olml <- lm(y~O+group+time.KV+time.WC+neg.time.KW)

osl <- segmented(olml, seg.Z=" time.KV + time.WC+neg.time.KW,
psi=list(time.KV=c(300,450), time.WC=c(300,450),
neg.time.KW=c(-600,-450)), rev.sgn = TRUE)

Mivel hasznalunk egy ,negativ’ valtozot az illesztés soran, ezért a tobbi
csoporthoz tartozd egyiitthatokat manuélisan kell beéllititanunk a negativ
valtozohoz tartozo becsiilt egytlitthatok alapjan az adott csoportra vonatko-

zdan.

## az egyiitthatdék definidlasa
# ,minusz’’ érték, miatt a tobbi csoport egylitthatdjat
# kiilon meg kell adni
const.KW <- coef(osl) ["groupRKW"]
const.KV <- coef(os1) ["groupRKV"]-
+ coef(os1) ["Ul.neg.time .KW"]*
+ o0s1$psi["psil.neg.time.KW","Est."]-
+ coef (os1) ["U2.neg.time .KW"]*
+ osl$psi["psi2.neg.time .KW","Est."]
const.WC <- coef (osl) ["groupRWC"] -
+ coef(osl) ["Ul.neg.time .KW"]*
+ o0s1$psi["psil.neg.time.KW","Est."]-
+ coef(osl) ["U2.neg.time .KW"]*
+ 0s1$psi["psi2.neg.time.KW","Est."]

c(const.KW=const.KW, const.WC=const.WC, const.KV=const.KV)
# const.KW.groupRKW const.WC.groupRWC const.KV.groupRKV
# 0.93700000 0.18996378 0.05199698

Végiil egy 4brdn megmutathato, hogy a parancs altal becsiilt pontok ho-
gyan irjak le az adatokat. !

# illesztés abrazolasa
plot(time, y,xlab="idd",ylab="arany",pch=20,col=szin[gr],
las=1,ylim=c(0,1))

1 Az &brazolas soran a cikkben leirt "minusz" értékek miatt hasznalt rev.sgn parancs
hibat eredményezett, (feltehetbleg a cikk megirasa utani csomag frissitésnek koszonhets-
en). A plot.segmented() parancs, kifejezetten erre a példara valo javitdsa utan mar hiba
nélkil lefutott
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legend("topleft" ,paste(csoport," "),text.col=szin)
abline (h=0,col="gray",1lty=3)

plot(osl, "neg.time.KW", add=TRUE, col="red",
const=const.KW,rev.sgn=TRUE)

plot(osl, "time.WC", add=TRUE, col="blue" ,const=const.WC)
plot(osl, "time.KV", add=TRUE, col="green3", const=const.KV)
# a torespontok konfidencia tartomanyai
lines(osl,term="neg.time.KW",col="red",rev.sgn=TRUE)
lines(osl,term="time.WC",col="blue",k=10)
lines(osl,term="time.KV",col="green3",k=20)

arany

IX. ABRA. Ldthaté, hogy a "WC" csoport leveleinek nagysdga az elsé téréspontig névek-
szik, majd nem ndévekszik tovdbb, A "KV" leveleinek nagysdgdval hasonlé a helyzet, viszont
ott a mdsodik térésponttol kezdve nem tapasztalunk vdltozdst, a harmadik csopot esetében
folyamatos névekedést tapasztalunk.
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