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1. Bevezetés

Szakdolgozatom témdjanak mindenképpen valami olyat szerettem volna vélasztani,
ami a mai modern vildgban is relevans. Edesany4m biztositasi szférdban dolgozik, sokat
mesélt az életbiztositasokrol, hogyan szabjak meg a biztositasi dijakat, hogy dolgoznak
a matematikusok a szakmdban. Mindezek felkeltették az érdeklddésemet, majd mikor
a témavalasztas aktudlissd valt, ezen szempontok alapjan témavezetdm segitségével va-

lasztottam téméamként a népességstatisztikat.

Ez a demogréifidnak egyik olyan dgazata, mely a statikus és dinamikus népességi
jelenségek megfigyelésével és elemzésével foglalkozik. Ebbe tobbek kozott a népesség

Osszetételének valtozasai, sziiletés, termékenység és haldl tartozik.

Dolgozatom kozéppontjaban a Lee-Carter modell 4ll, amit a mai napig haszndlnak
Magyarorszagon az atlagos varhato élettartam becslésére. Az alapmodellnek szdmos
tovabbfejlesztése 1étezik. Ezek tipikusan abban kiilonboznek az eredeti Lee-Carter féle
modelltdl, hogy mésként kozelitik kor-év specifikus demografiai tdbla adatait, és mas

modellt illesztenek az 1d6filiggd komponensre.

Az eredeti Lee-Carter modell egy tgynevezett kétfaktoros modell, ami azt jelen-
ti, hogy a demogréafiai jelenségeket két tényez6t figyelembe véve modellezi. Mégpe-
dig tipikusan az érintettek életkora és a jelenség (sziiletés, elhaldlozas, hazassagkotés
stb.) idOpontja szerint. Az ilyen kétfaktoros modellezés esetén problémaét jelent, hogy
a modell eredményét egy harmadik faktorra, példdul a generaciok modellezésére csak
korlatozott mértékben hasznilhat6. Egy-egy genericid sorsa a kor-év tdbldzatokban
a diagondlissal parhuzamos celldk adataival kozelithetd. Ennek kozvetlen kezelésére
haszndlt klasszikus eszkoz, az igynevezett Lexis-diagram, mely az atlok mentén ketté-

osztott mezdkkel koveti a generdciok kor-év térben valé mozgdsat.
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A kapcsolodé analitikus médszer az ugynevezett APC (age-period-cohort) modell.
E modelleknek alapvetd problémdja [9], hogy a faktorok becsiilhetdségét, a faktorok
kozti nyilvinval6 fliggdség miatt csak a feltételezéseinek olyan kiegészitéseivel lehet-

séges, amelyek gyakorlati értelmezése nehézkes.

A dolgozatban a klasszikus médszer részleteivel foglalkozom. Bemutatom a miiko-
désének megértéséhez sziikséges fogalmakat, modelleket, a szingularis érték felbontas-
t6l egy linedris id6sor modellen, az ARIMA-n keresztiil egészen a Lee-Carter modellig.
Ut6bbi ismertetése utdn végiil az R programnyelv segitségével vizsgalatokat végzek a

halalozasi rata felhasznalasaval.
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2. Szingularis érték felbontas

A matematikdban tobbféle matrixfelbontést ismeriink, ilyen példaul az LU-felbontés

vagy a Cholesky-felbontds, melyek a Gauss-elimindcion alapszanak.

Ezekkel ellentétben a kovetkezd fejezetben bemutatott szinguldris érték felbontds

ortogondlis matrixok segitségével allithato eld.

2.1. A felbontas létezése és egyértelmiisége

2.1.1. Definicié. Egy A™*" mitrix olyan, A = UXVT alakban valé felirdsit, ahol az
U™ m és a V" ortonormalt matrixok, és a X" egy diagondlis nemnegativ matrix,
az A matrix szinguldris felbontdsdnak nevezziik. A X diagondlis értékei az A mdtrix

szinguldaris értékei.

2.1.2. Definicié. Egy W matrixot ortonormalt matrixnak neveziink, ha a transzponaltja

egyben az inverze is, tehdt ha
wiw =ww’ =E
ahol az E egy megfeleld méretl identitds mdtrixot jelol.

2.1.3. Tétel. Legyen A™" egy tetszoleges mdtrix, ekkor létezik A-nak szinguldris felbon-

tasa. A X diagondlis értékei egyértelmii halmazt alkotnak, és ha a X diagondlis értékeire

01 >62>"'>6min(m,n)>07

akkor a felbontds is egyértelmii és az egyes szinguldris értékekhez tartozo U illetve V-
beli vektorokat, az adott szinguldris értékhez tartozo szinguldris vektoroknak nevezziik.
A nemnulla szinguldris értékek szdma megegyezik a mdtrix rangjdval. Ha van a szingu-

laris értékek kozt egyenlo, akkor az adott szinguldris értékhez nem egy vektorpdr, hanem
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egy altérpdr tartozik. Ezeknek az altereknek a dimenzioja megegyezik a hozzdjuk tartozo

szinguldris érték multiplicitdsdval, és ezek a szinguldris altérpdrok egyértelmiiek.

Bizonyitds. A bizonyitds vazlata, abban a legegyszeriibb esetben, amikor a szinguldris
értékek kiillonbozdek, a kovetkezd. Keressiik meg azt az 1 normdju vy vektort, amelyre
az ||Av|| maximadlis. Vagyis azt az egységvektort, amelyet az A transzformécio a leg-
nagyobb mértékben nydjt meg. Legyen oju; = Avy, ahol ||u;|| = 1. Ezutédn keressiik
meg azt a vy egységvektort, amelyet az A, a vi-re merSleges egységvektorok koziil a
legnagyobb mértékben nydjt meg. Legyen oruy = Avs, ahol ||up|| = 1. Folytassuk az
eljarast az eddig talélt vy, vo-re merdleges egységvektorok korében. Ekkor kapjuk az
(v3,u3) vektorpdrt és a 03 nemnegativ szorzétényezdt. Folytassuk az eljardst mindad-
dig mig a nyert vektorparok szama el nem éri a min(m,n) szamot. Ezutdn, ha az m vagy
az n nagyobb volna mint a min(m, n), akkor vegyiink hozzd a v vagy az u vektorokhoz
még tovabbi annyi ortonormdlt vektort, hogy a megfeleld tér bazisit kapjuk. Az igy
nyert v vektorrendszer a konstrukci6 folytan ortonormalt, az u pedig konnyen belatha-
téan szintén ortonormalt bazisa a neki megfeleld térnek. A szingularisérték felbontas
harom eleme a szukcessziv maximalizaldssal nyert vektorok alapjan a kovetkez6: V az
a matrix, amelynek oszlopai a v bazis vektorai. A U ugyanigy az u bazisbol adddik.
A ¥ diagonalis matrix pedig a oy nyulasi (zsugoroddsi) értékekbdl képzett megfele-
16 méreti diagonalis matrix. Ugyanis az igy definidlt B = UXVT midtrixra tetsz6leges

V1, oy Vis o5 Viin(m,n) ©Setén
By, = UZVTVk = UZek = Uoye, = Oy

ahol e azt az n elemi vektort jelenti, amelynek minden eleme O kivéve a k.-at. Az
utébbi egyenletek, ha n > min(m,n) azaz, ha m < n, akkor kiegészitve azzal, hogy az
olyan k-ra, amelyre k > m, a Bv;y = 0, mert Xe;, = 0, azt is jelentik, hogy a B = A.
Ugyanis a két matrix (linedris leképezés) bazison (a vy, ..., v, bazisrdl van szd) egyenld.

Tehat az UXVT szorzat tényleg az A szinguldris felbontésa.
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Az u vektorok ortogonalitdsa a kvetkez6 mdédon igazolhato.

Tegyiik fel, hogy uy # uy, ekkor tovabbi megszoritas nélkiil feltehetjik azt is, hogy
ug u; > 0. Megmutatjuk, hogy ekkor az u; nem lehet a maximalisan megnyulo vektor,
mert egy elég kicsire valasztott € > 0 esetén a

vi+é&n

Vi = —————

lvi + €vs|

vektor A szerinti képének mar az u; irdnyd komponense is hosszabb o7-nél.

Ugyanis
O1u1 + Oau2

V14 ¢€?

Tehat az A(v,) vektor u; iranyd komponensének a hossza:

A(vy) = (vi+en)=

— A
|V1 —|—£V2|

ulA(v,) = u{(

o1u; + quz)

V1+e?
2

£
= (61+862u{u2)(1—?+ﬁ(84))
= O]+ SqulTuz - ﬁ(sz)

> 0]

Amibdl |A(vy)| > o1, és ez ellentmond annak, hogy a konstrukcié szerint o} a legna-

gyobb megnyulédsi mérték. ]

2.2. A felbontas implementacidja az R programnyelvben

A kovetkezd programrészlet azt mutatja meg, hogyan kaphaté meg az R-project
‘base’ csomagjdnak svd () parancsdval egy véletlenszerlien generdlt 3 x 5 méretl
matrix szinguldris érték felbontdsa.

m <- 3
n <- 5

set.seed (123)
A <- matrix(rnorm(m*n),m,n)
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(,11  [,2] [,3

[2,] -0.230 0.129 -1.2

H= o % o D

F <- svd(A,m,n)
str (F)
# List of 3

]

65

[3,] 1.559 1.715 -0.687

[, 4]

[1,] -0.560 0.071 0.461 -0.

# S d: num [1:3] 2.663 1.703
# $ u: num [1:3, 1:3] -0.262

# $ v: num [1:5, 1:5] 0.56 0.

print (F)

sd

[,5]

[1] 2.6631814 1.7027730 0.6006038

[,1] (21 [,
[1,] -0.262 0.163 0.9
[2,] 0.322 -0.914 0.2
[3,] 0.910 0.370 0.1

[,1] [,2] [
[1,] 0.560 0.409 -0
[2,] 0.595 0.310 O
[3,] -0.433 0.574 -0
(4,17 0.315 -0.622 -0
[5,] -0.216 -0.142 O
<- F[[1]]

< O W S e S S o e S S S o S S e 3 o
w
<

all(s>0) # TRUE

all.equal (diag(m),t (U)%$x*
all.equal (diag(n),t (V) %x*
all.equal (A,U%$x%diag (s, m

3]
51
45
87

3]

.496
.699
.001
.094
.507

446 0.401
1.224 0.111
0.360 -0.556
0.601
0.322 0.91 0.163
595 -0.433 0.315
[,4] [,5]
0.025 0.523
0.109 -0.222
0.695 -0.020
0.711 0.027
0.007 0.823
# TRUE
# TRUE
# TRUE
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A programrészlet megjegyzésként szerepld részei a parancsok eredményeit mutat-
jék. Az svd () parancs két méret-paraméterének explicit megadédsdra azért van sziik-
ség, mert az n > m, azaz a leképezett tér a képtérnél magasabb dimenzidju. Az eljiras
ugyanis csak a paraméterek explicit megadasa mellett egésziti ki az egyértelmtien ado-
d6 min(m,n) elemi ortonormdlt rendszert a képtér és a leképezett tér koziil magasabb
dimenzidjut a tér bazisava. Az utolso sorban azért van sziikség a diag () parancsban

a diagondlis métrix méretének megaddsara, mert ez a matrix nem feltétlen négyzetes.

A szinguldris felbontdsi tétel allitasait az utolsé négy parancs igazolja. Nevezetesen,
hogy egyrészt a kapott s szinguldris értékek tényleg nem negativok, az U és V métrixok

ortonormaltak tovadbb4, hogy az A = ULV egyenlSség érvényes.

2.2.1. Megjegyzés. A felbontis — természetesen — az ortogondlis kiegészités nélkiil is

érvényes:

F <- svd(A) # méret nincs megadva, mindkettd m=min (m,n)
s <= F[[1]]

U <- FSu

V <— FSv

all (s>0) # TRUE

all.equal (diag(m),t (U)%$*%U) # TRUE

all.equal (diag(m),t (V) %$x%V) # TRUE m=min (m,n)
all.equal (A,U%+x%diag(s) %$*%$t (V)) # TRUE

2.3. Modszer alkalmazasa kozelitésre

A szinguldris érték felbontast fel tudjuk hasznalni kozelitésre is a kovetkezd modon.

Adott mxn-es A matrix és k € Z. Legyen A = ULVT a miétrix szinguldris érték
felbontdsa, ahol ¥ = diag(oy,...,0,). Célunk, hogy taldljunk egy megfeleld A matrix
kozelitést, ugy, hogy rang(A) < k. Ehhez minimalizdlnunk kell a A — A kiilonbség

Frobenius normadjat:
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Legyen Zk annak az Uy, Vi, ¥, matrixnak agk = UkaVkT szorzata, ahol Uy az U els6
k oszlopa, Vi az V els6 k oszlopa — feltételezve, hogy az U és a V oszlopai a megfeleld
szinguldris értékek csokkend sorrendjében vannak felsorolva — és ¥; egy olyan k x k

méretli diagondlis métrix, amelynek az atl§jdban a k legnagyobb szinguldris érték van.

2.3.1. Tétel. Az Eckart-Young tétel azt mondja, hogy a vdzolt modszer a lehetd legkisebb

Frobenius hibdval rendelkez6 k-rangii mdtrixot adja meg.

A tétel bizonyitasat elhagyjuk, ehelyett gyakorlatban mutatjuk meg a helyességét.
Az alabbi programrészletben létrehozunk egy Fr () fliggvényt. Ezutdn az els6 két szin-
guléris vektorpart, majd csak az els6t felhaszndlva egy kozelitését adjuk az eredeti méat-

rixnak.
Fr <- function(u) return(sqgrt (sum(u~2)))

k <= 1:2 ; approx.A <-U[,k]%x%diag(s[k])%*x%t(V[,k])
all.equal (Fr(s[-k]),Fr(A - approx.A)) # TRUE

k <=1 ; approx.A <-U[,k]%x%diag(s[k],1,1)%*x%t(V[,k])
all.equal (Fr(s[-k]),Fr(A - approx.A)) # TRUE

A két Osszehasonlitds azt mutatja, hogy ezzel a modszerrel olyan kozelitését kap-
juk az eredeti matrixnak, amelyiknek a kozelités hibdja a kozelitéskor fel nem hasznalt
szingularisértékekbdl képzett vektor Frobenius normdjaval egyenld.

r.v <— rnorm(3)%$*%A
r.u <- A%+*%$rnorm(5)

rand.approx.A <- r.u%$x*%r.v # egy véletlen diddszorzat
Fr (A - rand.approx.A)> s[l] # TRUE
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Ebben az utasitdsban az A altal leképezett tér és az A képterének egy-egy véletlen-
szerlien vdlasztott vektordt hivjuk meg. A maétrix kozelités pedig ezekbdl a vektorokbdl
szarmaz6 diddszorzat, egy véletlen, 1 rangu, 3 x 5 méretli matrix. A TRUE eredmény
mutatja, hogy ez rosszabb kozelitése az A matrixnak, mint a szinguldris felbontdsabol

szarmaztatott.
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3. Linearis idosor modellek

3.1. Az ARIMA modellek

Az id6sorok modellezésének egyik alap modellje az ARMA modell, vagyis az auto-
regresszids mozgdatlag folyamat. Az ARMA folyamatot AR (autoregresszids folyamat)
és MA (mozgodatlag folyamat) egyesitéseként hoztak 1étre. Ha olyan a folyamat, hogy a
valahdnyad rendi differencia folyamata egy ARMA folyamat, akkor az adott folyamatot
ARIMA folyamatnak nevezziik.

3.1.1. Definici6. Az & folyamatot zajfolyamatnak nevezziik, ha &, ¢t = 1,...,T fligget-

len, azonos eloszldsu 0 varhatéértéki valdszintségi valtozok sorozata.

3.1.2. Definicio. Legyen & egy zajfolyamat, 1 szérassal, a b; € R, i = 1,..., p adott

konstansok, és a 0z > 0 egy tetszbleges pozitiv konstans. Az Y; folyamat elégitse ki az
Yi=b1Y, 1 +bY, 2+...+DpY; )+ Oc&

egyenletet. Ekkor az ¥; folyamatot p-edrend( autoregresszids folyamatnak nevezziik.

Jelolés: AR(p)
3.1.3. Definicio. Legyen & egy zajfolyamat, m; € R, j =0, ...,q konstansok. Ekkor az
Yt = my&; -+ my &1 +..+ mq&,q

folyamatot g-rendi mozgdétlag folyamatnak nevezziik.

Jelolés: MA(q)

3.1.4. Definicié. Ha ¢ egy zajfolyamat és az ¥; az
boY; +b1Y,_1+... —l—bpY,,p =mo& + ... +my& 4

egyenlet megolddsa, akkor az ¥; egy ARMA(p, ) folyamat.
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Egy folyamat akkor ARIMA(p,d,q) folyamat, ha a folyamat d. differencidja egy
ARMA(p, q) folyamat. Azaz, hogy megfelel6 by, ...,b, és my,...,m, konstansokra:

A b AY, A by AY = g mgEy

egy &,t=...,—1,0,1,....

Atrendezve az egyenletet a kovetkez8 ekvivalens format kapjuk:
A, = —b AT, — o = by A+ & o e mgE

Itt AY; = Y, — Y,_; minden z-re és A = A~1. A tovabbd A0 = 1.

Ugyanez a modell az L id6benval6 visszalépés operacidval tomorebb formdban is felir-
haté. Az alkalmazandé L operdcié egy tetszSleges &, t = ...,—1,0,1,... idGben lezajlé

folyamat esetén olyan, hogy
LE =& 1 é LM =IF.L valamint LXK =&
Ezt az operaciot alkalmazva, tekintsiik a
B(z) =1+biz+...+bpz’ M(z) =14+miz+...+myz? D(z)=1-z2
polinomokat, amelyekkel az dltaldnos ARIMA(p,d,q) modell, a
B(L)D(L)Y, =M(L) &

formaban irhat6 fel.
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3.2. Az exponencialis simitas modellje

Az exponencidlis simitds modellje szerint
Y1 =Y +A(Y — 1)

Azaz a folyamat kovetkez0 értékének a becslése megegyezik a legutobbi megfigyelés-
nek a becslés legut6bb tapasztalt hibdjanak A-szorosdval vett médositdsaval.
Vagy ekvivalens médon:

Yip1 =A%+ (1-2)Y,

Azaz az 1j becslés a legutobbi idpontra tippelt és mért értékek silyozott dtlaga.

E modell mellett a folyamat feltételezett trendje konstans.

Ha azt feltételezziik, hogy a folyamat trendje egy linedris fiiggvény, akkor ennek meg-

felel a fenti modell kovetkez6 mddositasa:

Y1t = AY+(1-A) (Y —b;)

b= Bi—F)+(1— Bk

Ekkor ugyanis a h 1épéses elorejelzésként a
Yion =Y +h b

1dében linearis becslés adodik.

Konnyen lathatd, hogy érvényes a kovetkezd allitas.

3.2.1. Allitas. Az, hogy egy Y, folyamat az exponencidlis simitds modellje szerinti, az
ugyanazt jelenti, mint hogy a folyamat egy az el6z6 alpontban bemutatott ARIMA folya-

matok specidlis esete szerinti. Azaz egy ARIMA(0, 1,1) folyamat.
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Bizonyitds. Az ARIMA(0,1,1) modell szerint az ¥; folyamat elsérendd differencidja

egy MA(1) folyamat:

(I-L)Y, =p+(1-mL)g

vagyis

Yo=Y 1+ +&—me_q,
ahol m egy valamilyen val6s egyiitthatd, 4 az esetleges drift €s & egy zajfolyamat.

Vegyiik p-t 0-nak. Legyen az optimdlis egy 1épéses eldrejelzés hibdja & =Y, — ¥;. Ekkor
az optimalis eldrejelzés a hibak optimadlis becslései alapjan, figyelembe véve, hogy a t

idépontban mdr van Y;, de még nincs & ;:
Yii1 =Y, —m&

Ha ebbe a képletbe beleirjuk a & definicidjat, és atrendezziik a képletet, akkor a kovet-
kezd formulat kapjuk:

Vi =ml,+(1-m)Y,,

ami az exponencidlis simitds képletével azonos. [
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4. A Lee-Carter modell

4.1. A modell leirasa

Legyen m,, a haldlozasi rata a t évben az x kortak korében.
Ez a matrix nyilvén jelent8s ingadozast mutat a szomszédos celldkat vizsgalva.
Kérdés egyrészt, hogy hogyan lehetne modellezni az ismert (x,#) kor-év adatokat. Mds-
részt, hogy hogyan lehetne becslést (elérejelzést) adni azokra az évekre, korokra, ame-

lyekre nem rendelkeziink adatokkal.

A Lee-Carter modell [2] feltételezése szerint a mortalitdsi rata logaritmusa a kor és

év bilinedris modellje a kovetkezd médon:
In(m(x,t)) = a(x) + b(x)k(t) + €(x,1)

Ahol az a(x) és a b(x) a kor fiiggvényei, a k(¢) pedig az évtdl valo fliggést irja le. Vagyis,
van az elhalalozds valdszintiségének a kortdl fiiggd két komponense a(x) és b(x), de
a b(x) komponens sulya fiigg a vizsgalt évtol. Ez a k(r) sily modellezi azt, hogy a
halandésdg tipikus esetben az évek haladtdval csokkend tendencidt mutat, fiiggetleniil
a vizsgdlt személy kordtdl. Az &(x,t) az a(x) + b(x)k(¢) modell hibdja. A feltételezés

szerint O varhaté értékd, normalis eloszlasu.

Ez a modell tovabbi megkotések nélkiil nyilvan nem egyértelm@. Ugyanis tetsz6-
leges A konstans mellett egyformén jé modellt adnak az (a,Ab,k/A) modellek és ugy-
szintén egyformdn j6 modellt adnak tetszSleges u konstans mellett az (a — ub,b,k+ )

modellek.

Vagyis az eddigi feltételek szerint a b csak egy multiplikativ konstans, a k pedig
csak egy linedris transzformacié erejéig meghatdrozott. Ennek a bizonytalansagnak a

megakaddlyozasdra két korlatozdst vezetiink be.
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Legyen az X a figyelembe vett korcsoportok, a 7T figyelembe vett évek halmaza.
Ekkor megkdotjiik, hogy

Y bx) =1

xeX

Y k@) = 0

teT

legyen.

E feltételeknek persze kozvetlen kovetkezménye, hogy az a(x), a mortalitds id6t6l

fliggetlen komponense az In (m(x, t)) logaritmikus mortalitds idébeli atlaga.

Tehdt a b(x)k(t) szorzat a In(m(x,t)) — m;(x) adjusztlt mortalitds tdbla kozelité-
se. A Lee-Carter modell szerint azt a (b, k) vektorpart kell védlasztani, ami az adjusztalt
mortalitds tabla els6 szinguldris értékéhez tartoz6 vektorpar. Ennek a vdlasztiasnak az
indokét az el6z6 fejezetben targyalt approximacids tétel adhatja. Miszerint az els6 szin-
guldris vektorpdr diddszorzata adja azt az 1 rangd métrixot, amelyik a kozeliteni szan-

dékozott adjusztalt mortalitds tdbldnak a legjobb kozelitése a Frobenius-norma szerint.

Felmeriil, hogy miként modellezziik az igy nyert mortalitds modell (), id6t6l fiig-
g6 komponensét, annak értekében hogy egyrészt becslésiink legyen az €(x,t) nélkiili
mortalitds értékekre. Masrészt, hogy r ¢ T idGpontokra el6rejelzéseket tudjunk készite-
ni. Két egyszerti modell adddik: az egyik dltalanosabb, egy tetszSleges ARIMA(p,d, q)
modell, a mésik az exponencidlis simitds modellje. Ugyanis az exponencidlis simitas,
mint lattuk, egy specidlis ARIMA modell (0,1, 1) paraméterekkel, noha az exponenci-

alis simitast tipikusan nem ARIMA forméban szokds értelmezni.
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5. Elemzés a Lee-Carter modell segitségével

5.1. A ‘demography’ programcsomag bemutatasa

Az R-project ‘demography’ programcsomagja tobb fliggvényt is tartalmaz, amik
segitségével demografiai elemzéseket végezhetiink. Orszagok népességadataival — mint
sziiletési, vagy haldlozasi rata — dolgozhatunk, el6rejelzéseket végezhetiink el a jovére

nézve.

A dolgozatban a ‘demography’ csomag lca () fiiggvényével és a hozzd kap-
csolddé metddusokkal dolgoztunk. Ezek az eljardsok a Lee-Carter modell szerint egy
modellt illesztenek a megadott adatokra. Az elGrejelzéseket ‘forecast’ generikus
fliggvény ‘demography’ csomagbeli forecast.lca () metddusat felhaszndlva al-
litottuk elS. A kovetkezOkben részletesen ismertetjiikk ezeknek az eljardsoknak a mi-
kodési modjat, tekintettel arra, hogy ennek pontos dokumenticidja, a tapasztalatunk

szerint sehol sem talalhato.

Az alkalmazott modell szerint az r,; mortalitds rata logaritmusa [n(ry;) = ax + byk; +
&, formaban allithato eld, ahol x a korosztalyt ¢ pedig az id6t jeloli. Az 1ca () fiigg-
vény a rendelkezésre bocsdtott adatok alapjan megbecsiili az (ay, by, k;) komponenseket,

és a becslési eredményeket egy 1 ca osztilyu objektumban adja vissza.

A modell szerint ahhoz, hogy tippiink legyen egy 7o idGpontban egy r, ;, rata becslésére,
az ay és b, ismeretében, minddssze a k;, becslésére van sziikség. Egy ilyen becslést a

forecast () fiiggvényt alkalmazva kaphatunk.

Ha a forecast () fliggvényt egy 1ca osztalyu objektummal paraméterezve hivjuk
meg, és a ‘forecast’ kiegészitd csomag be van toltve, akkor a forecast () fiigg-
vény érzékelve a kapott objektum osztdlyat, a forecast: :forecast.lca () me-

tédust hivja meg. Ez a metddus, — feltételezi, hogy a k; egy driftes véletlen bolyongas,
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ezért — a hivast tovabb adja, a ‘forecast’ kiegészitd csomag forecast: :rwf ()

fliggvényének.

Az rwf () figgvény a hivést tovabb adja a szintén a ‘forecast’ csomagbdl vald
lagwalk () fliggvénynek, amely egy 1agwalk osztdlyd objektumban eltdrolja a ka-
pott k; folyamatnak, mint driftes véletlen bolyongasnak a paramétereit és visszaadja
a vezérlést az rwf () figgvénynek. Ezutdn, szintén az rwf () fliggvény meghivja
a forecast () fliggvényt (!), amely most, mivel egy 1ogwalk osztilyd objektu-
mot kapott a forecast .lagwalk () metddussal készittet el6rejelzést. Végiil ezt az
el6rejelzést kapja meg az rwf () -et hivé forecast.lca () metddus, amely az igy

kapott elorejelzéseket adja meg eredményként.
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5.2. A magyarorszagi mortalitas adatok

A www.mortality.org tirhelyrdl rendelkezésiinkre dll a Population.txt
és az Mx_1x1.txt dllomany. Ezen dllomanyok az igényilinknek megfeleléen éven-
ként, korosztalyos bontdsban tartalmazzdk a magyarorszigi lakossag lélekszdmat és
korspecifikus haldlozasi ratajat. A vizsgédlatban az évek szama 68, mivel a rendelke-
zésre all6 1élekszam adatok 1950 és 2018 koztiek, mig a haldlozasi adatok a 1950 és
2017 kozti évekre vonatkoznak, és ez utdbbi sziikebb az egymadst kovets évek szama-
nak tekintetében. A korosztalyok szdma 111, mivel a vizsgalt adatok a 0-11 0+ életko-
roknak felelnek meg. Az adatokbdl egy hu.mort nevli, demogdata osztdlyd adat-
objektumot épitiink, hogy az adatokat a ‘demography’ programcsomag parancsaival

kényelmesen kezelni tudjuk.

A hu.mort adatobjektum felépitése.

rm(list=1s{())

library (demography)

mor.D <- read.table("Mx_1x1.txt",skip=2,header=TRUE,
stringsAsFactors=FALSE, na.strings = ".")

dim(mor.D) # 7548 x 5 (7548=68%111)

str (mor.D)

# ’"data.frame’: 7548 obs. of 5 wvariables:

# S Year : int 1950 1950 1950 1950 1950 1950 1950
# $ Age : chr "Q™ "1™ "m"2nw w3m .

# $ Female: num 0.08037 0.00716 0.00322 0.00206

# S Male : num 0.09971 0.00756 0.00348 0.00278

# S Total : num 0.09030 0.00736 0.00335 0.00243

pop.D <- read.table("Population.txt", skip=2,header=TRUE,
stringsAsFactors=FALSE, na.strings = ".")

pop.D <- pop.D[pop.D$SYear<2018, ]

dim(pop.D) # 7548 x 5 (7548=68%111)

hu.mort <-1list (type=NA, label=NA, lambda=NA,
year=NA, age=NA, rate=NA, pop=NA)
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hu.mortS$type <- "mortality"

hu.mort$label <- "HUNGARY"

hu.mort$lambda <- 0 # Box—-Cox transformation parameter
hu.mortSyear <- 1950:2017

hu.mortSage <- 0:110

hu.mort$rate <- list (total = NA, female = NA, male = NA)
hu.mort$rate$female <- matrix (mor.D[, "Female"],111, 68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))
hu.mortSrateSmale <- matrix (mor.D[, "Male"],111, 68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))
hu.mortS$Srate$total <- matrix(mor.D[,"Total"],111,68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))

hu.mortS$pop <- list (total = NA, female = NA, male = NA)
hu.mortS$SpopS$Sfemale <- matrix(pop.D[,"Female"],111, 68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))
hu.mortS$SpopSmale <- matrix (pop.D[, "Male"],111, 68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))
hu.mortS$popsStotal <- matrix(pop.D[,"Total"], 111, 68,
dimnames =1ist (0:110,1950:2017))

class (hu.mort) <- "demogdata"
str (hu.mort)

hu.mort

# Mortality data for HUNGARY

# Series: total female male
# Years: 1950 - 2017

# Ages: 0 - 110

A fenti parancsok eredményeként tehét 1étrejott a hu.mort adatobjektum, melynek
osztilya demogdata. Tehdta ‘demography’ R kiegészitd csomag utasitdsaival (me-

toédusaival) standard médon kezelhetd.

7y oz

Ez az objektum kétszer harom 111 x 68 méreti tablizatot tartalmaz, 111 korosztalyra
az 1950 — 2017-ig tart6 68 évre. A tablak egyfel6l a mortalitds rata adatokat, masfeldl

a populécids 1élekszamokat tartalmazzak, ndk-férfiak és 6ssz bontdsban.
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Az alébbi dbrdk a férfi, illetve a n6i halandésag logaritmusat mutatjak.

Férfi halandésag a kor és év fliggvényében

2010 |
2000 —

1990 —f

=1

1980 —
1970 —f

1960 —(if

1950 —L

1. abra. Férfi halanddésdg a kor és év fiiggvényében

N&i halanddsag a kor és év flggvényében

2010 |
2000 —f1

1890 —|

Ev

1930 —
I e
1970 —|

1960 —n

1950

Kor

2. dbra. N6i halanddsag a kor és év fliggvényében

Az 4brdkon j6l megfigyelhetd mindkét nem esetén az 5 éves kor alatti gyermek
halandésag jelentSs javuldsa. Ez a javulds kisebb mértékben a 10 — 24-éves korokra is

7~ 2

jellemzd. Szembetling a 30 — 60 éves férfiak halanddsdganak erdteljes romldsa 1968
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és 1994 kozt. Gyenge visszaesés ugyanezekben az években a ndk esetében is lathato.
De a n6knél torés csak a 40-es korosztdly esetén mutatkozik, és ebben az esetben is
csak sokkal kisebb mértékben, mint a férfiak esetén. A halandésag 2000-es években
tapasztalhat6 egyértelm javuldsa mindkét nem esetén érvényes. Ugyanakkor a javulas
az 50 év feletti n6k esetén az egész vizsgalt korszakra, azaz mér az 50-es évektdl kezdve

jellemzd.

A magyarorszagi &sszl ag halandésaga a kor és az év fliggvényében

2010 —f
2000

1990 |

Ev

1980 —
1970 4

1960 —

1950 —fiL

Kor

3. dbra. A magyarorszagi halanddsdg a kor és év fiiggvényében

A hatvanas évek kozepétdl a kilencvenes évek elejéig tarté évek egyesitett mortali-
tas adatain is jol megfigyelhetd a mortalitdsi ardnyok jelentés romldsa a 40-50 évesek

korében.
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5.3. Elorejelzés ARIMA és exponencialis simitas modell segitségével

A megismert modellek segitségével, a mortalitds tdbla szinguléris érték felbontas-
sal nyert k; id6komponens szerinti el6rejelzéseket a kovetkezd fejezetben mutatjuk be.

Minden el6rejelzést 50 évre készitettiink.

El6szor az ARIMA(0, 1,0) modellre illesztjiik rd, ehhez a ‘forecast’ csomag
Arima () parancsat alkalmazzuk. Vegyiik az el6z6 fejezetben 1étrehozott hu.mort

adathalmazban szerepl egyiittes mortalitds tablat.

library (demography)
library (forecast)
mort.full <- hu.mort$rateStotal

class (mort.full) # "matrix"

dim(mort.full) # 111 68

rownames (mort.full) # "O0" "1"... "109" "110+"
colnames (mort.full) # "1950" "1951"™ ... "201le™ "2017"
sum(is.na (mort.full)) # 242 hidnyzo adat

sum(is.na (mort.full[1:101,])) # csak 0-100-ra telijes

mort <-— mort.full[1:101,] # csak a teljes részt vessziik
In.mort <- log(mort)

In.mort.adj <- t(apply(ln.mort, 1, function(u) u-mean(u)))
kt <— svd(ln.mort.adj)S$v[,1] # elsd Jobb-sziguldris vektor
kt <- ts(kt, start=as.numeric(colnames (ln.mort.adj)[1]))
M.arima0l0 <- Arima (kt,order=c(0,1,0),include.drift=TRUE)
plot (forecast (M.arima010,h=50))
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4. dbra. ARIMA(O0, 1,0) modellel nyert elSrejelzés

Ha a modell validitdsdnak ellen6rzése képpen elvégezziik a Ljung-Box prébat, ak-
kor kideriil, hogy ez a modell nem megfelels. Esetiinkben a zajfolyamat becsiilt auto-
korrelédcidinak sulyozott négyzetdsszege — amit a Ljung-Box proba vizsgdl — nagy, igy a
hozzétartoz6 p-érték nagyon kicsi. Vagyis a Ljung-Box préba null-hipotézise, mely sze-
rint a modellhez tartozo6 hiba folyamat egy fiiggetlen folyamat, elvetend6. Ezért masik

modellt érdemes valasztanunk.

Az auto.arima () fiiggvény az Akaike-féle informdcids kritériuma szerint va-
laszt a megadott megfigyeléssorra optimalis ARIMA (p, d, g) modellt. Itt els6dleges
kérdés a p + d + g Ossz-paraméterszam megvalasztdsa. Az Akaike-kritérium a meg-
figyelések likelihood ért€két az Ossz-paraméterszammal moédositva egy olyan feltétel,
amelyikben ellensulyozva van, hogy egy modell a Frobenius kritérium szerint sziikség-

szer(ien anndl jobb minél tobb paramétert tartalmaz.

Az auto.arima () eljards az ’optimédlis’ fokszamot — alapértelmezett esetben —
a maximum (5,2,5) fokszdmu folyamatok koziil vélasztja ki, de nem az osszes e felté-
telnek megfelelSt vizsgalva a klasszikus Box-Jenkins ajanldst kovetve. A differencialas
rendjét a Canova-Hansen teszt alapjan hatdrozza meg, a (p,q) fokszamokat pedig a [10]

cikkben leirt, az AIC statisztikdn alapul6 1épésenkénti algoritmus szerint.
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Esetiinkben az auto.arima () eljirds a k; folyamatra egy ARIMA(2,1,2) mo-

dellt illeszt. E modell paramétereinek a becslése és az eldrejelzés képe a kovetkez6:

M.arima2l12 <- auto.arima (kt,allowdrift=TRUE)
M.arima212

# Series: kt

# ARIMA(2,1,2) with drift

plot (forecast (M.arima212,h=50))
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5. dbra. ARIMA(2, 1,2) modellel nyert elGrejelzés

Ha erre a modellre elvégezziik a kordbban is alkalmazott Ljung-Box prébét, akkor
lathatjuk, ez a modell mar sokkal jobb, mint az el6z8, hiszen az autokorrelacidk silyo-

zott Osszege ebben az esetben, mar nem tér el szignifikdnsan a nullatdl.
Az exponencidlis simitds modelljét, ami valdjaban egy ARIMA(0,1,1) modell, a

‘forecast’ csomag ets () utasitdsdnak segitségével nyerhetjiik a kovetkezd mddon.

M.etsl <- ets(kt,model="AAN") # az i1id® komponens modellije
plot (forecast (M.etsl,h=50))
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6. abra. Exponencidlis simitds modelljével nyert eldrejelzés

Ha erre a modellre szintén elvégezziik a kordbban is haszndlt Ljung-Box prébat, ak-
kor ltszik, hogy ez a modell jobban illeszkedik, mint az ARIMA(0, 1,0), de rosszabbul,

mint az Akaike-kritérium szerint optimdlisnak vélasztott ARIMA(2,1,2) modell.

Nyilvéanval6 a harom modell kozti kiilonbség. Mig az elSrejelzés dtlagértéke az elsé
két modell szerint az id6vel ardnyosan linedrisan novekvd, addig a harmadik szerint

Iényegében konstans.

Ha pontosabban megnézziik, akkor lathatd, hogy az illesztett ARIMA(0,1,0) és
ARIMA(2,1,2) modell két 1ényegében azonos driftes bolyongassal irja le a megadott
id6sort. De a specidlis ARIMA(0, 1,1) modellel azonos exponenciélis simitds modell
is egy driftes bolyongas! A kiilonbség csak az, hogy mig az els6 két bolyongas driftje

nem-nulla, addig a harmadiké nulla.

Ennek az az oka, hogy az exponencialis simitds a drift mértékét lokalisan becsii-
li meg, és a rendelkezésre all6 adatsor utolsé elemeinek szakaszosan becsiilhetd var-
hatéértéke 1ényegében konstans. Ellentétben az elsé két modellel, amelyek a driftet

globélisan becsiilik meg. Azaz a varhat6érték becslést az egész megfigyeléssor alapjan



5. ELEMZES A LEE-CARTER MODELL SEGITSEGEVEL 30

végzik: a lényegesen korabbi idépontok alapjan vehetd becsléseket a legijabbakkal azo-
nos sillyal veszik. fgy ez a két modell érzékeli az idGsor mért értékeiben tapasztalhat6

globilis linedris novekedést.

Tehat elemz6i szempontbdl a megfeleld modell kivdlasztdsakor az az alapkérdés,
hogy a jovobeli értékek becslésében megjelend trend mértékét a lokdlis vagy a globalis

adatok alapjan becsiiljiik-e meg.
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5.4. Mortalitasi rata elemzése

A népességstatisztika egyik fontos eleme a mortalitdsi rata, vagy magyarul hala-
lozasi ardnyszam. Ez mutatja meg egy adott népességen beliil a haldlozasok aranyét.

Mérésére tobb mutatoét 1étrehoztak.

Az n. nyers haldlozasi aranyszam az 1000 fore juté haldlozasok szdma egy évben.
Ez a mutaté viszont nem veszi figyelembe a népesség korosszetételét, igy nem elég

specifikus.

Ezért 1étrehoztak az ugynevezett korspecifikus haldlozasi ardnyszamot, aminek se-

gitségével mar pontosabb képet ldthatunk egy adott népesség haldlozési ardnyardl.

Ebben a fejezetben a mortalitdsi rdta felhasznaldsaval végziink elemzéseket, a 5.1.
fejezetben megismert ‘demography’ csomag 1ca () fiiggvényének segitségével. Eb-
ben az esetben viszont — ellentétben az el6z6 fejezetben ismertetett eldrejelzésekkel —
a k; idékomponenst nem kozvetleniil a szinguldris érték felbontassal kapjuk, hanem a
‘demography’ csomag lagwalk () fiiggvényének haszndlatdval a kovetkezd mo-

don.

A lagwalk () astats::1m() fliiggvénnyel konstans regresszié modellt illeszt a &;

megfigyelések differencidira. Ha a
t
kl = Z (SS + 8[7
s=0

ahol a J, fiiggetlen, azonos eloszlasud, nem feltétlen 0 varhat6 értékd sorozat és & fiig-
getlen, akkor a &, varhat6 értéke maga a drift. Vagyis a k; differencia folyamatanak a
varhat6 érték becslése — ez a stats: :1m () fiiggvény regresszid becslésével adodik

— a drift becslése.

Legyen a drift becslése 5, melynek a becsiilt szérdsa 65. Az & 0 varhat6 értékd zaj

becsiilt szorasa pedig 6. Ezen becslések birtokaban a h id6tavra az x korosztaly mor-
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talitasanak becslése

In(resin) = ax+ bok; +h,

ahol az 7y, helyett r,, is hasznalhatd, amennyiben az az adott x és ¢ érté€kekre ismert.

A becslés a szintli konfidencia tartomdnyédnak sugara

Zq/2\/ hOE + W20},

ahol a z4 /» a standard normdlis eloszlds o/2 kvantilise.

Kétféle dbrat készitettiink el a 2017-es évre a ‘demography’ csomag 1ca () fiigg-
vényével és a hozzad kapcsol6dé metddusokkal, amik miikodésérdl a 5.1. fejezetben

irtunk részletesebben.

Az els6 abran a korspecifikus haldlozasi ardny becslése lathaté 2017-re, ha az adatokat
egy megadott évig vessziik figyelembe. Az elséként kozolt dbra azt az esetet mutat-
ja, amikor az 6sszes 2017-et megel6z6 adatot felhaszndljuk. A masodik a 65 évesek
mortalitasi ratdjanak becslését mutatja a 2017-es évre, annak fiiggvényében, hogy a

rendelkezésre all6 évek koziil melyik az utolsd, a becsléskor még felhasznalt év.

i

Az els6 abrat a kovetkezd kddrészlet segitségével hoztuk 1étre.

rm(list=1s())
library (demography)
load ("humor.R")

1s ()

# a haldlozasi rata a teljes (ff+nd)
# populacidra egyiitt az 1-100+ koruakra
# az 1950-2017 évekre

W <— hu.mortSrateStotal[1:101, ]

# létrehozzuk a 100 foldotti korokra a mortalitdsi ratat
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W[101,] <- colSums (hu.mortSrateStotal[101:111, ]~

hu.mortS$popStotal[101:111,],na.rm = TRUE) /

colSums (hu.mort$popStotal [101:111, 7],
na.rm=TRUE)

row.names (W) [101] <- "100+"

rate <- W

dim(rate)# 101 x 68

teny <- ratel[, 68]

# ez a 2017-es tény adat a 0-100+ korosztdlyokra

# _
# 2017-es becslés az 1950-2016 adatok alapjéan

vago <- function(A,h) # "h" a levagott évek széama
{
vag <- function (o)
return( if(is.matrix (o)) o[,1l: (ncol(o)-h)]
else o[l: (length(o)-h)])
D <—- A
D$year <- vag (ASyear)
DSrate <- lapply (ASrate, "vag")
DSpop <- lapply (ASpop, "vag")
return (D)

becsul <- function(A,h) # "h" az eldrejelzési tavolsig

{

veg <- function (o) return(o[,ncol(o)])

M <- lca (A, series ="total",max.age = 100,adjust="dt")

F <- forecast (M, h=h, jumpchoice="actual")

est <- FSrate # ez az Aatlag becsiilt értéke
# és 80%-os konfidencidja

est <- lapply(est, "veg")

est <- as.matrix(data.frame (est))

colnames (est) <- c("mean", "lower", "upper")

return (est)
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rajzol <- function (mert,tipp,ev)
{
plot (mert, t="p",pch=20, las=1,col="blue",
xlab="korosztaly",ylab="haldlozéasi rata",
main="Haldlozasi rata 2017-ben")
mtext (pastel ("tény adat és LC becsilt az 1950-",
ev," évek alapjan"),
side = 3, line = .5)
axis(l,at=seq(0,100,10))
lines (tippl[, "mean"],col="red")
lines (tipp([, "lower"],col="greend")
lines (tippl[, "upper"],col="greend")
abline (h=seqg(0, .5, .1),
v=seq(0,100,10),1ty=3,col="gray")
legend ("topleft",c("tény", "becsilt",
"alsé 10%", "felsd 10%"),
col = c("blue","red", "green", "green"),
text.col = "black", bg = "gray90", # szinek
lty = ¢(-1, 1, 1, 1), pch = c(20, NA, NA, NA))

hu.mort.2016 <- vago(hu.mort, 1)
becsl <- becsul (hu.mort.2016,1)
rajzol (teny,becsl, 2016)

Eldszor létrehoztunk egy vago () fliggvényt, mellyel az utols6 éveket tudjuk levag-
ni annak megfeleléen, hogy melyik évig szeretnénk felhasznélni a meglévd adatainkat
a becsléshez. Ebben az esetben az utolsé évet vagtuk le, igy 2016-ig hasznaljuk fel az

éveket.

Ezutdn a becsul () fiiggvénnyel elvégezziik a becslést a 2017-es évre. Ennél a rész-
nél hasznéljuk a megismert 1ca () és forecast () fiiggvényeket. Végiil 1étrehoz-
tunk egy rajzol () fliggvényt, amellyel a kirajzolast végezziik el. Ezzel a médszerrel
sikeresen megadhatjuk a mortalitdsi ratdnak becslését barmelyik évre, annak fiiggvé-

nyében, meddig vessziik figyelembe az el6z6 évek adatait.
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7 2z

A kovetkezd dbra a 2017-es évre mutatja az egyes korosztalyok haldlozési arany

becslését, az 1950 — 2016-o0s évek alapjan.

Halalozasi rata 2017-ben
tény adat és LC becsiilt az 1950-2016 évek alapjan

057 . tény )
becsilt
] alsé 10%
0.4 felsd 10%
ol
£ 03+
w
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0.1
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korosztaly

7. édbra. Korspecifikus haldlozési ardny 2017-re

A masodik abrat a kovetkez6 kddrészletben leirtakkal hoztuk 1étre.

mort65 <- matrix (NA, 50, 3)
rownames (mort65) <— 1967:2016
colnames (mort65) <- c("mean", "lower", "upper")

for (k in 50:1)
mort65[51-k,] <- becsul (vago (hu.mort,k),k) [65+1, ]

matplot (mort65,ylim=c (0, .05),ylab="",
t="1",1lty=c(1,3,3),col=c("red", "green", "green"),

axes=FALSE, frame=TRUE)

axis(l,at=1:50, label=rownames (mort65), las=3)

axis(2,at=seq(0,.05,.005),1las=1)
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abline (h=seqg(0, .05, .005),v=seq(4,54,5),1ty=3,col="gray")
points (51, teny[65+1],pch=20,col="red")
axis(1l,at=51, label=2017,1las=3)
title ("65 évesek becsiilt és
tényleges mortalitdsi ratdja 2017-ben")

P

Ezen dbra elkészitéséhez szintén felhasznaljuk az el6z&ekben létrehozott és megis-
mert becsiil () és vago () fiiggvényeket. Majd a matplot () fliggvénnyel kiraj-

zoljuk a megkapott becslést és a 2017-es év tényadatét.

65 évesek becsiilt és tényleges
mortalitasi rataja 2017-ben
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8. abra. 65 évesek becsiilt €s tényleges mortalitasi ratdja 2017-ben
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6. Osszefoglalas

A bevezetésben leirtak alapjan a dolgozatban bemutattam a Lee-Carter modell mii-
kodését, megértéséhez és hasznalatdhoz sziikséges fogalmakat. Részletesen bemutattam
a szinguldris érték felbontdst, mellyel a Lee-Carter modell k; id6komponensét nyertiik.
Erre a paraméterre az R programnyelv ‘forecast’ csomagjinak segitségével kiilon-
boz6 id6sor modelleket illesztettiink, ezzel eldrejelzéseket kaptunk a jovore nézve a

rendelkezésre 4ll6 adatokbdl.

Ezutdn a magyarorszagi haldlozési rdta mélyebb elemzésére tértiink ra. Az R-project
‘demography’ csomag lca () fiiggvényének alkalmazasaval két dbrat készitettiink
el. Az elsd dbran a korspecifikus haldlozasi ardny becslése lathat6 2017-re, ha az adato-
kat 1950 — 2016-ig vessziik figyelembe, a masodik dbran pedig a 65 évesek mortalitasi

ratdjanak becslését, €s a pontos adatot mutatja szintén a 2017-es évre.

A 7. é4bran feltiintettiik a haldlozasi rata becsiilt €s tény-adatait is. J6l latszik, hogy
koriilbeliil az 50-es korosztalyig 0 kozelében vannak az adatok. Ez a 70-es korig lassan
emelkedik, majd ezt kovetden exponencidlisan novekszik meg. 90-t6l a becsiilt adatok
mar nagyobb eltérést mutatnak a tényadatokhoz képest, mint a korabbi korosztalyoknal.

Ennek oka a viszonylag alacsony esetszdm.

A 8. abran a 65 évesek mortalitasi ratdjanak 2017-es becsiilt és tényadata latszik,
annak fliggvényében, hogy melyik évig vessziik figyelembe az ismert adatokat. Az 4b-
ran a kovetkezd érdekes jelenséget figyelhetjik meg. Ha az 7y,(s) jeloli az x évesek ¢
évbeli mortalitasi ratdjanak a becslését az 1950 —s. évig tartd adatok alapjan (ennek
a fiiggvénynek a gorbéje a piros vonal), akkor e fiiggvényértéke elobb kozel megkét-
szerez6dik, majd egy szelid csokkenést mutat. Az dbra alapjén a 2000-es évektdl elég

nagy pontossaggal sikeriilt megbecsiilniink a 65 évesek 2017-es haldlozasi aranyat. Jol

latszik, hogy minél tobb adat 4ll rendelkezésiinkre a becslés elkészitéséhez, annal ki-
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sebb szérdssal kapjuk meg azt. Erdekes, hogy konfidencia tartoményok szélességének s

figgvényében vizsgalt csokkenésében egy nyilvanvalo torés lathat6 az 1992-es év koriil.

Az abrdkon bemutatott konfidencia tartoményok alapjan egyértelmiien l4tszik, hogy
minél tobb adat 4ll a rendelkezésiinkre, — értendd ez igy is mint kronologikus mennyi-
ség, azaz, hogy "hany évnyi’ adat, de Ggy is mint vizsgdlt, rizikonak kitett populdciés
méret — anndl pontosabb eldrejelzést vagyunk képesek végezni a Lee-Carter modell

alkalmazasaval.
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7. Fiiggelék

Az 1., 2. és 3. 4brdk elkészitésének menete az R programnyelvben:

D<-read.delim("Mx_1x1_red.t",sep=";")
# Year Age Female Male Total

names (D) <_C ("EV", "Korll’ "NO", "FF", "TT")

Kor <- unique (D[, "Kor"]) # 0:110
Ev <- unique(D[,"Ev"]) # 1950:2017

mFF<-matrix (D[, "FF"],111, 68)
mNO<-matrix (D[, "NO"],111, 68)
mTT<-matrix (D[, "TT"],111, 68)

k <— 13 # szintvonalak szama

#_

# a férfiak halanddésaga 1950-2017-kozt

image (Kor, Ev, log (mFF), las=1,
main="Férfi halanddség

a kor és év fliggvényében")

abline (v=seq(0,100,by=10),

h=seq(1950,2010,by=10),

col="white", 1ty=3)

contour (Kor,Ev, log (mFF) , add=TRUE,

vfont = c("sans serif", "bold"),
nlevels=k,

labels=pretty (mFF, n=k),

labcex=1.5)

axis(l,seq(0,100,by=10))

# _
# a nék halanddésédga 1950-2017-kdézt
image (Kor, Ev, log (mNO) , las=1,
main="N&éi halanddsag a
kor és év fliggvényében")
abline (v=seq(0,100,by=10),
h=seqg(1950,2010,by=10),
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col="white", 1ty=3)
contour (Kor, Ev, log (mNO) , add=TRUE,
vfont = c("sans serif", "bold"),
nlevels=k,
labels=pretty (mNO, n=k),
labcex=1.5)
axis(l,seq(0,100,by=10))

# _
# az Osszlakossdg halanddésaga 1950-2017

image (Kor, Ev, log (mTT), las=1,
main="A magyarorszagi O&sszlakosséag

halanddésdga a kor és az év fiiggvényében")
abline (v=seqg(0,100,by=10), h=seqg(1950,2010,by=10),

col="white", 1ty=3)
contour (Kor,Ev, log (mTT) , add=TRUE,

vfont = c("sans serif", "bold"),

nlevels=k,

labels=pretty (mTT, n=k),
labcex=1.5)
axis(l,seq(0,100,by=10))

rm(list=1s())

z <— outer (-9:25, -9:25)
levs <-

contour (z,col=1:4)

contour (z, levels=levs[-c (1, length(levs))],
col=1:5,1wd=1:3x1.5,1ty=1:3)

contor> par (op)

contor> ## Persian Rug Art:
contor> x <- y <- seq(—-4+*pi,4xpi,len=27)
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contor> r <- sqgrt (outer(x"2,y"2,"+"))
contor> opar <- par (mfrow=c(2,2),mar=rep(0,4))

contor> for(f in pi”(0:3))

contor+ contour (cos (r"2) xexp (-r/f),

contor+ drawlabels=FALSE,
axes=FALSE, frame=TRUE)

A ‘demography’ csomag 1ca () és forecast () fliiggvényének struktirdja R-

ben:

M <- lca(hu.mort, series="total",max.age=100,adjust="dt")
class (M) # lca

# ======—====—=—==c=—=—=—===—=————————=—===—=============
str (M)

# List of 15

# $ label : chr "HUNGARY"

# $ age : korcsoportok 0-101

# $ year : evek 1950-2017

# $ total : egy 101x68 meretll tdbla == az input

i LASD=>[1]

# $ ax : az "ax" korcsoport konstans

i LASD=>[2]

# S bx : a "bx" korcsoport szorzo

# LASD=>[2]

# $ kt : a "kt" ido fuggveny

# LASD=>[2]

# $ residuals: "Residuals mortality rate"

# == 1ln(az input) - $fitted

# .Sy : a 101x68 méretlt tdbla (mert max.age=100)
i LASD=>[4]

# S fitted : "Fitted mortality rate" == ax+bxxkt

# LASD=>[3]

# .Sy : a 101x68 méret? tébla

# $ varprop : num 0.772==megmagyardzott variancia hényad
i LASD=>[5]

# Sy : "Mortality" == exp (M$fitted+MSresidualssSy)
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# LASD=>[1]

# .Sy : a 101x68 méret? tébla

# $ mdev : Named num [1:2] 21.6 24.2

# a célfliiggvény minimuma

# LASD=>[6]

# .— attr(x, "names")=chr[1:2]

# "Mean deviance base" "Mean deviance total"
# S call : language lca (data=hu.mort,

# series="total",adjust="dt")
# $ adjust : chr "dt"

# $ type : chr "mortality"

# — attr(x, "class")= chr "lca"

# -

# [1] "Stotal"™ és a "Sy" a feldolgozott adat
dim(hu.mortSrateStotal) # 111x68 ezt adtuk meg

dim (MSySy) # 101 68 a feldolgozott rész

# az eredmény objektumban
dim(M$total) # 101 68 a feldolgozott rész

# az eredmény objektumban
EQ (M$total,MSySy) # TRUE az M objektumban ugyanaz

# az adat kétszer...

# az elsd 100 sor ugyanaz, mint az input
EQ (MStotal[1:100,],hu.mortSrates$total[1:100,]) # TRUE
# a 101. sor eltér az inputtol, mert az 100+ Osszesitett
W <— hu.mortSrateStotal[1l:101, ]
W[101,] <- colSums (hu.mort$rateStotal[101:111, ]
xrhu.mort$popStotal [101:111,17,
na.rm = TRUE) /
colSums (hu.mortS$popStotal [101:111, ], na.rm=TRUE)
rate <- W
EQ (MStotal, rate) # TRUE

# -

# [2] az "Sax" "Sbx" es "Skt"

W <— log (W)

ax <- apply(W,1l,mean, na.rm=TRUE)
EQ (MSax, ax) # TRUE

W <— sweep(W,1,ax)
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bx <- svd(W)S$Sul,1] / sum(svd(W)Sul,1])

EQ (MSbx,bx) # TRUE

kt <= svd(W)Sv[,1]1* svd(W)Sd[1l] = sum(svd(W)Sul[,1])
# piros az illesztett "kt", kek az svd-bol szamolt
plot (MSkt,t="b",ylim=c (-60,60),col="blue", pch=4)
points (1950:2017,kt, col="red", t="b", pch=20)

4o
# [3] a "Sfitted" erteke
EQ (MSfittedSy,MSax+MSbx%+%matrix (MSkt, 1)) # TRUE

# -

# [4] a "Sresiduals" erteke

EQ (MSresidualsSy, log (MStotal)-M$fittedSy) # TRUE

EQ (MS$Stotal, exp (M$fittedSy+MSresidualsSy)) # TRUE

# —_————

# [5] a "S$varprop" megmagyardzott variancia hanyad
w <— svd (W) $d

c (M$varprop,w[l]"2/sum(w™2)) # 77.2%

# -

# [6] a "Smdev" értéke: "Mean deviance base" és
"Mean deviance total"

pop<-—hu.mortS$SpopStotal [1:101, ]

pop[101,] <- colSums (hu.mortS$popStotal[101:111,17])

m <- length (M$year)

n <- length (MSage)

deaths <- pop=xrate

M.kt <- matrix (MSkt,1l) # a modell szerinti "kt"
deaths.M <- exp (M$ax+M$bx%*%M.kt) »pop
# death, ha a "kt" a modell szerinti
mdev.M <- sum(deaths+log(deaths/deaths.M) -
(deaths—deaths.M) ) *2/ ((m—2) * (n—-1))

L.kt <- matrix(mean (M.kt)+mean (diff (MSkt))
*(1l:m—-(m+1)/2),1) # linearis "kt"
deaths.L <- exp (M$ax+MSbx%*%L.kt) *pop
# death, ha a "kt" linearis volna
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mdev.L <- sum(deathsxlog(deaths/deaths.L) -
(deaths—deaths.L)) %2/ ((m—2) *n)

mdev <- c(mdev.M,mdev.L)
rbind (prog=M$mdev, calc=mdev)

# Mean deviance base Mean deviance total
# prog 21.61064 24.15022
# calc 21.61064 24.15022
} ====================================================

F <- forecast (M, jumpchoice="actual")

str (F)
$ label : chr "HUNGARY"
S age : korcsoportok 0-101
$ year : elorejelzesi evek 1:50
$ rate :List of 3

..$ total: 101x50 méret® tébla
..$ lower: 101x50 méret?G téabla
..S upper: 101x50 méretl téabla
$ fitted:"Fitted mortality rate"
ugyanaz mint ami az lca eedmenye
.Sy : 101x68 méretl tébla
$ e0 : Time-Series [1:50] eO0
Forecasts of life expectancies
(including lower and upper bounds)
$ kt.f :List of 6

..$ mean : a kt forecastja 1:50
..$ lower : a kt.min forecastja 1:50
..$ upper : a kt.max forecastja 1:50
..$ level : 80 a konfidencia szintje
..$ x : Time—-Series [1:68] 1950 to 2017: 100.3
.$ method: chr "Random walk with drift"
..— attr(x, "class")= chr "forecast"
$ type : chr "mortality"
S lambda: num O
$ model : az input modell adatai
..$ label : chr "HUNGARY"

S o S S S S o S S S S S S o S S S S o S o S S S 3 o

..$ age : int [1:101] 0 1 2 3 45 6 7 8
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# ..$ year int [1:68] 1950 1951 1952 1953

# .$ total 101x68 méretl tébla

# ..$ ax Named num [1:101] -3.98 -6.75

# ..$ bx Named num [1:101] 0.036 0.0341

# ..$ kt 111 ez eltér az inputtol !!! 2727

# ..$ residuals :"Residuals mortality rate"

# . ..S5 vy 101x68 méret tébla

# ..$ fitted :"Fitted mortality rate"

# . ..5 y 101x68 méret@i tébla

# .$ varprop num 0.772

# .Sy :"Mortality"

# .Sy 101x68 méret tébla

# S mdev Named num [1:2] 21.6 24.2

# .— attr (%, "names")= chr [1:2]

# "Mean deviance base" "Mean deviance total"
# .$ call language lca (data=hu.mort,

# ser="total", max.age=100,adjust="dt")
# .$ adjust chr "dt"

# ..$ type chr "mortality"

# ..$ jumpchoice: chr "actual"

# ..$ Jjumprates Named num [1:101] 0.003491

# S call language forecast.lca (object=M,

# jumpchoice="actual")
# S name chr "total"

# — attr(*, "class")= chr [1:2] "fmforecast" "demogdata"

EQ(FsfittedsSy,Msfitted$y)# TRUE ugyanaz mint az inputban
EQ(FsfittedSy,FSmodelsfittedSy)# TRUE mégegyszer

EQ (MStotal , FSmodelStotal ) # TRUE
EQ (M$Sax , FSmodelS$Sax ) # TRUE
EQ (MSbx , FSmodelS$Sbx ) # TRUE
EQ (MSkt , FSmodelsSkt ) # kiilénbozd
EQ (MSresidualsSy , FSmodelSresidualsS$y) # TRUE
EQ(MSfittedSy , FSmodel$fittedSy ) # TRUE
EQ (M$Svarprop , FSmodelS$Svarprop ) # TRUE
EQ (MSySy , FSmodelSySy ) # TRUE
EQ (MSmdev , FSmodelS$Smdev ) # TRUE

cbind (MS$kt , FSmodelS$kt ) # kildnbozo
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