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1. Bevezetés

Dolgozatom témajaul egy nagyon Osszetett €s aktualis témat valasztottam. Az opciok
arazasara mara mar tobbféle modszert és modellt megalkottak. Ezeket a modelleket
szeretném most bemutatni kifejezetten az amerikai opcidkra vonatkozdlag, kifejezetten a

Longstaff-Schwarz modszerre.

A pénziigyi vildg nagymértékben meghatarozza mindennapjainkat. Kiilfoldi utazasaink
soran is figyelemmel kovetjiik a valutak napi arfolyamat, azaz érdemes-e most venni vagy
eladni vagy sem. A t6zsdén, ami a legnagyobb gazdasagelméleti teriilet is hasonld

kérdések meriilnek fel, viszont bonyolultabb elemzésekkel.

A szarmaztatott termékek értéke bizonyos valtozoktol fiigg. A szarmaztatott termékek
egyik fajtija az opcidk, melyek nagy mennyiségben cserélnek gazdat a tdzsdén és a
tézsdén kiviili (OTC) piacokon is. De mit is jelent, hogy az opcid egy szarmaztatott
termék? A szarmaztatott termék azt jelenti, hogy értéke egy masik mogottes termék aratol
fligg. A kiilonboz6 értékpapirok arfolyamanak elemzésére sztochasztikus folyamatokat és
differencidlegyenleteket alkalmaznak, amiknek egy részét a késdbbiekben részletesebben

szeretnék bemutatni.



2. Opciok

2.1 Alapfogalmak

Mieldtt az opcidk arazasarol kezdenék el beszélni, eldszor a kapcsolodod fogalmakat
vezetném be. Az opcidk a hataridds tigyletek egyik fajtaja, amivel 1973-ban kezdtek el
kereskedni. Opciokkal a tézsdei és tézsdén kiviili (OTC) piacon is lehet kereskedni.
Opcidkkal tézsdén csak a meghatdrozott, szabvanyositott tulajdonsiagok szerint lehet
kereskedni. A tézsdén leggyakrabban tézsdeindexekre sz616 opcidkkal kereskednek. Ezzel
szemben az OTC piacon leggyakrabban devizdkra és kamatlabakra sz6ld opcidkkal
kereskednek.

Az opci6 nem mas, mint egy lehetéség. Aki opcidt vasarol az egy valasztasi lehetdséget
vasarol arra, hogy egy tavolabbi idépontban az adott terméket (alaptermék) egy adott
mennyiségen megvasarolja vagy eladja. Tehat az opcid nem mas, mint derivativ termék, azaz
értékének nagy rész egy mogottes alaptermék (pl.: kotvény, részvény stb.) alapjan

eredeztethetd.

2.1.1. Definicio: Az opcio egy olyan szarmaztatott termék, amely az egyik félnek az
opcids dij megfizetése ellenében jogot biztosit arra, hogy a jovOben valamit

megvegyen vagy eladjon, anélkiil, hogy erre kotelezné.

A definiciobol lathato, hogy egy opcios ligyletnek mindig két szerepldje van:
e avevd vagy jogosult, aki megvasarolta a jogot,
e azelado vagy kotelezett, aki eladta a jogot, vagyis szamara egy kotelezettség

alakult ki.

,»Az opcio tehat aszimmetrikus iigylet, hiszen az egyik szereplonek csak joga, a
masiknak csak kotelezettsége van.”! A vevének az opcios jogaért egy opciés dijat kell

megfizetnie az eladonak.

! Fazakas, Gergely: Vallalati pénziigyek 2. Budapesti Corvinus Egyetem, Pénziigyi és Szamviteli Intézet;
Tanszék Pénziigyi Tanacsado és Szolgaltatd Kft., Budapest, 2017, 139-157. o.
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2.1.2. Definicio: Az opcios dij vagy prémium, a vételi vagy eladési jogért fizetett

0sszeg.

Az opcios dijat mindenképp ki kell fizetnie a vevonek attdl fiiggetlentl, hogy ¢él-€ a
jovében az opcids jogaval vagy sem. A vevo az opciods jogaval valo élését az opcio
lehivdsanak nevezziik.

A lejarati idépont (maturity, exercise date vagy expiration date) az a nap, amikor az
opcio lehivasra vagy kifuttatasra keriilhet a piaci arfolyamtdl fiiggéen, amit T-vel jeldliink.

Az opcib lejarati idépontjaban kétféle dolog torténhet:

e avevo gyakorolja a jogat,

e az opcio lejar, a vevo nem €l a jogaval és nem is adja el.
2.2 Az opciok tipusai

Az opciokat tipus szerint tobbféleképpen tudjuk csoportositani. Ezek koziil az egyik

tipus, hogy megadjuk milyen tevékenységre vonatkozo jogot biztosit.

2.2.1. Definicié: A vételi (call) opcio arra ad jogot a tulajdonosanak, hogy az
alaptermeéket egy adott kotési arfolyamon, egy adott jovobeli iddpontban
(lejarat) megvasarolja egy bizonyos opcios dij ellenében.

2.2.1.1. Lejaratkori értéke: ¢ = max (St — K, 0), ahol ¢y a vételi opcio értéke,
St alejaratkori arfolyam és K a kotési arfolyam (exercise price, strike
price).

2.2.1.2. Nyeresége: ¢y — opcios dij(+kamat)

2.2.2. Definici6: Az eladési (put) opci6 arra ad jogot a tulajdonoséanak, hogy az
alaptermeéket egy adott kotési arfolyamon, egy adott jovobeli idodpontban
(lejarat) eladja egy bizonyos opcios dij ellenében.

2.2.2.1. Lejaratkori értéke: pr = max(K — Sz, 0), ahol p; a vételi opcio értéke,
St alejaratkori arfolyam és K a kotési arfolyam.

2.2.2.2. Nyeresége: p; — opcids dij(+kamat)

Az opcios ligyleteknek két oldala van. Az egyik oldalon a befektetd all, aki hosszu
5



(long) pozicidban van, vagyis megvette az adott opcidt. A masik oldalon pedig egy masik

befektetd all, aki rovid (short) pozicidban van, vagyis eladta az adott opciot.

A Kkifizetéseknek négy alapvetd pozicidja lehetséges?:
1. Hosszu pozici6 egy vételi opcidoban (long call — LC):
Legyen K a kotési arfolyam és Sy a lejaratkori arfolyam, ekkor a kifizetés értékét ugy
kapjuk meg, hogy:
max(S; — K, 0).

2. Rovid pozicio egy vételi opcioban (short call — SC):
A pozici6 akkor keriil lehivasra, ha az alaptermék lejaratkori arfolyama nagyobb, mint a
kotési arfolyam (S; > K). A kifizetés értékét tigy kapjuk meg, hogy:
—max(Sy — K,0) = min(K — S, 0).

3. Hosszu pozicio egy eladasi opcidban (long put — LP):
A kifizetés értékét ugy kapjuk meg, hogy:
max(K — S7,0).

4. Rovid pozicid egy eladasi opcidban (short put — SP):
A kifizetés értékét gy kapjuk meg, hogy:
—max(K — S7,0) = min(S; — K, 0).

2 Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
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A Payoff A Payoff
S; Sy
K K -
(a) (b)
4 Payoff 4 Payoff
5; Sy
K K
(c) (d)

1. dbra Opcios poziciok lehetséges fajtai: (a) Long call; (b) Short call; (c) Long put; (d) Short put.
(Forras: Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015.)

Az opciokat lehivhatosaguk alapjan két f6 tipusba sorolhatjuk. Az egyik a plain vanilla,
vagy mas néven az egyszerl opcid, ahova az eurdpai opciokat tudjuk sorolni. A masik 6
tipusa pedig az egzotikus opciok. Ezeken a tipusokon beliil még megkiilonbdztethetiink
bermudai, dzsiai és mas opciokat is.

Az europai opciondl az opcios joggal csak a lejarat napjan lehet €lni, vagyis csakis
ebben az idopontban kertilhet lehivasra. A lejaratkori értéke megegyezik a jegyzési ar €s az
alaptermék aranak kiilonbségével, vagy nullaval.

Az amerikai opcio abban tér el az eurdpai opciotol, hogy az opcid a lejarati idépontjaig
barmikor lehivhaté. Ertéke megegyezik a jegyzési ar és az alaptermék aranak
kiilonbségével, vagy nullaval.

Az egzotikus opciok mar bonyolultabb opciok, melynek tobb fajtaja is van (példaul: az
azsiai opciok, a bindris opcidk, a visszatekintd opciok, a limitaras opcidk €s a valaszthato
opcidk). Azsiai tipust opcio esetében az értéke megegyezik az alaptermék lejaratkori

aranak €s az opcio élettartama alatti atlagaranak a kiilonbségével, vagy nulléval.



2.3 Az opcid értéke?

Ebben a részben szeretném bemutatni, hogy egy amerikai opcio esetében, milyen

tényezok befolyasoljak az opcio dijat.

Az opci6 dijat hat tényezd befolyasolja:

=

a jelenlegi részvényarfolyam nagysaga (S;),
. a kotési arfolyam nagysaga (K),
. a lejarataig hatralévé id6 (T),

2

3

4. az alaptermék volatilitasa (o),
5. a kockazatmentes kamatlab (),
6

. a futamido alatt esedékes osztalék.

Vizsgaljuk meg a fentebb emlitett tényezdket. Ha egy vételi opcio értéke annal
nagyobb, minél jobban meghaladja a jelenlegi arfolyam a kotési arfolyamot. Viszont, ha a
kotési arfolyam értéke a magasabb, akkor az opci6 értéktelen. Eladasi opciok esetében
ellentétesen viselkednek. Ebbdl lathato, hogy ha n6 a részvényarfolyam, akkor a vételi
opcio értéke is novekszik, mig az eladési opcid értéke csokken.

Vételi amerikai opci6 esetében az opcid értéke annal tobbet ér, minél nagyobb a
lejaratig hatralévo id6, viszont az eladasi amerikai opcid esetére ez nem feltétleniil igaz. Ez
abbol kovetkezik, hogy minél nagyobb a hatralévé 1d6, annal jobban kiszamithatatlan,
hogy hogyan valtozik az arfolyam. Az eurdpai opciok esetében a hatralévd id6 nem

befolyasold tényezd, ugyanis csak a lejaratkor lehet lehivni az opciot.

2.3.1. Definicio: A volatilitas egy adott deviza arfolyamanak valtozékonysagat leird

érték.

A volatilitas esetében az figyelhetdé meg, hogy ahogyan né a volatilitas értéke, ugy nd
annak az esélye is, hogy a részvény vagy nagyon jol vagy nagyon rosszul teljesit.

A kockazatmentes kamatlab esetében mar nem egyszerti bemutatni a hatasat az opcid
értekére. Azt tudjuk, hogy ha a kamatlab novekszik, akkor az elvart névekedési litem is

novekszik, viszont a jovobeli pénzaramléasok jelenértéke csokken. Tehat egy eladasi opcid

3 Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
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értéke csokken és a vételi opcid értéke nd.
Az osztalék esetében az lathatd, hogy a részvények arfolyama csokken az
osztalékfizetési napot kovetden, ami egy vételi opcio tulajdonosanak rossz hir, de egy

eladasi opcid tulajdonoséanak jo.

Europai vételi Europai Amerikai Amerikai
Valtozok
opcio eladasi opcio vételi opcio eladasi opcio
Részvényarfolyam + - + -
Kotesi arfolyam - + - +
Lejarati
J g 2 ? + +
hatralévo ido
Volatilitas + + + +
Kockazatmentes
+ - + -
kamatlab
Osztalékok - + - +

1. tablézat Kiilonbézé tén yezOk hatasa az opcio arara
(Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015.)

Ezeket a tényezOket két részre bonthatjuk. Az egyik az opcio belsé értéke, a masik az

idoértéke, melyek 6sszegébdl megkapjuk az opcid dijat.

2.3.1. Definicio: Amerikai opcio esetében az opcio belso értéke az a nyereség, amelyet
az opcid jogosultja elérhet az opcid azonnali lehivasaval. Az opcid belso értéke a
jogosult szamara legalabb nulla — ha nem adna nyereséget az opci6 azonnali

lehivasa, akkor nem hivja le.

Bels6 értéknek haromféle tipusat kiilonboztetjiik meg:
1. In the money (ITM): Az opcio értéke pozitiv, tehat ez opcid esetében azt jelenti,
hogy az alaptermék ara nagyobb, mint a kotési arfolyam.
2. Out of the money (OTM): Az opcid belsé értéke negativ, tehat ez vételi opciod
esetében azt jeleni, hogy a kotési arfolyam nagyobb, mint az alaptermék ara.
3. At the money (ATM): Az opcio belso értéke zérus, vagyis az alaptermék ara

megegyezik a kotési arfolyammal.



PV 4

Opcids dij

ITM

L J

oTM EX Py

2. dbra Vételi opcio belso értéke és opcios dija
(Forras: Fazakas, Gergely: Vallalati pénziigyek 2. Budapesti Corvinus Egyetem, Pénziigyi és Szamviteli Intézet; Tanszék
Pénziigyi Tandcsado és Szolgaltaté Kfi., Budapest, 2017)

Opcids dij

EX oM P,

3. dbra Eladasi opcio belso értéke és opcios dija

(Forras: Fazakas, Gergely: Vallalati pénziigyek 2. Budapesti Corvinus Egyetem, Pénziigyi és Szamviteli Intézet; Tanszék
Pénziigyi Tandcsadd és Szolgaltato Kft., Budapest, 2017)

2.3.2. Definicio: Az opcio kiilsé értéke vagy mas néven az idéértéke a prémium és az

opcio belsd értékének a kiillonbozete.
Az opcid id6értéke annal nagyobb, minél nagyobb a lejaratig hatralévo id6: Tehat minél

nagyobb még a lejaratig hatralévo id6, annal nagyobb esély van arra, hogy az alaptermék

ara valtozni fog, ami pedig ahhoz vezet, hogy az opcio egyre értékesebb lesz.
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PV=c 4

Opci6s di

Prompt érték

Belso értek

Idoérték

P

Py

4. abra Vételi opcio belsé értéke, idoértéke és opcios dija
(Forras: Fazakas, Gergely: Vallalati pénziigyek 2. Budapesti Corvinus Egyetem, Pénziigyi és Szamviteli Intézet; Tanszék
Pénziigyi Tandcsado és Szolgdaltaté Kfi., Budapest, 2017)

2.4 Az opcids dij alsé és fels6 korlatai®

Az opcios dij lehetséges minimum €és maximum értékét kiillonbozo feltételek alapjan
hataroztak meg. Ezek a feltételek attol fliggtek, hogy éppen eurdpai vagy amerikai
opciokrol volt szo.

Az opcios dij also és felso korlatai az r kockazatmentes kamatlabon kiviil nem fliggenek
a 2.3 alfejezetben bemutatott tényezokt6l. Amennyiben az opcio dija a fels6 korlat felett
vagy az also korlat alatt van, nyereségszerzési lehetdség van az arbitrazsérok szamara.

Egy vételi opcid, mint azt mar koradbban is bemutattam, jogot biztosit a vevd szamara
arra, hogy az alapterméket egy adott aron megvasaroljon. Ebbdl kovetkezik, hogy attol
fliggetleniil, hogy hogyan valtoznak az arfolyamok a lejarat végén az opcid nem érhet
tobbet, mint az alaptermék meghatarozott ara. Tehat a felsd korlat eurdpai és amerikai
opciok esetében:

c<Sy¢ésC < S,.

Az eladési opcio esetében a tulajdonos eladasi jogot vasarol maganak, ami azt jelenti,
hogy a lejaratkor egy meghatarozott K kotési arfolyamon eladhatja az alapterméket.
Hasonl6an, mint a vételi opcid esetében, legyen barmilyen alacsony az alaptermék ara, az
nem lehet magasabb, mint a kotési arfolyam. Tehat amerikai opcid esetében:

P <K.

Eurodpai opcio esetében tudjuk, hogy a lejaratkor az opcidé nem érhet tobbet a K kotési

4 Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
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arfolyamnal, tehat jelenérték szamitassal megkapjuk, hogy az als6 korlat:
p <Ke T,

Amerikai vételi opcio esetén nem érdemes 1d6 elott lehivni egy ITM amerikai tipusu
vételi opcidt, ugyanis az opci6 tulajdonosa lehivas esetén elesne a felhalmozhatd
kamatoktol. Tehat elvesztjiik azt a biztositast, amit az opci6 jelent, illetve a kotési ar adott
1dore vonatkozé kamatat. Mivel, ha korabban hivjuk le, akkor mivel ki kell fizetniink a
kotési ar osszegét. Ebbol kovetkezik, hogy egy osztalékot nem fizetd részvényre sz6lo
amerikai vételi jog mindig ugyanannyit ér, mint egy ugyanarra a részvényre vonatkozo
europai vételi jog. A vételi opcid dija pedig mindig a belso értéke felett lesz.

Amerikai eladési opcid esetén mar érdemes lehivni a lejarati id6 eldtt. Az eladasi opcio
lehivéasa egyre vonzobba valik, minél inkabb csokken az S és a volatilitas, valamint minél

inkabb nd az r értéke.

2.5 Paritasok

Egy alapterméket tobbféle mddon lehet megvasarolni. A vasarlas torténhet az azonnali
piacon, ahol a jelenben, a hataridés piacon, ahol a jovOben és az opcids piacon, ahol mind a
két idépontban torténik fizetés.

Ha a kiilonb6z0 piacokon nem all fent a kifizetések egyenldsége, akkor arbitrazsra van

lehetdség.

3.5.1. Definicié: Az arbitrazs olyan kockazatmentes nyereség, ami egy adott pénziigyi

termék két piacon torténd vételével €s eladdsaval realizalhato.

A piacok kozott az alabbi egyenldségeknek kell fennallnia:
1. Hataridds arfolyam: Az azonnali és a hataridds piaci arak kozotti eltérésnél nincs

lehetdség arbitrazsra, amit a kamatparitas elve fogalmaz meg.
4.5.2.Definicio: (kamatparitas elve) Legyen A és B két valuta, ekkor A és B hataridés
arfolyama a prompt arfolyamuktol a két valuta kamatlabainak ardnyéaban tér el
egymastol.

2. Put-Call paritéas: A hataridds és az opcids piac kozott.
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3. Konverzid: Az azonnali és az opcids piac kozott.

4. Box tligylet: Opcios piacok kozott.

2.6 Put-Call paritas>

A Put-Call paritas segitségével kiszamithato egy put opcid dija egy call opcid dijabol,
illetve forditva is igaz. Ahhoz, hogy megértsiik mir6l is szol és hogyan miikodik a Put-Call
paritds vegylink alapul két portfoliot.

Az els6 portfolio legyen egy put portfolid, ami egy S, értékli részvény vasarlasabol és
egy erre a részvényre sz616 K kotési arfolyamu eladési opcid vasarlasabol all. A portfolio

értékét az alabbi tablazat szerint irhatjuk le:

Elsd portfolio Sr<K Sr>K
Részvény ertéke (R) St St
Eladasi opcio értéke (LP) K-St 0
Portfolio értéke (R + LP) K St

2. tablazat Elsé portfolio érteke
(Forras: Tamas, N.; & Emil, K., 2002)

A masodik portfolioval egy K kotési arfolyamu vételi opcidt és az opcid kotési
arfolyamaval megegyez6 névértéki és az opcio lejarataval megegyezd lejarati

kincstarjegyet.
2.6.1. Definicié: (Kincstdarjegy) Olyan hitelviszonyt megtestesitd értékpapir, melyet
kizarélag az allam adhat ki (hazankban az Allamadéssag Kezelé Kozpont).

Futamideje egy €v, allami garancia szavatolja a befektetOk biztonsagat.

A portfolio értékét az alabbi tablazat szerint irhatjuk le:

Masodik portfolio Sr<K St >K
Kotvény ertéke (K) K K
Veteli opcio értéke (LC) 0 Sr—K

% Tamas, N., & Emil, K. (2002). Sztochasztikus jelenségek. (1). 3.3. fejezete alapjan
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Portfolio ertéke (K + LC) K St

3. tabldazat Mésodik portfolio értéke
(Forras: Tamas, N.; & Emil, K., 2002)

Legyen Cr az eladasi opcid és Pr a vételi opcid lejaratkori értéke, €s a kockazatmentes
kamatlab 0. Ha a kotési arfolyam magasabb, mint a részvény arfolyama, akkor az eladasi
(put) opcio esetében a kifizetés értéke (K — Sy), mint ahogy az 2. tablazat Els6 portfolio
értéke lathato, illetve vételi (call) opcid értéke pedig 0, ami a 3. tablazat Masodik portf6lio
értéke talalhato.

A fentiek alapjan lathatjuk, hogy mind a két portf6li6 azonos kifizetést eredményez,
vagyis részvénybdl és az eladasi opciobol allo portfolionak meg kell egyeznie a kotvénybol
¢s a vételi opciobol allo portfolioval. Ezek alapjan az alabbi 6sszefiiggést tudjuk felirni a T
lejaratkori id6pontban:

Cr—Pr=0—(K—Sp).
A zargjel felbontas utan pedig megkapjuk, hogy
Cr—Pr=5r—K.
Az egyenlet atrendezésével pedig az alabbi egyenletet kapjuk:
St +Pr =K+ Cy.

Ezt az egyenletet nevezziik Put-Call paritasnak, mivel megadja a vételi és az eladasi
opcid ara kozotti kapcsolatot. Ha nem 4ll fenn az egyenldség, akkor van lehetdség
arbitrazsra. A koztes idOpontokban is egyenldségnek kell fennallnia, mert kiilonben az

egyik félnek arbitrazsra lenne lehetdsége.

2.6.1. Tétel: Legyen C egy vételi opciod ara, amely lehetové teszi, hogy tulajdonosa K
kotési arfolyamon vasaroljon a T lejarati idoben egy részvényt és legyen P egy
eladasi opcid ara, amely lehetdvé teszi, hogy tulajdonosa K kotési arfolyamon
eladjon a T lejarati idoben egy részvényt. Legyen tovabba S, a részvény 0
kezddidében a részvény arfolyama. Ekkor az alabbi egyenldség 4ll fenn

So+Po=K——+Co,

ellenkezd esetben arbitrazsra van lehetdség.
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3 Opciok arazasa

Ebben a fejezetben azt szeretném ismertetni, hogy hogyan is kapjuk meg mennyit is ér
valdjaban az opcid. Az opcid aranak megallapitasara tobbféle modell is ismeretes, melyek
koziil megemlitésre keriilnek a binomialis fak, a Black-Scholes formula és az empirikus
modszerek is, mint példaul a Monte Carlo szimulécio.

Mielétt elkezdeném bemutatni a fentebb emlitett modelleket, el6szor a kapcsolodo

fogalmakat szeretném bevezetni.

3.1. Definicio: A binomidlis fa egy olyan fa, amely a szarmaztatott termék
futamideje alatt az alaptermék arfolyama altal kovethetd lehetséges utakat
jeleniti meg. Id6ben diszkrét, vagyis 2 allapot felé lehet haladni, vagyis az

arfolyam csokken vagy n6 az eléz6 iddszakhoz képest.

3.2. Definicié: A delta a szarmaztatott termék ar valtozasat mutatja meg az

alaptermék ar valtozasanak hatasara.

3.1 Jelolések

A tovabbiakban az alabbi jeloléseket fogom hasznalni:
S: ajelenlegi részvényarfolyam
K:  kotési arfolyam
T:  azopcid lejarati ideje
t: a jelenlegi id6pont

Sr: arészvény arfolyama a T idépontban

r: a T id6pontig érvényes kockdzatmentes kamatlab

C:  egy részvény megvasarlasara sz0l6 eurdpai opcio értéke
C:  egy részvény megvasarlasara sz0l6 amerikai opci6 értéke
p:  egy részvény eladasara sz6l6 eurdpai opciod értéke

P:  egy részvény eladdséra sz616 amerikai opci6 értéke

0. arészvény arfolyamanak a volatilitasa
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3.2 Egyperiodust binomidlis fak®

Az opciok arazasi modellek alapja a binomialis fak, melyek megmutatjak a vizsgalt
opcid mogott 1évo alaptermék arfolyamanak jovobeli lehetséges alakuléasait egy fa graf

formajaban.

3.2.1 Altaldnositasa

Vegylink alapul egy osztalékot nem fizetd részvényt, melynek arfolyama a kiindulasi
pontban S,, és egy erre a részvényre vonatkozd szarmaztatott terméket, melynek jelenlegi
ara f. A T id6pontban a részvény arfolyamanak novekedése esetén a részvény arfolyama S -
rol vagy S,,-ra novekszik és az opcid ara f,, viszont, ha a részvény arfolyama S;-re csokken,

akkor az opcio ara f lesz.

g Sod
d

5. dbra A részvénydrfolyam és a szarmaztatott termék dra
(Forras: John Hull. Options, Futures and Other Derivatives. Prentice Hall, 2015. 276. 0.)

Vegyiink egy portf6lidt, amely 4 mennyis€gii részvénybdl €és egy szarmaztatott
termékbdl all. Nézziik meg, hogy milyen A értékeknél lesz a portfolié kockazatmentes:
e Ha arészvényarfolyama novekszik, akkor a portfolio értéke: S,4 — f,

e Ha arészvény arfolyama csokken, akkor a portfolio értéke: Sy;4 — f,4

A portfolio akkor lesz kockazatmentes, ha a portfolio értéke mindkét lehetséges esetben
ugyanakkora (kockdzatsemleges értékelés). A kockazatsemleges értékelés nevét arrol

kapta, hogy a varhato érték alapjan araz €s a kockazatot nem vessziik szamitasba. Ezaltal a

® Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
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két fenti egyenletet egyenldvé tessziik:

Sul — fu = Sa4 — fa,
akkor az egyenlet atrendezésével megkapjuk a delta értékét, azaz

— fu _fd
Su_Sd.

A képletben szerepld delta fogalma a 3.2-es definicidban olvashat6. Ekkor azt kapjuk,

A

hogy a kapott A esetén a portfolié kockazatmentes.

3.2.2 Kockazatsemleges értékelés

Ugy kell megvalasztanunk a 4 -t, hogy a portf6lié kockdzatmentes legyen és az értéke
ugyanakkora legyen mindkét lehetséges részvényarfolyam esetén. Jeldljiik a
részvényarfolyam novekedésének valosziniiségét p-vel és a csokkenést (1 — p)-vel.

A szarmaztatott termék varhato kifizetése: pf,, + (1 — p)fy.

Az eldz0 alfejezet végén talalhato egyenletbdl lathato, hogy a A kiszdmithato a
szarmaztatott termék és a részvény arvaltozdsanak hanyadosaként.

Ha a kockézatmentes kamatlab r, akkor a portf6lio jelenértéke a folytonos id6ben:

-rT

(Sud = f)° .
A portfolio 1étrehozasanak koltsége: SA — f.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy
SA—f = (Syd—fe™™.

A A helyére val6 behelyettesités €s egyszertisitést kovetden, az alabbi formulat kapjuk

eredmeényiil:
f=epfu+ A =p)fal,
ahol,
B e'T —d
p= u—d -’

3.2.3 Példa egyperiddusu binomidlis fara
A vizsgalt termékiink legyen egy eurdpai vételi opcid, amelynek a kotési arfolyama
4200 dollar és harom honap mulva jar le. Legyen a részvény jelenlegi arfolyama 4000

dollar, ami a harmadik hénap végére novekedhet 4400 dollarra vagy csokkenhet 3600
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dollérra.

Vegylink alapul egy kockdzatmentes vilagot, melyben a részvényarfolyam
novekedésének valoszinliségét jeloljiik p-vel. Ekkor a részvény varhaté hozaméanak meg
kell egyeznie a 12%-os kockazatmentes kamatlabbal, vagyis a p-nek ki kell elégitenic az
alabbi egyenletet:

4400p + 3600(1 — p) = 4000e%12%025
tehat,
800p = 4000e%12%0:25 — 3600.

Vagyis p = 0,6522. Ebbdl kovetkezik, hogy a harmadik honap végével az opcio értéke
0,6522 valoszintiséggel ér 200-at, és 0,3478 valoszintiséggel ér nullat. Ezaltal az opcid
varhat6 értékét az alabbi egyenlettel kapjuk meg:

0,6522 x 200 + 0,3478 x 0 = 130,44 $.

Az opcid értéke a kockazatmenetes kamatlabban diszkontalva:

e~012x0.25 % 130,44 = 126,5849 §$.

3.3 Kétperiddusu binomidlis fak’

A kétperiddust binomialis fadknal az egyperiodusu binomidlis fakhoz hasonloan
tovabbra is a részvény arfolyamanak lehetséges valtozasait vizsgaljuk. A két tipus kozott

az a kiilonbség, hogy tobb iddszakot vizsgalunk és a valtozasokat egymasra épitjlik.
3.3.1 Altaldnositasa
Ahogyan azt az egyperiodusu binomidalis faknal is bevezettiik, a kétperiodusu binomidlis

fanal is, a részvény arfolyama vagy a kezdeti arfolyam u-szeresére n6, vagy d-szeresére

csOkken.

" Hull, John C.: Opcidk, hatéridés ligyletek és egyéb szdrmaztatott termékek Panem, Budapest 2009. alapjan
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Spd?

S
® g

6. dbra A részvényarfolyam és a szarmaztatott termék ara kétperiodusu binomialis fa esetén
(Forras: John Hull. Options, Futures and Other Derivatives. Prentice Hall, 2015. 283. 0.)

Ahogy az egyperiddusu binomialis fanal, itt is feltessziik, hogy a kockazatmentes
kamatlab r, és az id6intervallumok hossza At év.

Az egyenlet ismételt alkalmazasabol adodik, hogy:
o fu=eTphiy+ 1 —D)fudl
o fa=e T pfug+ (1 —p)fadl
o f=eTpfy+ A —p)fal

Az egyenletbe valo behelyettesités utan az alabbi egyenletet kapjuk eredményiil:
f=e " p*fun + 20(1 = P) fug + (1 = p)*faal.
Az egyenletben lathato p?, 2p(1 — p) és (1 — p)? adja meg a binomialis fa also,
kozeépso és felsd végpontjainak a valdszintiségeét.
Egy kockéazatsemleges vilagban megvizsgalva az opci6 dra megegyezik a varhato

értéknek a kockdzatmentes kamatlabbal diszkontalt jelenértékével.
3.3.2 Példa kétperidédusu binomialis fara amerikai opcié esetén

A vizsgalt szarmaztatott termék egy kétéves amerikai opcid, melynek a kotési
arfolyama legyen 10400 dollar, jelenlegi arfolyama 10000 dollar. Feltessziik, hogy a két év
alatt két egyéves periodus van, ahol mind a két idészak alatt a részvény arfolyama vagy
novekszik 20%-kal vagy csokken 20%-kal. A kockazatmentes kamatlab pedig 5%.

Szamitsuk ki a kockdzatmentes valoszintiség értékét:

0,051 __

e ,8
= 0,6282.

P="12-08

A jelenlegi arfolyambol kiszamitva megkapjuk a lehetséges részvényarfolyamokat:
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e S, =12000,

e S, =8000,
e S, = 14400,
e S,u=9600,
e S, = 6400.

Ezekbdl az adatokbol pedig mar ki tudjuk szamitani az alabbi értékeket is, ha tudjuk,
hogy At = 1:

e Ha kétszer is emelkedne az arfolyam, akkor 10000 x 1,22 = 14400. Ezut4n, ha a
14400-at kivonom a k&tési arfolyambol a 10400 dollarbol, akkor a kapott érték
negativ lenne ¢és igy f,,,, = 0.

e Ha az arfolyam egyszer ndvekedne és egyszer csokkenne, akkor 10000 x 1,2 X
0,8 = 9600. Ezutan a kotési arfolyambol kivonva megkapom, hogy 10400 —
9600 = 800 ¢és igy f,q = 800.

e Ha az arfolyam kétszer is csdkken, akkor 10000 X 0,82 = 6400. Ezt kivonva a
10400 dollar kotési arfolyambol eredményiil 4000-et kapok, vagyis f;4 = 4000.

Az S,, csticspontban az opci6 értéke az f,, = e " [pf,, + (1 — p)f,a] egyenletbe valld
behelyettesitést kdvetéen f, = e~%05%1[0,6282 x 0 + (1 — 0,6282)800] = 282,9337 és
a varhato kifizetés értéke 10400 — 12000 = —1600, tehat az opcio lejarata eldtt a lehivas
nem optimélis. Az S; csticspontban az opcid értéke az f; = e "¢ [pfua + (1 — D) faal
egyenletbe vald behelyettesités alapjan f; = e~%05%1[0,6282 x 800 + (1 —
0,6282)4000] = 1892,7183 és a varhato kifizetés értéke 10400 — 8000 = 2400, tehat
az opcio lejarat eldtt a lehivas optimélis. Az f = e "T[pf, + (1 — p)f4] egyenletbe vald
beillesztést kovetden a kiinduldopontban a kdvetkezd eredményt kapjuk:

e~005%1(0,6282 x 282,9337 + 0,3718 x 2400) = 1017,8716 $,
mig a varhato kifizetés értéke 400, igy a lejarat el6tti lehivas nem optimalis. Ebbdl

kovetkezik, hogy az opcio értéke 1017,8716 dollar.

A binomialis fak, amiket bemutattam egyszeriiek voltak, viszont a gyakorlatban az
opciods ligylet élettartamat nem csak egy- vagy két binomidalis elmozdulésra, hanem
altalaban harminc vagy tobb idGszakra bontjak. Az u és d értékeket pedig a

részvényarfolyam volatilitasabol (o-bol) hatarozzak meg. Ha At-t egy idOperiddus
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hosszaként definialjuk, akkor az alabbi képleteket kapjuk u és d, valamint a

kockazatmentes valdszinliség (p) meghatarozasara:

3.4 Delta

A delta fontos paraméter az opcidk arazasa és a kockazatuk fedezése szempontjabol.
A részvényopciod deltaja, az opcid arvaltozasanak €s az alaptermék arfolyamvaltozasanak
hanyadosa. Jelolés: 4

opci6 aranak valtozasa 6f

 alaptermék arfolyaméanak valtozasa  6&s

crer

3.3.1. Definicio: A kockazatmentes fedezést delta fedezésnek vagy delta hedging-nek

nevezziik.
Deltahoz hasonloan mas szenzitivitdsokat is lehet vizsgélni.

A delta eldjele lehet pozitiv és negativ is. El¢jele pozitiv, ha megvasarolunk egy vételi
opcidt vagy eladunk egy eladasi opciot, ugyanis ilyen esetekben a piaci arfolyam
novekedésére szamitunk. Ha egy eladasi opciot vasarolunk vagy egy vételi opciodt adunk el,
akkor pedig az arfolyam csokkenését varjuk.

A deltanak az abszolut értéke vételi opcio esetén 0 és 1, mig eladési opcid esetében —1
vagyunk, akkor a delta értéke a 0-hoz kozelit, ha at the money pozicidoban vagyunk, akkor
0,5 és ha in the money-ban vagyunk, akkor pedig az 1-hez kozelit az értéke. Ez azt jelenti,
hogy minél nagyobb a mdgottes alaptermék arfolyama, anndl nagyobb az opcio értéke. Az

eladasi opcid pontosan ellentétesen viselkedik.

21



3.5 Sztochasztikus folyamatok®

Azokat a folyamatokat, melyet valdszinliségi valtozok jellemeznek sztochasztikus
folyamatoknak nevezziik. A valoszinliségi valtozok értéke idoben bizonytalanul valtozik.
A sztochasztikus folyamatok tipusai:
o idoben diszkrét (discrete time): olyan folyamatok, melyek esetében a valtozo
értéke csak meghatarozott idépontokban valtozhat
e idoben folytonos (continuous time): olyan folyamatok, melyek esetében a valtozo
érteke barmikor valtozhat
o diszkrét valtozoju (discrete variable): az alap valtozo6 csak meghatarozott értéket
vehet fel
o folytonos valtozoju (continuous variable): az alap valtozo6 barmilyen értéket

felvehet

A sztochasztikus kalkulus célja, hogy a differencidlszdmitast kiterjessze a
sztochasztikus folyamatokra. A szamitasok soran olyan Riemann integralokat
alkalmazunk, ahol az integrandusban egy sztochasztikus folyamat (Wiener-folyamat)
szerepel. A sztochasztikus folyamaton vagy mas néven véletlenszer(i folyamaton mindig
egy kétvaltozos fliggvényt értiink, ahol az egyik valtozo6 az idd, amit altaldban a t jelol, a
masik pedig egy véletlen paraméter, amit az w jelol. Az w lehetséges értékeit egy

(Q, A, P) valoésziniiségi mez6bol kapjuk.

4.1. Definicié: Azokat a folyamatokat, amelyeknél egy valtozé értéke idodben

bizonytalanul valtozik sztochasztikus folyamatoknak nevezziik.

A folyamatokat ugy tudjuk elképzeli, hogy egy ¢ = 0 iddpillanatban kivalasztunk egy
véletlen értéket w-nak, melyet, ha rogzitiink, megfigyelhetjiik a t +— &(t, w) trajektoriat,
vagy mas néven a folyamat realizaciojat. A trajektoridknak a nehézségei, hogy szélsdséges
matematikai tulajdonsagokkal rendelkeznek, példaul nem folytonosak és tele vannak

szakadasokkal, ugrasokkal.

4.2. Definicio: A folytonossagon azt értjiik, hogy feltessziik, hogy a trajektoriak

8 Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
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folytonos fiiggvények.

3.5.1 Markov-tulajdonsag

A folyamat Andrej Markov orosz matematikus nevéhez fiizédik. A Markov-folyamat
(Markov process) olyan specialis sztochasztikus folyamat, ahol csak a valtozé mostani
értéke relevans a jovo eldrejelzése szempontjabol, és nem fiigg a multbeli allapotatol. Ez
azt jelenti, hogy az adott idOpillanatban a részvény arfolyama tartalmazza az 6sszes

sziikséges informéaciot.
3.5.2 Wiener-folyamatok

A sztochasztikus folyamatok egyik leghiresebb fajtaja a Wiener-folyamatok csaladja,
melyet Norbert Weiner amerikai matematikusrdl neveztek el. Mas néven Brown-
mozgasnak is szoktak nevezni. A Wiener-folyamatok specialis Markov folyamatok. A
pénziigyi folyamatokon kiviil tobb teriileten is alkalmazzak, példaul a kozgazdasagtanban,
a matematikaban és a fizikdban is.

Vegylink egy At iddintervallumot, és egy z valtozoban bekdvetkezett valtozasokat,
melyet Az-vel jeloliink. Ha Az-re teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok, akkor z Wiener-
folyamat:

1. tulajdonsag: Az = VAt , ahol € egy standard normélis eloszlast valosziniiségi
valtozo,
2. tulajdonsag: Az értékei fliggetlenek az iddintervallumra.

Ezekbdl az allitdsokbol 1athato, hogy a Az normalis eloszlast, 0 varhato értékkel, o =

VAt szorassal.

Vegyiink alapul egy T iddszakot, ahol vizsgaljuk meg a z novekedését:
e A znovekedését jeloljik: z(T) — z(0)
o Az ndvekedése N szamu At iddintervallum alatt: N = i
o Igy: z(T) — z(0) = ¥, &VAt, ahol g; (1=1, 2, ..., N) standard normalis
eloszlasu valoszinliségi valtozok.

A kapott egyenletb6l megallapithatd, hogy z(T) — z(0) varhato értéke 0, szorasa VT és
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variancidja NAT = T.
Egy x valtozora a dz fiiggvényében az alabbi moddon irhato fel az altalanositott folyamat
képlete, ahol a a novekedési rata €s b a valtozékonysag értéke:
dx =adt+bdz.
Egy kis At id6intervallumon vizsgalva, az alabbi egyenletet kapjuk:
Ax = aAt + beVAt,
ahol ¢ tovabbra is egy standard eloszlasu valdszinliségi valtozo.
fgy Ax is normalis eloszlasu, aAt véarhato értékkel, bv/At szorassal és b2 At

varianciaval. Tovabba az x valtozasrol is megallapithat6, hogy normal eloszlasa a T

idéintervallumban, aT varhato értékkel, bVT szorassal és b2T varianciaval.

Tehat ebbdl kovetkezik, hogy egy altalanositott Wiener-folyamat varhaté novekedési

rataja a, és variancija b2.
3.5.3 lto-folyamat

Az Ito-folyamat (Ito process) egy altalanositott Wiener-folyamat, ahol az a és b
paraméterek az alapul szolgalo x valtoz6 és az id6 fliggvényei.
Legyen x egy eszkoz arfolyama, ami Ito-folyamatot kovet, ahol dz egy Wiener-
folyamat, és legyen a és b az x ¢és t fiiggvényei:
dx = a(x, t)dt + b(x,t)dz,

ahol az x valtozonak a ndvekedési ratdja a és a varianciaja b2.

3.43.1. Lemma: Haaz f(x,t) fuggvény x-nek és t-nek olyan figgvénye, ahol x a
dx = a(x, t)dt + b(x, t)dz egyenlettel meghatarozott Ito-folyamat, akkor

_(Sf Sf 18%f Sf
df—<aa Eﬁ'zﬁb dt+abdz,

ahol a az egységnyi id6 alatt bekovetkez6 valtozas (drift) és b a szoras (volatilitas). Az Ito-

lemma képletében a dz ugyanaz a Wiener-folyamat, mint az Ito-folyamatban 1év6 dz. A

képletben szerepld i—i hanyadost szokas még A-val, a % hanyadost pedig 8-val is jelolni.

2
Tehat az f fiiggvény is Ito-folyamat, aminek a ndvekedési rataja g—i a+ % + %% b? ésa
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szorasa 2L b,
6x
Tovabba az Ito-lemmabol kovetkezik, hogy az f fliggvény fligg a részvény arfolyamatol
(S) és az id6t6l (t), ami az alabbi Ito-folyamatot koveti:

§f . 6f 18%f , Sf
df—(EHS'i'E-FEEO' S dt+gO’SdZ.

3.5.4 Log-normalis eloszlas

3.5.4.1. Definicio: A log-normalis eloszlas egy folytonos valoszinliség eloszlas, melyre

az jellemzd, hogy a valdszinliségi valtozé logaritmusa normalis eloszlast.

Vegylink alapul egy Wiener folyamatot és az Ito-folyamat segitségével fejezziik ki a
log-normalis eloszlast. Azt mondjuk, hogy a folyamat log-normalis eloszlast kovet, ha

felirhat6 az alabbi képlet segitségével:
2

dinS = <,u—%>dt+adz,

ahol u a részvény atlagos évi névekedése és o az arfolyamok éves volatilitasa. Tehat a
(u — %2) a novekedési paraméter, o pedig a volatilitasi paraméter.

A T id6intervallum adott, igy Sy értékét megkapjuk egy e~N(0,1) standard normalis
véletlen valtoz6 generalasaval:

Sy = Soe(r—az—z)Tﬂrsx/T.

3.6 A Black-Scholes modell®

Az opcidarazas egy masik modszere Fischer Black, Myron Scholes és Robert C. Merton
nevéhez fizddik, amit Black-Scholes modellnek neveztek el és a sztochasztikus kalkuluson
alapszik. Levezettek egy olyan differencialegyenletet, amelyet ki kell elégitenie barmely,

osztalékot nem fizetd részvénytdl fiiggd szarmaztatott termék arfolyaménak.®

® Hull, John C.: Options, futures, and other derivatives — Ninth Edition, Pearson Education Inc., 2015. alapjan
10 F, Black-Scholes, M.: The Pricing of Options and Corporate Liabilities. Journal of Political Economy, 81
(1973.majus-junius), 637-654. 0. alapjan
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A Black-Scholes modell szerint harom féle terméket lehet elkiiloniteni:
e (derivativ
o alaptermék (kockézatos eszkdz)

e kockazatmentes termék (betét)
3.6.1 A Black-Scholes féle arazasi képletek

A folytonos eset hasonloképpen irhatd fel, mint a diszkrét esetben. A diszkrét esetben
val6 levezetés a binomialis fak részben talalhato.
Az arazési képletek levezetéséhez eldszor fel kell irni, hogy mennyi a varhato értéke
egy eurodpai vételi opcionak a lejarat idépontjaban egy kockazatsemleges vilagban:
E[max(S; — X,0)],
ahol E jeldli a varhato értéket egy kockazatsemleges vilagban.
A vételi opcid arat a kockazatmentes kamatlabbal vald diszkontalt értékbol kapjuk:
C = e "TDE[max(S; — X,0)],
ahol C jeloli az opcio arat.
A varhat6 érték integralasaval kapjuk meg az arazasi formulat:
C =SN(dy) — Xe "T-IN(d,).
Az eurdpai eladasi opcid aranak meghatarozasara pedig az alabbi képletet kapjuk:
P =Xe "TT-ON(—d,) — SN(—d,),

ahol
2

ln(f—()+(r+%)(T—t)
di = oVT —t '
S 2
dz:ln()—()+(r—%>(T—t)=dl_a —

oVT —t

és N(x) a standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye.
A Black-Scholes modellt csak az eurdpai tipust opcidkra hasznaljak. Az amerikai

opcidk barmikor lehivhatéak, amire egy bonyolultabb arazasi modellt alkalmaznak.

3.7 Monte Carlo-szimulacio

A Monte Carlo szimulaci6 egy olyan sztochasztikus mddszer, melynek segitségével
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kiilonb6z6, nagy szamu bizonytalan feltétel mellett szimulalni lehet a dontések lehetséges
kimeneteleit. Maga a modell a valosziniliségi eloszlasbol vett mintavételen alapuld
szimulacios eszkoz.

Egy kockazatsemleges vilagban az opcié mogottes termékének az arfolyama (S) a

dS = uSdt + aSdz

folyamatot koveti, ahol a dz egy Wiener-folyamat, a u a varhato kifizetés, a o az arfolyam
volatilitasa és legyen a kamatlab (r) allando. A t id6t osszuk fel N darab At hosszasagu
trajektoriara. Ekkor az arfolyam értéke egy € véletlen valtozo generalasaval a kovetkezo

egyenlet segitségével irhato fel:

dS = uSAt + oSeVAt,
ahol dS a At id6 alatt bekovetkez6 valtozas az € a standard normalis eloszlasbol kapott
véletlenek. A szimulaciot a
S(t + At) — S(t) = uSAt + aSeVAt
rekurziv képlettel kozelithetjiik, ahol S(t) a mogottes termék t-beli arfolyamat jeloli.
A Monte Carlo-szimulacié eredményeként ugyanazt az eredményt kell kapnunk, mint a

Black-Scholes modellel. A szimulacio6 tobb ezer véletlen arfolyam generalasat, majd az
opciohoz tartozé lehivasi értékeket szamolja ki a legeneralt arfolyamokkal, majd ezeket

atlagolja és végiil egy kockdzatmentes rataval diszkontéljuk.
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4 Longstaff-Schwartz modszer!?

Amerikai opciok arazasanal az legfontosabb, hogy meghatarozzuk mi a legjobb
stratégia a befektet6 szamara. 2001-ben Longstaff és Schwartz a legkisebb négyzetek
modszerének alkalmazasaval probalta meghatarozni, hogy mikor is érdemes lehivni egy

amerikai opciot.

7.1. Definicio: A legkisebb négyzetek modszere egy gyakran alkalmazott becslési
modszer, ami minimalizalja a paraméter valodi és becsiilt értéke kozotti eltérés

négyzetdsszeget.

A megkdzelités egyszerlibb megértéséhez eldszor nézziik meg, hogy Longstaff és
Schwartz hogyan mutatta be egy példan keresztiil a tanulmanyukban.

Vegyiink alapul egy 3 éves osztalékot nem fizetd put tipustt amerikai opcidt, amit az
elsd év végén, a masodik év végén €s a harmadik év végén lehet lehivni. A kockazatmentes
kamatlab legyen 6%, a jelenlegi részvény arfolyam 1 és a kotési arfolyam 1,1. Vizsgaljuk

meg a részvényarfolyam 8 lehetséges titvonalat, amit az alabbi tablazat mutat.

Ut t=0 t=1 t=2 t=3
1 1,00 1,09 1,08 1,34
2 1,00 1,16 1,26 1,54
3 1,00 1,22 1,07 1,03
4 1,00 0,93 0,97 0,92
5 1,00 1,11 1,56 1,52
6 1,00 0,76 0,77 0,90
7 1,00 0,92 0,84 1,01
8 1,00 0,88 1,22 1,34

4. tablazat A put opcio lehetséges utjai
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, ‘‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

11'F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, ‘‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”” Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147 alapjan

28



A célunk egy olyan megallasi szabaly létrehozasa, aminek segitségével
maximalizalhatjuk az opciod lehetséges értékét minden egyes pontban. Tegyiik fel, hogy

nem hivjuk le az opciot a 3. év elétt. EKkor a cash-flow az alabbi médon alakul:

S~

t=0 t=1 t=2 t=3
- - - 0,00
- - - 0,00
- - - 0,07
- - - 0,18
0,00
- - - 0,20
- - - 0,09
- - - 0,00

o N oo o B~ W N B
1
1
1

5. tablizat Cash-flow matrix a 3.évben
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, “‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

Az értekeket ugy kapjuk meg, hogy azokon a helyeken, ahol az arfolyam magasabb,
mint a kotési arfolyam ott az érték nulla lesz (azaz lehivom az opciét), ahol pedig az
értekek alacsonyabbak ott a kotési arfolyam és a jelenlegi arfolyam kiilonbségét kapom
eredmeényiil (tehat bent hagyom az opciot).

Ha a Put opci6 a 2. évben éppen in the money (késébbiekben: ITM-ként fogom jeldlni)
pozicidban van, vagyis az értéke pozitiv, akkor a befektetonek el kell dontenie, hogy le
szeretné-e hivni az opciot vagy tovabb bent akarja tartani. A 4. tablazat A put opcio
lehetséges utjaiszerint a 2. évben csak az 1-es, 3-as, 4-€s, 6-o0s és 7-es uton van ITM. AV
folytatasi értéket az alabbi modon tudjuk kiszamitani:

V =a+ bS + cS?,
ahol S a részvény arfolyama.

A 2. évben. Az 6t megfigyelés, ahol ITM pozicidoban vagyunk a kdvetkezdek: 1,08;
1,07, 0,97; 0,77 és 0,84 a 4. tablazat A put opcid lehetséges utjaiszerint. Jelolje Y a diszkontalt
pénzaramlast, amit egy linearis regresszioval kapunk meg az alabbi moédon: Y = S x e "7,

Az egyszerii linearis regresszio modelljében szerepld Y tagot egy S konstanssal és az S2
hibataggal magyarazzuk.

A kapott regresszids fliggvényliink a 2. évre vonatkozoan:

V =-1,070 + 2,983S — 1,813S2.
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Ut Y S
1 0,00 x 0,94176 1,08
2 - -
3 0,07 x 0,94176 1,07
4 0,18 x 0,94176 0,97
5 - -
6 0,2 X 0,94176 0,77
7 0,09 x 0,94176 0,84
8 - -

6. tablizat Regresszio a 2. évben
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, *Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

Az ITM pozicidban 1évo eseteknél, ahol ugy dont a befektetd, hogy le kivanja hivni az
opciot, ott a lehivasi értéket megkapjuk az 1,10 — X képletbdl, ellenkezd esetben a V
folytatasi értéket kapjuk. Ezek alapjan az alabbi tdblazatot kapjuk eredménytil:

~

Ut Lehivasi értéek Folytatasi érték
1 0,02 0,0369

2 - -

3 0,03 0,0461

4 0,13 0,1176

5 - -

6 0,33 0,1520

7 0,26 0,1565

8 - -

1. tablazat Lehivasi és folytatasi értékek a 2. évben
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, ‘‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

A tabléazat alapjan lathato, hogy a 4., 6. és 7. lehetdségeknél érdemes lehini az opciot
ugyanis a lehivasi érték magasabb, mint a folytatasi érték. Az adatok alapjan fel tudjuk irni

az uj cash-flow matrixot.
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Ut t=0 t=1 t=2 t =

1 - - 0,00 0,00
2 - - 0,00 0,00
3 - - 0,00 0,07
4 - - 0,13 0,00
5 - - 0,00 0,00
6 - - 0,33 0,00
7 - - 0,26 0,00
8 - - 0,00 0,00

8. tabldzat Cash-flow matrix a 2.évben

(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, *Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

Mint ahogy a 8. tablazat Cash-flow matrix a 2.évben is lathato, ahol a 2.évben ugy
dontottiink, hogy érdemesebb lehivni az opcidt ott az utols6d ¢ = 3-as iddszakban 0 keriilt
beirasra. Ennek oka pedig igazan egyszerli, ugyanis, ha mar egyszer lehivtuk a 2. évben az
opciodt, akkor a 3. évben mar nem keriilhet Iehivasra.

Utolsoként vizsgaljuk meg azt a lehetdséget, hogy az 1. évben lenne-e optimalisabb
lehivni az opciot vagy sem. Ahogyan az el6z6 esetben ujra a regressziot alkalmazzuk az
értekek meghatarozasara.

A kapott regresszios fliggvénylink a 2. évre vonatkozoan:

V =2,038 — 3,335S + 1,356S2.

Ut Y S
1 0,00 X 0,94176 1,09
2 - -
3 — -
4 0,13 X 0,94176 0,93
5 - -
6 0,33 X 0,94176 0,76
7 0,26 X 0,94176 0,92
8 0,00 X 0,94176 0,88

9. tabldazat Regresszio az 1.évben
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, *‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”” Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)
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A kapott 9. tablazat Regresszio az 1.évbenalapjan az 1. évre vonatkozolag is fel tudjuk

irni, hogy milyen lehivasi és folytatasi értékeket kapunk.

Ut Lehivasi érték Folytatasi érték
1 0,01 0,0139

2 - -

3 - -

4 0,17 0,1092

5 - -

6 0,34 0,2866

7 0,18 0,1175

8 0,22 0,1533

10. tablazat Lehivdsi és folytatasi értékek az 1. évben
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, *‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

Ezek alapjan lathato, hogy a 4., 6., 7. és 8. uton az 1. évben érdemes lehivni az opciot.
Mivel az 6sszes adatunk meg van mar, amire szlikségilink van, igy fel tudjuk irni a 3 évre

vonatkozo6 cash-flow matrixot.

Ut t=0 t=1 t=2 t=3
1 1,00 0,00 0,00 0,00
2 1,00 0,00 0,00 0,00
3 1,00 0,00 0,00 0,07
4 1,00 0,17 0,00 0,00
5 1,00 0,00 0,00 0,00
6 1,00 0,34 0,00 0,00
7 1,00 0,18 0,00 0,00
8 1,00 0,22 0,00 0,00

11. tablazat Az opcio cash-flow matrixa
(F. A. Longstaff and E. S. Schwartz, ‘‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,”’ Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113-147)

Mivel meghatarozasra keriilt az opcidra vonatkozo varhato kifizetési értékek, igy most
mar az értékeket diszkontalva majd a kapott értékek atlagolasaval megkapjuk, hogy

mennyi az opcio értéke. Ezt a folyamatot az alabbi modon tehetjiik meg:

1

3 (0,07e7006%3 4 0,17¢7°%¢ + 0,34e~%9¢ 40,1826 4 0,22¢77¢) = 0,1144.
Tehat az amerikai put opcio értéke ezaltal 0,1144 lesz.
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4.1 Azalgoritmus*?

Mint ahogy mar a fejezet elején is emlitettem a modszer a legkisebb négyzetek
modszerét alkalmazza. Vegyiink egy (2, F, P) valdszinliségi mez6t, ahol 2 az 6sszes
lehetséges realizalasi halmaza a sztochasztikus részvényarfolyam folyamatanak egy
végtelen [0, T] idGintervallumon. Legyen F(t) egy kiilonbozé események altal generalt
szlir6 a t iddpillanatig és P pedig egy valoszinliségi érték.

Az algoritmus egy optimalis megallasi szabalyt biztosit az amerikai opcid értékének
maximalizalasara. Tehat ennek segitségével a befektetd eldontheti, hogy mikor szeretné
lehivni az opciot, ha az éppen ITM pozicidban van vagy hagyja lejarni, ha out of the
money (késébbiekben: OTM) pozicidban van.

Legyen w a Monte Carlo szimulacio segitségével generalt véletlen. Tegyiik fel, hogy az
opciot csak K darab diszkrét idében lehet lehivni, amirdl tudjuk, hogy 0 < t; < t, <...<
txy = T. A t; iddpillanatban a folytatési értékeket nem tudjuk, viszont az aldbbi egyenlet

segitségével ki tudjuk fejezni:

[0e]

V(w, ty) = Z a;B; (x,2),

i=0
ahol a; konstans, B; kiilonb6z6 alapfiiggvények, x és z az w fliggvényei, amik az utaktol
fliggben kiilonboznek. Feltételezziik, hogy a mogottes termék egy Wiener-folyamatot
kovet.

A t; id6pillanatban a befektetdnek el kell dontenie, hogy szeretné-e folytatni és bent
hagyni az opciot vagy le szeretné hivni. Az adott t;, iddpillanatban a befektetd tudja, hogy
az adott idépontban mi a varhato kifizetési érték, viszont azt nem tudjuk, hogy mi lesz a
varhato cash flow, ha folytatja az opciot. Ennek meghatarozasaban segit a fent V (w, t)
képlet, ami megadja a folytatasi értéket. Amint ez az érték meghatarozasra kertilt, a
befektetd el tudja donteni, hogy le akarja-e hivni az opciot. Ezt a folyamatot egészen addig
ismételjiik mig egy optimalis lehivasi stratégiat nem kapunk eredménytil.

Amint kész vagyunk a stratégiaval, onnan mar az amerikai opcio6 arazéasa igazan
egyszerivé valik. Mar csak annyi a dolgunk, hogy a kapott varhato kifizetési értékeket
diszkontaljuk majd végiil az értékeket atlagoljuk és ezzel meg is kaptuk az amerikai opcio6

arat.

12F A. Longstaff and E. S. Schwartz, ‘‘Valuing American Options by Simulation: A Simple Least-
Squares Approach,’” Review of Financial Studies, 14, 1 (Spring 2001): 113—-147 alapjan
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5 Osszefoglalds

Dolgozatomban 6sszesen négyféle lehetséges modellt mutattam be az opciok arazasara.
Ezek a modellek nem masak voltak, mint a binomialis fak, a Black-Scholes modell, a
Monte Carlo-szimulacio és végiil a Longstaff-Schwartz modszer.

Osszességében tigy vélem, hogy a binomialis faik médszere egyszerii és hatékony. A
Black-Scholes modell egy pontos analitikus képlet, viszont az eurdpai opciok arazasara
alkalmas és nem az amerikai opciokéra. A Monte Carlo szimulacioban a véletlenek
generalasaval még hatékonyabb viszont, ha nagyobb szamu esetet akarunk megvizsgalni,
akkor a folyamat hosszadalmas. Végiil pedig a Longstaff-Schwartz mddszer szintén egy
egyszeri, de még is nagyon jol megbecsiili az opcid lehetséges értékét.

Napjainkban a Longstaff-Schwartz modszer a legoptimalisabb arazasi modszer az
amerikai opcidk esetében. Viszont az optimalis lehivasi stratégia és ar meghatarozasa az

amerikai opcidk esetében még a mai napig egy fennall6 probléma.
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