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1. Bevezetés

Szakdolgozatom tematikája kapcsán a fraktálok nevezetű témakört választottam. Már
korábban is érdekesnek találtam ezek az alakzatokat, viszont a diplomamunkám kezdetéig
nem mélyedtem komolyabb szinten bele a témakörbe.

A munkám első felében magukat a fraktálokat és ezeknek a fontosabb tulajdonságait fogom
elemezni, ismertetni. Majd ezt követően bemutatásra kerül pár ismertebb fraktál, ezek
létrehozására módszerek és érdekességek, különlegességek velük kapcsolatban.

Végül pedig a szakdolgozatom alapját képező Christiane Frizurájával és annak különböző
variációival fogok foglalkozni.
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2. Fraktálok és tulajdonságaik

A fraktál kifejezés a latin fractus szóból ered melynek jelentése tört,törés. Ez a fraktálok
tört dimenziójára utal. Vegyük például a Koch-hópelyhet [1]:

1. ábra. Koch hópehely létrehozása

Az 1. ábrán láthatjuk, hogyan is készül el a hópehely görbe. Mivel minden egyes lépés után
4/3-szorosára fog nőni az alakzat kerülete, így mire megkapjuk a fraktálunkat, addigra
annak kerülete végtelen hosszú lesz. Viszont a hópehely görbe által határolt terület véges
marad hiszen, ha ’bekarikázzuk’ vagyis egy kört húzunk kör, akkor sem lesz nagyobb a
terület, mint a körnek, TKoch < Tkor. A Koch-hópehely se nem egy-dimenziós vonal, se
nem két-dimenziós síkidom vagyis a dimenziójának valahol 1 és 2 között kell lennie.

A fraktáloknak gyakran tört dimenziójuk van, nem egész szám. Egyéb tulajdonságuk
szokott lenni az önhasonlóság, bár ez nem minden fraktálra igaz. Ez azt jelenti, hogy ha
’ráközelítünk’ a fraktálra, akkor visszakapjuk az eredeti alakzatunkat.
A fraktálokat nem tudjuk lerajzolni se kézzel, se géppel. Csak ábrákat tudunk létrehozni,
amik hasonlóak a fraktálhoz, mivel végtelen sokáig nem vagyunk képesek rajzolni és a
programjaink is csak véges sokáig tudnak futni. Ennek ellenére általában nagyon kevés
adat elég ahhoz, hogy megadjunk egy fraktált.

5



2.1. Önhasonlóság fogalma

A fraktálok gyakran önhasonló alakzatok és a szakdolgozatomban ilyenekkel fogok foglal-
kozni. Videókat lehet látni arról, hogy ha folyamatosan ráközelítünk egy fraktálra, akkor
ugyanazt az alakzatot kapjuk vissza újra és újra. De nézzük is meg pontosan, hogy mi az
önhasonlóság definíciója. Először is a hasonlóságot, mint fogalmat kell ehhez definiálnunk:

2.1.1. Definíció. (X, d) metrikus térben f : X → X függvény hasonlóság, ha bármely
két képpont távolsága az eredeti pontok távolságának ugyanazon pozitív skalárszorosa lesz,
vagyis:

∀x, y ∈ X : d(f(x), f(y)) = λ · d(x, y).

ahol λ a hasonlóság aránya.

Fontos még a hasonlósági tulajdonság is, amivel a hasonló ábrák mértékeit szoktuk jelle-
mezni. A továbbiakban M(A)-val fogom jelölni a d-dimenziós mértékeket.

2.1.2. Állítás. Két hasonló alakzat esetén elmondható, hogy ha a hasonlóság aránya λ,
és 0 < M(A) <∞, akkor 0 < M(f(A)) <∞ is fennáll, és d-dimenziós mértékeikre:

M(f(A)) = λdM(A).

Vagyis, ha veszünk egy kétdimenziós alakzatot (d = 2), például egy négyzetet, akkor ha
az oldalát λ = 2 arányban felnagyítjuk, akkor a területe (vagyis a kétdimenziós mértéke)
λd = 22 = 4 -szeresére fog növekedni. Hasonlóan, ha egy kockát akarunk felnagyítani a
kétszeresére, akkor a térfogata 23 = 8-szorosára fog növekedni.

2.1.3. Definíció. [2] Az (X, d) metrikus tér H nem üres, zárt részhalmaza önhasonló,
ha:

H =
m⋃
i=1

fi(H), m ≥ 2,

ahol fi-k, i = 1 . . .m-re az X-en értelmezett, 0 < λ < 1 arányú hasonlóságok, ahol H az
(fi)

m
i=1 Iterált Függvény-Rendszer=IFS attraktora.

2.1.4. Állítás. Tegyük fel, hogy H önhasonló halmaz, mely az (fi) IFS-hez tartozik, {λi}
arányokkal. Ha az fi(H)-k diszjunktak, akkor a következő összefüggés áll fenn:

M(H) =
m∑
i=1

M(fi(H)) =
m∑
i=1

λdiM(H).

0 < M(H) <∞ esetén leoszthatjuk mindkét oldalt M(H)-val, és így:

m∑
i=1

λdi = 1.
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2.2. Dimenziók

2.2.1. Topológiai dimenzió

Különböző dimenziókat különböző mértékekkel jellemzünk, például az egyenesen ez a
hossz, a síkon ez a terület, a térben pedig a térfogat. Érdekes megfigyelés, hogy a sík-
idomokat egyenesek határolják, melyek dimenziója eggyel kisebb, mint a síkidomé. Ha-
sonlóan egy testet pedig síkidomok határolnak. Innen jön a topológiai dimenzió ötlete
is, de először meg kell határoznunk egy topologikus teret és annak bázisát, hogy pontos
definíciót tudjunk adni annak dimenziójára [7, 11. oldal]:

2.2.1. Definíció. A topologikus tér (X, τ), egy X halmazból és annak τ részhalmazainak
rendszeréből álló rendezett pár, ahol τ a topológia és eleget tesznek az alábbi axiómáknak:

• Az üres halmaz és maga X is beletartozik a nyílt részhalmazok rendszerébe vagyis
τ -ba.

• τ elemeinek véges vagy akár végtelen uniója is benne lesz τ -ban.

• τ elemeinek véges metszete is benne lesz τ -ban.

2.2.2. Definíció. [4] Egy (X, τ) topologikus tér bázisának nevezzük X nyílt részhalmaza-
inak B családját, ha a tér bármely nyílt halmaza előáll B-beli elemek uniójaként.

2.2.3. Definíció. Egy halmaz topológiai dimenziója n ha meg tudjuk adni egy olyan bá-
zisát ahol, a báziselemek határai n−1 dimenziósak. Az üres halmaz topológiai dimenziója
−1 lesz.

Sajnos a topológiai dimenzió nem lesz jó a fraktálok dimenziójának kiszámolására, mivel
az csak egész szám lehet. A fraktáloknak legtöbb esetben viszont tört dimenziója van.

2.2.2. Hausdorff dimenzió

A Hausdorff dimenziót úgy határozzuk meg, hogy a halmazunkat nála kisebb halmazokkal
akarjuk lefedni, és ezek átmérőjének segítségével határozzuk meg a dimenziót [3, 23. oldal]:

2.2.4. Definíció. Az (X, d) metrikus tér H részhalmazának átmérője:

D(H) = sup{d(x, y) : x, y ∈ H}.

2.2.5. Definíció. Egy H halmazra Hi halmazok δ-fedést adnak, ha ∀i = 1, 2, . . . -re
D(Hi) < δ és H ⊆

⋃
Hi.
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2.2.6. Definíció. Az (X, d) metrikus tér S részhalmazának d-dimenziós Hausdroff-mértéke:

Hd(S) = lim
δ↘0

inf

{∑
i

(D(Hi))
d : Hi a H halmaz δ-fedése

}
.

Létezik olyan dimH(S) szám, amire igaz, hogy ha d > dimH(S), akkor Hd(S) = 0 és
d < dimH(S), akkor Hd(S) = ∞. Ez a dimH(S) szám a halmaz Hausdroff dimenziója,
amit úgy tudunk meghatározni, hogy:

2.2.7. Definíció.
dimH(S) = inf{d ≥ 0 : Hd(S) = 0}.

Mivel a Hausdorff dimenzió kiszámítása elég nehézkes, ezért vannak más dimenziófogal-
mak is, amelyek könnyebben közelíthetőek.

2.2.3. Hasonlósági dimenzió

Az önhasonló halmazoknak a hasonlósági dimenzióját az alábbi formulával lehet kiszá-
molni:

2.2.8. Definíció. A 2.1.4.-es állításban a
∑m

i=1 λ
d
i = 1 egyenletnek a d-re vonatkozó meg-

oldása a H halmaz hasonlósági dimenziója.

Bizonyos esetekben egybeesik a Hausdorff dimenzió és a hasonlósági dimenzió. Ezekhez
az esetekhez elégséges feltételt ad az, ha teljesül a nyílthalmaz feltétel (OSC):

2.2.9. Definíció. Az X önhasonló halmazra teljesül a nyílthalmaz feltéltel, ha:

∃V 6= ∅ nyílt halmaz, hogy V ⊃
m⋃
i=1

fi(V ), m ≥ 2.

2.2.10. Állítás. Ha teljesül az OSC az X halmazra, akkor a hasonlósági dimenziója
megegyezik fi, i = 1 · · ·n iterált függvényrendszer attraktorának Hausdorff dimenziójával.

Ha egy olyan IFS-el dolgozunk, ahol az összes fi leképezésnek ugyanolyan a hasonlósági
aránya, vagyis 0 < λ1 = λ2 = · · · = λm = λ < 1, akkor a képlet az alábbi módon
egyszerűsödik:

m∑
i=1

λdi = mλd = 1.

Ebből szeretnénk kifejezni a d-t, ami a dimenziót fogja jelölni:

mλd = 1
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d = logλ (m−1)

d =
lgm

− lg λ
.

A képletben az m az önhasonló darabok számát jelöli, a λ pedig a hasonlóság arányát.

2.2.4. Doboz-dimenzió

A doboz-dimenziót, vagy más néven Minkowski-Bouligand dimenziót általában a síkbeli
halmazokhoz használják.
Veszünk egy rácshálót (ha testek dimenzióját akarjuk meghatározni, akkor kockahálót),
ami teljesen lefedi a síkidomunkat. Megszámoljuk, hogy hány darab négyzettel tudjuk
lefedni az egész alakzatunkat. Ezek után finomítjuk a négyzetrácsunkat, mondjuk fele
akkora méretűre csökkentjük a négyzeteket a rácshálóban. Ekkor, ha egy egyenesről van
szó akkor körülbelül kétszer annyi négyzetet kellett számolnunk, ha egy körlemezről volt
szó akkor négyszer annyi négyzetet kellett számolnunk. Ebből a példából látni lehet, hogy
van összefüggés egy test dimenziójának és a négyzetrács finomításának mértéke között.
Jelöljük a négyzeteink számát Nλ(H)-val, ahol λ a négyzet oldalhosszát jelöli, például
N 1

2
(H) esetben 0, 5 centiméter nagyságú négyzetekkel fedtük le az alakzatunkat.

Legyen α a négyzetrácsunk finomításának aránya, vagyis 0 < α < 1, mivel csökkentjük a
négyzetek méretét a finomítás során. Tehát, ha egy d dimenziós alakzatra igaz, hogy:

λ1 = λ2α.

Akkor abból következik, hogy

Nλ1 ≈ Nλ2α
− dimB(H).

Ez valójában csak egy közelítés, mivel minél kisebb rácshálóra csináljuk meg, annál pon-
tosabb közelítést kapunk az alakzat dimenziójára.

2.2.11. Definíció. Egy H halmaz doboz-dimenzióját úgy tudjuk kiszámítani, hogy:

dimB(H) = lim
λ→0+

lgNλ

− lg λ
.

Ha az lgNλ és − lg λ számpárokat, mint (x, y) koordinátákat ábrázoljuk a síkon, akkor az
így kapott pontokra tudunk illeszteni egy egyenest, aminek a meredeksége ki fogja adni
a doboz-dimenziót.
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3. Ismertebb Fraktálok

3.1. Cantor-halmaz

1883-ban Cantor megalkotta a Cantor-halmazokat. Cantor azt mondta, hogy vegyük a
[0, 1] szakaszt, majd töröljük belőle a középső harmad részét, ekkor marad két szakasz a
[0, 1/3]

⋃
[2/3, 1]. Ezekután ugyanezt alkalmazzuk a megmaradt két szakaszunkra, vagyis

kivesszük a középső harmadukat, ezzel létrehozunk négy szakaszt:
[0, 1/9]

⋃
[2/9, 1/3]

⋃
[2/3, 7/9]

⋃
[8/9, 1]. Ezt n-szer megcsinálva megkapjuk az n-edik hal-

mazt [5].

2. ábra. Cantor-halmaz

Ami érdekes a Cantor-halmazban, hogy akárhányszor csináljuk meg ezt a kihagyást az
eredeti vonalból megmarad a szakasz 2/3 része.

Mégis, ha összeadjuk a „lyukakat”:

∞∑
n=0

2n

3n+1
:=

1

3
+

2

9
+

4

27
+

8

81
+ · · · := 1

3

(
1

1−
(
2
3

)) := 1

azt kapjuk, hogy az összegük 1.
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3.2. Sierpinski-háromszög

1915-ben Wacław Sierpiński lengyel matematikus definiálta a róla elnevezett háromszöget.
Kiindulásnak egy háromszöget veszünk, majd felosztjuk 4 db egyforma, fele akkora há-
romszögre A 3 ábrán látható módon, ezek után töröljük a középsőt.

Ezt a lépést ismételjük meg az összes további kisebb háromszögre is, így létrehozva a
Sierpinski-háromszöget [6].

3. ábra. Sierpinski-háromszög létrehozásának lépései

3.2.1. Káosz-játék

A Sierpinski-háromszögnek van több másik létrehozási módja is, de szerintem a legele-
gánsabb a Káosz-játék. Vegyünk fel 3 pontot úgy, hogy azok egy szabályos háromszöget
határozzanak meg, legyenek ezek A,B,C. Továbbá jelöljünk ki egy pontot a háromszög
belsejében nevezzük el X0-nak. Ezek után véletlenszerűen válasszuk ki az A,B,C pontok
közül az egyiket. Ezt megtehetjük könnyen, mondjuk egy dobókocka segítségével, hogy ha
egyest és kettest dobunk, akkor az A-t, hármasnál és négyesnél a B-t, ötösnél és hatosnál
pedig a C-t választjuk. Ha kiválasztottuk például a B csúcsot, akkor vesszük az X0-t
és a B-t összekötő szakasz a felező pontját, majd elnevezzük X1-nek és berajzoljuk. A
következő lépésben az X1 pontból megyünk tovább, véletlen csúcsot választunk, és beraj-
zoljuk a csúcsot és az X1-et összekötő szakasz felezőpontját, ami X2 lesz. Ha ezt a lépést
ismételjük elég sokszor, akkor az ábránk a Sierpinski-háromszögre kezd el hasonlítani. Az

alábbi programot írtam, hogy segítse a közelítést, és ne kézzel kelljen rajzolgatni több
száz vagy ezer pontot:
programot lefuttattam először 20, majd 200, 2000, 20000, és végül 200000 pontra is:
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4. ábra. Káosz-játék programja
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5. ábra. Káosz-játék program által kirajzolt ábrák

Az 5 ábránál folyamatosan ráközelítettem a felső háromszögre, hogy jobban lehessen látni,
ahogy szétesik pontokra, ha elég közelről nézzük:

6. ábra. Káosz program ábrájára ráközelítés

Tehát ez a módszer valóban közelíti az eredeti Sierpinski-háromszöget, de vajon miért is?
Nézzük meg az eredeti módszer első lépésében létrejött négy háromszöget; a középsőt mi
kitöröljük, tehát a mi káosz-játékunkban ide nem kerül pont egyáltalán. Miért is nem
kerülhet pont a belső háromszögbe? Nézzük meg, hogy melyik pontból kell kiindulnunk
ahhoz, hogy a belső háromszögbe érkezzünk meg. Bármelyik csúcsot választva (A,B,C),
hogy az Xn-edik csúcs beessen a középső háromszögbe, ahhoz az Xn−1-es pontnak a há-
romszögön kívül kellett lennie, de ez nem lehetséges hiszen az algoritmussal sose lépünk
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ki a háromszögön kívülre. Ha megnézzük a kisebb üres háromszögeket, akkor ugyan-
azt látjuk, hogy ha be akarunk lépni, akkor vagy a háromszögön kívülről kell indulnunk,
vagy pedig egy nála nagyobb üres háromszögből. Innen rekurzióval bebizonyítható, hogy
semelyik középső háromszögbe sem fog esni pont, vagyis a Sierpinski-háromszög egy rész-
halmazát kapjuk.
Ezzel beláttuk, hogy nem kapunk olyan pontot, ami nincs benne a Sierpinski-háromszögben.
Pontosabb eszközök segítségével, több valószínűségszámítási eszköz felhasználásával be-
látható, hogy a halmaz, amit kapunk egy valószínűséggel sűrű a Sierpinksi-háromszögben.
A Sierpinski-háromszög hasonlósági dimenziója a 2.2.10 Állítás alapján ≈ 1.585. Mivel
három darab fele akkora részből áll össze, mint az eredeti alakzat, vagyis a képlet alapján:

d =
lgm

− lg λ
= d =

lg 3

− lg 1
2

≈ 1.585.

3.2.2. A Sierpinski-háromszög doboz-dimenziójának kiszámítása

A Sierpinksi-háromszög doboz-dimenzióját könnyen lehet közelíteni ha felhasználjuk az
előzőekben szerepelt Káosz-játék programunkkal létrehozott ábrát. Elég, ha létrehozunk
egy rácshálót, majd megszámoljuk, hogy mennyi négyzetben van pont. Szintén Matlabot
használtam az alábbi ábrák létrehozására:
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7. ábra. Négyzetrácshálók különböző λ értékekre

8. ábra. A négyzetrácsháló közelebbről

A fenti ábrán ráközelítettem a négyzetrácsra, mert egy idő után semmit nem lehet látni
belőle csak egy kék négyzetet.
Ezek után meg kellett számolni, hogy mennyi négyzettel fedhető le az ábránk. Vagyis azon
négyzetek száma érdekel minket, amik tartalmaznak legalább egy pontot. Az ábrán lévő
pontok x és y koordinátái el vannak tárolva két listában. A négyzetháló minden pontjá-
nak koordinátái is megvannak, hiszen csak λ méretű négyzetekre felosztottuk a síkunkat,
vagyis ha meg akarjuk kapni egy négyzet 4 koordinátáit, akkor könnyen meg tudjuk kapni.
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Ha a bal alsó sarok koordinátái (x, y), akkor a maradék 3 pontnak (x + λ, y), (x, y + λ),
(x+ λ, y + λ) lesznek.

Tehát, ha egy pont (x1, y1) koordinátákkal rendelkezik , akkor abban az estben lesz benne
a fent említett négyzetben, ha x < x1 < x+ λ és y < y1 < y+ λ egyenletek igazak rá. Ha
egyik pont koordinátái sem teljesítik ezeket a feltételeket, akkor a négyzet üres.

9. ábra. A négyzeteket számoló program

Lefuttattam a programot különböző λ értékekre és az megszámolta hogy mennyi négyzetet
fednek le:
λ 1 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.02 0.015625
Nλ 175 492 1512 4501 13345 37979 70689 95824

A 2.2.11 Definíció alapján ezekből az adatokból közelíteni tudjuk az alakzatunk dimenzi-
óját:

lgNλ

− lg λ
=

lg 492

− lg 0.5
≈ 8.9425

lgNλ

− lg λ
=

lg 1512

− lg 0.25
≈ 5.2811 (1)

lgNλ

− lg λ
=

lg 4501

− lg 0.125
≈ 4, 0453

lgNλ

− lg λ
=

lg 13345

− lg 0.0625
≈ 3, 426 (2)

lgNλ

− lg λ
=

lg 37979

− lg 0.03125
≈ 3, 0425

lgNλ

− lg λ
=

lg 95824

− lg 0.015625
≈ 2, 75801. (3)

Látható, hogy konvergálnak az értékek, de nagyon lassan, ezért próbálkozzunk egy másik
módszerrel. Ha ábrázoljuk a (− lg λ, lgNλ) számpárokat, mint (x, y) koordinátákat, és
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ezekre a pontokra egyenest illesztünk, akkor az egyenese meredeksége meghatározza a
doboz-dimenziót.

10. ábra. Pontokra illesztett egyenes

Ha A 10 ábrán látható egyenes meredekségét leolvassuk, akkor dimB(H) ≈ 1.585-öt ka-
punk, ami a fraktálunk dimenziója lesz.
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4. Christiane Frizurája

Christaine Frizurájáról (CF) Jacques Lévy Véhel és Franklin Mendivil munkájában talál-
koztam [8]. Az ábra mutatja hogyan is néz ki a CF :

11. ábra. Christiane Frizurája

4.1. Christiane Frizurájának megalkotása

CF -et úgy tudjuk megalkotni, hogy Cantor-halmazokat pakolunk egymásra. A Cantor-
halmazok készítését a 3.1. fejezetben tárgyaltuk, de egy kis visszatekintés nem árt. A
klasszikus Cantor-halmazt úgy kapjuk, hogy vesszük a [0, 1] szakaszt és kivesszük a kö-
zépső harmadát, majd ezt a lépést ismételgetjük a létrejövő szakaszokkal. Így az n-edik
lépésnél kapunk 2n darab 3−n hosszúságú szakaszt. Együtt ezek alkotják a Cantor-halmaz
n-edik szintjét, vagyis Cn-et. Az egészet pedig úgy kapjuk meg, ha vesszük ezek metszetét
C =

⋂
nCn.

Egy kicsit módosítani kell még a Cantor-halmazunkon, hogy CF -et adja vissza. Bevezet-
jük Cy-t, ami C módosított változata méghozzá úgy, hogy nem 1/3, hanem egy (1− 2y)

hosszúságú szakaszt veszünk el, ahol y ∈ [0, 1/2].
Az n-edik lépésnél így a 2−y darab yn−1 hosszú szakasz közepéből elvesszük az (1−2y)yn−1

hosszú szakaszokat. Ezzel a módszerrel Cantor-halmazok egyparaméteres seregét építjük,
ahol a "lyukak" mérete minden szinten csökken. Ha függőlegesen egymásra halmozzuk
ezeket a szinteket, akkor kapjuk meg a CF -et.
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CF = {(x, y) : x ∈ Cy, y ∈ [0, 1/2]} ⊂ [0, 1]× [0, 1/2]

A Cantor-halmazt létre tudjuk hozni egy másik módszerrel is, méghozzá az Iterált Függvény-
Rendszerek (IFS) segítségével [8, 9, 10]. Legyen a két függvényünk:

ω0(x) =
x

3
ω1(x) =

x

3
+

2

3
. (4)

Ekkor ω0(C) = C ∩ [0, 1/3] és ω1(C) = C ∩ [2/3, 1], vagyis mondhatjuk azt, hogy C =

ω0(C) ∪ ω1(C), ahol a két halmaz diszjunkt.
A Cantor-halmaz önhasonló és egyedi tulajdonságait le tudjuk írni az alábbi módon.
Nézzük az A halmazt, ahol :

A =

{
∞∑
n=1

tn3−n : tn ∈ {0, 2}

}
. (5)

Innen könnyen látható, hogy :

ω0(A) =

{∑
n≥1

tn3−n : t1 = 0, tn ∈ {0, 2}n ≥ 2-re

}
.

ω1(A) =

{∑
n≥1

tn3−n : t1 = 2, tn ∈ {0, 2}n ≥ 2-re

}
.

Vagyis A = ω0(A)∪ω1(A). Tehát ez azt jelenti, hogy A = C és (5) pontos leírást ad C-re.
Az y ∈ [0, 1/2]-re definiáljuk az alábbi leképezéseket:

ω0(x, y) = yx ω1(x, y) = yx+ (1− y). (6)

Ha y = 1/3 értéket választjuk, akkor visszakapjuk a klasszikus Cantor-halmazt. Az
egész CF állandó lesz ezek a leképezések alatt, és mostantól ezekre a leképezésekre úgy
gondolunk, mint ω0, ω1 : [0, 1]× [0, 1/2]→ [0, 1]× [0, 1/2].
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4.2. Christiane Frizurájának ábrázolása

Szeretnénk egy sűrű ’hajszáladagot’ ábrázolni a halmazból. Ehhez be kell vezetnünk va-
lamilyen jelölést, hogy a hajszálakat követni tudjunk. Minden n ∈ N-hez hozzárendelünk
egy n hosszúságú bináris számsorozatot Σn = {0, 1}n. Továbbá a végtelen {0, 1} sorozatok
terét Σ = {0, 1}N-nel jelöljük. Legyen σ ∈ Σ, definiáljuk σn ∈ Σn-et, mint σ első n koor-
dinátáját azaz, σn = (σ1, σ2, · · · , σn). Legyen adott φ0, φ1 és σ ∈ Σn, ekkor definiáljuk a
φσ n-edik kompozícióját, mint:

φσn := φσ1 ◦ φσ2 ◦ · · · ◦ φσn . (7)

A kompozíció sorrendje (7)-ben nagyon fontos. Nézzük meg egy adott σ ∈ Σ-ra az n-edik
és n+ 1-edik lépés közötti különbséget:

φσn := φσ1 ◦ φσ2 ◦ · · · ◦ φσn

φσn+1 := φσ1 ◦ φσ2 ◦ · · · ◦ φσn ◦ φσn+1 .

Vagyis a következő leképezést úgy kapjuk, hogy belülről φσn+1-el komponálunk . Tehát y

paraméter függvényeként akarjuk ábrázolni az f függvényeket. Legyen f : [0, 1/2]→ [0, 1],
x = f(y), továbbá van két IFS leképezésünk (6)-ból, mint

φ0(f)(y) = yf(y) φ1(f)(y) = yf(y) + (1− y). (8)

ahol y ∈ [0, 1/2].
Legyen a két kiinduló függvényünk f0(y) = 0 és f1(y) = 1 minden y értékre. Tehát a belső
háromszög két szára kijön úgy, hogy, φ0(f1)(y) = y és φ1(f0)(y) = 1 − y. A következő
iterációs lépés az, hogy behelyettesítjük a létrejövő új függvényeinket φ0-ba és φ1-be.
Vagyis kijönnek az alábbi függvények:

φ0(φ0(f1))(y) = y2

φ0(φ1(f0))(y) = y − y2

φ1(φ0(f1))(y) = y2 + (1− y)

φ1(φ1(f0))(y) = 1− y2.

Ha folytatjuk az iterációt és ábrázoljuk a függvényeket, akkor kapunk egy függvényrend-
szert ami CF -et elegendően jól közelíti. Ha elég sok iteráltat veszünk, akkor pixel pontosan
megközelíthetjük CF -et.
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4.3. Az ábrázoló program

A program alapötlete, hogy felhasználjuk a φ függvényeket és ezeket iterálva közelítjük a
fraktálunkat. Ezt a programot is Matlab segítségével készítettem el.

A programunk y függvényeit ábrázolja, tehát meg kell adni a tartományt, amin ábrázolni
fog, ami y ∈ [0, 1/2]. Ezekután meg kell adni a kiinduló függvényeket. A programomban
nem az f0(y) = 0 és f1(y) = 1-eket használtam kezdeti értéknek, hanem az φ0(f1)(y) = y

és φ1(f0)(y) = (1 − y)-okat. Ezt azért így csináltam, mert ha behelyettesítenénk az
f0(y) = 0 és f1(y) = 1 kezdeti értékeket, akkor négy függvényt kapnánk vissza. Ebből
kettő az eredeti 0 és 1 függvény lenne, ha ezeket tovább iterálnánk, akkor a keletkező
függvényeink fele a 0 és 1 függvényekből állna. Szóval inkább az első lépés után létrejött
két függvényértéket használtam kezdeti értékeknek, amit a programomban x1-nek és x2-
nek neveztem el.

Maga az iterációs lépés elég egyszerű, a φ0-at megszorozom y-nal, a φ1-et pedig megszo-
rozom y-nal és hozzáadok (1− y)-t, így hozom létre következő függvényt.
A kezdeti értékeket betettem két listába. Az egyik lista (templist) arra szolgál, hogy
ebben tárolja az iterálandó függvényeket, a másik (alllist) pedig tárolja az összes kiraj-
zolandó függvényt.

Létrehoztam egy ideiglenes listát is, ami arra szolgál, hogy tárolja az iteráció során létre-
jövő új függvényeket. Maga az iteráció működése:

• 1. lépés : lenullázzuk az ideiglenes listánkat(innerlist).

• 2. lépés : végigmegyünk a templist összes függvényén a φ0 és φ1 függvényekkel, ami
a programban úgy mutatkozik meg, hogy megszorozzuk az f0-val (az y-nal egyenlő).

• 3. lépés : a létrehozott új függvényeket betesszük az ideiglenes listánkba.

• 4. lépés : a templist-et egyenlővé tesszük az innerlist-el, mivel a következő iterációs
lépésben ezeket a függvényeket kell majd iterálni.

• 5. lépés : az innerlist elemeit hozzáadjuk az alllist-hez (minden új függvény bekerül
a nagy, összes függvényt tartalmazó listába).

• 6. lépés : az alllist összes elemét kirajzoltatjuk

• 7. lépés : kirajzoljuk a két hiányzó igazi kezdeti értékünket vagyis a 0 és 1 függvé-
nyeket.
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A programunk minden egyes iterációs lépés után kirajzolja a függvényeket.

Maga a programunk:

12. ábra. Christiane Frizuráját kirajzoló program
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Az ábrák amiket kirajzol a program :

13. ábra. Christiane Frizurájának ábrái különböző iterációs lépésekben
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4.4. Christiane Frizurájánál a "lyukak" nagyságának kiszámolása

Az eredeti CF -ben az első "lyuk" ami középen van, annak a területe 1
2
ami ránézésre

látszik az ábrából. A második iterációban létrejövő "lyukak" területe [8]:

∫ y= 1
2

y=0

(1− 2y)y dy =

∫ y= 1
2

y=0

y − 2y2 dy =

[
y2

2
− 2y3

3

]y= 1
2

0

=
1

8
− 1

12
=

1

24
.

Mivel tudjuk, hogy bármilyen adott y-ra Cy-nak a központi hosszúsága (ahol a legvasta-
gabb a "lyuk") (1− 2y) lesz.
CF tükrösen szimmetrikus, tehát az ábra baloldalán lévő "lyukak" mérete megegyezik a
jobb oldalon lévő "párjukkal", vagyis az összes második körben létrejövő "lyukak" területe
kiszámolható, ha az y(1− 2y)-t integráljuk a teljes y hosszon.

Hasonlóan az n-edik iteráció során létrejövő "lyukak" területét az alábbi módon lehet
kiszámolni∫ y= 1

2

y=0

(1− 2y)yn−1 dy =

∫ y= 1
2

y=0

yn−1 − 2yn dy =

[
yn

n
− 2yn+1

n+ 1

]y= 1
2

0

=

=
(1
2
)n

n
−

2(1
2
)n+1

n+ 1
= 2−n

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Ha összeadjuk az összes "lyuk" területét ilyen módon, akkor

∑
n≥1

2n−12−n
(

1

n
− 1

n+ 1

)
=

1

2

∑
n≥1

1

n
− 1

n+ 1
.

Ez egy teleszkopikus összeg lesz amiből miden kiesik, kivéve egy 1-es szorzó∑
n≥1

1

n
− 1

n+ 1
=

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ . . . = 1.

tehát az összes "lyuk" területe 1
2
lesz.

4.4.1. Egyéb változatoknál a "lyukak" nagysága

Ebben az esetben y helyett g(y) függvényt fogunk használni az új CF létrehozására.
A g(y) függvényre ugyanaz a megszorításunk van, mint az y-ra, tehát 0 ≤ g(y) ≤ 1/2 ha
y ∈ [0, 1/2]. Továbbá g(y)-nak folytonosnak kell lennie a [0, 1] szakaszon, hogy integrál-
ható legyen.
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Ekkor a "lyukak" területét úgy tudjuk kiszámolni, hogy

∑
n≥1

2n−1
∫ y= 1

2

y=0

(1− 2g(y))g(y)n−1 dy.

Legyen g(y) = 2y2∫ y= 1
2

y=0

(1− 2g(y))g(y)n−1 dy =

∫ y= 1
2

y=0

(1− 4y2)2n−1y2n−2 dy = 2n−1
∫ y= 1

2

y=0

y2n−2− 4y2n dy =

= 2n−1
[
y2n−1

2n− 1
− 4y2n+1

2n+ 1

] 1
2

0

= 2n−1
(

(1
2
)2n−1

2n− 1
−

(1
2
)−2(1

2
)2n+1

2n+ 1

)
=

= 2n−1
(

1

2

)2n−1(
1

(2n− 1)
− 1

(2n+ 1)

)
= 2−n

(
1

(2n− 1)
− 1

2n+ 1

)
.

Ha a végén összeadogatjuk ezeket, akkor megint egy teleszkopikus összeget kapunk

∑
n≥1

2n−12−n
(

1

(2n− 1)
− 1

2n+ 1

)
=

1

2

∑
n≥1

(
1

(2n− 1)
− 1

2n+ 1

)
.

∑
n≥1

(
1

(2n− 1)
− 1

2n+ 1

)
=

1

1
− 1

3
+

1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

7
+ . . . = 1.

Vagyis a "lyukak" területének az összege itt is 1
2
lett.

Nézzünk egy másik fajta függvényt, legyen g(y) =
√

y
2∫ y= 1

2

y=0

(1−2g(y))g(y)n−1 dy =

∫ y= 1
2

y=0

g(y)n−1−2g(y)n dy =

∫ y= 1
2

y=0

(√
y

2

)n−1
−2

(√
y

2

)n
dy =

=

∫ y= 1
2

y=0

(y
2

)n−1
2 − 2

(y
2

)n
2

dy =

∫ y= 1
2

y=0

y
n−1
2

2
n−1
2

− 2y
n
2

2
n
2

dy =

=

 y
n+1
2(

1
2

)−n+1
2 n+1

2

− 2y
n+2
2(

1
2

)−n
2 n+2

2

 1
2

0

=

 y
n+1
2(

1
2

)−n+3
2 (n+ 1)

− 2y
n+2
2(

1
2

)−n+2
2 (n+ 2)

 1
2

0

=

=

y n+1
2

(
1
2

)n−3
2

n+ 1
−

2y
n+2
2

(
1
2

)n−2
2

n+ 2

 1
2

0

=

(12)n+1
2
(
1
2

)n−3
2

n+ 1
−
(
1
2

)−2
2
(
1
2

)n+2
2
(
1
2

)n−2
2

n+ 2

 =

=

(12) 2n−2
2

n+ 1
−
(
1
2

) 2n−2
2

n+ 2

 =

((
1
2

)n−1
n+ 1

−
(
1
2

)n−1
n+ 2

)
= 2−n+1

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
.
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Ha ezeket összeadjuk minden n-re

∑
n≥1

2n−12−n+1

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
=
∑
n≥1

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
=

=
1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ . . . =

1

2
.

Tehát a "lyukak" területének az összege itt is 1
2
lett.

4.4.2. Általános esetben

∑
n≥1

2n−1
∫ y= 1

2

y=0

(1− 2g(y))g(y)n−1 dy =

∫ y= 1
2

y=0

∑
n≥1

2n−1(1− 2g(y))g(y)n−1 dy =

=

∫ y= 1
2

y=0

∑
n≥1

(1− 2g(y))(2g(y))n−1 dy

∑
n≥1

(1− 2g(y))g(y)n−1 = (1− 2g(y))(1 + g(y) + g(y)2 + g(y)3 + g(y)4 + g(y)5 + . . .).

Mivel a 2g(y)-ok egy mértani sort alkotnak, ahol 2g(y) < 1, ezért használható az összegző
képlete:

(1 + (2g(y)) + (2g(y))2 + (2g(y))3 + (2g(y))4 + (2g(y))5 + . . .) =
1

1− 2g(y)
.

Tehát az jön ki, hogy :

∑
n≥1

(1− 2g(y))g(y)n−1 =
1− 2g(y)

1− 2g(y)
= 1.

Ezt visszahelyettesítve az eredeti egyenletbe kijön, hogy a területe 1
2
.

∫ y= 1
2

y=0

∑
n≥1

2n−1(1− 2g(y))g(y)n−1 dy =

∫ y= 1
2

y=0

1 dy =
1

2
.
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4.5. Christiane Frizurájának doboz-dimenziója

A CF -nak a doboz-dimenzióját hasonló módon fogjuk kiszámolni, mint a Sierpinksi-
háromszögnél. Felveszünk egy λ méretű rácshálót és megszámoljuk a négyzetek számát:

14. ábra. A négyzetrács finomítása

A 14 ábrán az látható, ahogy ráközelítettem a CF -ra, mivel egy bizonyos finomítás után
olyan sűrű a négyzetrács, hogy semmit sem látunk belőle csak egy kék téglalapot. A
Sierpinski-háromszög doboz-dimenzióját kiszámoló programnál pontokról kellet megha-
tároznunk, hogy benne vannak-e a négyzetekben. A CF -nál viszont függvényekről kell
meghatározni, hogy áthaladnak-e a négyzeten vagy sem.

Először is mivel a CF szimmetrikus az x = 1/2 egyenesre, ezért elég ha az ábra bal felét
(az egyeneshez viszonyítva bal oldalt) vizsgáljuk meg és ha meghatároztuk ott mennyi
négyzetet érint, akkor a végén megszorozzuk kettővel, hogy megkapjuk az összeset.

A négyzet 4 sarkának koordinátái továbbra is (x, y), (x+ λ, y), (x, y + λ), (x+ λ, y + λ),
ha a valahányadik részben használt jelölést felhasználjuk ( vagyis az (x, y) koordináták a
négyzet bal alsó sarkát jelölik). Ahhoz, hogy egy "hajszál" benne legyen egy négyzetben
az egyik oldalát metszenie kell, hogy "belépjen". Ha megfigyeljük akkor ezt a négyzet
alsó vagy a bal oldalán tudja megtenni. Az alsó oldalt akkor metszi, ha x < f(y) < x+ λ

értékek közé esik. Ha a bal oldalon lép be a függvénynek metszenie kell a felső oldalt is,
vagyis elég azt ellenőrizni, hogy x < f(y + λ) < x + λ teljesül-e. Ha a 2 feltétel közül
valamelyik igaz, akkor a függvény átmegy a négyzeten.
Lefuttattam a programot és megnéztem, hogy különböző λ értékekre hány négyzettel
lehet lefedni. Pontosabban én azt számoltam meg, hogy hány olyan négyzet van ami üres
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(vagyis nem megy át rajta függvény), de ha ezek számát kivonjuk az összes négyzetből
akkor megkapjuk mennyi kell, hogy lefedjük CF -et.

λ 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.00625 0.003125 0.0015625 0.00078125
Nλ 36 118 372 1174 3936 13302 44906 154588

A 2.2.11 Definíció alapján ezekből az adatokból közelíteni tudjuk a dimenzióját:

lgNλ

− lg λ
=

lg 36

− lg 0.1
≈ 1.5563

lgNλ

− lg λ
=

lg 118

− lg 0.05
≈ 1.5924 (9)

lgNλ

− lg λ
=

lg 372

− lg 0.025
≈ 1.604

lgNλ

− lg λ
=

lg 1174

− lg 0.0125
≈ 1.6129 (10)

lgNλ

− lg λ
=

lg 3936

− lg 0.00625
≈ 1, 6310

lgNλ

− lg λ
=

lg 13302

− lg 0.003125
≈ 1, 6461 (11)

lgNλ

− lg λ
=

lg 44906

− lg 0.0015625
≈ 1, 6578

lgNλ

− lg λ
=

lg 154588

− lg 0.00078125
≈ 1, 6700. (12)

Ahogy az látható a doboz-dimenzió konvergál, de nagyon lassan szóval, mint a 3.2.2

pontban itt is ábrázoljuk a (− lg λ, lgNλ) adatokat, mint (x, y) koordináták :

15. ábra. Egyenes illesztése a megadott pontokra

Az ábráról meghatározzuk az illesztett egyenes meredekségét, amely meg fog egyezni a
dimenzióval dimB(CF) ≈ 1.735.
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4.6. Christiane Frizurája további variációinak ábrázolása

A CF -nak több variációját is létre tudjuk hozni, ha az y-t kicseréljük valamilyen g(y)

függvényre [8]. Ekkor :

ω0(x, y) = xg(y) és ω1(x, y) = xg(y) + (1− g(y)).

Így az φ függvényeink is megváltoznak:

φ0(f)(y) = g(y)f(y) és φ1(f)(y) = g(y)f(y) + (1− g(y)).

Ami a programunkban változást jelent az az, hogy a kezdeti értékek helyett nem y és
1 − y lesz, hanem g(y) és (1 − g(y)). Továbbá az iterációban szorzunk az f0 = y helyett
az f0 = g(y)-al, és φ1-ben (1− y) helyett (1− g(y))-t adunk hozzá.
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Ha g(y) = 2y2, akkor így néznek ki :

16. ábra. A program ábrái g(y) = 2y2 esetén
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Ha g(y) =
√

y
2
, akkor így néznek ki :

17. ábra. A program ábrái g(y) =
√

y
2
esetén
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Ha g(y) = sin(2πy)/2, akkor így néznek ki :

18. ábra. A program ábrái g(y) = sin(2πy)/2 esetén
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Ha g(y) = 4y3, akkor így néznek ki :

19. ábra. A program ábrái g(y) = 4y3 esetén

33



Ha g(y) = 1
2
−
√

1
4
− y2, akkor így néznek ki :

20. ábra. A program ábrái g(y) = 1
2
−
√

1
4
− y2 esetén
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Ha g(y) = 3
√

y
4
, akkor így néznek ki :

21. ábra. A program ábrái g(y) = 3
√

y
4
esetén
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