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1. Bevezetés

Szakdolgozatom tematikaja kapcsan a fraktalok nevezetd témakort valasztottam. Mar
korabban is érdekesnek talaltam ezek az alakzatokat, viszont a diplomamunkam kezdetéig

nem mélyedtem komolyabb szinten bele a témakorbe.

A munkam elsé felében magukat a fraktalokat és ezeknek a fontosabb tulajdonsigait fogom
elemezni, ismertetni. Majd ezt kovetGen bemutatasra keriil par ismertebb fraktal, ezek

létrehozéasara modszerek és érdekességek, kiilonlegességek veliik kapcsolatban.

Végiil pedig a szakdolgozatom alapjat képez6 Christiane Frizurdjaval és annak kiilonb6z8

.....



2. Fraktalok és tulajdonsagaik

A fraktal kifejezés a latin fractus szobol ered melynek jelentése tort,torés. Ez a fraktalok
tort dimenziojara utal. Vegyiik példaul a Koch-hopelyhet [1]:

Ak

1. abra. Koch hopehely létrehozasa

Az[l] abran lathatjuk, hogyan is késziil el a hopehely gorbe. Mivel minden egyes 1épés utan
4/3-szorosara fog néni az alakzat keriilete, igy mire megkapjuk a fraktalunkat, addigra
annak keriilete végtelen hosszu lesz. Viszont a hopehely gorbe altal hatarolt teriilet véges
marad hiszen, ha ’'bekarikdzzuk’ vagyis egy kort hizunk kor, akkor sem lesz nagyobb a
teriilet, mint a kornek, Txoen < Tror- A Koch-hopehely se nem egy-dimenziés vonal, se

nem két-dimenzioés sikidom vagyis a dimenzidjanak valahol 1 és 2 kozott kell lennie.

A fraktaloknak gyakran tort dimenzidjuk van, nem egész szam. Egyéb tulajdonsidguk
szokott lenni az 6nhasonlésag, bar ez nem minden fraktéalra igaz. Ez azt jelenti, hogy ha
'rakozelitiink’ a fraktalra, akkor visszakapjuk az eredeti alakzatunkat.

A fraktalokat nem tudjuk lerajzolni se kézzel, se géppel. Csak abrakat tudunk létrehozni,
amik hasonléak a fraktalhoz, mivel végtelen sokaig nem vagyunk képesek rajzolni és a
programjaink is csak véges sokédig tudnak futni. Ennek ellenére altaldban nagyon kevés

adat elég ahhoz, hogy megadjunk egy fraktalt.



2.1. Onhasonlésag fogalma

A fraktéalok gyakran onhasonld alakzatok és a szakdolgozatomban ilyenekkel fogok foglal-
kozni. Videdkat lehet latni arrél, hogy ha folyamatosan rakozelitiink egy fraktalra, akkor
ugyanazt az alakzatot kapjuk vissza tjra és tjra. De nézziik is meg pontosan, hogy mi az

onhasonlosig definicidja. ElGszor is a hasonlosagot, mint fogalmat kell ehhez definialnunk:

2.1.1. Definicio. (X,d) metrikus térben f : X — X fiiggvény hasonlésdg, ha barmely
két képpont tavolsdga az eredeti pontok tavolsaganak ugyanazon pozitiv skaldrszorosa lesz,
VagyLs:

Ve,y € X 2 d(f(x), fly) = A-d(z,y).
ahol A a hasonldsdg ardnya.

Fontos még a hasonlésagi tulajdonsag is, amivel a hasonlé dbrak mértékeit szoktuk jelle-

mezni. A tovabbiakban M (A)-val fogom jel6lni a d-dimenzios mértékeket.

2.1.2. Allitas. Két hasonld alakzat esetén elmondhatd, hogy ha a hasonldsdg ardnya X,
és 0 < M(A) < oo, akkor 0 < M(f(A)) < oo is fenndll, és d-dimenzids mértékeikre:

M(f(A)) = XM (A).

Vagyis, ha vesziink egy kétdimenzios alakzatot (d = 2), példaul egy négyzetet, akkor ha
az oldalat A = 2 aranyban felnagyitjuk, akkor a teriilete (vagyis a kétdimenzids mértéke)
A = 22 = 4 -szeresére fog névekedni. Hasonloan, ha egy kockat akarunk felnagyitani a

kétszeresére, akkor a térfogata 23 = 8-szorosara fog névekedni.

2.1.3. Definicid. [2] Az (X,d) metrikus tér H nem dres, zdrt részhalmaza énhasonld,
ha:

H = f:(H), m > 2,
ahol fi-k, i = 1...m-re az X-en értelmezett, 0 < X\ < 1 ardnyu hasonlosagok, ahol H az
(fi)ir, Iterdlt Fiiggvény-Rendszer=IFS attraktora.

2.1.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy H énhasonld halmaz, mely az (f;) IFS-hez tartozik, {\;}
aranyokkal. Ha az f;(H)-k diszjunktak, akkor a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn:

m m

M(H)=) M(fi(H))=) MNM(H).

i=1 =1

0 < M(H) < oo esetén leoszthatjuk mindkét oldalt M(H)-val, és igy:

Zm:Af =1
=1
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2.2. Dimenzidk

2.2.1. Topoloégiai dimenzid

Kiilonb6z6 dimenzidkat kiilonboz6 mértékekkel jellemziink, példaul az egyenesen ez a
hossz, a sikon ez a teriilet, a térben pedig a térfogat. Erdekes megfigyelés, hogy a sik-
idomokat egyenesek hataroljak, melyek dimenzidja eggyel kisebb, mint a sikidomé. Ha-
sonloan egy testet pedig sikidomok hatarolnak. Innen jon a topologiai dimenzié Gtlete
is, de el6szor meg kell hataroznunk egy topologikus teret és annak bézisat, hogy pontos

definiciot tudjunk adni annak dimenziojara [7, 11. oldal:

2.2.1. Definicio. A topologikus tér (X, T), eqy X halmazbol és annak T részhalmazainak

rendszerébdl dllo rendezett pdr, ahol T a topoldgia és eleget tesznek az alabbi axiomdknak:

o Az dires halmaz és maga X 1is beletartozik a nyilt részhalmazok rendszerébe vagyis

T-ba.
o 7 celemeinek véges vagy akdr végtelen unioja is benne lesz T-ban.

e 7 elemeinek véges metszete is benne lesz T-ban.

2.2.2. Definicid. [/ Egy (X, T) topologikus tér bdzisinak nevezzik X nyilt részhalmaza-

imak B csalddjat, ha a tér barmely nyilt halmaza elddll B-beli elemek uniojaként.

2.2.3. Definicié. Egy halmaz topoldgiai dimenzidja n ha meg tudjuk adni eqy olyan bd-
zisdt ahol, a baziselemek hatdrai n — 1 dimenzidsak. Az ires halmaz topologiai dimenzidja

—1 lesz.

Sajnos a topologiai dimenzié nem lesz jo a fraktalok dimenzidjanak kiszamolasara, mivel

az csak egész szam lehet. A fraktaloknak legtobb esetben viszont tort dimenzidja van.

2.2.2. Hausdorff dimenzi6

A Hausdorff dimenziot gy hatarozzuk meg, hogy a halmazunkat nala kisebb halmazokkal

akarjuk lefedni, és ezek a&tmérGjének segitségével hatarozzuk meg a dimenziot [3, 23. oldall:
2.2.4. Definicié. Az (X, d) metrikus tér H részhalmazdnak dtmérdje:
D(H) = sup{d(z,y) : x,y € H}.

2.2.5. Definicié. Fgy H halmazra H; halmazok 0-fedést adnak, ha ¥Yi = 1,2,...-re



2.2.6. Definicio. Az (X, d) metrikus tér S részhalmazdnak d-dimenzids Hausdroff-mértéke:

O

HYS) = (lsim inf {Z(D(Hi))d : H; a H halmaz (5-fedése} .

i

Létezik olyan dimg(S) szam, amire igaz, hogy ha d > dimy(S), akkor H%(S) = 0 és
d < dimg(S), akkor H%(S) = co. Ez a dimg(S) szam a halmaz Hausdroff dimenzioja,

amit Ggy tudunk meghatarozni, hogy:

2.2.7. Definicio.
dimy (S) = inf{d > 0 : H*(S) = 0}.

Mivel a Hausdorff dimenzi6 kiszamitasa elég nehézkes, ezért vannak més dimenzidfogal-

mak is, amelyek konnyebben kozelithetSek.

2.2.3. Hasonlésagi dimenzid

Az o6nhasonlé halmazoknak a hasonloségi dimenziojat az alabbi formulaval lehet kisza-

molni:

2.2.8. Definicio. A 2.1.4.-es dllitdsban a Y ;- X} = 1 egyenletnek a d-re vonatkozé meg-

olddsa a H halmaz hasonlosdgi dimenzidja.

Bizonyos esetekben egybeesik a Hausdorff dimenzié és a hasonlésagi dimenzié. Ezekhez

az esetekhez elégséges feltételt ad az, ha teljesiil a nyilthalmaz feltétel (OSC):

2.2.9. Definici6é. Az X dnhasonlo halmazra teljesil a nyilthalmaz feltéltel, ha:

AV £ O nyilt halmaz, hogy V O U fi(V), m > 2.

=1

2.2.10. Allitas. Ha teljesil az OSC az X halmazra, akkor a hasonldsdgi dimenzidja

megegyezik f;,i = 1---n iterdlt fiigguényrendszer attraktordnak Hausdorff dimenzidjdval.

Ha egy olyan I F'S-el dolgozunk, ahol az 6sszes f; leképezésnek ugyanolyan a hasonlosagi

aranya, vagyis 0 < Ay = Ay = --- = X\, = A < 1, akkor a képlet az aldbbi mdédon

ixj =m\? = 1.
=1

Ebbdl szeretnénk kifejezni a d-t, ami a dimenziét fogja jeldlni:

egyszertisodik:

mA\ =1



d = logy (m™)
~lgm
=g\

A képletben az m az 6nhasonlo darabok szamat jeloli, a A pedig a hasonlésiag aranyat.

2.2.4. Doboz-dimenzi6d

A doboz-dimenziét, vagy més néven Minkowski-Bouligand dimenziot altalaban a sikbeli
halmazokhoz hasznaljak.

Vesziink egy racshalot (ha testek dimenziojat akarjuk meghatarozni, akkor kockahélot),
ami teljesen lefedi a sikidomunkat. Megszamoljuk, hogy hany darab négyzettel tudjuk
lefedni az egész alakzatunkat. Ezek utan finomitjuk a négyzetracsunkat, mondjuk fele
akkora méretiire csokkentjiik a négyzeteket a racshaldoban. Ekkor, ha egy egyenesrél van
sz6 akkor koriilbeliil kétszer annyi négyzetet kellett szamolnunk, ha egy korlemezrél volt
sz0 akkor négyszer annyi négyzetet kellett szamolnunk. Ebbdl a példabol latni lehet, hogy
van Osszefiiggés egy test dimenzidjanak és a négyzetracs finomitasanak mértéke kozott.
Jeloljiikk a négyzeteink szamat N, (H)-val, ahol A\ a négyzet oldalhosszat jeloli, példaul
N 1 (H) esetben 0,5 centiméter nagysagu négyzetekkel fedtiik le az alakzatunkat.

Legyen « a négyzetracsunk finomitasanak aranya, vagyis 0 < a < 1, mivel csokkentjiik a

négyzetek méretét a finomitas soran. Tehat, ha egy d dimenzios alakzatra igaz, hogy:
AL = A0
Akkor abbol kdévetkezik, hogy
Ny, &~ Ny,aq~ dmsH),

Ez valojaban csak egy kozelités, mivel minél kisebb racshéléra csinéljuk meg, annal pon-

tosabb kozelitést kapunk az alakzat dimenzi6jéra.

2.2.11. Definicié. Egy H halmaz doboz-dimenzidjdat tigy tudjuk kiszdmitani, hogy:

lg N
di H) =1l )
mp(H) = lm =53
Ha az lg Ny és — lg A szamparokat, mint (x,y) koordinatakat abrazoljuk a sikon, akkor az
igy kapott pontokra tudunk illeszteni egy egyenest, aminek a meredeksége ki fogja adni

a doboz-dimenzioét.



3. Ismertebb Fraktalok

3.1. Cantor-halmaz

1883-ban Cantor megalkotta a Cantor-halmazokat. Cantor azt mondta, hogy vegyik a
0, 1] szakaszt, majd toroljik bel6le a kozépsé harmad részét, ekkor marad két szakasz a
[0,1/3]U[2/3,1]. Ezekutan ugyanezt alkalmazzuk a megmaradt két szakaszunkra, vagyis
kivessziik a kozéps6é harmadukat, ezzel 1étrehozunk négy szakaszt:
[0,1/91U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U[8/9, 1]. Ezt n-szer megcsinalva megkapjuk az n-edik hal-
mazt [5].

1/3

1/9

1127

us1
- - - - - - - - - - - - - - - -

2. abra. Cantor-halmaz

Ami érdekes a Cantor-halmazban, hogy akirhényszor csinaljuk meg ezt a kihagyast az
eredeti vonalbol megmarad a szakasz 2/3 része.

Meégis, ha osszeadjuk a ,lyukakat™

AP S U SV NSRS | (N N B
3l 39 27 8l S3\1-(3) )

n=0

azt kapjuk, hogy az Gsszegiik 1.
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3.2. Sierpinski-haromszog

1915-ben Wactaw Sierpinski lengyel matematikus definialta a rola elnevezett haromszoget.
Kiindulésnak egy haromszoget vesziink, majd felosztjuk 4 db egyforma, fele akkora ha-

romszogre A [3] abran lathaté modon, ezek utan tordljiik a kozépsét.

Ezt a lépést ismételjiik meg az Osszes tovabbi kisebb haromszogre is, igy létrehozva a

Sierpinski-haromszoget [6].

A P+
AL LSO
Al 1ma.m AbbH *‘.L

3. abra. Sierpinski-hdromszog létrehozasanak lépései

I!ﬁ,

3.2.1. Kaosz-jaték

A Sierpinski-haromszognek van tébb masik létrehozéasi modja is, de szerintem a legele-
gansabb a Kaosz-jaték. Vegyiink fel 3 pontot gy, hogy azok egy szabalyos haromszoget
hatarozzanak meg, legyenek ezek A,B,C. Tovabbéa jeldljiink ki egy pontot a haromszog
belsejében nevezziik el Xy-nak. Ezek utan véletlenszertien valasszuk ki az A B,C pontok
koziil az egyiket. Ezt megtehetjiik konnyen, mondjuk egy dobdkocka segitségével, hogy ha
egyest és kettest dobunk, akkor az A-t, harmasnéal és négyesnél a B-t, 6tdsnél és hatosnal
pedig a C-t valasztjuk. Ha kivalasztottuk példaul a B csticsot, akkor vessziik az Xo-t
és a B-t 0sszekotd szakasz a felezd pontjat, majd elnevezziik Xi-nek és berajzoljuk. A
kovetkezd 1épésben az X; pontbol megytlink tovabb, véletlen cstcsot valasztunk, és beraj-
zoljuk a csticsot és az Xi-et Osszekots szakasz felezGpontjat, ami X, lesz. Ha ezt a lépést

ismételjiik elég sokszor, akkor az abréank a Sierpinski-haromszogre kezd el hasonlitani. Az

alabbi programot irtam, hogy segitse a kozelitést, és ne kézzel kelljen rajzolgatni tobb
szaz vagy ezer pontot:
programot lefuttattam elGszor 20, majd 200, 2000, 20000, és végiil 200000 pontra is:

11



Kaosz.m ﬁﬂl + ]

- A [0,0]):
E = [20,0]1;

= C = [10,10%=grt(3)]-
B = [12,12];

- max=250000;

- ®=[]:

- v=I[1:

- [Hfor i=l:max

Wooe =] g A L ka2

=
[}

11

- -end
ploti[-1 25],[-1 25],'w' &, ¥,".")

4. ab

r=randi {[1, 3]1):
target=[-1,-1]:
if r==1
target=h;
glseif r==2
target=EB;
glseif r==3
target=_C;
end
xl =(P(l)+targetc(l))/2;
® = [=,=21]:
vl =(B(2)+target (2))/2;
y =lv,¥l]:
P=[x1,¥1]:

ra. Kéosz-jaték programja

3.
3
- -
o et
E
A
KA
LR .
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5. abra. Kéosz-jaték program altal kirajzolt dbrak

Az [plabranal folyamatosan rakozelitettem a fels§ haromszogre, hogy jobban lehessen latni,
ahogy szétesik pontokra, ha elég kozelrsl nézziik:

v

VW

£ Ay

v,

Ve

O
v £ L

AR
ad -

6. abra. Kéosz program abrajara rakozelités

Tehat ez a modszer valoban kozeliti az eredeti Sierpinski-haromszoget, de vajon miért is?
Nézziik meg az eredeti modszer els6 1épésében létrejott négy haromszoget; a kozépsst mi
kitoroljiik, tehat a mi kdosz-jatékunkban ide nem keriil pont egyéltalan. Miért is nem
keriilhet pont a bels§ haromszogbe? Nézziik meg, hogy melyik pontbdl kell kiindulnunk
ahhoz, hogy a bels6 haromszogbe érkezziink meg. Barmelyik csticsot valasztva (A,B,C),
hogy az X, -edik cstics beessen a kdzéps6 haromszogbe, ahhoz az X,,_i-es pontnak a ha-

romszogon kiviil kellett lennie, de ez nem lehetséges hiszen az algoritmussal sose 1éplink
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ki a haromszogon kiviilre. Ha megnézziik a kisebb iires haromszogeket, akkor ugyan-
azt latjuk, hogy ha be akarunk lépni, akkor vagy a haromszogon kiviilrsl kell indulnunk,
vagy pedig egy nala nagyobb iires haromszogbdl. Innen rekurzidval bebizonyithato, hogy
semelyik k6zéps6 haromszogbe sem fog esni pont, vagyis a Sierpinski-haromszog egy rész-
halmazat kapjuk.

Ezzel belattuk, hogy nem kapunk olyan pontot, ami nincs benne a Sierpinski-haromszoégben.
Pontosabb eszkozok segitségével, tobb valdszintiségszamitési eszkoz felhasznalaséval be-
lathato, hogy a halmaz, amit kapunk egy valoszintiséggel stirt a Sierpinksi-haromszégben.
A Sierpinski-haromszog hasonlosagi dimenzioja a 2.2.10 Allitas alapjan ~ 1.585. Mivel

harom darab fele akkora részbdél all 6ssze, mint az eredeti alakzat, vagyis a képlet alapjan:

1 1
g lem _ . 183

—— ~ 1.585.
—lg A —lg%

3.2.2. A Sierpinski-haromsz6g doboz-dimenzi6éjanak kiszamitasa

A Sierpinksi-haromszog doboz-dimenzidjat konnyen lehet kozeliteni ha felhasznaljuk az
el6zGekben szerepelt Kaosz-jaték programunkkal létrehozott dbrat. Elég, ha létrehozunk
egy racshalot, majd megszamoljuk, hogy mennyi négyzetben van pont. Szintén Matlabot

hasznaltam az alabbi abrak létrehozéasara:
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7. abra. Négyzetracshéalok kiilonbozs A értékekre

13.5

13

12.5

12

11

10.5

6 6.5 [ 7.9 8 8.5 8

8. abra. A négyzetracshalo kozelebbrsl

A fenti abran rakozelitettem a négyzetracsra, mert egy idé utdn semmit nem lehet latni
beléle csak egy kék négyzetet.

Ezek utan meg kellett szamolni, hogy mennyi négyzettel fedhetd le az abrank. Vagyis azon
négyzetek szama érdekel minket, amik tartalmaznak legalabb egy pontot. Az dbran lévs
pontok x és y koordinatéi el vannak tarolva két listaban. A négyzethalé6 minden pontja-
nak koordinatai is megvannak, hiszen csak \ méretii négyzetekre felosztottuk a sikunkat,

vagyis ha meg akarjuk kapni egy négyzet 4 koordinatait, akkor konnyen meg tudjuk kapni.
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Ha a bal also sarok koordinatéai (z,y), akkor a maradék 3 pontnak (z + A, y), (z,y + \),
(x + A,y + A) lesznek.

Tehéat, ha egy pont (z1,y;1) koordinatakkal rendelkezik , akkor abban az estben lesz benne

a fent emlitett négyzetben, ha v < z; < x4+ X és y < y; < y+ A egyenletek igazak ra. Ha

egyik pont koordinatai sem teljesitik ezeket a feltételeket, akkor a négyzet iires.

24 —
25 —
26 —
27 —
28 —
29 —
30 —
31 -
32 -
33 =
34 -
==
36 —
37 -
38 -
39 =
40 —
41 -
42 -
43 —
44 —

lefrtbottom = -0.5;
righttop = 20.5;
Ix=[]-
1y=[1+
count=1;
step=l1:
for i=leftbottom:step:righttop
if mod(count,2)==1
1x=[1lx,1]:
l1y=[1lvy,lefthotctom]
1lx=[1x,1]:
1ly=[1ly,righttop]’
else
Ix=[1x,1i]:
1ly=[1lvy,righttop]:
lx=[1lx,1]:
lyv=[1lv,leftbottom]:
end
count=count+l;
end
count=1;

19 - 1x=[1x, leftbotton] ;
50 — 1y=[1ly,il:

==
5|= 1x=[1x,leftbottom];
53 - ly=I1ly,i]:

54 — 1x=[lx,righttop]:
55 — ly=I[1ly,1]:

57 — count=count+1:

58 — end

59

60 — withpoint=0

61 — 11=0;

62

63 — for i=leftboCLOM:STEP:ITightLop - STep

6 - for j=lefrbottom:step:righttop - step
&5 %Poin heck

66 = for p=l:length(x)

&7 — if x(p) > i && x(p) < i + step && v(p) > j && v(p) < J + step
&8 — withpoint = withpoint + 1;
69 — break;

70 - end
- end

9. abra. A négyzeteket szamold program

Lefuttattam a programot kiilonb6zd A értékekre és az megszdmolta hogy mennyi négyzetet

fednek le:
A 1 05 025 0.125 0.0625 0.03125 0.02 0.015625
Ny | 175 492 1512 4501 13345 37979 70689 95824

A 2.2.11 Definici6 alapjan ezekbdl az adatokbol kozeliteni tudjuk az alakzatunk dimenzi-

0jat:

lg Ny _ 18492 ¢ 005
“lgA —1g0.5
lg N, lg 4501

= ~ 4,0453
—lgA —1g0.125 ’
lg N 1
gNa _ 1831919 5 405

—lg\ —1g0.03125

lg Ny lg 1512

= ~ 5.2811 1
—lgA —1g0.25 (1)
lg Ny lg 13345

= ~ 3,426 2
—lgA —1g0.0625 ’ 2)
lg Ny 195824

— ~ 2,75801. 3
—lgA —1g0.015625 )

Lathato, hogy konvergélnak az értékek, de nagyon lassan, ezért probéalkozzunk egy méasik

modszerrel. Ha dbrazoljuk a (—l1gA,lg Ny) szampéarokat, mint (x,y) koordinatékat, és
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ezekre a pontokra egyenest illesztiink, akkor az egyenese meredeksége meghatarozza a

doboz-dimenzio6t.

2.9

4.5

3.9

2.9

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

10. abra. Pontokra illesztett egyenes

Ha A [10| &bran lathato egyenes meredekségét leolvassuk, akkor dimp(H) ~ 1.585-6t ka-

punk, ami a fraktalunk dimenzi6ja lesz.
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4. Christiane Frizuraja

Christaine Frizurajarol (CF) Jacques Lévy Véhel és Franklin Mendivil munkajaban talal-

koztam [8]. Az dbra mutatja hogyan is néz ki a CF:

0.25 -
i

11. 4bra. Christiane Frizuraja

4.1. Christiane Frizurajanak megalkotasa

CF-et tgy tudjuk megalkotni, hogy Cantor-halmazokat pakolunk egymasra. A Cantor-
halmazok készitését a 3.1. fejezetben targyaltuk, de egy kis visszatekintés nem art. A
klasszikus Cantor-halmazt ugy kapjuk, hogy vessziik a [0, 1] szakaszt és kivessziik a ko-
zéps6 harmadat, majd ezt a 1épést ismételgetjitk a létrejovs szakaszokkal. Igy az n-edik
lépésnél kapunk 2" darab 37" hosszusagu szakaszt. Egyiitt ezek alkotjak a Cantor-halmaz

n-edik szintjét, vagyis C,-et. Az egészet pedig gy kapjuk meg, ha vessziik ezek metszetét
C=0N,0Cn

Egy kicsit modositani kell még a Cantor-halmazunkon, hogy CF-et adja vissza. Bevezet-
jitk Cy-t, ami C' modositott valtozata méghozza tgy, hogy nem 1/3, hanem egy (1 — 2y)
hossztisagu szakaszt vesziink el, ahol y € [0,1/2].

Az n-edik 1épésnél igy a 27Y darab 3"~ ! hosszi szakasz kozepébdl elvessziik az (1—2y)y"™*
hosszu szakaszokat. Ezzel a moédszerrel Cantor-halmazok egyparaméteres seregét épitjiik,
ahol a "lyukak" mérete minden szinten csokken. Ha fiiggSlegesen egymasra halmozzuk

ezeket a szinteket, akkor kapjuk meg a CF-et.
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CF={(z,y):xe€Cy, yel0,1/2]} C[0,1] x[0,1/2]

A Cantor-halmazt 1étre tudjuk hozni egy masik modszerrel is, méghozza az [teralt Fliggvény-
Rendszerek (IFS) segitségével [8, O, [10]. Legyen a két fiiggvényiink:
2

+ . (4)

i
wiz) =3+ 3

wo(z) = g

Ekkor wy(C) = CN[0,1/3] és wy(C) = C N [2/3,1], vagyis mondhatjuk azt, hogy C' =
wo(C) Uwy(C), ahol a két halmaz diszjunkt.
A Cantor-halmaz 6nhasonld és egyedi tulajdonsagait le tudjuk irni az alabbi moddon.

Nézziik az A halmazt, ahol :

A:{itn3”:tne{0,2}}. (5)

Innen koénnyen lathato, hogy :

wo(A) = {ZtnB_" 11 =0,t, € {0,2}n > 2—re} )

n>1

wi(A) = {Ztni’)_" tth=2,t,€{0,2}n> 2—re} :
n>1

Vagyis A = wo(A)Uw;(A). Tehat ez azt jelenti, hogy A = C és pontos leirast ad C-re.

Az y € ]0,1/2]-re definialjuk az alabbi leképezéseket:

wo(z,y) = yx wi(z,y) =y + (1 —y). (6)

Ha y = 1/3 értéket valasztjuk, akkor visszakapjuk a klasszikus Cantor-halmazt. Az
egész CF allando lesz ezek a leképezések alatt, és mostantol ezekre a leképezésekre ugy
gondolunk, mint wy, w; : [0, 1] x [0,1/2] — [0,1] x [0,1/2].
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4.2. Christiane Frizurajanak abrazolasa

Szeretnénk egy stird ’hajszaladagot’ abrazolni a halmazbol. Ehhez be kell vezetniink va-
lamilyen jel6lést, hogy a hajszalakat kévetni tudjunk. Minden n € N-hez hozzéarendeliink
egy n hosszisagu binaris szamsorozatot X" = {0, 1}". Tovabba a végtelen {0, 1} sorozatok
terét ¥ = {0,1}"-nel jelljiik. Legyen o € %, definidljuk o™ € X"-et, mint o els6 n koor-

dinatajat azaz, o™ = (o',02,--- ,0"). Legyen adott ¢g, ¢ és o € ", ekkor definidljuk a

c s

¢¢7” = 92501 O¢O’2 O"'O¢on- (7)

A kompozicié sorrendje —ben nagyon fontos. Nézziik meg egy adott o € Y-ra az n-edik
és n + 1-edik 1épés kozotti kiilonbséget:

gba" = ¢0’1 O¢ago"'o¢on
¢O’n+l = ¢0'1 % ¢0'2 ©0---0 ¢Un % ¢U,L+1'
Vagyis a kovetkez6 leképezést gy kapjuk, hogy beliilrél ¢, ,-el komponélunk . Tehat y

paraméter fiiggvényeként akarjuk abréazolni az f fiiggvényeket. Legyen f : [0,1/2] — [0, 1],
x = f(y), tovabba van két IFS leképezésiink ([6)-bol, mint

do(f)(y) =y f(y) o1(f)y) =yf(y) + (1 —y). (8)

ahol y € [0,1/2].

Legyen a két kiindulé figgvényiink fo(y) = 0 és f1(y) = 1 minden y értékre. Tehat a belsd
haromszog két szara kijon ugy, hogy, ¢o(f1)(y) = vy és ¢1(fo)(y) = 1 —y. A kovetkezd
iteracios 1épés az, hogy behelyettesitjiik a létrejovs 10j fliggvényeinket ¢p-ba és ¢pq-be.

Vagyis kijonnek az alabbi fliggvények:

$o(Po(f1))(y) =y
Po(P1(fo)) (W) =y —y°
P1(po(f1)(y) = v* + (1 - y)
P1(¢1(fo))(y) =1 - Y.

Ha folytatjuk az iteraciot és dbrazoljuk a fliggvényeket, akkor kapunk egy fliggvényrend-
szert ami CF-et elegend@en jol kozeliti. Ha elég sok iteraltat vesziink, akkor pixel pontosan
megkozelithetjiik CF-et.
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4.3. Az abrazol6é program

A program alapotlete, hogy felhasznaljuk a ¢ fliggvényeket és ezeket iteralva kozelitjiik a

fraktalunkat. Ezt a programot is Matlab segitségével készitettem el.

A programunk y fiiggvényeit abrazolja, tehat meg kell adni a tartoményt, amin abrézolni
fog, ami y € [0,1/2]. Ezekutéan meg kell adni a kiindulé fiiggvényeket. A programomban
nem az fo(y) =0 és fi1(y) = l-eket hasznaltam kezdeti értéknek, hanem az ¢o(f1)(y) =y
és ¢1(fo)(y) = (1 — y)-okat. Ezt azért igy csindltam, mert ha behelyettesitenénk az
fo(y) = 0 és fi(y) = 1 kezdeti értékeket, akkor négy fliggvényt kapnank vissza. Ebbdl
kettd az eredeti 0 és 1 fliggvény lenne, ha ezeket tovabb iterdlnank, akkor a keletkezd
fiiggvényeink fele a 0 és 1 fliggvényekbdl allna. Szoéval inkadbb az els6 1épés utan létrejott
két fliggvényértéket hasznaltam kezdeti értékeknek, amit a programomban z1-nek és z2-

nek neveztem el.

Maga az iteracios 1épés elég egyszeri, a ¢g-at megszorozom y-nal, a ¢;-et pedig megszo-
rozom y-nal és hozzaadok (1 — y)-t, igy hozom létre kovetkezs fiiggvényt.

A kezdeti értékeket betettem két listaba. Az egyik lista (templist) arra szolgél, hogy
ebben téarolja az iteralando fliggvényeket, a masik (alllist) pedig tarolja az Gsszes kiraj-

zolando fiiggvényt.

Létrehoztam egy ideiglenes listat is, ami arra szolgal, hogy tarolja az iteracié sorén létre-

jové 1j figgvényeket. Maga az iteracié miikodése:
e 1. lépés : lenullazzuk az ideiglenes listankat(innerlist).

o 2. 1épés : végigmegylink a templist Osszes fliggvényén a ¢q és ¢ fliggvényekkel, ami

a programban ugy mutatkozik meg, hogy megszorozzuk az f0-val (az y-nal egyenld).

3. lépés : a létrehozott 1j fiiggvényeket betessziik az ideiglenes listankba.

4. lépés : a templist-et egyenlévé tessziik az innerlist-el, mivel a kdvetkezd iteracios

lépésben ezeket a fliggvényeket kell majd iterélni.

e 5. lépés : azinnerlist elemeit hozzdadjuk az alllist-hez (minden 1j fiiggvény bekertil
a nagy, Osszes fliggvényt tartalmazo listaba).

e 6. 1épés : az alllist 6sszes elemét kirajzoltatjuk

e 7. lépés : kirajzoljuk a két hianyzo igazi kezdeti értékiinket vagyis a 0 és 1 fiiggveé-

nyeket.
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A programunk minden egyes iteracios lépés utan kirajzolja a fliggvényeket.

Maga a programunk:

[ SimaXm | + |
1 = v = linspace (0,0.5); x1 = vy x2 = 1-vy;
2 - 0 = wr
3 = templist={x1,x2};
4 - alllist={x1l,x2};
= = 2=9;
6 — close all
T - for i=l:=s
8 — innerli=st={};
9= for j=l:length(templist)
10 — x3i=templist{j}:
13 ([= x4=x3.*£0;
12 - ®5=x3.*f0 +(1-v)=:
13 (= innerlist{end+l}=x4;
14 — innerlist{end+l}=x5;
154 (= end
16 — tenplist=innerlist;
17 — for j=l:length{innerlist)
18 — alllist{end+l}=innerlisc{j}:
alle ey end
20 — figure;
21 — hold on
22 — for j=l:length({alllist)
23 = plot {alllisc{j}, v, "k")
24 — drawnow ()} ;
254(= end
26 — Xline (1) ;
27 = xline(0);
28 — hold off
29 — end

12. abra. Christiane Frizurdjat kirajzol6 program
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Az abrak amiket kirajzol a program :

Nl N

AN

a5 \
,’/ \\ \

13. abra. Christiane Frizurajénak abréi kiilonbozd iteracios 1épésekben
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4.4. Christiane Frizurajanal a "lyukak" nagysaganak kiszamolasa

Az eredeti CF-ben az elsé "lyuk" ami kozépen van, annak a teriilete = ami ranézésre
) 2

latszik az abrabol. A masodik iteracioban létrejové "lyukak" tertilete [8]:

y=1 y=3 2281 1 1 1
/ (1—2y)ydy=/ y—2y2dy={———] == — ==
y=0 y=0 2 3

Mivel tudjuk, hogy barmilyen adott y-ra C,-nak a koézponti hossztisaga (ahol a legvasta-
gabb a "lyuk") (1 — 2y) lesz.

CF tiikrosen szimmetrikus, tehat az abra baloldalan 1évé "lyukak" mérete megegyezik a
jobb oldalon 1év§ "pérjukkal", vagyis az 6sszes masodik korben 1étrejovs "lyukak" tertilete

kiszamolhato, ha az y(1 — 2y)-t integraljuk a teljes y hosszon.

Hasonléan az n-edik iterécidé soran létrejovs "lyukak" teriiletét az alabbi modon lehet

kiszdmolni

v=3 y=3% n o1 y=3%
/ (1-2y)y" ' dy = / Yy -2yt dy = [y— - } =
Yy

-0 y=0 n n+l],

_ G 2 (1
n n+1 n n+1/)
Ha Osszeadjuk az 0sszes "lyuk" teriiletét ilyen moédon, akkor

1 1 1 1 1
gnlo=n [ Z =—) —— .
Z (n n—|—1> Q;n n+1

n>1

Ez egy teleszkopikus 6sszeg lesz amibdl miden kiesik, kivéve egy 1-es szorzo

Z1_ 1 _1_1+1_1+1_1+ .
—n n+1 1 2 2 3 3 4 '~ 7

tehat az Osszes "lyuk" teriilete % lesz.

4.4.1. Egyéb valtozatoknal a "lyukak" nagysaga

Ebben az esetben y helyett g(y) fiiggvényt fogunk hasznalni az 4j CF létrehozasara.

A ¢(y) figgvényre ugyanaz a megszoritasunk van, mint az y-ra, tehat 0 < g(y) < 1/2 ha
y € [0,1/2]. Tovabba g(y)-nak folytonosnak kell lennie a [0, 1] szakaszon, hogy integral-
hato legyen.
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Ekkor a "lyukak" teriiletét gy tudjuk kiszamolni, hogy

1

> 2! /y:2(1 —29(y))g(y)" ' dy.

n>1 =0

Legyen g(y) = 2y?

=3 v=3 y=3
/ (1—2g(y))g(y)" " dy = / (1—dy?)2"y™ 2 dy = 2" / YT =yt dy =
Y

=0 y=0 y=0

3 - - n
g [ e ()

2n—1 2n+1|, 2n — 1 2n + 1

() (o arn) ()

Ha a végén Osszeadogatjuk ezeket, akkor megint egy teleszkopikus Gsszeget kapunk

;z’”Q" <(2n1_ 1) 2n1+ 1> - %Z ((2n1_ T~ 2n1+ 1) .

n>1

3 1 1 DS S S U S S
2n—1) 2n4+1) 1 3 3 5 5 7 '~ 7

n>1

Vagyis a "lyukak" teriiletének az Gsszege itt is % lett.
Nézziink egy masik fajta fiiggvényt, legyen g(y) = /%

[ azsmaertan= [ s zra= [ (52 (f8) w-

y=0 =0 2
yi% Yy nTil Yy 51 y:% yngl Qy%
T @ e [ 2,
/y_o (2) 2) W o 25 2% dy
n+1 ntz | % [ n+1 n+2 é
o Y 2 2y 2 B Y 2 2y 2 B
- —n+1 o —n - —n+3 o —n+2 -
G5 G2, G e+ (G) 7 +2)
- 1
n n=3 n42 n=2 | 2 n+1 n—3 —2 n+2 n—2
B a3 7 N (Y ) R ) S 6 O 1
n+1 n+2 n+1 n+2
40

OO R OO g (L1
n—+1 n+2 n+1 n+2 n+1 n+2/)°
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Ha ezeket 6sszeadjuk minden n-re

1 1 1 1
2n7127n+1 o — _ —
S () = X (e eg)

n>1

1 1+1 1+1 1+ 1
2 33 4 4 5 792

Tehat a "lyukak" teriiletének az Gsszege itt is % lett.

4.4.2. Altalanos esetben

1

> 2! / 25(1 —2g(y))g(y)" ' dy = /;:2 > 21— 2g(y))g(y)" " dy =

Y
n>1 y=0

- /io > (1 —=29(y)(29(y)" " dy

n>1
> (1 =2gm))g(y)" " = (1= 29) A+ g(y) + 9W)* + 9)* + 9)" + 9(v)* + ...
n>1
Mivel a 2¢g(y)-ok egy mértani sort alkotnak, ahol 2¢g(y) < 1, ezért hasznalhaté az 6sszegzd
képlete:
1

(14 (29(0)) + 29w) + o)) + Qo) + QoW + ) = 50

Tehat az jon ki, hogy :

w1 _ 1=29(y)
1-29(y)

> (1 —29(y)g(y)

n>1

Ezt visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe kijon, hogy a teriilete %

=

y=

/y:Q D2 (1= 29(y))g(y)" " dy = / 1dy = %

n>1 y=0
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4.5. Christiane Frizurajanak doboz-dimenzi6ja

A CF-nak a doboz-dimenziojat hasonlé moédon fogjuk kiszamolni, mint a Sierpinksi-

haromszognél. Felvesziink egy A méretd racshalot és megszamoljuk a négyzetek szamat:

\

J/4/40)/ 4/ A\R\V \WA\Y
\ \
\ A\
V/ \

f T, 7
7 7

14. abra. A négyzetracs finomitasa

A [T4] dbran az lathato, ahogy rakozelitettem a CF-ra, mivel egy bizonyos finomitas utén
olyan strd a négyzetracs, hogy semmit sem latunk bel6le csak egy kék téglalapot. A
Sierpinski-haromszog doboz-dimenzidjat kiszamold programnél pontokrol kellet megha-
taroznunk, hogy benne vannak-e a négyzetekben. A CJF-nél viszont fiiggvényekrdl kell

meghatarozni, hogy athaladnak-e a négyzeten vagy sem.

Elgszor is mivel a CF szimmetrikus az © = 1/2 egyenesre, ezért elég ha az abra bal felét
(az egyeneshez viszonyitva bal oldalt) vizsgaljuk meg és ha meghatéaroztuk ott mennyi

négyzetet érint, akkor a végén megszorozzuk kettével, hogy megkapjuk az Osszeset.

A négyzet 4 sarkanak koordinatai tovabbra is (z,v), (z + X\, y), (z,y + A), (x + X,y + A),
ha a valahanyadik részben hasznalt jelolést felhasznaljuk ( vagyis az (x,y) koordinatak a
négyzet bal also sarkat jelolik). Ahhoz, hogy egy "hajszal" benne legyen egy négyzetben
az egyik oldalat metszenie kell, hogy "belépjen". Ha megfigyeljiik akkor ezt a négyzet
als6 vagy a bal oldalan tudja megtenni. Az also oldalt akkor metszi, ha x < f(y) < x + A
értékek kozé esik. Ha a bal oldalon 1ép be a fiiggvénynek metszenie kell a felsé oldalt is,
vagyis elég azt ellendrizni, hogy = < f(y + ) < x + X teljesiil-e. Ha a 2 feltétel koziil
valamelyik igaz, akkor a fliggvény atmegy a négyzeten.

Lefuttattam a programot és megnéztem, hogy kiilonb6z6 A értékekre hany négyzettel

lehet lefedni. Pontosabban én azt szamoltam meg, hogy hany olyan négyzet van ami tires
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(vagyis nem megy at rajta fiiggvény), de ha ezek szamat kivonjuk az Gsszes négyzetbol
akkor megkapjuk mennyi kell, hogy lefedjiik CF-et.

A 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.00625 0.003125 0.0015625 0.00078125
Ny| 36 118 372 1174 3936 13302 44906 154588

A 2.2.11 Definici6 alapjan ezekbdl az adatokbdl kozeliteni tudjuk a dimenzidjat:

lg Ny lg 36 lg N, lg 118

= ~ 1.5563 = ~ 1.5924 9
—lgA —l1g0.1 —lgA —1g0.05 )
lg N lg 372 lg Ny lg 1174

= ~ 1.604 = ~ 1.6129 10
—lgA —1g0.025 —lgA —1g0.0125 (10)
lg Ny _ 1g 3936 ~1,6310 lg N _ 1g 13302 ~ 1,6461 (11)
—lgA  —1g0.00625 —lgA —1g0.003125
lg N. lg 44 lg N lg 154
gVo _ 184406 o ey BISASSS g (1)

—lgA  —1g0.0015625 —lgA  —1g0.00078125

Ahogy az lathatéo a doboz-dimenzié konvergal, de nagyon lassan széval, mint a 3.2.2
pontban itt is abrazoljuk a (—1g A, lg N,) adatokat, mint (z,y) koordinatak :

1 15 2 25 3 3.5

15. abra. Egyenes illesztése a megadott pontokra

Az abrarél meghatarozzuk az illesztett egyenes meredekségét, amely meg fog egyezni a

dimenzioval dimp(CF) ~ 1.735.
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4.6. Christiane Frizuraja tovabbi variaciéinak Abrazolasa

A CF-nak tobb variaciojat is létre tudjuk hozni, ha az y-t kicseréljiik valamilyen g(y)
fiiggvényre [§]. Ekkor :

wo(w,y) =xg(y) & wi(z,y)=xg(y) + (1 - g(y)).
gy az ¢ fiiggvényeink is megvaltoznak:
oo(f)y) =9W)fly) & o(N)y) =9 f(y)+ 1 —9gy)).

Ami a programunkban valtozast jelent az az, hogy a kezdeti értékek helyett nem y és
1 — y lesz, hanem g(y) és (1 — g(y)). Tovabba az iteracidban szorzunk az fy = y helyett
az fo = g(y)-al, és ¢1-ben (1 — y) helyett (1 — g(y))-t adunk hozza.
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Ha g(y) = 2y?, akkor igy néznek ki :

16. dbra. A program abréi g(y) = 2y? esetén
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Ha g(y) = \/g, akkor igy néznek ki :

17. abra. A program &brai g(y) = \/g esetén
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Ha g(y) = sin(2my)/2, akkor igy néznek ki :

o =
N T —
. N\ ~— 7
T \\\\\\ \x\\ / (’/’///
.
\ v /
) ) \

18. abra. A program abréi ¢g(y) = sin(27y)/2 esetén
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Ha g(y) = 4y3, akkor igy néznek ki :

r T ™~

—]
w ) ~ ™
1/ //” SO\
M’// N
ozl

19. dbra. A program abréi g(y) = 4y> esetén
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20. dbra. A program abrai g(y) = 3 — /1 — y? esetén
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21. abra. A program abrai g(y) = {’/g esetén
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