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1. Bevezeto

A linedris algebra eszkozei a matematika szamos teriiletén nyijtanak segitsé-
get egy-egy probléma megoldasaban. Ezek koziil az egyik a kombinatorika
témakore. Szakdolgozatom célja, hogy néhany e két matematikai tertilet
kozotti osszefiiggést vazoljak fel, melyeket akar egy kozépiskolai emelt szintii
szakkoron is meg lehet tanitani.

Dolgozatom harom 6 téma koré épiil, a linearis rekurzidk, halmazok vek-
toros reprezentacidja, graf-algoritmusok és graf-abrazolasok. A témakhoz
kiillonboz6 ordkon szerzett tapasztalatok keltették fel érdekl6désemet. A
linedris rekurziokkal a véges matematika 6rakon, a Paratlan varos problémaja-
val Algebra és szamelmélet blokkon, a graf-algoritmusokkal pedig egy, az
adatszerkezetekkel foglalkozé programozési gyakorlaton talalkoztam. Mind-
hérom teriilet csak érintolegesen szerepel az egyetemi tananyagban, ugyanak-
kor érdekes problémakkal foglalkoznak, melyek akar kevés hattérismerettel is
megérthetok.

Fontos szempontnak tekintettem, hogy olyan feladatokat keressek, illetve
talaljak ki az Osszefiiggések szemléltetésére, amelyek kozel allnak valamely
valos életbdl vett problémahoz, ugyanakkor jol modellezheték a matematika
nyelvén.

Szakdolgozatomat igyekeztem kovetkezetesen felépiteni. A fejezetek elején
Osszegyltjtottem azokat az ismereteket, linearis algebrai eszkozoket, ame-
lyeket a témakor targyaldasa soran felhasznalok. Az 1j ismeretek konnyebb
elsajatitasahoz gyakorlé példékat is készitettem.

Mindegyik fejezetet kicsit mas nézépontbdl allitottam oOssze. A linedris
rekurzidk feladatai féleg a kombinatorikai gondolkodast igyekeznek elésegiteni,
hogyan kell egy rekurziot észrevenni, leirni. Majd a fejezet mésodik felében
inkabb a szamelméleti vonatkozasok dominalnak.

A Paratlan varos témakoréhez a masik kettéhoz képest tobb linearis al-

gebrai hattérismeret sziikséges, ezért a fejezet elején egy intenziv vektortér



gyakorlat talalhato. Es a tovabbiakban is kozépiskolasok szamara szokatlan
modszereket mutatok be.

A grafelmélet ma mar részét képezi a kozépiskolas tananyagnak, szak-
dolgozatomban azonban féleg a graf-algoritmusokkal foglalkoztam, amik a
kozépiskolaban kevesebb hangsulyt kapnak.

A szemlélteto feladatok tobbségét egy konyvbol vagy az internetrol vett
otlet alapjan, sajat magam talaltam ki, illetve alakitottam at gy, hogy jol

illeszkedjen a gondolatmenethez.



2. Fibonacci-sorozat

2.1. Sorozatok

(Ismétlés)
A fejezet részletes targyalasa elott egy rovid ismétlést tesziink a soroza-

tokrol, kiilonos tekintettel a szamtani, mértani és a rekurziv sorozatokra.

Mi is az a sorozat?

Definicié. Szdmsorozatnak (réviden sorozatnak) nevezziik a pozitiv egész

szamok halmazan értelmezett valos értéki fiiggvényeket.

Példak.
—a,=2n+1
- b,=3-2"

—ay =3, Qpy1 =y + 2

Szamtani sorozatok. A szamtani sorozatokat egy példaval ismételjiik at.

Feladat. Kdrtyavdrat épitink a szokdsos modon (lasd a mellékelt abrat).
1. Hany kartyaval kezdjiink, ha 7 emelet magas kartyavarat szeretnénk?

2. Hany darab kartyara lesz sziikséglink?




Megoldas. Egyszinti var esetén két kartyara van sziikségiink, ha kétszintes
varat szeretnénk, akkor az alsé szinten mar 5 db kartya kell, ha haromszinteset,
akkor pedig mar 8. Minden 1jabb szint 3-mal noveli a kezdo szintre sziikséges
lapok szamat, egy vizszintes lappal és két alloval. Ebbol az Osszefiiggésbol
mar konnyedén valaszolhatunk az 1. kérdésre: 7 szint esetén a; = 24-6-3 = 20

kartyalappal kell kezdeni.

Definicié. Szamtani sorozatnak nevezziik azokat a sorozatokat, amelyek-
ben (a méasodik elemtél kezdve) barmelyik tag és az azt megel6z6 tag kiilonb-
sége allandd. Ezt az allanddt d-vel jeloljik (d = differencia). Azaz a masodik
elemtdl kezdve minden tagot ugy kapunk meg, hogy a sorozat eléz6 tagjahoz
egy (a sorozatra jellemz6) dllandét adunk hozza: a, = a,_1 + d, a sorozat
megadasahoz elegendo a kezddtag és a differencia megadasa, ebbol mar tetszo-

leges n-re kiszamithaté az n-edik tag: a, = a; + (n — 1) - d.

A 2. kérdés megvélaszolasahoz sziikséglink van a szdamtani sorozat elsé
n tagjanak Osszegére vonatkozo Osszefiiggésre. Ehhez felelevenitjiilk Gauss
modszerét: Ha a sorozat tagjait Osszeparositjuk, mégpedig tgy, hogy a két
végérol a kozepe felé haladunk, és ezeket a parokat osszeadjuk, akkor azonos

osszegeket kapunk:

a;+ (a1 + (n—1)d) = (a1 +d) + (a1 + (n — 2)d) = ...

we=(a1 +kd)+ (a1 +(n—k—1)d) =2a; + (n — 1)d

Mivel 5 db ilyen par van, az elsé n db tag Gsszege: S, = (a1+a,) 5. Ez
a modszer azonban latszdlag csak péaros n-ekre miikodik (paratlan esetben
mivel parositjuk a k6zépso6 tagot?). De ha kicsit atfogalmazzuk, akkor konnyt
latni, hogy paratlan n-ekre is igaz a formula. Most a parositast ugy végezzik
el, hogy a sorozat tagjait el6szor novekvo, majd csokkend sorrendben egymas
ald frjuk. Az oszlopok szerint vett 0sszegek egyenlék, valamint az Osszes szam

Osszege nyilvanvaléan a keresett szam kétszerese, amibdl ismét az elébb felirt



formulat kapjuk. Tehat hany kartyéra lesz sziikségiink a 7 emeletes kartyavar
megépitéséhez:
(a1 +a7)n (24 (24+6-3))7

S7 = 5 = 5 =T7.

Mértani sorozatok. A mértani sorozatokra a legkézenfekvébb példa a

baktériumok szaporodasa.

Feladat. FEgy baktériumtenyészetben kezdetben volt 3 baktérium. A tenyé-
szetben a baktériumok szama minden negyedoraban megduplizodik. Hany

baktérium lesz a tenyészetben 2 ora milva?

Megoldas. Legyen a, a baktériumok szdma az n-edik negyedéraban. Ekkor
ay nyilvanvaléan 3. Hogyan kapjuk a tobbi tagot? A mésodik negyedéraban
megduplazdédik a baktériumok szdma: as = 3 -2, majd a harmadikban ismét
duplazédik as = as-2=3-2-2=3-2% ..., ap, = a1 - 2. Mint latjuk ebben
a sorozatban két szomszédos tag hanyadosa allando:

an

= 2.
Ap—1

Az ilyen sorozatokat nevezziik mértani sorozatoknak.

Definicié. Mértani sorozatnak nevezziik azokat a sorozatokat, amelyekben
(a masodik elemtél kezdve) barmelyik tag és az azt megel6z6 tag hanyadosa
allandé. Ezt az dllanddt g-val jeloljiik (¢ = quotiens= kvdciens). Azaz a
masodik elemtdl kezdve minden tagot igy kapunk meg, hogy a sorozat el6z0
tagjat egy (a sorozatra jellemzd) allandéval szorozzuk: a, = a,_1q. Mértani
sorozatoknal is elegend6 a kezdotag és a kvociens megadésa, ezekbdl mér

minden tag kiszdmithaté: a, = a; - ¢" L.

2.2. Fa novekedése

Feladat. FEgy fdt dltetink, melynek az elsd évben egyetlen dga van, amely

méq eqy €vig novekszik, majd a harmadik évben eqy uj dgat hajt. Minden g



ag eqy €vig novekszik és a masodik évben eqy-eqy uj dgat hajt. Hdiny dga lesz

a fanak 20 év milva?

Megoldas. Léssuk, hogyan is néz ki ez a fa. A nulladik évben eliiltetjiik
a fat. Az els6 évben a fanak egy dga van, ami egy évig novekszik, tehat a
masodik évben még mindig egy dga van. A harmadik évben mar két aga van,
egy kétéves és egy 1j. A negyedik évben a kétéves ag 1j dgat hajt, az egyéves
novekszik, ekkor Osszesen 3 aga van a fanak. Ez igy megy minden évben, az
egyévesnél oregebb agak 1j agat hajtanak, az 1j agak csak novekednek, tehat
egy fanak az n-edik évben annyi dga lesz, mint amennyi aga az (n — 1)-edik

és az (n — 2)-edik évben Gsszesen volt.

[l \ r-”"lgi
AT

A feladatot leforditva a matematika nyelvére az alabbi rekurziv sorozatot

kapjuk:

Uy = 07 Uy = ]-7 Up = Up—1 + Up—2

Ez épp a Fibonacci-sorozat. Ahhoz, hogy meghatdrozzuk, hany dga lesz
a fanak 20 év mulva, 20-szor végre kellene hajtanunk a rekurziét. Most erre

keresiink egy gyorsabb megoldast.

Allités. Ha van két an, b, sorozat, melyekre teljesul a rekurzio képzési

szabdlya, akkor minden ¢, = aa, + (b, sorozatra is teljesil a rekurzio.



Bizonyitas. Irjuk be az a,, b, sorozatokra vonatkozé rekurziot a

Cp = Ay + 5bn

egyenletbe:

Cn = Oé(CLn,1 + an72> + ﬁ(bnfl + bn72>

Cp = Qlp—1 + Qlp_2 + ﬁbn—l + ﬁbn—Q

Cp = (aan—l + ﬁbn—l) + (aan—Q + 6bn—2) = Cp—1 + Cp—2.

Feladat. Keressiink explicit képletet az n-edik Fibonacci-szamra!

Jo6 lenne olyan sorozatokra visszavezetni a problémat, amelyekre ismertink

explicit képletet. Ilyen sorozatok a szdmtani és a mértani sorozatok.

Kérdés. Mely szamtani sorozatok elégitik ki a fenti rekurziot?

Legyen a,, = a+d(n—1) olyan szdmtani sorozat, ami kielégiti a rekurziot!
Azaz kell a +d(n — 1) = a+d(n — 2) + a + d(n — 3), ebbdl kapjuk, hogy

(4 —n)d = a minden n-re, ez csak az azonosan 0 szamtani sorozatra teljesiil.

Kérdés. Mely mértani sorozatok elégitik ki a fenti rekurziot?

n—

Olyan a,, = ag" ' mértani sorozatot keresiink, amelyre teljesiil:

Ap = Qp_1 + Qp_2

n—1 __ n—2 n—3
alq”  =aiq "+ agq

Leosztas utan az alabbi méasodfoku egyenletet kapjuk g-ra:

¢ —q-1=0



Ezt hivjuk a sorozat karakterisztikus egyenletének, melynek gyokei:

1+V1+4 1445
2 2

Tehat azt kaptuk, hogy minden olyan mértani sorozat kielégiti a rekurziét,
V5 1-+5

B vagy g = 5

Keressiik tehat a feladatban szereplé sorozatot

5 (58

alakban. Elég a sorozat els6 két tagjat vizsgalnunk, mert a tobbi tagra a

gi2 =

melynek kvociense ¢; =

rekurzié miatt minden oroklédik.

w=0=a+p4 — pf=-a«a

) Sy
(L 1-5

I T R
2:a1—|—oz\/_—a—|—oz\/5

azﬁl
=

Tehat az n-edik Fibonacci-szam kiszamithaté az

() ()

képlettel. fgy konnyen valaszolhatunk a feladatban feltett kérdésre:

- 1 1+\/5 20 1 1_\/3 20_




2.3. Lépcsore feljutas problémaja

Feladat. Hdnyféleképpen juthatunk fel a 10 emeletes kollégium 5. emeletérdl
a 7. emeletre (nincs lift), ha két emelet kozitt 24 lépcséfok van és eqyszerre

1 vagy 2 lépcsdfoknyit tudunk lépni?

A feladatot hazi feladatnak adnam, hogy a gyerekek ismerjék fel a rekurziét
a feladatban és alkalmazzdk az 6ran tanultakat. A megoldas menete szérol-

szora megegyezik a fadgas feladatéval.

A fenti algoritmussal tehat explicit képletet kaphatunk linearis rekurzidkra.
A megoldas menete, hogy olyan mértani sorozatot keresiink, ami kielégiti a
megfelel6 rekurziot. A mértani sorozat kvéciensét egy masodfoki egyenletbol

kapjuk, melynek, ha két kiillonboz6 gyoke van (g1 és ¢2), akkor ezekbdl
ap = OZQ? + 6qga

ahol «, 0-t a kezdeti feltételekbdl kapjuk.

Feladat. Vegyik az ay = 2,as = 6,a, = 4a,_1 — 4a,_o rekurziv sorozatot.

Keressiink a rekurziot kielégité mértani sorozatot!

a1q" = 4a,q""! — dar "

¢ —4q+4=0
(¢—2°=0
@1 =q =2

Tehat csak a 2 hanyadosd mértani sorozatok elégitik ki a rekurziét. Ha a
két gyok megegyezik, érdemes a rekurziv sorozat képletét a,, = aq"” + Bng"*
alakban keresni. Ehhez még azt kell beldtni, hogy ekkor az ng"~! sorozat is

kielégiti a rekurziét:

10



a(n + 2)q"Jrl =aa(n+1)¢" + Baing™

ebbdl a;¢™1-nel leosztva (a; és q egyike sem 0) a kovetkezd egyenletet kapjuk:
(n+2)¢* = a(n+1)g+ fn

ebbol kivonva az eredeti karakterisztikus egyenlet n-szeresét, a

2¢° = agq

masodfoki egyenlethez jutunk. Tehat azt kaptuk, hogy ekkor

q= 9
Végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink.
A megolddképletbol ugyanerre a megoldasra jutunk, ha ¢ kétszeres gyoke

a karakterisztikus egyenletnek:

—f
_at/a?-48
gi2 = 5 =5

Eszrevétel. 4 2¢ = a egyenlet épp a karakterisztikus egyenlet derivdltja,
az dllitdas igazsaga tehdt azon az algebrabol ismert dsszefiggésen maulik, hogy
eqy polinom tobbszoros gyoke a polinom derivdltjanak is gyoke.

a, 3-t ilyenkor is a kezdeti értékekbol kapjuk.

a=2=0a2'+152° =2a +

as =6 = a2? + 262! = 4o+ 48

11



2.4. Dominé

Feladat. Hanyféleképpen lehet eqy 2 X n-es téglalapot 2 X 1-es dominokkal

kirakni?

Megoldas. Ebben a feladatban szintén nem maganak a rekurziénak a
megoldasa a nehéz, hanem a helyes rekurziv sorozat kitaldlasa. Ehhez érdemes

egy kicsit rajzolni, hogy kénnyebben elképzelhessiik a feladatot!

yiul a=

%2 a=

a,~1+2=3

a,=1

a,=a,a,,

.- H-

Jeloljiik a,-nel azt a szamot, ahanyféleképpen a 2xn-es tablat kirakhatjuk
2x 1-es domindkkal. A 2x1-es tablat egyféleképpen tudjuk kirakni dominéval,
tehat a; = 1, a 2 x 2-eset mar kétféleképpen, ay = 2. A tovabbiakban,

attdl fliggden, hogy az elsé dominot fliggolegesen, vagy vizszintesen rakjuk

12



le, a kovetkezot allapithatjuk meg: ha az els6 dominot fliggdlegesen tessziik
a tabldra, akkor a maradék 2 x (n — 1) helyre a,_;-féleképpen tehetjiik
a dominokat. Ha az elsot vizszintesen tessziik, akkor még egy domindt
vizszintesen mellé kell tenniink, a maradék 2 x (n —2) helyre a t6bbi dominét
pedig a,_o-féleképpen tehetjiik le, tehdt a, = a,_1 + a,_o. Itt ismét a

Fibonacci-sorozatot kaptuk, melynek mar ismerjiik az explicit alakjat.

2.5. Arucikkek

Feladat. Hdnyféleképpen kolthetink el n eurdt, ha 3-féle képeslapot ve-
hetiink darabjdt 1 eurdért, és 4-féle 2-eurds kitiiz6t vasdrolhatunk? (Meg-

jeqyzés: Szamit, hogy a tdrgyakat milyen sorrendben vasdroljuk!)

Megoldas. Jeloljiik a,-nel azt a szamot, ahanyféleképpen elkolthetiink n
eurét. 1 eur6t haromféleképpen tudunk elkélteni (a; = 3), 2 eurdt elkdlthe-
tiink két 1 eurds forméjaban kilencféleképpen, illetve egy 2 eurds formajaban
négyféleképpen, azaz Gsszesen 13-féleképpen (as = 13). A rekurziét az el6z6
feladatbeli megoldéshoz hasonléan, tgy tudjuk felirni, ha el6szor azt dontjiik
el, hogy el6szor 1 vagy 2 eurds targyat vasarolunk. Ha 1 eurdsat vesziink
eloszor, ezért az 1 eurdért 3-féle targyat vasarolhatunk, a maradék pénziinket
pedig a,,_i-féleképpen kolthetjiik el, ha 2 eurds targgyal kezdiink, akkor a 2
eurot 4-féleképpen, a maradék osszeget a,,_o-féleképpen kolthetjik el. Tehat

a kovetkezo sorozatot kaptuk:
Ap =3 Ap_1+4-a,_o.

2.6. Abécé 1

Feladat. Aza,b,c betiikbdl n-hosszu sorozatokat készitink. Hdanyféleképpen

tehetjiik ezt meg, ha azt akarjuk, hogy ne legyen két b egymds mellett?

13



Megoldas. Talédn ebben a feladatban a legnehezebb felismerni, hogy rekur-
ziora van sziikség. Elég sok probalkozéas utan azonban rajoviink, hogy korabbi
leszamlalasi modszereink nem vezetnek el a helyes megoldashoz. A moddszer
hasonl6 a kordbbiakhoz, olyan rekurziv sorozatot keresiink, melynek n-edik
eleme éppen azt a szamot adja, ahanyféleképpen elkészithetjiik a megfelelo
tulajdonsdgu betlisorozatokat. Egy hosszi sorozatot haromféleképpen készit-
hetiink (a; = 3), kett6 hosszit nyolcféleképpen (ay = 8). Mi a helyzet az n

hosszu sorozatok esetében?

a
b a,=3
c a
_
a—
H
h— : 2,=8
c Fiz
H
a
b aII-1
. a,=2a,1+2a,,
a
'l ¢ al-z

Ha tudjuk, hogy az els6 helyen a vagy c all, akkor a maradék n — 1 helyen
a,_1-féleképpen lehetnek a betilik, ha az els6 helyen b &ll, akkor azt csak a
vagy ¢ kovetheti, a maradék n — 2 helyen pedig tetszélegesen allhatnak az
elemek, gy hogy két b nincs egyméds mellett, tehdt a,_o-féleképpen (lasd a
fenti abrét). Ebbél megkapjuk a,-et: a, = 2a,_1 + 2a,_s.

2.7. Abécé 2

Feladat. Az a,b,c betikbdl n-hosszi sorozatokat készitiink, hanyféleképpen

tehetjik ezt meg, ha azt akarjuk, hogy ne legyen bc eqgymas mellett?

14



Megoldas. Ez a feladat nagyon hasonlénak tlinik az el6z6hoz, mégis egy
kicsit j nézopont jelenik meg benne. frjuk fel az el6z6 feladatban hasznélt

modon a sorozat elemeit.
ay = 3, a; = 8, hogyan kapjuk a,-et?

Most érdemesebb a bettlisorozatokat a masik végiikrdl vizsgalni, mint az
elébb. A sorozat utolsé eleme minden tovabbi nélkiil lehet a vagy b. Mikor
allhat az utolsé helyen ¢? Ha 0t a vagy c elézte meg. De ha az utolsé elotti
helyen ¢ all, akkor az el6tte 1é6v6 elem megint csak a vagy c lehet stb. (Lasd

a kovetkezo dbrat. )

a
b a,=3

|

a|-1 ll

ap2 ac

an3 ace
a1 /4ACCC ... CCC
acce M H H H
CCCC ... GGC

15



Ebbdl a kovetkezo egyenletet kapjuk:

ap = 20p-1+ Qp—o~+ Gp_s3+...+a1+ 2

Ezt a rekurzidés formulat kicsit nehézkesebb kezelni, mint azt az el6z6
példakban megszokhattuk. Hogyan hozhatnank egyszertibb alakra? Vonjunk
ki egymashdl két szomszédos tagot! fgy egy csomé kozos tag kiesik és egy

egyszeriibb formulat kapunk:

Gpi1 =20 +ap 1+ ap o+ ay_3+...+a,+2
ap = 20p_1+ Qp—o+ Gp_s3+...+a1+ 2
Gpi1 — Qp = 20, — Qp_1
Qpi1 = Ay — Qp—1

fgy ismét egy olyan rekurziv sorozatot kaptunk, melyet konnyedén megold-

hatunk a mértani sorozatos mddszerrel!

2.8. Rekurzio keresés

Most az el6bb megismert modszer egy érdekes kovetkezményét fogjuk koriiljarni.

Feladat. DBizonyitsuk be, hogy (v/5 4 v/2)2°% 4 (v/5 — v/2)2008 pozitiv egész

szam/!

1. Megoldas. A feladat allitasanal egy erdsebb allitast fogunk bebizonyitani,
mégpedig azt, hogy az

i = (VB + VB + (VB — Vap"
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sorozat tagjai egész szamok minden n-re. Az &llitast bizonyithatjuk a bi-

nomialis tétel segitségével.

El6szor kicsit atalakitjuk a sorozatot:

an, = (7T+2V10)" + (7 — 2V/10)".

Alkalmazzuk a binomidlis tételt:

= (7T+2V10)" + (7 - 2V10)" =
= ()7 + (H7"2V10)" + ()72 (2V10)* + .. + ()T H(2V10)" +
+HE) T = (T VI0) +(5) TR (2VI0)P — A (- DR ()T ’“(N_)
=2([{)7" + ()T RVI0) L+ )T RVI0 L) =
= 27" 4+ (I)7T720% + .+ (B )T2RA0%F 4 ).

Mint 1atjuk, a 24/10 paratlan hatvanyai éppen kiesnek. A péaros hatvanyok
pedig mar egész szamok. Tehat azt kaptuk, hogy a, egész szam lesz minden

n-re.

Most lassunk egy mésfajta bizonyitast, ahol felhasznaljuk a linearis rekur-

zidk explicit képletére vonatkozod Osszefiiggéseket.

2. Megoldas. Legyen a,, most is az a,, = (7+2v/10)"4(7—2+/10)" sorozat.
Keressiik meg az a, sorozat rekurziv alakjat. Ehhez az elébb elsajatitott
algoritmus alapjan, most visszafelé gondolkodunk.

Keressiink «, 5-t, melyre a, = a - a,_1 + 3 - a,_o.

Kérdés. Hogyan kaptuk az explicit képlethez sziikséges mértani sorozat kvo-

ciensét?

A kovetkez6 masodfoku egyenlet gyokeibdl:

¢ —a-q—F=0.

Es ennek a masodfoki egyenletnek tudjuk a két gyokét:
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Q1:7+2\/E, QQ:7—2\/1_0

Innen

P —ax— = (r— (T+2V10))(z — (T — 2V/10)) =

=22 — (74 2V10)z — (T — 2V10)x + (72 — 4 - 10) =

=22 —Tr —2V10x — Tx + 2V 10z + 9 = 2> — 142 + 9.

Azaz

és igy azt kaptuk a,-re, hogy
anp=14-a,-1 —9 - a,_o.

Mar csak a kezdoértékekre kell ellendrizniink az allitast:

CL():Q,

a1 = (V5 +V2)2+ (V5 - V22 =T+ 210+ 7 - 2V/10 = 14.

Mivel ag és a; is egész szamok, és a linearis rekurzié egyiitthatoi is egész
szamok, a sorozat minden tagja egész szam lesz. Ezzel az allitast bebi-
zonyitottuk, a, minden n-re egész, ezért n = 1004-re is az, ajgos pedig éppen

a feladatban megadott szam.
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Kérdés. Milyen plusz informdciokat derithetink ki errdl a szamrol? Pl.

milyen maradékot ad 14-gyel osztva?
A rekurziés formulat alkalmazva, hamar megvalaszolhatjuk a kérdést:

ap =2 (mod 14)

ap=14=0 (mod 14)

a;=14-0—-9-2=10 (mod 14)

a3 =14-10—-9-14=0 (mod 14)

Indukciéval belathatd, hogy a sorozat minden paratlanadik eleme oszt-
haté 14-gyel. Hiszen a; oszthaté 14-gyel. Tegyiik fel, hogy minden 1-nél
nagyobb k-ra ag,_, oszthato 14-gyel, ekkor as(yq1)-1 = agpy1-et ugy kapjuk,
hogy 14 - agr, — 9 - agx_1, ahol az els6 tag nyilvanvaléan oszthato 14-gyel, a
masodik tag pedig az indukcids feltétel miatt oszthato 14-gyel, tehat agxyq
is oszthatd 14-gyel. A parosadik elemek 14-gyel vett maradéka pedig attol
fiigg, hogy a kettovel elSttitk 1évé szdm (—9)-szerese milyen maradékot ad
modulo 14. Elegend6 tehat a parosadik elemeket vizsgélni:

ag =-9-10=8 (mod 14)

ag =—9-8 =12 (mod 14)

ag =—-9-12=4 (mod 14)

ajp=-9-4 =6 (mod 14)

ap=-9-6 =2 (mod 14))

ajs, =-9-2 =10 (mod 14)

Es igy tovabb. Mint latjuk a maradékok 12-es periddus szerint ismétlédnek.
1004 = 8 (mod 12)), tehdt ajpos = as = 4 (mod 14), azaz

<\/5_|_ \/5)2008 + (\/g _ \/5)2008

4 maradékot ad 14-gyel osztva.
Most nézziik meg tjra a binomialis tételbol szarmazo megoldast:
@ = 2(T" + (5)7"7240% + - + (5,) 7" 2F40% + . ).
A képletbdl latszik, hogy a, minden n-re paros. Paratlan n-re az utolso

tag n - 7-40""!, azaz minden tag oszthatd 7-tel, tehat 14-gyel is.
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Paros n-re 2 - (22F - 10%) = 2 - 40% 14-es maradékat kell vizsgdlni. A
modulo 14 maradékok ¢(14) = p(2-7) = (2 —1)(7 — 1) = 6 periddus szerint
ismétlédnek, 502 = 4 (mod 6) és 2-40% = 2- 128 =4 (mod 14).

Gyakorlé feladatok.

1. Igazoljuk, hogy
(5 -+ 2v/23)0% 4 (5 4-21/23) 20

pozitiv egész szam! Mi lesz ennek a szamnak az utolsé szamjegye?
2. Igazoljuk, hogy

5+\/S+ 10 N 5+\/S_ 10
2 5+6 V2 545

pozitiv egész szam! Mi lesz ennek a szamnak az utolsé szamjegye?

1986 1986
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3. Paratlan varos

3.1. Vektorterek bevezeto

A most kovetkez6 témakorben sziikség lesz néhany 1j fogalom bevezetésére.

Ezért ezzel kezdeném a témakor targyalasat.

Vektortér. A vektorfogalom mar a 10. osztalyban megjelenik. A vektor
iranyitott szakaszok egy osztalya, melyet altalaban a helyvektoraval, illetve

a helyvektoranak koordinataival reprezentalhatunk.
Milyen miiveleteket végezhetiink a vektorokkal? w = (uy, us), v = (v1, vs)
1. Osszeadds: u+v = (uy + vy, ug + vg)

2. Skalédrral valé szorzds: Av = (Avy, Avg)

Miiveleti azonossagok. (Vektortér-axiéomak)
1. Az Osszeadds kommutativ: u +v =v +u
2. Asszociativ: (u+v)+w=u+ (v+w)
3. Létezik nullelem az o0sszeadasra nézve: 0 +v=v+0=v

4. Minden elemnek van ellentettje az Osszeaddsra nézve: V v 3 (—v), hogy

v+ (—v)=0
5. Ha A, u skalarok, akkor (Au)v = A(pw)
6. Minden v-re 1 -v =v

7. Az Osszeadast és a skalarral valé szorzast 6sszekapcsold azonossagok:

AMu+v) = u+ \v

8. A+ p)v = Av + pv
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A fenti nyolc tulajdonsagot nevezziik vektortér-axiémaknak. A tovab-
biakban a vektorfogalmunkat bovitjiik, bevezetiink egy altalanos vektortér-
fogalmat.

A vektorfogalom altalanositdsa elott egy ujabb definiciora van sziikség:

Definicié. Legyen T egy legaldbb kételemii halmaz, melyen értelmezve van

két miivelet (+, ) az aldbbi tulajdonsigokkal:

1. Az dsszeadds (+) asszociativ és kommutativ, 1étezik nullelem, és min-

den elemnek 1étezik ellentettje;

2. A szorzds () asszociativ, kommutativ, létezik egységelem, és minden

nem 0 elemnek létezik (multiplikativ) inverze;
3. Barmely a,b,c € T-re a-(b+c¢) =a-b+a-c teljesiil (disztributivitas).

Ekkor T-t (kommutativ) testnek nevezziik.

Példak testre. Valds szamok, racionalis szamok, modulo p maradékosz-

talyok, ahol p prim (pl. Zs, Z3, Zs stb.).

Feladat. Az elobb felsorolt testekre ellendrizni, hogy valoban igazak a test-

aziomak!

Definicié. A V halmazt vektortérnek nevezzik a T test felett, ha a V'
halmazon értelmezve van egy dsszeadds nevii mivelet, amely barmely w, v
elempéarhoz egyértelmiien hozzarendel egy V-beli elemet (ezt jeloljik u + v-
vel). A T test (elemei a skaldrok) és V elemei kozott pedig értelmezve van
egy skaldrral valo szorzds nevi miivelet, mely barmely T-beli A\ skalarhoz
és barmely V-beli v vektorhoz egyértelmtien hozzarendel egy V-beli vektort,
amit A\v-vel jeloliink. Valamint ezekre a miiveletekre a fenti nyolc tulajdonsag

mindegyike teljesiil.

Eddig ismert vektortereink: sikvektorok (R?), térvektorok (R?).
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Ezekben a példakban volt szemléletiink arrdl, hogy a vektorok ,,hogy
néznek ki”, de sokszor konnyebb volt kezelni a koordinatakkal megadott

alakjukat. Ezt az alakot konnyen altalanosithatjuk n dimenziéra.

Legyen V' olyan halmaz, melynek elemei 1 x k-as oszlopokbdl allnak,
az oszlopok elemei a T testbdl keriilnek ki. Két ilyen oszlop Osszege az
elemenként vett Osszegekbol allo oszlop. A skaldrral valé szorzat pedig az
elemenként vett szorzatokbdl allo oszlop. Ez a struktura kielégiti a fenti
vektortér-axiomakat, tehat V' ezekre a miiveletekre vektorteret alkot a T
test felett.

Most térjiink vissza egy kicsit megint a sikvektorokra!

Honnan kaptuk a koordinatakat?

Adott Descartes-féle koordinatarendszerben adottak az ¢, 3 bazisvektorok,
ekkor tetszoleges v sikvektor egyértelmiien felirhaté v = vt + vy alakban.
Ekkor v koordinétéi: (v, vs).

Miért pont 2, 3-t valasztottuk bazisvektornak? Lehetett volna mast? Mik
azok a tulajdonsagok, amiknek teljesiilnie kell, hogy vektorok bézist alkos-

sanak?

1. A sik Osszes vektora felirhaté ot + (7 alakban, azaz ¢,5 kifeszitik

(generaljak) a sikot

2. Az 1,3 vektorok nem fejezhetok ki egymas linedris kombindcidjaként
(linedrisan fiiggetlenek). (Két vektor (u,v) linedrisan fiiggetlen, ha

au+fv=0&a=0¢é [F=0).
Egy vektortér bazisanak ezzel a két tulajdonsaggal kell rendelkeznie.

Definicié. A by, b,, ..., b, vektorok bazist alkotnak V-ben, ha

1. a Aiby + Aobs + ... + \,,b, linearis kombinacié csak akkor 0, ha minden
i-re \; = 0;

2. minden veV el6dll v = ab; + asby + ... + a,,b,, alakban.
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Tétel. Bizonyitds nélkil. Egy vektortérben minden bazis azonos elemszam,
ezt az elemszamot nevezziik a vektortér dimenzijdnak. (A dimenzié meg-
egyezik még a vektortérbol maximaélisan kivalaszthaté fiiggetlen vektorok
szamaval, illetve minimélis generatorrendszer elemszamaval).

Tehat ¢, 7 helyett barmely két fiiggetlen vektort valaszthatjuk bazisnak.

Gyakorlé feladatok.
1. Flggetlen-e a kovetkezo két sikvektor u = (2,3),v = (4,1)7

2. Tudunk-e a (2,3), (4,2) sikvektorokhoz egy olyan harmadik vektort
valasztani, hogy fiiggetlenek legyenek? Miért?

3. Maximum hany fliggetlen vektor adhaté meg a térben? Adj meg ennyi

fiiggetlen vektort!

Skalaris szorzat. Ez a miivelet két vektorhoz rendel egy skalar értéket
ugy, hogy a két vektor megfelel6 koordinatdit 6ssze-szorozzuk, majd ezeket

a szorzatokat Osszeadjuk.

Példa. Az (1,2), (3,4) vektorok skaldris szorzata: 1-3+4+2-4 =11

3.2. Paratlan varos

Feladat. FEgy 10 000 lakosu vdros egyestileteket akar alapitani, gy hogy
minden eqyestlet taglétszama pdratlan legyen, de barmely két egyesulet kozos

taglétszdma viszont paros. Mazimdlisan hdny egyesiiletet tudnak létesiteni?

10 000 egyesiiletet 1étre tudnak hozni a szabalynak megfeleléen, pl. ha

minden egyestilet 1 fobol all.

Kérdés. Lehet ennél tobbet csindlni?
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Allitas. Nem.

Fogalmazzuk at a feladatot a matematika nyelvére.

Feladat. FEgyk elemi halmaznak maximdalisan hany olyan részhalmaza van,
amelyekre igaz, hogy minden részhalmaz elemszdma pdratlan, de barmely két

részhalmaz metszete pdros elemszami?
Allitas. Mazimum k ilyen részhalmaz adhato meg.

Bizonyitas. Legyen H az alaphalmaz (|H| = k), Hy, Hs, ..., H, C H olyan
részhalmazok, melyekre Vi |H;| = pdratlan, és Vi # j |H; N H;| = paros.

Most pedig a halmazoknak megfeleltetiink k-dimenziés oszlopvektorokat,
és kihaszndlva azok tulajdonsagait kénnyedén bizonyitani tudjuk a tételt.
Tehat a H; halmazhoz rendeljiik azt a h; vektort, melynek j-edik komponense

aszerint 1 vagy 0, hogy a j-edik elem eleme-e H;-nek vagy sem.

Miért jo nekiink ez a megfeleltetés? Vegyiik két ilyen vektor skalaris
szorzatat, és nézzitkk meg, mit kapunk: h; - h; = |H; N H;|. Nekiink elég
a metszet elemszamanak paritasa is, ezért elegend6 a modulo 2 test feletti

vektorteret néznunk.

Mér az el6bb tisztaztuk, hogy k darab ilyen H; megadhaté (pl. egyelemii

részhalmazok). Kell még, hogy tobb viszont nem adhaté meg.

Ehhez elegendé lenne, ha bizonyitani tudnank, hogy a H;-knek megfelel-
tetett hy, ho, ..., h, vektorok linedrisan fiiggetlenek, hiszen T"-ban maximéli-

san k darab fiiggetlen vektor valaszthato ki.

Tehat vegyiik a hq, ho, ..., h,, vektorok egy linearis kombindciéjat:

Athy + Ashy + .+ A\, =0 /- hy
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0 it
hy By — aiF ]
1 hai=j

Azaz A; = 0 minden i-re. Tehat hq, ho, ..., h, vektorok linearisan fiiggetle-

nek, tehat n < k. Ezzel az allitast bizonyitottuk.

Masodik megoldas. Ebben a megoldasban a matrixok tulajdonsagait fog-
juk kihasznalni. Itt is k-dimenzids vektorokat feleltetiink meg a H; részhal-
mazoknak az eléz6 példéban definidlt médon. Ekkor azt a (kXxn)-es métrixot,
melynek oszlopai ezek a hgq, ..., h, vektorok, a Hi,..., H, halmazrendszer

illeszkedési matrixanak nevezzuk.

Legyen tehdt A ez a matrix: A = (hy,...h,), és B = AT A matrix (A"
az A transzpondltja, azaz A féatléra vett titkorképe). Ekkor a B matrix
Bi; elemei éppen a megfelelé H;, H; halmazok metszetének elemszamaval
lesznek egyenlok. Ha a matrixokat a modulo 2 test felett nézziik, akkor
pedig a megfelel6 metszetek paritdsa lesz a B matrix i, j-edik eleme. A
feltételek szerint B az n X n-es matrix egységmaétrix, tehat a rangja r(B) = n.
(Mdtrixz rangja: oszlopait (illetve sorait) vektoroknak tekintve a maximalisan

kivalaszthato fiiggetlen vektorok szama.) Bizonyithato:
r(AB) < min(r(A),r(B)).
Innen kovetkezik, hogy

n=r(B)=7r(ATA) <r(A) =rA") = k.

3.3. Harmas varos

Feladat. Harmas vdrosnak k lakoja van. Itt is egyesuleteket alapitanak,
mégpedig 1ugy, hogy az egyesiletek taglétszama nem oszthaté 3-mal, de bdr-
mely két egyesiilet kozos taglétszama viszont igen. Mazimum hdny egyestilet

lehet Hdarmas vdrosban?
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Megoldas. k£ db egyesiiletet meg tudunk adni, az 1 f6bol all6 egyesiiletek
jok lesznek. A kérdés az, hogy meg lehet-e adni ennél tébbet. A vélasz most
is az, hogy nem. S6t a Paratlan véaros feladat elobbi bizonyitasa szé szerint
atvihet6 erre a feladatra.

Legyen H egy k eleml halmaz, Hy, ..., H, C H, és legyenek a hq, ..., h,
a H; részhalmazokhoz tartozdé vektorok a Zs test felett. Harmas varos

egyesiileteire a kovetkezo Osszefliggés igaz:

0 (mod 3) ha i # j
1v.2(mod3) hai=yj

Innen a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk a h; vektorokra:

0 he i £ 4
hi'hj:{ aiFj

1v.2 hai=j
Most is azt kell belatnunk, hogy ekkor a h; vektorok sziikségképpen
fiiggetlenek, amibdl mar kovetkezik, hogy maximum k& db ilyen vektor lehet,
azaz a megfeleld elemszamu részhalmazok szama is legfeljebb k. Vegyiik a

h; vektorok egy linearis kombinacidjat:

>\1h1+)\2h2++)\nhn:0 /hz

S~—— SN—— S~——

=0 #0 =0

3.4. Négyes varos

Feladat. A feladat hasonlo az elébbiekhez, Négyes vdros lakossaga egyestile-
teket alapit, barmely egyesiilet létszama nem oszthato néggyel, de a kozos

tagok szama igen. Hany egyesiilet lehet Négyes vdrosban?

Megoldas. A valasz ismét k, de a Paratlan varos problémanal ismertetett
korabbi bizonyitas itt mar nem viheto at szé szerint, mint az el6z6 esetben,

mivel Z4 nem test. Ezért kicsit mdédositanunk kell a gondolatmeneten.
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Most a megfelel6 Hy, ..., H, C H részhalmazokhoz rendelt hq, ..., h,, vek-
torokat a raciondlis szamok teste felett vizsgaljuk. Most is azt kell belatnunk,

hogy linearisan fiiggetlenek.
Erre indirekt bizonyitast adunk:

Tegytik fel, hogy 3v1,...,7, € Q nem mind nulla szamok, melyekre:

V1h1 + ’}/th + ...+ /Ynh'n =0

A kapott egyenletet a 7; szamok nevezoinek legkisebb kozos tébbszorosével
végigszorozva, majd a kapott szamokat a legnagyobb kozos osztdjukkal leoszt-

va, relativ prim egész egyiitthatékat kapunk (01, ..., d,):

o1hy + d2hs + ... + 0,h, =0 /- hy;

S~—— S—— —_—
4] 4 4] 4
Amibdl az kovetkezik, hogy minden i-re 2|9;, ami ellentmond annak, hogy

a 0;-k relativ primek.

Ebbdl azt kaptuk, hogy a hq,..., h, vektorok linearisan fliggetlenek a
Q test felett, tehat maximum k olyan részhalmaz adhaté meg, amelyekre
a feltétel teljesiil, £ darab ilyen pedig megadhaté, ezek lehetnek mondjuk

példaul a trivialis egyelemii halmazok.

3.5. Meég egy varians

Feladat. Legyen H eqy k elemi halmaz, Hq, ..., H, részhalmazok, melyekre
|H;| =2 (mod 8) és |H; N H;| =1 (mod 3), ha i # j.

(a) Mazimum mennyi lehet n, ha k oszthaté 3-mal?

(b) Es ha k nem oszthatd 3-mal?
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Megoldas. A megoldés soran ismét vektorokkal reprezentaljuk a megfelel6

részhalmazokat. Ezekre most a kovetkezok teljesiilnek:

Wb = 2 (mod 3) hai=yj
"7 1 (mod 3) hai #

Tegytik fel indirekt, hogy megadhaté n = k + 1 ilyen vektor és irjuk fel

egy linedris kombindaciéjukat:

Ahy 4+ XAoho + -+ A\ by, = 0.
Ezt sorban végigszorozva h;-kel a kovetkezd linearis egyenletrendszert
kapjuk:
2M + X+ A, =0

MA2X+ -+ A =0

M+A+ - +2X, =0

A szomszédos sorokat egymdsbdl kivonva, ezt kapjuk:

)\1—)\220
)\2—)\320
)\n_l—)\n:()
)\n—)\le
Innen
M= =...= A\,

Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe
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Ekkor

(k+1+1)A = 0.

Mivel 3|k, ezt kapjuk:

2\ = 0.

Azaz

Vi X\ =0.

Ez azt jelenti, hogy a h;-k fiiggetlenek, amibol az kovetkezne, hogy n < k,
ami ellentmond annak, hogy n =k + 1.

Tehat legfeljebb k részhalmaz adhaté meg, ha k£ oszthaté harommal.

Valéban meg is adhaté k& db ilyen részhalmaz. Példaul legyenek H;-k
olyanok, hogy mindig pontosan egy elem hidnyzik belélik, pl. H; = H\ {z;}.

A (b) esetben megadhaté (k—1) db ilyen részhalmaz, pl. H; = {zx }U{x;},
1=1,...,k—1. Tobb viszont nem. Ugyanis, ha feltessziik, hogy megadhato k
1

1
ilyen halmaz, illetve k darab megfelel6 tulajdonsagu vektor, akkor a 3 =

vektort hozzavéve fliggetlen vektorokat kapunk. Legyen
A3+ AMhy + Ahs + -+ -+ A\ h, = 0.
Az egyenletet j-vel végigszorozva kapjuk:
EX 42X\ 4+ 2Xy + -+ + 20, = 0.
h;-kel sorban végigszorozva kapjuk
2A4+20+ X+ -+ X =0
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A+ A1+ Ag -+ 2X, = 0.

A szomszédos egyenleteket egymasbdl kivonva ismét azt kapjuk, hogy
)\l:)\QZ"':)\k-

Azaz
KX+ 2N =0

20+ (k+1)A\ =0.
A két egyenletet egymésbdl kivonva a
(k=2 A+ (k—=1)X =0

egyenlethez jutunk. Mivel £ — 2 és k — 1 kozil az egyikiik nem oszthato
3-mal, A\ = 0 vagy Ay = 0. Az elsé esetben 2kA; = 0-bdl (mivel 3 1 k)
A1 = 0, a masodik esetben kA = 0, melybol A = 0. Tehéat azt kaptuk, hogy
hy,..., hy, 7 fiiggetlenek, azaz k41 < k, ami ellentmondas. Ezzel a feladatot
bizonyitottuk.

3.6. Egyforma metszetek

Feladat. Legyen H eqy k elemi halmaz, hany olyan részhalmaz adhato meg,

amelyek kozil barmely kettonek pontosan eqy kozos eleme van?

Megoldas. k£ db részhalmaz megadhato:
Hy = {1}, H; = {x1,2;}, ha i>1

Tobb viszont nem. Ehhez elég beldtnunk, hogy a H;-ket reprezentald h;
vektorok linearisan fliggetlenek a valds test felett. Szokdas szerint vegyiik

h;-k egy linearis kombinaciojat:
AMhy + Aohs 4+ -+ ANk, = 0.
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Vegylik ennek az onmagaval vett skalarszorzatat:
(AMhy + Xoho + -+ A\hy) - (Ahy + Xoho + -+ N\ hy,) =0

A MNhy + Xho + -+ + A\ h,, = 0 vektor koordinatdi valahany \; 6sszegébol
allnak, ilyen tagoknak vesszilk az onmagukkal vett szorzatat. A skalaris
szorzatban lesz |H;| db A\? és lesznek \;)\; szorzatok, a kérdés, hogy ezekbdl
hény van. Mindegyik ilyen tag egy-egy szorzatbol jon, tehat a skalaris szorzat
igy néz ki: .

SONIH |+ ) 2xA =0.

i=1 1<j<i

Ezt atirhatjuk a kovetkezo alakba:

n n 2 n n 2 n
> O NH| + <ZA,-> - M= (Z/\Z-) + ) N(H;| - 1) =0.
=1 =1 =1 =1

=1

Legfeljebb egy olyan H; van, melyre |H;| = 1, a tobbi részhalmaz elemszama
szigorian nagyobb, mint 1. Tehat a fenti egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha
minden \; = 0, vagyis ha a h; vektorok fiiggetlenek. Ebbol az kovetkezik,

hogy k-nal tobb ilyen részhalmazt nem lehet megadni.
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4. Grafok és matrixok

4.1. Matrixok bevezeto

Mielott a grafok abrazolasi lehetdségeinek targyalasat megkezdenénk, elenged-
hetetlen, hogy tisztazzuk a matrix fogalmat.
A matrixokat altalaban a linearis egyenletrendszerek elméleténél szoktak

bevezetni, most a rovidség kedvéért a formalis definiciéval kezdjiik.

Definicié. Legyen T test, k,n adott pozitiv egészek. Ekkor a T test feletti
(k x n)-es matrixon olyan téglalap alaki tablazatot értiink, amelynek k sora

és n oszlopa van, és amelynek elemei a T testbol valdk.

Példa. T=0Q, Ac Q¥

1 224
A=156 3 1
2107

A tovabbiakban els6sorban a valés szamok feletti matrixokkal fogunk

foglalkozni.

Matrixmiiveletek. A tovédbbiakban A, B € T**" matrixok, A\ € T skaldr.

1. Osszeadds: Az A és B métrixok 6sszegén azt a TH*"-es métrixot értjiik,

amit ugy kapunk, hogy A és B megfelel6 komponenseit 0sszeadjuk:

Q11 Q12 -0 O1p 51,1 51,2 Tt 51,71

Qg1 Qoo --- Oy 52,1 52,2 T 52,
A+B=| l+ _ "=

Qg1 Qo -+ Qig Bra Bez2 - Bim

33



Bipg+tair Big+oip

Boa 4+ o1 Poo+ oo

Bra + ok Bra + oo

ﬁl,n + Ql,n
52,71 + O42,n

ﬁk,n + ak’,n

2. Skaldrral vald szorzds: A MA € TF*"-es métrix elemei az A métrix

megfelel6 elemeinek A szorosai:

)\04171 )\&172

Ao Ao
\A = 2,1 2,2

/\Oék71 )\OZIC’Q

/\alﬁn

)\O./gm

Aak,n

A maétrixok harmadik miivelete a matrixszorzas, ami lényegesen kiilonbo-

zik az eddig megszokott miiveletektol.

Mielott definidlnank a matrixszorzast, vegyiik a kovetkezo feladatot:

Az aldbbi tablazat vevonként tartalmazza, hogy melyik vevé mennyit

akar vasarolni az adott termékbol:

Vevok | A vevo | B vevo

Tej 21

21

Kenyér | 1 kg

3 kg

A kovetkezo tdblazat pedig tizletenként tartalmazza a termékek egységarait:

Uzletek | Tej Kenyér

ABC | 190 Ft | 236 Ft

CBA | 185 Ft | 250 F't

Redl | 179 Ft | 259 F't

Arra vagyunk kivancsiak, hogy melyik vasarlénak hol éri meg vasarolni,

hogy a legkevesebbet fizessen. A vélaszt szintén egy tablazatban szeretnénk

megadni, amelynek annyi sora van, ahany iizlet és annyi oszlopa, ahany
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vasarlé van, és a tablazat 1, j-edik eleme tartalmazza, hogy a j-edik vevo

mennyit fizetne az i-edik boltban. Pl. A vevo a CBA-ban ennyit fizetne:

2-185+1-250 = 620.

Azaz a tébldzat celldinak értékeit {gy szdmoljuk ki: az Uzletek tdbldzat
sorainak megfelel6 elemeit Osszeszorozzuk a Vevdk téablazat megfeleld osz-

lopainak elemeivel, majd ezeket Gsszeadjuk:

A vevo B vevd

ABC

2-190+1-236 =616

2-190 4 3 - 236 = 1088

CBA

2-185+1-250 =620

2-185+3-250 = 1120

Real

2-1794+1-259 =617

2-179+3-259 = 1135

A matrixszorzast is igy fogjuk definialni:

Legyen A € T™* B ¢ TF*™ métrix, ekkor az A, B matrixok szorzatan
azt az n X m-es matrixot értjiik, amelynek (7, j)-edik elemét gy kapjuk, hogy
az A i-edik sordnak megfelel6 elemeit Osszeszorozzuk a B j-edik oszlopanak

megfelel6 elemeivel, és a szorzatokat Osszeadjuk. Formélisan:

Q11 Q12 a1k 51,1 51,2 51,m
Qg1 Q9 Qg k ﬁ2,1 ﬁ2,2 52,

A-B= R T =0=(ay)
Qp1 Qp2 - Qpgk 6k,1 6k,2 ﬁk,m

Cij = i1+ Qiglaj + -+ il

Ha az A matrix sorait illetve a B matrix oszlopait k£ dimenzids vek-
toroknak tekintjiik, akkor a C' szorzatmatrix (i,j)-edik eleme az A i-edik

sorvektoranak a B j-edik oszlopvektoraval vett skaldris szorzata.

4.2. Vastti halézat
A grafok témakor bevezetését egy példaval kezdjiik:
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Feladat. Van hét telepiilés: A, B,C,D,E, F és GG. A vdrosok a kévetkezd
vasuti osszekottetéssel rendelkeznek: Az A varost a B,C' és D wvdrossal vasit-
vonal koti 6ssze, B varosbol C' és E vdrosokba, D vdrosbol F' és G telepiilések-
hez vezet kézvetlen vasutvonal. Hogyan szemléltetnéd a feladatot? Milyen
utvonalon juthatunk el vonattal a leggyorsabban C' varosbol F' varosba? Eljut-

hatunk-e vasuton bdrmely teleptilésrél barmely teleptilésre?

Megoldas. A feladatot szemléltethetjiik példaul az alabbi médon:

Azaz a varosokat a pontokkal, a koztiik 1év6 vasuti Osszekottetést pedig
vonalakkal. Az ilyen struktirakat nevezziik grafoknak, azaz az olyan ,,valami-
ket”, amik pontokbdl és az Oket Gsszekotd vonalakbol allnak. Ez nem egy
korrekt definicié, de ha gy tekintiink a vonalakra (élekre), mint a pontokbdl

képzett parokra, hamar eljutunk a korrekt definiciéhoz.

Definicié. A graf egy rendezett par (G = (V, E)), ahol V nem iires halmaz
(csticsok halmaza), E pedig a V-bol képzett rendezett parok egy részhalmaza

(élek halmaza).

A fenti definiciéban nem mondtunk olyat, hogy a graf csticsai pontok, élei
vonalak lennének. A graf pontokkal és vonalakkal valé abrazolasa valdjaban
azért jo, mert atlathatova teszi szamunkra a grafot.

Miért is van sziikség grafokra? Sok valds életbeli probléma gyakran vissza-

vezetheto valamilyen grafelméleti problémara, ilyenek a példankban is latott
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vasuti utvonalak, egyéb uthéalézatok, telefon- és uthalozatok, kereskedelmi
utvonal tervezés stb. Ezek a grafok altalaban mar olyan nagyok, hogy csak
szamitogéppel tudjuk kezelni oket, ezért mindenképpen sziikség van a grafok
olyan dbrazolasara, amelyeket a szamitogép is kezelni tud, de a szemléletiink
kialakitasakor azért gyakran fogunk a pontos-vonalas abrazoldsra utalni.

Az egyik lehetséges abrazolasmod, ha a grafot a szomszédsagi matrixaval
abrazoljuk.

Az n csticsu G graf szomszédsagi matrixan azt az A(G) € Z™*" matrixot

értjik, melynek elemei:

0 ha az i-edik pontbol nem megy él a j-edik pontba
k ha az i-edik pontbdl £ db él megy a j-edik pontba
[l hai=j és az i-ik ponthoz [ db hurokél illeszkedik

(olyan él, melynek kezd6 és végpontja megegyezik).

a/i’j =

A feladatban szereplo graf szomszédsagi matrixa:

0111000
1010100
1100000
10000171
0100000
0001000
0001O0O0O

Kérdés. Miért jo ez az abrdzolds? Azonnal megallapithatd, hogy két cstcs
kozott megy-e €él, csak a métrix megfelel6 elemét kell megnézni. Cstcsok
fokszama is gyorsan kiszamithato, az adott csics sordban 1évo elemeket kell
Osszeadni (irdnyitott graf esetén a csiics oszlopaban lévéket is). Uj élekkel

konnyen bévitheto.
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Kérdés. Milyen osszefiggések vannak még a grdf és annak szomszédsdgi

matriza kozott?

— Ha a graf iranyitatlan, akkor a szomszédsagi matrixa szimmetrikus.

— Ha nincsenek bene hurokélek, akkor a matrix féoatléjaban minden elem
0.

— Ha nincsenek a grafban parhuzamos élek, akkor a matrix elemei 0-k

vagy 1-esek.

— A szomszédsigi métrix t-edik hatvéanyanak (i, j)-edik eleme megadja,
hogy hany t hosszisagu ut vezet az i-edik cstucsbol a j-edik csticsba.

(Ezt hamarosan bizonyitjuk.)

Tétel. Legyen a G grdf szomszédsdgi mdtriza A(G), ekkor az A' mdtriz
(i, 7)-edik eleme éppen az i-edik csicsbol a j-edik csicsba vehetd t hosszisdgi

utak szama.

Bizonyitas. Az allitast teljes indukciéval bizonyitjuk. El6szor belatjuk
t = 2re. Az A? métrix (i, j)-edik elemét az A métrix i-edik sordnak és
j-edik oszlopanak skalaris szorzatabdl kapjuk. A skalarszorzatban a k-adik
tag éppen a graf i-edik csticsabdl a k-adik csticsba illetve a k-adik cstcsbdl a
j-edik cstucsba vezetd élek szaménak a szorzata, ami éppen az (i, j) csicsok
kozotti 2 hosszu utak szamaval egyenld.

Most pedig tegyiik fel, hogy (¢t > 2) t — 1-re mar bizonyitottuk az allitéast.
A definicié szerint A* = A'"1A, tehdt az A' matrix (i, j)-edik elemét az a
A= j-edik sordnak és az A matrix j-edik oszlopdnak skaldris szorzatabol
kapjuk, melyben a k-adik 6sszeadandé az i-edik csucsbol a k-adik cstucsba
vezetd t — 1 hosszi utak szamanak és a k-adik cstcsbol j-edik csticsba vezeto
élek szamanak a szorzata. A skaldrszorzat ezek Gsszegzése minden k-ra, tehat

az 1-bol j-be vezeto t hosszi utak szama.
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Feladat. Keressiink legrovidebb utat C' és F' kozott!
Ehhez jarjuk be a grafot az alabbi modon:

Az abrabdl kitiinik, hogy F' csak 1 élre illeszkedik (F' vérosba csak egy
vastutvonalon lehet eljutni), tehat az 1t els§ éle e; = (F, D). D-bél nem
megy kozvetlen él C-be, két masik csticsba, A-ba és G-be viszont igen. A-
bol mar megy kozvetlen él C-be, igy meg is kaptuk az F és C' kozotti utat:
F-D—-A-C.

Kérdés. Hogyan kerestiink legrovidebb utat csucsmadtrizszal megadott grafban?

0111000
1010100
1100000
10000171
0100000
0001O0O0O
0001000

Most is induljunk ki F-bol. F' szomszédait vizsgédljuk, ehhez azt kell
megnézniink, hogy hol van 1-es F oszlopaban: a D soraban. Ezért most a D
oszlopaban 1év6 elemeket vizsgaljuk. Van-e a C' soraban 1-es? Nincs. Akkor
végignézziik, hogy hol van. Az A sordban van, megnézzik, megy-e A-bol

C-be él, ha igen, akkor készen vagyunk.
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Ha nem menne él A-bdél C-be, akkor folytatnank tovabb az algoritmust.
Végignéznénk D tovabbi szomszédait, illetve azok szomszédait, amig C-vel
szomszédosat nem talalunk. fgy valéban a legrévidebb utat kapjuk. (Bi-
zonyitds hamarosan.)

Ha jol meggondoljuk, mindkét abrazolasban ugyanazt az elvet kovetjik.
Az eljarast szélességi keresésnek vagy szélességi bejarasnak nevezziik. A
grafbejarasi-algoritmusok nagyon hasznosak, mert segitségiikkel sok grafokkal
kapcsolatos probléméara tudunk algoritmust taldlni, mint példaul az 6sszefiig-

g0ség eldontése, minimalis feszitéfa keresése stb.

Szélességi bejaras. A bejarast egy cstcsbol inditjuk, hogy melyik ez a
csucs, az donti el, hogy éppen melyik grafelméleti probléméra keressiik a
valaszt. Ha példaul azt akarjuk eldonteni, hogy Osszefliggé-e a graf, akkor
tetszoleges cstcsbdl indulhatunk, mivel az Osszefiiggéség ekvivalens azzal,
hogy a graf tetszoleges csicsabdl eljuthatunk barmely masik csicsba. Legro-
videbb 1t keresésénél természetesen az ut kezdépontjabol érdemes inditani a
bejarast.

Az algoritmus rekurziv. Minden szinten az aktudlis kiindulasi pont szom-
szédait keressiik, mégpedig azokat, amelyeket még nem érintettiink a bejaras

SOran.

Legrovidebb 1t keresés. Adott egy Osszefiiggd (irdnyitatlan és silyozat-
lan) G graf, és adott két pontja: k (kezdSpont), n (végpont). Keressiink
legrovidebb utat k és n kozott! Alkalmazzuk a szélességi bejaras elobb megis-
mert modszerét a k kezdopontbdl inditva. Az algoritmus lépései soran elGszor
azokba a pontokba jutunk el, ahova vezet él k-bdl, a kovetkezo 1épésben pedig
azokba a pontokba, ahova 2-hosszi 1t vezet k-bdl és igy tovabb. Ha tehat
valamelyik 1épésben eljutunk v-hez, akkor a bejaras soran épp a legrovidebb
uton jutottunk el k-bdl v-be. Ahhoz, hogy ezt az utat meg is tudjuk adni,
az algoritmus sordn nyilvan kell tartanunk, hogy honnan (melyik pontbdl)

érkeztiink meg az aktualis pontba.
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Kérdés. FEljuthatunk-e minden vdrosbol minden vdrosba?

A kérdés ekvivalens azzal a feladattal, hogy Osszefligg6-e a kapott graf.
Tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy megy-e a graf barmely két pontja kozott
ut. (Barmely két varos kozott van-e vasiti sszekottetés.)

Iranyitatlan graf esetében az Osszefiiggoség ekvivalens azzal, hogy van
olyan pont a grafban, ahonnan barmely maésik csiicsba el lehet jutni (hiszen
ekkor ezen a csucson at barmely 2 mésik csics kozott is lesz ut). Ez azt je-
lenti, hogy az Osszefliggdség igazolasahoz elegend6 egy csticsot taldlni, ahon-
nan minden pontba eljuthatok.

Jelen feladatban induljunk ki A-bdl:

B E

A C
F
D G

A szomszédai: B,C, D
B j szomszédai: E,C
C nincs 1j szomszédja

D 1j szomszédai: F, G

Minden cstcsba el tudtunk jutni, tehat a graf osszefiiggo.

A szélességi keresés soran a graf egy feszitofajat kaptuk meg, azaz a graf

olyan részgrafjat, amely kormentes és a graf 0sszes cstucsat tartalmazza.

Valés életbol vett problémék megoldasakor gyakran van sziikségiink arra,
hogy feszitéfat (illetve minimadlis feszitofat) keressiink a grafban. Az ilyen

probléméak megoldasara is ismeriink alkalmas algoritmusokat.
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4.3. Minimalis koltségu feszitofa keresés

Feladat. FEgy cég ot iroddja kozott a szamitogépes oOsszekottetés kiépitési
koltségeit az alabbi tabldzat tartalmazza 1000 Ft-ban. Tervezze meg a legol-

csobb hdlozatot, ugy hogy mindenki mindenkivel kapcsolatba tudjon lépni!

A B C D FE
— 27 35 53 31
— 41 55 38

— 40 31

- 37

H O Qo

Hogy konnyebben el tudjuk képzelni, érdemes felrajzolni a grafot:

A

A kovetkezokben a Kruskal-algoritmus lépéseit vessziik sorra, mellyel a
minimalis feszitéfat kapjuk eredménytil:

Eloszor is rendezziik a graf éleit nagysdg szerint:
(A, B) 27
(A E) 31
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(B,C) 31
(A,C) 35
(E,D) 37
(C, D) 40
(B,C) 41
(A, D) 53

(B, D) 55

Az algoritmus lényege, hogy minden lépésben azt az élet vessziik be a
feszitofaba, amelynek a koltsége a legkisebb és még nem zarunk vele kort:

Tehat bevessziik (A, B)-t, (A, E) nem zar kort az elézéekkel, ezért beve-
hetjik, (E,C)-t szintén. (A, C) kort zarna, ezért azt mar nem vesszik be,
végiil pedig bevessziik (E, D)-t. A graf osszkoltsége: 27+ 31+ 31437 = 126.

Allitas. Osszefiiggé grdf esetén a Kruskal-algoritmus valdban minimdlis
koltséqgii feszitafat allit elo.

Bizonyitas. Legyen F' a Kruskal-algoritmussal kapott graf.

(1) F feszitéfa: kormentes, hiszen olyan élet nem vettiink be, amellyel kort
zartunk volna, és a graf minden csucsat tartalmazza, hiszen minden

olyan élet bevettiink, amellyel nem zartunk kort.

(2) F waléban minimdlis: Ezt indirekt bizonyitjuk. Tekintsiik G éleit a
stulyuk szerint novekvé sorrendben. Tegyiik fel, hogy van olyan Fj
feszit6fa, melynek Osszkoltsége kisebb, mint F' Gsszkoltsége (jelolés:
s(Fo) < s(F)), és az élek el6bbi sorrendjében a lehetd legtovabb meg-
egyezik F-fel. Legyen az i-edik él (e;) az els6 olyan él, amiben F és Fj
kiilonboznek. Ekkor ez az él F' éle kell, hogy legyen, a moho valasztas

miatt, hiszen ha e;-t nem valasztottuk volna F-be, az azt jelentené,
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hogy e; kort zar F' korabbi éleivel, amikben viszont F' és F{, mege-
gyeznek. Vegyiik hozza ezt az élet Fj-hoz, ekkor egy kor keletkezik,
melynek van olyan éle (e) melyre s(e) > s(e;). Ugyanis, ha minden él
koltsége kisebb lenne a koron e; koltségénél, akkor mindegyiket elobb
valasztottuk volna e;-nél és igy e;-t nem valaszthattuk volna a mohd
algoritmus soran. Cseréljiik ki e-t e;-re Fy-ban, a kapott F{ fa koltsége
legfeljebb akkora, mint Fy-é, tehat 6 is kisebb koltségii, mint F' és eggyel

tobb élben egyezik meg F-fel, ami ellentmond F|, valasztasanak.

4.4. Hirkozlési rendszer

Feladat. Tekintsunk olyan hirkozlési rendszert, amelyben bdrmely két pont
kozott legalabb az egyik hirt tud kozolni a masikkal. Jelolyik C-vel a rend-
szer szomszédsdgi mdtrixzdt! frjunk algoritmust, amely C' ismeretében eldonti,

hogy két pont kozott van-e eqyirdnyi, illetve kétirdnyu hirkozlési kapcsolat!

Megoldas. Itt ismét a szélességi bejaras algoritmusat fogjuk alkalmazni.
Az egyiranyu Osszekottetés megallapitdsahoz a kezdopontbdl, a kétiranyu
osszekottetés eldontéséhez pedig mindkét végpontbdl kell inditanunk a beja-
rast. Ha a bejaras soran eljuthatunk a végpontba, akkor van a két pont
kozott osszekottetés. Az algoritmus sordn nyilvantartjuk egy halmazban,
hogy mely pontokat érintettilk mar, legyen ez a halmaz H. Illetve egy
sorozatban taroljuk azokat a csicsokat, amelyeket mar elértiik, de még nem
vizsgaltuk meg a szomszédaikat, jeloljiik ezt a sorozatot S-sel.

Kezdetben H és S iiresek. Az algoritmus rekurziv: Az aktudlis kezdépont-
rol megvizsgéljuk, hogy szerepel-e H-ban, ha nem, akkor beletessziik S-be,
majd az eljarast alkalmazzuk az aktualis pont szomszédaira. Ehhez azt kell
megvizsgalni, hogy az aktudlis pont soraban a cstcsmatrixban hol szere-
pelnek 1-esek, és amelyik oszlopban 1-es van, azokban a sorokat az el6bbi

algoritmus szerint vizsgaljuk.
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4.5. Gyakorlo feladatok

1. Az A matrix 6t megfigyelési pont kozotti hirkozlés lehetoségeit rogziti.

01 000
10110
A=11 0010
00101
00010

(a) Van -e olyan megfigyelési pont, amely nem kaphat hirt semelyik

masiktol sem?

(b) Van-e olyan megfigyelési pont, amely nem tud hirt kézolni seme-
lyik masikkal?

(c) Igaz-e, hogy barmely két pont kézott kolesonds hirkozlési kapeso-
lat 1étesitheto?

2. Négy varos kozott telefon-osszekottetést kell 1étesiteni. Biztonsagi okok-
bol sziikséges, hogy barmely két varos kozott legaldbb két uton is
lehessen kapcsolatot teremteni. Az adatokat az abra mutatja. Ter-

vezzilk meg a legolcsobb héldzatot!
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5. Osszegzés

Szakdolgozatomban linearis algebrai és kombinatorikai médszerek Gsszekap-
csolodasat vizsgdltam. A munka soran szamomra 1j osszefiiggésekre bukkan-
tam.

Matematika-informatika szakos tanarjeloltként a problémékat matemati-
kai és informatikai oldalrdl is igyekeztem megkozeliteni. A rekurziv formuldk,
a grafok szomszédsagi matrixos alkalmazdasai a programozas egyik alappillérét
képezik. Ezért kiillonosen hasznos matematikai hattérismeretet biztositanak,
nemcsak a matematikai, hanem az informatikai érdeklodést didkok szaméara
is. Bemutathato, hogy mennyi izgalmas alkalmazasa lehet egy-egy matem-
atikai osszefliggésnek, és hogy mennyire fontos, hogy absztrakt struktirdkat
vezessiink be, melyekkel nehéz problémékat egyszertibben tudunk megoldani.

Igyekeztem a témakoroket minél alaposabban koriiljarni, de néha a fel-
adatok megoldasa soran annyi Gj kérdés meriilt fel, hogy még igy is sok

probléma nyitott maradt, ezért az anyag tovabb bévithetd.
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