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1. Bevezetés

Szakdolgozatomban a kooperativ mddszereket fogom bemutatni. Leginkdbb az
elényeit hangstilyozom, d4m nem hagyom figyelmen kivill a veszélyeit sem.
Oralatogatdsokon szerzett tapasztalatok és a didkok véleménye alapjan is értékelem a

targyalt mddszereket, emellett pedig sajat oratervekkel szemléltetem elképzeléseimet.

Fontosnak tartom, hogy leendd tandrként az alternativ modszerekre nyitottan
késziiljiink a tanitdsra, &m mindent kritikusan kezeljiink. Munkdmban is arra szeretnék
ravildgitani, hogy mikor hasznos a kooperativ médszert alkalmazni. Nem kizdrolagos
lehetdségként, hanem egy alternativaként mutatom be, amely a kell6 idében, a kelld

csoporttal a tanar nagy segitségére lehet.

2. A kooperativ modszer bemutatasa

2.1 Alapgondolatok

A kooperativ médszer mind a tandr, mind a tanuldk szerepét teljesen uj, a
frontdlis oratol, egyéni eredményeket, allandé versenyhelyzetet kodzéppontba
helyez6 felfogastol eltéré megvilagitasba helyezi. Mi is ez az Gj megvilagitas?

A tandra nem az éllandé csendrdl, fegyelemrdl és az egyéni munkardl szol,
hanem a tanuldk egyiittmiikodésérol. Itt a kozos munkdn van a hangsily, hiszen a
késObbiekben is arra lesz sziikségiik, hogy csapatban tudjanak dolgozni,
meglédssak, hogy a munka mely része all igazén kozel hozzéjuk, felfedezzék mas
tehetségét is. Ezzel szemben rengeteg tanar amellett, hogy egybefiiggd tomegként
kezeli a didkokat, a tanuléknak mindent egyediil kell megérteniiik, ha pedig
megprobdlnak segiteni egymasnak, akkor az biintetést von maga utdn. Ezt a
versenyeztetd gondolkoddsmodot iiltetik a gyerekekbe is, akik a mdsikban nem a
segitétarsat vagy ,,munkatdrsat” latjak, hanem az ellenfelet, akinél jobbnak kell
lenniiik. Pedig alapvet6 cél volna az, hogy megtanuljanak egymassal
kommunikalni, kdlesonds segitésen alapuld kapcesolatot kialakitani tarsaikkal, vagy
akdr olyan személyekkel egyiitt dolgozni, akikkel esetleg kiilonosebben nem
szeretnének

Ezek az alapgondolatok természetesen a tandri szerep megvaltozasat is jelentik.
Valamilyen szempontb6l kisebb, de mds szempontb6l sokkal nagyobb részét

képezi a pedagégus a tandranak. Hiszen a feladatok Osszedllitisa, az



egylittmitk6dé csoportos munka lehetévé tétele nagyobb eldkésziileteket igényel
példaul a frontdlis 6rdhoz képest, viszont a tanérdn nagyobb szerepet kapnak a
gyerekek. Habdr latszélag csak a csoportokat kell feliigyelnie és a feladatokat
ismertetnie a pedagdgusnak, mégis egy ilyen ora levezénylése taldn sokkal
nagyobb koncentriciét igényel. Itt hat-hét kiscsoport életét kell figyelemmel
kisérni, segiteni nekik, ha megakadnak, azaz hat-hét felé szakadni. Viszont nem
harminc felé, ami ezzel szemben konnyebbség.

A gyerekek szerepe is egészen mds lesz. Nem csak befogadok, akik utdna
megprébélnak egyediill megbirkézni a feladatokkal, hanem ,kistanirok”, segitok,
idéfeleldsok, szakértok lesznek, akik elengedhetetlen szerepléi egy csoportnak. Igy
érzik azt, hogy nem mindegy, hogy mit tesznek, nem mindegy, ha nem dolgoznak,
hiszen az az egész csoport munkdjara kihat. Feleldsség van a véllukon, amely
0sztonzden hat rajuk a munkaban. Mivel a csoportok teljesitményét értékelik, igy

mindenkinek dolgoznia kell.

2.2 Gyakorlati megvalositas

2.2.1 Csoportok osszeallitasa

Egy kooperativ 6ra elsd elengedhetetlen 1épése a csoportok kialakitdsa. Ez
eleinte jatékok segitségével, véletlenszertien torténik. Am az osztily megismerése,
a gyerekek matematikai tuddsdnak, képességének feltérképezése utdn mar érdemes
tudatosan Osszedllitani a csoportokat. Itt kétféle szemlélettel dllhatunk neki a
felosztasnak: vagy heterogén csoportokkal dolgozunk, azaz mindenhova keriil j6
matekos, kdzepes és rossz is, igy a csoportok Osszetétele hasonld lesz, minden
csoport ugyanolyan feladatokat kaphat, és varhatéan nagyjabdl egy tempdban
halad. Illetve dolgozhatunk homogén csoportokkal, azaz az azonos képességii
tanulok azonos csoportba keriilnek. Ekkor mar az O&rankon megjelenik a
differencialds, igy a kiilonb6z6é csoportoknak kiillonb6z6 nehézségii, mennyiségii
feladatot adhatunk. A Kagan-féle kooperativ modszer alapvetdéen heterogén
csoportokkal foglalkozik, am mindkét lehet6ségnek megvannak a maga elonyei. A
kiilonbozé képességli gyerekekbdl allé csoportok egyrészt jobban kezelhetvé
teszik a tandrdt, hiszen nagyjdbol egy tempdban haladé csoportokat —
természetesen itt is lehetnek nagy eltérések — kell koordinélni, nem sziikséges tobb

feladatsort Osszedllitani. Valamint a gyerekek is jobban megtanulnak



alkalmazkodni egymadshoz, ez a feldllas leképezi a valdsidgot. Valamint igy nem
lesz még nagyobb a kiilonbség j6 és rossz matekosok kozott, és a jO ismerete még
jobban elmélyiil, ha el kell magyardznia, a kevésbé iigyes pedig tanulhat a j6tol. A
homogén csoportok viszont lehetdvé teszik azt, hogy differencidljunk, de
csoportmunkdra is megtanitsuk a gyerekeket. Ezen feliil nem huzzdk vissza
egymdst, hanem mindenki haladhat a sajit temp6jdban. Eleinte taldn érdemesebb
heterogén csoportokkal dolgozni, hiszen akkor még nem lehet olyan élesen
meghatarozni, hogy ki mennyire j6 matekbodl, rdadasul egy rosszul eltalalt itélet
egy életre elveheti a gyermek kedvét a szdmokt6l. Késébb viszont mar mindenki
tisztaban lehet képességeivel, lathatja, hogy mivel szeretne foglalkozni a
késObbiekben (legalabbis a csapasiranyt), igy mindenkinek a sajat szintjének
megfeleld csoportra és feladatokra van sziiksége, igy érdemes attérni a homogén
csoportokra. De az mar nem tartozik a hagyomanyos értelemben vett kooperativ
moédszerhez, hiszen az végig az egész kozOsségre vonatkozd feladatokkal

foglalkozik.

2.2.2 Terem elrendezése

A csoportok 0Osszedllitdsdn til a terem elrendezése is nagyon fontos e
moédszernél. Lényeges, hogy a csoporton beliil j6l tudjanak dolgozni, a csoportok
lassdk egymast, €s ha sziikséges, akkor a tanart is mindenki ldssa. A teremben
korbe elhelyezett padokkal ez remekiil kivitelezhetd, ahol csoportonként két-két

Osszetolt pad koriil tudnak dolgozni a gyerekek.

2.2.3 Fegyelmezés

Egy kooperativ 6ra taldn egyik legnagyobb buktatdja, hogy a gyerekek
kommunikacidjara, a megtargyalasra helyezi a hangsilyt. Viszont ugyanugy
fegyelmet var el a tanul6kt6l, mint egy hagyomanyos oran, csak egy kicsit mas
keretek kozott. A hangzavar és a kdosz veszélye kiilonosen fenyeget, hiszen a
tandr nem intheti csendre a gyerekeket, amikor az a feladat, hogy a csoporttal
beszéljenek meg bizonyos fogalmakat, problémdkat a tananyaggal kapcsolatban.
Természetesen az sincs rendben, ha mindenki prébdlja a mdésikat tilkiabalni.
Eppen ezért az az egyik legnagyobb feladata a pedagégusnak, hogy megtanitsa a
gyerekeket csendesen kommunikdlni. Ehhez alapvetd szabdlyokat kell bevezetni:

példaul, ha a tandr felteszi a kezét, akkor, aki ezt észreveszi, az csendben marad, és



szintén felemeli a kezét, igy egy percen beliil mindenki észleli az informaciot, és
csend lesz. Ez nyilvan hatdsosabb, mint a hat csoport tulorditdsa. Ezen kiviil
fontos, hogy a tanuldk tisztiban legyenek azzal, hogy a csoportos 6ra nem azt
jelenti, hogy beszélgetni lehet az Ordn, hanem, hogy lehetdségiilk van a
feladatokrdl, fogalmakrdl egymast megkérdezni. Igy azt is fontos tisztdzni, hogy
ha egy csoport megbeszélte a feltett kérdést, akkor csendben nézzenek a tandrra,
hogy tudhassa, hogy ki hogy all. Az alapszabdlyok betartdsa a legfontosabb, és egy
id6 utan belatjk a gyerekek, hogy ez nekik is érdekiik.

2.2.4 A tanar szerepe, feladata

A tandr szerepe rendkiviil Osszetett egy ilyen dran. Amellett, hogy a frontélis
tanérahoz hasonldé hatdrozottsaggal kell fellépnie, fontos, hogy hattérben tudjon
maradni. Azaz, ha kiosztotta az aktudlis feladatokat, akkor a gyerekek annyit
lassanak, hogy mindig ott van, ha segitségre van sziikség, de hagyja, hogy maguk
dolgozzanak, a csoportok ¢nalléan oldjak meg a probléméakat. Ezen feliil fontos,
hogy a gyerekek ne ,,uralkod6ként”, hanem partnerként tekintsenek rd. Ehhez az
sziikséges, hogy mind a gyerekek, mind a pedagégus egyenrangu félként kezelje a
madsikat, azaz mindketten tartsdk be a szabalyokat.

Amellett, hogy egy ilyen 6ra el6készitése a hagyomdnyoshoz képest tobb idot
vesz igénybe, fontos, hogy a tandr minden eshetdségre figyeljen. Még ha hasonl6
csoportokat is allitott 0ssze, akkor is lehetnek 1ényeges sebességbeli kiilonbségek,
amelyekre fel kell késziilni. fgy fontos plusz feladatokkal felfegyverkezni, mert ha
az egyik csoport unatkozik, akkor az megbénithatja az érat, hiszen, ha nincs mivel
foglalkozniuk, akkor nehezebben fegyelmezhetok.

Amellett, hogy egy-egy csoportra kiilon-kiilon figyelni kell, a csoportokon
belill az egyéni teljesitményeket is fejben kell tartani. Nagyon éles szem €s orai
jelenlét sziikséges ahhoz, hogy jol lathassuk, hogy ki mennyire veszi ki a részét a
csoport munkajabdl: ki az, aki a hatan viszi a tobbieket, ki az, aki csak lemasolja
az eredményeket és fogalma sincs az egészrol, ki az, aki tudna dolgozni, de lusta,
és hagyja, hogy a tobbiek megcsindljdk helyette. Ha ezt a tandr nem tudja rendesen

felmérni, akkor nem lesz olyan eredményes az érdja.



2.2.5 Ertékelés és szamonkérés

A kooperativ médszer taldn legnehezebb része az értékelés és a szamonkérés.
Hiszen mig az érdkon az kapta a legnagyobb hangsilyt, hogy egyiitt dolgozzanak,
segitsenek a madsiknak, addig egy-egy dolgozatndl éppen ennek ellenkezdje a
Iényeg, hiszen az a fontos, hogy a sajit tuddsukrdl adjanak szdmot a gyerekek. A
dolgozatirds mellett a csoportok értékelése is nagy hangsilyt kap, ami szintén
elosegiti a felelOsségérzet kialakuldsat, illetve a csoporttarsak teljesitményének
megitélését. Egy csoport kdzdsen is kap pontokat, amelyeket az altaluk redlisnak
tartott ardnyban kell szétosztaniuk. Ez nagyon fontos, hiszen igy érzik a silyat
annak, hogy egyiitt dolgoznak, igy nehezebb megiszni a munkat. Hiszen, ha a
tandr értékeli rosszul egy tanuld teljesitményét, akkor a tanart hibdztatja. Ha
viszont a tarsai mondjak neki, hogy nem dolgoztal jol, hatraltattal minket, nekiink
kellett helyetted megoldani a feladatokat, akkor talan elgondolkodik azon, hogy a
tovabbiakban hogyan kéne az 6rdhoz allnia.

A nagyobb szdmonkérések mellett az o6rdkon folyamatosan jelen van az
ellendrzés. Ez lehet sziuroprobaszert felszolitas, amely soran egy-egy feladatara
kell j6l valaszolni. Az erre adott felelet az egész csoport munk4jat értékeli, hiszen
az volt a dolguk, hogy a csoport minden egyes tagja tudjon védlaszolni a
kérdésekre. Igy egy id6 utan kénytelen lesz mindenki figyelni a feladatokra és a
megolddsokra, hogy ne vivja ki csoporttirsai haragjat. Ezen kiviil dgynevezett
szakértdi mozaikkal is szdmot adhatnak tudasukrdl. Ez a kovetkezoképpen zajlik:
egy-egy csoportban mindenki kap egy-egy betiijelet, amely szerint Ossze kell
gyllniiik az A-knak, B-knek, C-knek és D-knek. Betlinként oldanak meg egy
nagyobb feladatot, amit utdna ismertetniiik kell az eredeti csoportjuknak. Itt
mindenkinek nagyon figyelnie kell a sajat feladatara, hiszen a tobbieket hatraltatja,
ha nem tudja nekik elmagyarazni.

Ezeken kiviil fontos, hogy ez a médszer az 6ndlldsdgra, az egyéni feleldsségre
is mnevel, igy meg kell tanulniuk magukat ellenérizni. Ez kiadott
megolddkulcsokkal torténik, amelynek megvan az a veszélye, hogy nem
foglalkoznak vele, de egy id0 utdn rdjonnek, hogy nem kifizet6do rossz eredményt

hagyni a fiizetiikben.



2.3 ., Veszélye”

Természetesen ennek a mdédszernek is vannak ellenzdi. A rosszallds mogott
lustasdg, a megszokottba vald belesiippedés is dllhat, de most tekintsiink el ettdl a
hozzaallastdl, és a konstruktiv kritikat nézzik!

Az egyik veszélye a mddszernek, hogy a tananyag rovdsira mehet a gyerekek
»eletre tanitdsa”. Fontos végiggondolni, hogy egy-egy 6rdn a mddszer van a
matematikaért, vagy a matematika van a médszerért. Ha a szakmai tartalom kéardra
torténik a modszer alkalmazdsa, akkor lehet, hogy érdemesebb kiilonvalasztani a
kett6t. A matematikai tartalom tobbféleképpen csorbulhat. Egyrészt el6fordulhat,
hogy a feladatok tipusa miatt tobb ,,szervizidore” van sziikség, azaz mivel sokszor
négyféle feladatot kell ismertetetni, ezért zavarossd, lassabbd valhat a feladatok
kiosztasa. Ezen kiviil a csoportok szervezése, szétszedése is elvihet hasznos idot.
A tanulds rovéasara vélhat, hogy mivel nem a tandr diktilja, hogy mit kell {rni,
hanem egymdsnak magyardznak, egy-egy feladat kiilonb6z0 részeit csindljak, vagy
mas-mas példat kapnak, igy a fiizetiik nem feltétleniil lesz tisztdzott, konnyebben
keriilhet bele téves informdcio, igy annak hasznélata nehezebbé vilhat.

Annak is megvan a veszélye, hogy a tanuldok hatriltatjdk egymast, hiszen ha
egy jO képességli gyerek nem haladhat a sajat tempdjdban, akkor elveszhet a
lelkesedése. Viszont olyan ritkdn akad, aki annyira tisztdn ldtna mindent, hogy ne
fejlesztené az, hogy masoknak elmagyardzza az anyagot. Teljesen mas megoldani
egy példat, mint elmondani, hogy miért tigy kell megoldani. Igy egy jé
matekosnak is nagyon hasznos, ha masoknak elmagyarazhatja, hiszen az mélyiti
tudasat.

Ezeken feliil a mar emlitett hangzavar okozhat gondot egy-egy 6ran. Nagyon
fontos és nehéz feladata a pedagdgusnak, hogy elérje azt, hogy komolyan vegyék a
csoportos Grakat. Ereztetni kell veliik a hatdrokat: az, hogy szabad beszélni, nem

azt jelenti, hogy ha éppen nincs feladat, akkor besz€lni kell.



3. _Esettanulmany

3.1 Orak bemutatisa

Egy 25 f6s, hetedikes osztdlyban 6t négyfds és egy 6tfés csoport dolgozott. Az
ordk alapvetden j6 hangulatban teltek, a gyerekek aktivan részt vettek a munkdaban,
habér néha taldn tdl nagy volt a hangzavar. Mivel idén keriiltek a gimndziumba,
igy a matematikadrdk az elején inkdbb az ismétlésrdl, a hozott tudds szintre
hozasarol, elmélyitésérdl szoltak, amelyhez idedlis volt a kooperativ mddszer.

A didkoknak tobb tipust feladatot kellett csoportosan megbeszélniiik. El6szor
az {a, b, c} halmaz részhalmazait kellett tisztdzniuk csoportonként. Itt az iires és az
egész halmaz mint részhalmaz gondot okozott a legtobb helyen. Ezt kovetden a
metszet, unié és kivonds halmazmiveleteket kellett megbeszélni és dbrazolni,
majd az A={50-nél kisebb négyzetszimok} és a B={20-nil nem nagyobb, pozitiv
paros szamok} halmazon kellett megoldani a miiveleteket. Itt a négyzetszam
fogalma meglep6en nagy gondot okozott, de a csoportok jol mikodtek, egymésnak
joOl tudtdk magyardzni, hogy mi a helyes megoldds. Ez utdn a szdzalék és tortrész
fogalmai kovetkeztek: mit értiink azon, hogy 3/7-ed rész, vagy 75 %, 50 %, mi a
kapcsolat a két fogalom kozott? Itt is sokat segitett, hogy egymadssal
megbeszélhették a feladatot, nem elfogadniuk kellett, hogy hogyan mukdodik,
hanem maguktdl, vagy a tobbiek segitségével rdjohettek. Ezt kovetden az emlitett
témakorokkel kapcsolatos feladatokat mér egyénileg kellett megoldaniuk a
konyvbdl.

Egy maésik 6rdn a hatvdnyozds azonossagaival foglalkoztak, ahol hasonl6an az
el6zéekhez fontos volt, hogy maguktol fejtsék meg a feladatot, probédljanak meg
magyarazatot taldlni a szabalyossagokra, jojjenek ra a logikdjara. Itt talan tobb volt
az egyéni, illetve paros munka, de érzékelhetd, hogy ettdl fiiggetleniil igy is sokat
kommunikaltak a gyerekek: ha megakadtak, akkor tandcsot kértek a masiktol, és
nem estek kétségbe. Ezen kiviil az egyik 6rdn a csoporton beliil mindenki a sajét
betlijelének megfeleld feladatokat oldotta meg, és azokat ismertette
csoporttarsainak. Itt egy kicsit bizonytalanok voltak a gyerekek, sok volt a feladat,
és nehezen tudtdk elmagyardzni egymadsnak, illetve megérteni a mdsik

magyarazatat, inkabb csak masoltdk a megoldast.



3.2 Kérdoiv

Az osztilybdl 24 gyerek toltott ki egy, a matematikadrdval kapcsolatos
kérdéivet. Fontos volt, hogy most érkeztek meg a régi iskoldjukbdl, azaz volt
Osszehasonlitési alapjuk, lathattdk, hogy milyen kiilonbség van egy frontélis és egy
kooperativ 6ra kozott. A kérddiv egyik részében 1-6-ig kellett osztalyozniuk egy-
egy kérdést, ahol az 1-es azt jelentette, hogy egydltalan nem igaz ram, a 6-os pedig
azt, hogy teljesen igaz rdm.

E rész eredménye:

1 2 3 4 5 6
1.Segitett tarsaim magyarazata. 1 5 7 4 4 3
2. Tetszett, hogy kozosen kellett dolgoznunk. 1 2 5 16
3. Zavart a nagy nyiizsgés. 3 5 1 7 2 6
4. Ha nem csoportban kellett volna dolgozni, | 10 6 3 3 1 1
gyorsabban haladtam volna.
5. Jobban élveztem az 6rét, mert csoportban 1 3 3 17
dolgoztunk.
6.Jobban megértettem az anyagot, mint az 2 4 3 4 11
el6z6 iskoldmban.
7. Oriiltem, hogy olyanokkal is beszélgettem, 7 2 9 6
akikkel eddig nem sokat sikeriilt.
8. Kevésbé tartok a matekoratdl, mint 2 3 2 5 4 8
ezelott.
9. Ugy érzem, hogy el tudnam magyarazni 1 2 6 7 5 3
madsoknak is ezt az anyagrészt.
10. Batrabban mertem kérdezni a tanaromtol, | 1 3 1 7 3 8
mint az el6zd iskoldmban.
11. Jobban figyeltem a matekéran és tobb 3 6 8 1 6
feladatot oldottam meg, mint ezelOtt.
12. Otthon kevesebb gondot okozott a hdzi |1 1 5 9 3 5
feladat, mint tavaly.

(A rubrikdkban szereplé szamok az adott értéket valasztok szamat jelentik)

Az 1. kérdésre adott valaszok nagyjabol egyenletesen oszlanak szét,
kiilonosebben nem mozdul el az eredmény egyik irdnyba sem: azaz a gyerekek
fele vagy valéban nem érezte szamottevonek a tobbiek segitségét, vagy csak nem

tudja még rendesen megitélni.
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A 2. és 5. kérdésre egyértelmi valasz adddott: az elsd esetben 16-an, a
mdsodikban 17-en a maximumra tettek, azaz a kdozos munka, a csoportok megléte
a gyerekek nagy részének tetszett.

A 3. kérdésre joval tobben x-eltek a 4-es, 5-0s, 6-0s mezdbe, mint annal
kisebb szamra, azaz, habar a csoportmunka és a ko6zos gondolkodas sokaknak
megfelelt, az ezzel jard nyiizsgés és hangzavar mar kevésbé nyerte el a tetszésiiket.
Ez az eredmény arrdl arulkodik, hogy sziikségiik van a vdltozatossdgra, a
kommunikdlasra, de igénylik a munkdhoz sziikséges csendet, legfeljebb enyhe
alapzajt. Ennek fényében kiilonosen fontos a fegyelmezési alapszabdlyok
lefektetése és szigoru betartatdsa, hiszen csak igy lehet egy lazabb, j6 hangulati
orat korddban tartani.

A 4. kérdésre adott vélaszok is egyértelmilen a csoportmunka mellett
sz6lnak, csupan 5-en gondoltak gy, hogy hatréltatta 6ket a csoport. Ez azt jelenti,
hogy feltehetdleg mind a jobb, mind a rosszabb matekosok elénydsnek tartottdk a
k6zos munkat, nem érezték nylignek a masikat.

Habar a 6. kérdés nem feltétleniil a mddszerre, hanem inkédbb a régi és az yj
tandr 0sszehasonlitdsdra vonatkozik. De nem szabad figyelmen kiviil hagyni azt,
hogy a mddszer a megértésre, feldolgozdsra, szabdlyok kilogikdzdsdra 0sztonzi a
gyerekeket. Igy bizonydra szerepe van abban, hogy csupdn negyediik érezte dgy,
hogy az el6z0 iskoldban jobban megértette az anyagot.

A 7. kérdés vélaszai alapjan kozOsségépitd hatdsa is lehet egy-egy ilyen
oranak, mivel a gyerekek tobbsége oriilt annak, hogy addig szdmunkra ismeretlen
osztalytarsakkal is beszélhetett. Egy-egy ilyen oOra lehetOséget nyujt arra, hogy
valéban kommunikdljanak egymadssal, €és ha itt irdnyitottan megtanulnak
feladatokat csoportban megoldani, akkor mds osztalyfeladatokat konnyebben
véghez tudnak vinni, akdr az itt latott mintak alapjan is.

A kooperativ moédszer egyik fontos célja, hogy a gyerekek merjenek
kérdezni, ne érezzék magukat butdnak, ha valamire nem tudjdk a vélaszt, hanem
keressék meg a helyes utat. Sokszor egy egész folyamatot nem tudnak megérteni,
mert egy-egy apré lancszem hidnyzik beldle, amelyre nem mernek rakérdezni,
mert vagy nincs rd lehetdségiik, vagy pedig olyan a 1égkdr, hogy ,,nem illik”
barmit is nem tudni. A 8. és 10. kérdésre adott valaszok alapjan itt konnyebben

megnyiltak, hiszen a gyerekek nagyjabol haromnegyede itt inkdbb mert kérdezni,
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és kevésbé tartott a matematikaératdl. Pedig koztudott, hogy ez szokott lenni az
egyik ,,mumustirgy” a gimnaziumban.

A 9. kérdésre adott vdlaszok nem jelzik egyértelmiien azt, hogy a
moédszerben hangsulyozott szakértdségiik valéban jelen volna, mindenesetre
hatdrozottan tobben érzik ugy, hogy el tudndk magyardzni a tanultakat, ami egy
hetedikes osztdlyndl kiilondsen j6 eredmény.

A 11. és 12. kérdésre nagyjabol azonos vélaszok érkeztek: a gyerekek tobb
mint 2/3-a gondolja gy, hogy jobban figyelt a matekéran és kevesebb gondot
okozott a hazi feladat.

A tablazatos allitasokon tdl kifejtds kérdésekre is valaszt kellett adniuk: a
,Hogyan érezted magad a csoportban? Tudtatok egymasnak segiteni?” kérdésekre
szinte mindenki csupa pozitivat irt. A legtobb vdlaszban kifejtették, hogy nagyon
élvezték, hogy csoportban dolgozhattak, €s, hogy a legtobbszor tudtak egymésnak
segiteni. Volt, aki kiemelte, hogy tetszett neki, hogy magyardzatokat kellett
kitaldlnia, hogy a tobbieknek is elmagyardzhatta, valaki mas pedig azt irta, hogy
igy konnyebben megértette az anyagot. Az egy-két negativ észrevétel a
hangzavarra vonatkozott, arra, hogy sokszor nem segitettek egymdsnak, hanem
csak fegyelmezniiik kellett a mdsikat, illetve azt is leirtdk, hogy ha olyannal kell
egy csoportban lenni, akit nem szeretnek, az nem olyan j6.

A ,Mi tetszett és mi nem a matekdéraban?” kérdésre nagyon sokan leirték,
hogy tetszett nekik, hogy csoportban dolgoztak. Az egyik vdlaszad6 a kooperativ
moddszert nagyon jol visszaaddan ezt irta: ,,Az tetszik, hogy nem rogton a szankba
ragjak a megoldast, hanem adnak iddt, hogy magunktdl rdjojjiink. Ugyanakkor az
embernek sosincs rendesen ideje elmélyedni, mert mindig kérdeznek valamit a
csoporttarsai, amire kotelességének érzi az ember, hogy vilaszoljon.”
Negativumként tobben emlitették a hangzavart, illetve, hogy nem tetszett nekik,
hogy a hangoskodé gyerekeket nem kiildték ki, valamint, hogy masok miatt nem
lehetett jatszani és normaélisan tanulni.

Az utolsé két kérdésre — ,,Melyik csoportos 6ra tetszett? Mit tanultatok
akkor?” — a legtobben azt vélaszoltdk, hogy nem emlékeznek, de ketten is a
tablokészitést emelték ki, ketten a hatvanyos 6rét, volt, aki a halmazosat emlitette,

mas a betlijeles feladatokat, de sokan irtak, hogy mindegyik nagyon tetszett nekik.
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A kérdéiv eredményeibdl jol latszik, hogy sok folyamat mar elindult a
gyerekekben, de mivel még csak eldszor taldlkoztak ezzel a moédszerrel, és tj
osztalyrol van szd, igy még nem lehet tisztan latni az eredményeket. A vélaszokbodl
és az ordkon tapasztaltakbdl egyértelmiien az sziirhetd le, hogy a gyerekeknek
sziikségiik van arra, hogy egyiitt dolgozhassanak, alapvetden jol érzik magukat, ha
csoportban kell megoldaniuk a feladatokat. Viszont nem lételemiik a hangzavar,
hanem éppen ellenkezdleg, fontosnak tartjdk, hogy az érdan meglegyen a kivant
rend.

A z6mében pozitiv vilaszok alapjdn az szlrhetd le, hogy egy nem annyira
kozkedvelt targy, a matematika pozitiv élményként marad meg benniik, nem
rettegnek az 6raktdl, hanem élvezik azokat. Ugy gondolom, hogy magdban ez is

hatalmas eldrelépés, hiszen legtobbszor ezt sem sikeriil elérni a gyerekeknél.

13



4. Példa a 7. osztalyos szamelmélet tananyag oktatasara

4.1 Tervezet bemutatasa

Onaélléan 6sszedllitott tematikus tervet mutatok be, amelyben a hetedik
osztalyos szdmelmélet tananyag bizonyos Ordit kooperativ médszerekkel épitem

fel.

Alapvetden egy hatosztilyos gimndzium elsé évfolyamdra jaré didkokban
gondolkodom, akik kiilonb6zd altaldnos iskoldakbdl érkeztek, igy eltérd tudassal
rendelkeznek. Egy 16 f6s csoporttal fogok képzeletben dolgozni, akikkel az elsd
matematikaérak egyikén jarunk. Elvileg a legtobbjiiknek hatodik osztalyban
taldlkoznia kellett a kovetkezo fogalmakkal: maradék; osztd; tobbszoros; osztopar;
kozos o0sztd, legnagyobb kozos o0sztd; kozos tobbszords, legkisebb kozos
tobbszoros; 2-vel, 5-tel, 10-zel, 4-gyel, 25-tel val6 oszthatdsdg; két szam Osszege,
vagy egy szam tobbszorose mennyit ad maradékul egy bizonyos szammal osztva;
9-cel és 3-mal vald oszthatdsag; primszam, Osszetett szam; primtényezos felbontas

bevezetése, Inko, lkkt meghatdrozdsa ennek segitségével.

Természetesen ezeket a fogalmakat — mivel még sokan csak hatodikban
taldlkoztak veliik el6szor, rdaddsul eltérdé mélységben — mindenképpen at kell
ismételni a hetedikes szdmelmélet oktatdsdnak bevezetésében. Ez a kozos szintre
hozds és a megalapozds miatt is elengedhetetlen. Ezeken feliil a kovetkezOk
ismeretét szeretném elérni: o0sztd, tobbszords absztraktabb megfogalmazasa;
oszthatésagi szabalyok ondllébb kitaldlasa /miutdn azelott elvileg hallottak réla/;
nagyobb szdmokkal valé foglalkozds, a szabdlyszertiségek kibOvitése; mar nem
csak szabdlyok kimonddsa, hanem némelyek bebizonyitdsa is; primfogalom
mélyitése: primtényezOk haszndlata az osztok felirdsaban is, szabdlyszeriségekre

valé ravezetés ennek segitségével; relativ prim fogalom bevezetése.

Az 6rakon a természetes szamok korében dolgozunk.
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4.2 Oravazlatok

4.2.1 Tematika:
1. dra: jatékos bevezetés
2. 6ra: fogalmak pontositdsa, leirdsa, mindegyikre példa
3. Ora: osztoparok, osztok
4. 6ra: 2-vel, 5-tel, 10-zel val6 oszthatésag, szabdly kimondasa, bizonyitasa, 100-
zal val6 oszthat6sag
5. ora: oszthatdsagi szabalyok folytatdsa: 8, 125, 40, 200, 250, 500, majd: 3-as, 9-
es oszthatdsdg, 6-tal vald oszthatdsdg
6. ora: primek, Osszetett szamok, primfelbontas
7. ora: primtényez0 és osztd, Inko, 1kkt, médszer

Ezen 6rdk koziil az els6t, a harmadikat €s a hatodikat fogom részletesen leirni.
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4.2.2 1. 6ra - Bevezetés

Mivel még 4j szdmukra a csoport és az iskola, igy indokolt a jatékosabb
bevezetés. Az els§ oOra alapvetd célja a fogalmak felelevenitése, illetve azok

jatékos hasznélata. A padok eltoldsdval alakitjuk ki a teret.

1. feladat: kicsi-nagy korok — a didkoknak a teremben jdrkdlva kell majd
egy-egy adott szdm hallatdn annyi f6s korokbe dllni, amennyi az elhangzott szdm.
A kimarado emberek pedig a maradék kort alkotjdk. A kovetkezd szdmok
hangoznak el: 4, 2, 6, 8, 5. Minden egyes szdmndl hangosan értékeljiik, hogy hdny
kort alkottak, és a maradék korben hdnyan vannak. Kérdések: ha 30-an lennénk,
akkor hdny fos koroket tudndnk csindlni gy, hogy senki sem marad ki? 16 fo

esetén milyen szdmndl marad ki két ember?

Hiba lehet, hogy nagy szamoknal nem veszik észre, ha tobben vannak egy

csoportban. Ilyenkor az ellenérzésnél kell ket ravezetni a hibdjukra.

2. feladat: csoportosuldsok — Jobbra dlljon, aki pdratlan napon sziiletett,
balra, aki pdroson! Alakitsatok ki négy csoportot, az ablakhoz legkozelebb azok
dlljanak, akiknek a cipoméretiik 0-dt ad maradékul 4-gyel osztva, mellettiik,
akiknek 1-et, utdna, akiknek 2-t és az ajtohoz legkozelebb, akiknek 3-at.
Alljatok be novekvd sorba, aszerint, hogy kinek hdny testvére van! Majd 1épjen
egyet elore az, akinek oszthato 3-mal, és egyet hdtra, akinek 2-t ad maradékul 3-

mal osztva a testvéreinek szdma.

Barmilyen hasonlé tulajdonsigra rdkérdezhetiink, és ezzel kicsit jatékosan
elevenitjiik fel a maradék fogalmat. Fontos, hogy ellendrizziik, hogy jé helyen
allnak-e. Erre megkérhetiink minden csoportbdl egy embert, hogy mondja végig,
hogy kik allnak ott, és, hogy jo helyen dllnak-e. Gondot okozhat, ha valakinek 0

testvére van, igy azt kiilon tudjuk itt tisztdzni, hogy a 0 minden szdmmal oszthat6.
3. feladat: osztépdrba dllds

A kovetkezd szdmkdrtydkat osztom ki nekik:
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3e_=24; _8=24; 4o_=24; _6=24; 4o_=32; _+8=32; 2+_=32; _+16=32; 5+_=30;
_e6=30; Is_=30; _+30=30; 3»_=27; _+9=27; [2+_=36; _+3=36.

Mindenkinek ki kell taldlnia, hogy mi lehet a hidnyzo szdm és utdna meg kell
keresnie a pdrjdt, azaz azt a tdrsdt akinek a hidnyzo elem kitoltése utdn ugyanaz
szerepel a szamkdrtydjdn. Utdna az azonos eredménnyel rendelkezd pdrok
keressék meg egymdst! Az igy kialakult csapatok/pdrok beszéljék meg, hogy a
kdrtydkon szereplé szorzatokon kiviil hogyan lehet még felbontani az adott szamot!
Megoldds

24=38=446, hidnyzo pdrok: 24=124=2]2

32=48=2¢16; hidnyzo pdr: 32=132

30=526=1230; hidnyzo pdrok: 30=215=310

27=3%9; hidnyzo pdr: 27=127

36=12¢3; hidnyzo pdrok: 36=1236=2¢18=49=6°6

Minden csoportbdl vélaszthatunk ismét egy sz6ovivot, aki elmondja, hogy
milyen osztéparjaik vannak, és, hogy melyik parok hidnyoztak. A tébbi csoportnak

ellendérizni kell &ket. Mivel az osztéoparok és a tobbfajta felbontdsok

megelevenednek, igy taldn jobban megmaradnak benniik ezek a fogalmak.

4. feladat: Osztok felkutatdsa

A kovetkezo szamkdrtydkat kapjik meg a gyerekek:

1. 5x-90=4x-70; x=?
/mo.:x=20/

2. 11933:3=2 /mo.:99/

3. 50-x=6° x=? /mo.:x=49/

4. (\N16) o¥s=2/mo.:2/

5. 3x+4=2x+8; x=? /mo.:x=4/
6. 5x=52; x=? /mo.:x=5/

7. 99(5-342)-(4-10)-84="?
/mo.:10/

8. (6°4-2248(-2)+17}?=?
/mo.:9/

9. 2x+8=90:3; x=2? /mo.:x=11/
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10. x3=27; x=? /mo.:x=3/

11. x/11+7=10; x=?
/mo.:x=33/

12. 7x+1=50; x=? /mo.:x=7/
13. (x/3)05-2=28; x=?
/mo.:x=18/

14. 2x-7=3%7; x=? /mo.:x=14/
15. {72-(8-4+3) «3+3}/9="
/mo.:6/

16. 4x+20=2x+36; x=?
/mo.:x=8/



Az 1. kdrtydt kapo gyerek dlljon a tdbla jobb oldaldra, a 2. a kdzepére, a 3. pedig
a bal szélére, és sorra irjdk fel a szamaikat: 20, 99, 49. A tobbiek pedig keressék
meg, hogy melyik szamnak osztoja az 0 értékiik, és dlljanak hozzd! Az igy kialakult
csoportok irjdk fel a tabldra azokat a szdmokat is az eredeti ald, majd beszéljék
meg, hogy mely osztok maradtak ki, és hogy Osszesen hdny osztoja van az adott
szamnak! Majd minden csoportbol az egyikiik elmondja a megolddsukat, a tobbi
csoportnak pedig ellendriznie kell. Akik egyik szamnak sem osztéik (6, 8, 14, 18),

ok a sajdt szamaiknak tobbszorosoket keresnek, és azokat mondjdk el.

Megoldds

20 kdrtydkon szereplé osztoi: 2, 4, 5, 10; kdrtydkon nem szerepld osztoi: 1, 20;
osztok szdma: 6.

99 kdrtydkon szereplé osztoi: 3, 9, 11, 33; kdrtydkon nem szerepld osztoi: 1, 99;
osztok szdama: 6.

49 kdrtydkon szereplo osztoi: 7; kdrtydkon nem szerepld osztoi: 1, 49; osztok
szama: 3.

6 lehetséges tobbszorose példaul: 12, 18, 24 stb.

8 lehetséges tobbszorose példdul: 16, 24, 32 stb.

14 lehetséges tobbszorose példdul: 28, 42, 56 stb.

18 lehetséges tobbszorose példdul: 36, 54, 72 stb.

Hibaforras lehet, hogy a szdmot és az l-et nem veszik oszténak. Fontos,

hogy erre ravezessiik dket!
S. feladat: kozos osztok

Ezek piros lapon szerepelnek:

1. 12+_=30 Ezek pedig sdrgdn:

2. _+18=30 1. 5x+9=313; x=2? /mo.: x=6/
3.60: =4 2. x3=125; x=? /mo.: x=5/

4. _:15=4 3. 4x/3=2x-10; x=2 /mo.: x=15/
5.63-_=21 4. {89-2+4%(-4)}/9+1="?

6. _-42=21 /mo.:7/

7. 16+_=48 5. 50=(x-11) *5;x=2/mo.: x=21/

8. _+32=48 6. x3=64; x=? /mo.: x=4/



7. [7+24-3(-2)+2}/3-5=7 8. x/4+2=x-10 /mo.: x=16/
/mo.:8/

A piros kdrtydt kapo gyerekek keressék meg a pdrjukat, azaz azt a tdrsukat, akinek
a hidnyzo elem kitoltése utdn ugyanaz szerepel a szdmkdrtydjdn, és irjdk fel
mindketten azt a szdmot, ami a kdrtydjukrol hidnyzik. A sdrga kdrtydsok pedig
keressék meg azt a pdrost, amelyiknek mindkét tagjdt osztidk. Igy alakulnak ki
kisebb-nagyobb csoportok. Minden csoport irja fel a két szdam 0Osszes kozos
0sztojdt, és karikdzzdk be a legnagyobbat és a legkisebbet. Majd minden csoport
irjon fel egy olyan szdmot, amelyiknek mindkét eredeti szam osztoja. Lehetdleg a
legkisebbet keressék meg! Utdna egy-egy kijelolt szoszolo mondja el, hogy az 6

csoportjuk mire jutott.

Megoldds

12 és 18: kdrtydkon szerepld kozos osztoik: 6; kdrtydkon nem szerepld kozos
osztoik: 1, 2, 3. Legnagyobb: 6, legkisebb: 1. Legkisebb kozds tobbszoros: 36.

60 és 15: : kdrtydkon szerepld kozos osztoik: 5, 15; kdrtydkon nem szereplé kozos
osztoik: 1, 3. Legnagyobb: 15, legkisebb: 1. Legkisebb kozos tobbszords: 60.

63 és 42: kdrtydkon szerepld kozos osztoik: 7, 21; kdrtydkon nem szereplo kozos
osztoik: 1, 3. Legnagyobb: 21, legkisebb: 1. Legkisebb kozos tobbszoros: 126.

16 és 32: kdrtydkon szereplé kozos osztoik: 4, 8, 16; kdrtydkon nem szereplé kdzos

osztoik: 1, 2. Legnagyobb: 16, legkisebb: 1. Legkisebb kozds tobbszords: 32.

Itt is hibaforras lehet, ha az egyet kihagyjék, illetve a 60, 15 parosndl és a 16,
32 pérosndl nem a 60-at, illetve nem a 32-t taldljdk meg a legkisebb kozos
tobbszorosnek. Ez a feladat segit feleleveniteni, hogy az 1 minden szdm osztdja.
Illetve a kozos osztd, kozos tobbszords fogalma tdjra eldkeriil, mindenhol lehet az
osztalyt kérdezni, hogy sikeriilt-e megtaldlnia az adott csoportnak a legkisebb

k6z0s tobbszorost.
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4.2.3 3. ora - osztoparok, osztok

Mar 4alland6, négyfés, heterogén csoportokban dolgoznak. Minden

csoportnak van egy szdma, €s minden gyereknek egy betiijele.

1. feladat — Tot6
Csoportokban dolgoznak, eldszor meg kell oldaniuk a feladatot, utdna pedig
minden kérdéshez kihiizzuk, hogy melyik csoportbol melyik betiivel rendelkezo didk

mondja a vdlaszt.

1 2 X
1. Tudjuk egy szdmrol, hogy | Igen. Lehetséges. Nem.
oszthato 6-tal. Oszthato-e 2-
vel is?
2. Tudjuk egy szamrdl, hogy | Igen. Lehetséges. Nem.

oszthato 3-mal és 6-tal.

Oszthato-e 18-cal is?

3. Egy kétjegyii szam utolsé | Biztos, hogy Lehet, hogy oszthaté | Biztos, hogy nem

szamjegye 8. Ekkor: oszthato 4- 4-gyel. oszthato 4-gyel.
gyel.

4. A 28-nak... 4 osztoja van. | 5 osztoja van. 6 osztoja van.

5. Két szdm 3-mal osztva Biztosan Lehet, de nem biztos | Biztos, hogy nem

ugyanannyit ad maradékul. | oszthato 3- hogy oszthaté 3-mal. | oszthato 3-mal.

Az Osszegiik. .. mal.
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Megoldds:

Megoldds

1. Tudjuk egy szdmrol, hogy
oszthato 6-tal. Oszthaté-e 2-

vel is?

Igen, hiszen a 6 is oszthato 2-vel, 6=243.

2. Tudjuk egy szamrol, hogy
oszthato 3-mal és 6-tal.

Oszthato-e 18-cal is?

Nem, példdaul a 12 oszthaté 3-mal és 6-tal is, de 18-cal nem.

3. Egy kétjegyii szdm utolso
szdamjegye 8. Ekkor:

Lehet, hogy oszthaté 4-gyel. Ellenpélda: 18 nem oszthato 4-gyel.
Mellette példa: 28 oszthaté 4-gyel.

4. A 28-nak...

6 osztoja van: 1, 2, 4, 7, 14, 28.

5. Két szdm 3-mal osztva
ugyanannyit ad maradékul,

Az Osszegiik. ..

Lehet, de nem biztos, hogy oszthaté 3-mal. Ellenpélda: 4+7=11 nem

oszthato 3-mal. Mellette példa: 6+9=15 oszthato 3-mal..

Ez a feladat teljesen alkalmas arra, hogy négyesével megvitassdk a

kérdéseket. Mivel mindenki hozza tud szdlni, tudnak példakat, ellenpélddkat hozni

egymdsnak, és ami nagyon fontos: érvekkel kell meggydzniiik a csapattirsaikat az

igazukrol. Mindenkinek egy véleményen kell lennie, és mindenkinek tudnia kell,

hogy miért azt a vélaszt valasztottdk. A gyengébb didkoknak segithetnek a jobbak,

a jobbak pedig rengeteget fejlodhetnek egy-egy magyardzat gyartasaval. Illetve

fejleszti a szamelméleti gondolkodésukat, és az oszthatdsag fogalmét kicsit jobban

tudjék kezelni ezutan.
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2. feladat: (Apaczai Kiadé, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, II. Kotet)

A biifében a kovetkezd druk kaphatok:

Pogdcsa — 52 Ft, Kakads csiga — 65 Ft, Szaldmis zsemle 98 Ft, Siiti — 67 Ft, Torta
— 84 Ft, Kokuszos rid — 46 Ft, Kis iidité — 48 Ft, Nagy iidité — 64 Ft.

a) Két dolgot vettem, és a fizetett 0sszeg oszthato volt harommal.

b) Hdrom dolgot vettem, és a fizetett osszeg oszthato volt hdarommal.

c) Két dolgot vettem, és a fizetett osszeg oszthato volt 6-tal.

Megoldds

3-mal osztva 0 maradékot adnak: Torta, Kis iidité.

3-mal osztva 1 maradékot adnak: Pogdcsa, Siiti, Kokuszos rid, Nagy iidito.
3-mal osztva 2 maradékot adnak: Kakads csiga, Szaldmis zsemle.

A kovetkezokben csupdn a maradékot fogom jeldlni, azon beliil barmelyik drut
lehet vdlasztani:

a) 0+0; 2+1

b)I1+1+1; 0+1+2

6-tal osztva 0 maradékot adnak: Torta, Nagy iidito.

6-tal osztva 1 maradékot ad: Siiti.

6-tal osztva 2 maradékot ad: Szalamis zsemle.

6-tal osztva 4 maradékot adnak: Pogdcsa, Kokuszos rid, Nagy iidito.

6-tal osztva 5 maradékot ad: Kakaos csiga.

c) 0+0; 1+5; 2+4.

Itt is hasonléan az el6z6 feladathoz, csoportokban kell kitaldlniuk, hogy
miket vasarolndnak. Utdna pedig egy szdmot és egy betlit kihtizva egy-egy részt
egy-egy kisorsolt gyereknek kell elmondania, igy tényleg mindenkinek figyelnie
kell a csapat megoldadsara. Ha a tobbiek mast taldltak, akkor azt is meghallgatjuk,
és a tobbi csapatnak kell eldontenie, hogy az a megoldas helyes-e. A feladat a
kombindaciés készségiiket segiti. Valdszinlileg adddik olyan csapat, aki egy id6
utdn csak a maradékokkal szdmolt, nem az egész szdmmal. Ilyenkor Oket
mindenképpen megkérem arra, hogy magyardzzak el a tobbieknek, hogy hogyan
oldottdk meg a feladatot. Ha nincs ilyen, akkor pedig én vezetem rd ket a
kovetkezd kérdésekkel: Hogy lehet a leggyorsabban megoldania feladatot? Mi lett

volna, ha hatalmas szamokat mondok, amelyek 0sszeaddsa rengeteg idobe telik?
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3. feladat (Apaczai Kiad6, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, I1. Kotet)
Keresd a parjdt! (k, |, m, n, p és g pozitiv egészek)

a) 7k b) 31+2 c)Sn+4 d) 5m e) 3k+61

f (Sp+1)+(5g+4) g) Sn+2n h) (3m+1)+(3k+2)

A) Oszthaté 7-tel B) oszthato 3-mal C) A 3-as maradéka 2 D) 5-tel oszthato

E) 5-tel osztva 4 maradékot ad

Megoldads:
a-Ab-C c—-E d-D,e-B f-D, g—A h-B.

Parokban kell megoldaniuk a feladatot, majd a csoport két parja fiizetet
cserél egymadssal, és a parok ellenérzik a masik par munkajat. Vitas kérdés esetén
csoporton beliil megbeszElik, fontos, hogy a csoport egységes véleményt alakitson
ki. Az ellen6rzésnél hasonldan az eddigiekhez egy betii és egy szdm kihuzasaval
szolitok fel gyerekeket, akiknek meg kell indokolniuk a vélaszukat. A feladat
célja, hogy altaldnosabban, a matematika nyelvén megfogalmazott tulajdonsagokat
is tudjak kezelni, ne ijedjenek meg a betiiktol. A fogalmak pontositisdndl az ezt
megel6z6 6rdn mar haszndltuk ezeket a betiiket, igy nem teljesen idegen. Viszont
altalanos iskoldban még nem igazan taldlkoznak ezzel, igy ez az egyik fontos 1épés
a 7. osztilyban. Arra lehet buzditani 6ket, hogy mindig konkrét szamokkal

prébéljanak ki egy-egy kifejezést.
4. feladat — plakat készitése

Csoportonként 3-3 kiilonbozé szdm osztoit kell egy nagy papirra halmazdbrdn
szemléltetniiik. A halmazok metszeteiben az adott szdmok kozos o0sztoi
szerepelnek. Minden metszetben be kell karikdzniuk a legnagyobbat! Minden dbra
mellé irjdk oda, hogy melyik szdmnak hdny osztoja van, két-két szamnak melyik a
legnagyobb kozos osztoja és a hdrom szdmnak egyiitt mennyi a legnagyobb kozos

osztoja!
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1. csoport: 18, 30, 45

2,3,4,6, 10,
12, 20, 30, 60




3. csoport: 24, 28, 50

50

Megoldas:

1. csoport: oszték szdma: 18 — 6 db, 30 — 8 db, 45 — 6 db. (18;30)=6, (18;45)=9,
(30;45)=15, (18;30;45)=3.

2. csoport: osztok szdma: 35- 4db, 60 — 12db, 75 — 6 db, (35;60)=5, (35;75)=5,
(60;75)=15, (35;60;75)=5.

3. csoport: osztok szdma: 24 — 8 db, 28 — 6 db, 50 — 6 db. (24;28)=4, (24;50)=2,
(28;50)=2, (24;28;50)=2.

Miutdn elkésziiltek vele, betlinként Osszegylilnek, és végigjarjdk az Osszes
plakétot. Az adott plakatndl mindig az a didk magyardz, aki részt vett a plakdt
készitésében.

A koz6s osztd fogalom megelevenedik szamukra, igy jobban a ,,magukéva tudjak
tenni”. Lathatjdk, hogy hirom szdm (legnagyobb) kozos osztdjardl is sz6 lehet.
Hibaforrds, hogy az egyet és a szdmot magiat nem jeldlik. Itt is mindenki

»rakényszeriil” arra, hogy figyeljen, hiszen utdna el kell magyaraznia a tobbieknek.
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Hazi feladat: (Apaczai Kiado, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, I1. Kotet)
A feladott négy feladatbdl mindenkinek harmat kell kivélasztania.

1. feladat

Sorold fel a kovetkez6 szamok osszes osztopdrjdt! Melyik szamnak hdny osztoja

van?
a) 10 b)24 c¢)36 d) 60
2. feladat
Ird be a tdbldzat megfeleld helyére a kdrtydkon levé betiiket!
A2:511 Bll+11+11 C(2+4+6)-11 D611+3
E10-11-12 F 59+34 G2+5+11 HI10+11+12
Paros Oszthato 11-nek Tobbszorose | 3-as
10-zel tobbszorose | a 3-nak maradéka 1
Igaz
Hamis
3. feladat

Dontsd el, hogy melyik dllitds igaz és melyik hamis! Vdlaszodat indokold!

a) Minden 6-tal oszthaté szdm oszthaté 3-mal.

b) Nincs olyan 3-mal oszthato szdm, ami 6-tal is oszthato lenne.

c) Két 3-mal oszthato szam dsszege oszthato 6-tal.

d) Ha egy szam 3-mal osztva egy maradékot ad, akkor 6-tal osztva is egy a
maradék.

e) Ha egy szdam 6-tal osztva 1 maradékot ad, akkor 3-mal osztva is 1 a maradék.
4. feladat

Egy szdmhoz hozzdadjuk annak 3-szorosdt és 9-szeresét is. Mutasd meg, hogy igy
biztosan 13-mal oszthato szdmot kapunk! Mi lehetett a kiinduldsi szdm, ha az
osszeg 11317

Megoldasok, megjegyzések

1.feladat

Sorold fel a kovetkezd szdmok Osszes osztoparjat! Melyik szdmnak hdny osztdja

van?
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Megoldds
a) 10=1-10 = 2-5 — osztdk szama: 4
b) 24 =124 =2-12 = 3-8 = 4-6 — osztdk szdma: 8
¢)36=136=2-18=3-12 =49 = 6-:6 — 0sztok szama: 9
d) 60 =1-60=2-30=3-20=415=5-12 = 610 — osztdk szama: 12
Megjegyzés

Azért szdntam elsének ezt a feladatot, mert mechanikusan kéri szimon az
oran tanultakat, nem kell hozzd semmilyen kiilonleges otlet, igy mindenki meg
tudja csindlni. Viszont megmozgatja a didkok agyat, utdna kell gondolni, osztani-
szorozni kell. Az osztok megszamolasaval pedig bevezetjiik a késobbi szabalyokat.
Mivel egy négyzetszam is szerepel koztiik, igy az 6ran, amikor megbeszéljik a
feladatot, megtargyalhatjuk, hogy mit vettek észre, vajon miért csak a 36-nak van
paratlan szdmu osztdja. HibalehetOség, hogy nem irjak fel az egyszeres parokat,
illetve, hogy néhény esetet kétszer vesznek.
2. feladat
Ird be a tdblazat megfelel6 helyére a kartydkon levé betiiket!

Megoldés

A2511=110 BI11+11+11=33 C (244+6) -11=132 D 6:11+43 =69

E 10-11-12=1320 F 5:9+3-4 =57 G2+5+11 =18 H 10+11+12 =33
Paros Oszthato 11-nek Tobbszorose | 3-as
10-zel tobbszorose | a 3-nak maradéka 1
AC,E,G |AE A, B, C,E, B, C, D, E,
Igaz
H F,G, H
B,D,F,H |B,C,D,F,|D,F G A A, B, C, D,
Hamis
G, H E.F, G, H
Megjegyzés

A feladat elsé kihivdsa, hogy az adott betikhoz tartozé értékeket jol
ezt érdemes az Ordn kiszdmolni és leellendrizni, hogy ne ezen miljon a hézi
feladatuk. Az Osszezavarhatja Oket, ha a sajat szamukkal jol gondolkodtak, mégis
rossz az eredményiik, mert ez azt rogzitheti benniik, hogy rosszul gondolkodtak a

feladat masik részében is.
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A feladat masodik részéhez nem sziikséges kiilonosebb otlet, inkébb
figyelmesség és pontossdg kell. Ezért gondoltam arra, hogy ez alkalmas lehet
masodiknak. Ez jé bevezetése az oszthatdsdgi szabdlyoknak, hiszen egyrészt igy
értékelni fogjék, hogy adunk egy gyorsabb modszert a keziikbe, masrészt par
szabdlyra maguk is rdébredhetnek (2-vel, 10-zel val6 oszthatésdg). Ami probléma
lehet, az az utols6 rubrika. Hiszen ott egyik sem keriil az igaz kategdridba, és ez
gyandus lehet a gyerekeknek, azt gondolhatjdk, hogy valamit elrontottak.

3. feladat

Dontsd el, hogy melyik dllitds igaz, és melyik hamis! Vdalaszodat indokold!
Megoldds

a) Minden 6-tal oszthaté szam oszthaté 3-mal. Ez igaz, hiszen egy szdm akkor
oszthato 6-tal, ha 3-mal is oszthato. Vagy: a 6 oszthaté 3-mal, igy a 6 tobbszordsei
is oszthatok 3-mal.

b) Nincs olyan 3-mal oszthaté szdm, ami 6-tal is oszthaté lenne. Nem igaz.
Ellenpélda: 6, 12...

c) Két 3-mal oszthaté szdm Osszege oszthaté 6-tal. Nem igaz. Ellenpélda:
6+3=9...

d) Ha egy szdm 3-mal osztva egy maradékot ad, akkor 6-tal osztva is egy a
maradék. Nem igaz. Ellenpélda: a 10 3-mal osztva 1 maradékot ad, de 6-tal osztva
4-et.

e) Ha egy szdm 6-tal osztva 1 maradékot ad, akkor 3-mal osztva is 1 a maradék.
Igaz. Hiszen a 6-tal oszthato szamok 3-mal is oszthatok, igy ha egyet ad maradékul
6-tal osztva, akkor 3-mal osztva is. (Forditva azért nem igaz, mert nem minden 3-
mal oszthato szdm oszthato 6-tal is.)

Megjegyzés

Ez mar egy fokkal nehezebb feladat, hiszen daltalanossiagban kell
gondolkodni. Az els6 harom meghatirozas viszonylag egyszeriibb, kisebb gondot
okozhat. Az a fontos, hogy mindenki elmondhassa az indoklasat, és hogy biztosak
legyiink abban, hogy mindenki érti-e a megoldast. Az utolsé ketténél mar lehetnek
gondjaik. Az egész feladatndl, az utolsé két pontndl pedig kiilonosen, azt
tandcsolhatjuk, hogy probdljak ki konkrét szimokon. Ha taldlnak olyat, amelyikre
nem igaz, akkor az 4llitds sem igaz. Viszont ha nagyon sokfélét megnéztek, de
nem taléltak olyat, ami ellenpélda lenne, az nem azt jelenti, hogy az allitds igaz.

Prébdljanak meg altaldnosan gondolkodni! A megoldédsokat felirhatjuk absztrakt
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moédon is, hiszen a hetedikes szamelmélet anyag egyik f6 feladata, hogy
altaldnosabban, absztrakt mddon is értelmezni tudjék a szabalyossdgokat.
4. feladat
Egy szdmhoz hozz4adjuk annak 3-szorosdt és 9-szeresét is. Mutasd meg, hogy igy
biztosan 13-mal oszthaté szdmot kapunk! Mi lehetett a kiinduldsi szdm, ha az
Osszeg 11317
Megoldis
x+3x+9x = 13x — ez mindig oszthat6 13-mal, hiszen egy szdm 13-szorosa.
13x = 1131 x =87
Ell.: 87+261+783 = 1131
Megjegyzés

Ez mar egy nehezebb feladat, hiszen ha valaki még nem csinalt ilyen jellegli
feladatot, akkor nehezebben tud nekidllni. De lehet azt tandcsolni nekik, miel6tt
elkezdenek gondolkodni, hogy prébéljak ki konkrét szdmokon ezt a miiveletet, és

vizsgaljdk meg a kapott eredményt. Igy rdjohetnek a szabélyossdgra egy id6 utn.
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4.2.4 6. 6ra — primek, osszetett szamok, primfelbontas
1. feladat — ismétlokérdések
A kovetkezo kdrtydkat kapjik meg a didkok:
1. 3a45; a=? a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=0, 3, 6, 9. b) a= 6.
2. a256; a=? a) oszthato legyen 4-gyel, b) oszthato legyen 3-mal
Megoldds: a) a=1, 2, 3,4, 5,6,7,8, 9. b)a= 2,5, 8.
3. 812b; b="? a) oszthato legyen 8-cal
Megoldds: a) b=0, 8.
4. 91ab+3124; a,b=?  a) oszthato legyen 100-zal
Megoldds: a) a= 7, b=6.
5. 44a5; a=? a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=2, 5, 8. b) a= 5.
6. 348a; a=? a) oszthato legyen 6-tal
Megoldds: a) a=0, 6.
7. 8abc+3220; a,b,c=? a) oszthaté legyen 1000-rel
Megoldds: a) a=7, b=8, c¢=0.
8. 67a8; a=? a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=0, 3, 6, 9. b) a= 6.
9. 2abc+3113; a,b,c=? a) oszthato legyen 1000-rel
Megoldds: a) a=8, b=8, c=7.
10. al23; a=?  a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=3, 6, 9. b) a= 3.
11. 4a47; a=?  a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=0, 3, 6, 9. b)a= 3.
12. 11a2; a=?  a) oszthato legyen 4-gyel, b) oszthato legyen 3-mal
Megoldds: a) a=1, 3, 5, 7, 9. b)a=2,5,8.
13. 31b2; b=?  a) oszthato legyen 8-cal
Megoldds: a) b=1, 5, 9.
14. 54ab+7824; a,b=? a) oszthato legyen 100-zal
Megoldds: a) a=7, b=6.
15. 34a7; a=?  a) oszthato legyen 3-mal, b) oszthato legyen 9-cel
Megoldds: a) a=1,4, 7. b)a=4.
16. 158a; a=?  a) oszthato legyen 6-tal
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Megoldds: a) a=4.

A kdrtydk hdtuljdn szerepel a feladat megolddsa. Pdarokban egymdst kérdezik,

majd ellenorzik.

Az el6z0 ordkon tanultak jatékos dtismétlése, a szabdlyok felelevenitése.

Miutan a parok végeztek, véletlenszertien néhany part felszolitok, akik elmondjék,

hogy mi volt a feladatuk, mi a j6 megoldas, és, hogy miért azok a helyesek.

2. feladat — osztok szama

Minden csoport irja fel a kdvetkezd szdmok osztoit, és osztoinak szdmdt:

1. csoport: 1, 5, 9, 13

2. csoport: 2, 6, 10, 14
3. csoport: 3,7, 11, 15
4. csoport: 4, 8, 12, 16

Amikor végeztek, akkor sorsoldssal kivalasztom, hogy melyik csoportbol

melyik betlijelli didk irja fel a tdblara a megoldast. Egy kozos tdblazatban

szemléltetjiik ezt:

Szam 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Osztok 1 1,2 |1,3 |1,2,4 |1,5 |1,2,3,6 1,7 |1,2,4,81,3,9
Osztok szama 1 2 2 3 2 4 2 4 3
Szam 10 11 12 13 14 15 16
Osztok 1,2, 1,11 |1,2,3, 1,13 (1,2,7,14 |1,3,5,15 |1,2,4,8,16
5,10 4,6,12

Osztok szama 4 2 6 2 4 4 5

Kérdések:

Mely szamoknak van: 1 osztoja? 1

2osztéja? 2, 3,5, 7, 11, 13

3 osztéja? 4, 9

4 osztoja? 6, 8, 10, 14, 15

5 osztoja? 16

6 osztoja? 12

Pdratlan szamii osztéja? 1, 4, 9, 16
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Azokat a pozitiv egész szdmokat, amelyeknek pontosan két kiilonbozo pozitiv egész

osztoja van, primszdamoknak nevezziik. Azaz itt: 2, 3, 5, 7, 11, 13.

Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek 3 vagy anndl tobb kiilonbozo pozitiv

egész osztoja van, 0sszetett szamoknak nevezziik.

Tehdt az 1 se nem prim, se nem 0Osszetett szdm, hiszen csupdn egy pozitiv egész

osztéja van .

3. feladat — primtéglak (Apaczai Kiadé, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, I1.
Kotet)
A szamokat primtégldkbdol épithetjiik fel, ahol az dsszetapaszto malter a szorzds. A

kovetkezd primtégldink vannak:

5 7 7 11 13 41

Epitsiink ezekbdl a primekbél szorzdssal olyan szdmokat, amelyek:

a) 3-mal oszthatok b) 10-zel oszthatok
¢) 6-tal oszthatok d) négyzetszamok
d) 24-gyel oszthatok!

A csoportok megkapjdk ezeket a papirbol kivagott primtéglakat, igy valoban
»epitkezhetnek”, egyikiiknek kell lejegyezni a megolddsokat, masikuk felelds az
id6tartasért, harmadikuk nyulhat a tégldkhoz, negyedikiik pedig a csendfelelGs.
Miutdn mindenki legaldbb egy példat irt az Osszes részhez, vagy megindokolta,
hogy miért nincs megoldasa, a lapot, amelyre jegyzeteltek — természetesen a
fizetik mellett —, az eggyel balra 1évé csoportnak kell odaadniuk. Utédna
kovetkezik a megbeszélés: szokdsos modon hizok egy betiit é€s egy szamot,
viszont a masik csoport megoldasat kell felolvasni, és a felolvasénak el kell

dontenie, hogy helyes vagy sem a megoldas.

A feladat j6 bevezetése a primfelbontdsnak, hiszen itt az alapkovekbdl

indulunk ki, és nem visszafele prébaljuk megérteni a felbontas 1ényegét. A 10-zel,
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6-tal valé oszthatésdg is vildgosabba vélhat szamukra, és a négyzetszamok

sajatossdgara is fény deriil, maguk johetnek ra arra, hogy mi sziikséges hozza.
4. feladat — primfelbontas

A tdbldra felirom a 420-at, amit kozosen fogunk felbontani. Az elso csoportbol egy
felszolitott didknak a legkisebb primet kell mondania, ami a 420 osztoja, és az

osztdst el is kell végeznie: 420:2=210.

A kovetkezo csoportbol egy didknak a 210 legkisebb primosztojdt kell megkeresnie,

, 420 | 2
Es igy tovdbb: 105:3=35.

35:5=7 2 1 O
Egészen 1-ig folytatjuk: 7:7=1. 1 O 5
Tehdt: 420= 2¢2¢3%5¢°7. 3 5

7
1

és elvégezni az osztdst: 210:2=105.

Ez7 akasztofamodszerrel igy néz ki:

~J O L

5. feladat — primfelbontas
Betiinként kell a kovetkezd szdmok primfelbontdsdt elvégezni:

A:200  B: 156 C: 490 D: 196

Ha elkésziiltek vele, akkor a csoportban mindenki eggyel balra cstisztatja és
ellendrzi a hozza keriilt felbontast. Majd a tdblanal minden bet{ibdl egy sorsolt

szamdu diak irja fel pairhuzamosan a helyes megoldast:

200=2352 156=22¢313 490=245¢72 196=22+72
Kérdések:

Melyik oszthato 8-cal

Melyik négyzetszam?

Melyik oszthato 19-cel?

Melyik oszthato 6-tal?
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Lehetséges az, hogy ugyanannak a szdmnak két kiilonbozo felbontdsa is létezik, ha
a primtényezok sorrendje nem szdmit? Minden szdm primtényezds felbontdsa a

sorrendtdl eltekintve egyértelmii.
Hazi feladat:

Az els6 két feladatot kotelez6 megoldani, a harmadikat és a negyediket

szorgalmiként lehet beadni.
Feladatok:

1. feladat (Apaczai Kiado, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, II. Kotet)
Egy szdm primtényezds felbontdsa A=2%3¢5%7, egy mdsiké pedig B=2¢3%5¢]1.
A szorzds elvégzése nélkiil vdlaszolj!

a) Melyik szdam oszthato 6-tal?  b) Melyik szdm oszthato 7-tel? c) Melyik
szdmban van meg a 15 tobbszor? d) Melyik szdm tobbszorose a 12-nek?

e) Mennyi az A/B tort legegyszeriibb alakja?  f) Mennyi az el6z6 tort reciproka?

2. feladat

Készitsd el a kdvetkezd szdmok primfelbontdsdt!

A: 60 B: 126 C:66

Melyik primtényezok szerepelnek mindhdromban? Mi lehet a legnagyobb kozos

osztojuk?
Szorgalmi feladatok:

3. feladat (Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébaél)

Pdros-e vagy pdratlan az elsé 100 primszdam szorzata?

4. feladat (Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébal)

Adjunk meg két egész szdmot, melyek dsszege is, szorzata is prim!

Megoldasok, megyjegyzések:
1. feladat (Apaczai Kiadé, Matematika Tankonyv, 7. osztaly, II. Kotet)
Egy szam primtényez0s felbontdsa A=223¢5¢7, egy masiké pedig B=2¢32¢5¢11.

A szorzés elvégzése nélkiil valaszolj!
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a) Melyik szam oszthat6 6-tal? Mindkettd, hiszen a 23 mindketto felbontasdban

szerepel.

b) Melyik szdm oszthat6 7-tel? Az A, mert a 7-es primtényez0 az A-ban szerepel,

de a B-ben nem.

c) Melyik szdmban van meg a 15 tobbszor? Az A-ban 22¢7=28-szor, a B-ben

2031 1=66-szor van meg, tehat a B-ben.

d) Melyik szdm tobbszorose a 12-nek? Az A, hiszen 12=22¢3.
e) Mennyi az A/B tort legegyszertibb alakja? A/B=(2+7)/(311)
f) Mennyi az el6z0 tort reciproka? B/A=(3211)/(27)
Megjegyzés

Mivel az utols6 feladatban ehhez nagyon hasonldan vettiik végig, hogy az
oszthatésdgok miként olvashatok le a primtényezds felbontasbdl, igy ezt a
feladatot mindenkinek meg kell tudnia csindlni. Az a) és b) részek kifejezetten
konnytek, a tobbin mér gondolkodniuk kell, de igy lehet lemérni, hogy mennyire

gyakorlottak ezekben az eljarasokban.

2. feladat

Készitsd el a kdvetkezd szamok primfelbontésat!
A: 60=223¢5
B: 126=2032¢7
C: 66=2¢3¢11
Melyik primtényezdk szerepelnek mindhdromban? 2, 3
Mi lehet a legnagyobb k6zos osztdjuk? 23
Megjegyzés
Itt is viszonylag mechanikusan kell elvégezniiik az 6ran tanultakat, de az

utdna vald kérdéseken mar el kell gondolkodniuk. Mivel a kovetkezd ordn a
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primtényez0ds felbontds alapjan a legnagyobb ko6z0s o0sztordl és a legkisebb kozos
tobbszorosrél lesz sz6, igy ez j6 bevezetése annak. gy sajat maguk fedezhetik fel,
hogy mi kell ahhoz, hogy valami k6z6s oszt6 legyen, és ahhoz, hogy valamelyik

ezek koziil a legnagyobb legyen.
Szorgalmi feladatok:

3. feladat (Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébdl)
Péaros-e vagy pératlan az els6 100 primszdm szorzata? Péros, hiszen a 2 az elsd

primszam, igy a szorzatban szerepelni fog, tehat csak paros lehet.
Megjegyzés

Mivel nem gyakorlottak a primek kezelésében, igy megijedhetnek ettdl a
feladattdl, viszont a jobbaknak remek lehet6ség arra, hogy kicsit utdna

gondoljanak.

4. feladat (Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébal)

Adjunk meg két egész szamot, melyek Osszege is, szorzata is prim! 1 és a 2.
Megjegyzés

Ez még egy fokkal nehezebb feladat, mint az el6zd. Itt is végig kell gondolniuk,
hogy mit is jelent az, hogy prim. Ha csupdn két osztdja lehet, akkor az egyik
tagnak biztosan az 1-nek kell lennie. Viszont a szorzatnak primnek kell lennie, igy
csak egy prim lehet a masik tag. De a 2-n kiviil minden prim pératlan, amelyhez az
1-et hozzdadva paros szdmot kapunk. Tehat csak a 2 lehet ez a masik szam.

Ellendrzés: az 1#2=2 és az 1+2=3 is prim.
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5. Osszegzés

A kooperativ médszerek rengeteg lehetdséget nyitnak meg egy matematikatanar eldtt.
Hiszen egyéni, paros, csoportos feladatokban is gondolkodhat, a csoportokat szétszedheti,
atalakithatja, a csoporton beliil kinevezhet csendfeleldst, idéfeleldst, {rnokot — azaz
Ujitdsok tdrhdza keriil a kezébe. Természetesen a felsObb osztdlyokban mar kevésbé
hatdsos, ha mindig kooperativ mdédszerrel tanitunk, kivaltképp, ha jelentdsek az egyéni
kiilonbségek, és mds-mds cél vezérli a didkokat. De akdr egy végzds osztilyt is
motivalhat, ha néha-néha, akar egy 0sszefoglalasndl, akar egy témakezd6 6ran kooperativ
modszerrel tanulhatnak. Hiszen nem csapdsként kell felfogni, hogy szeretnek beszélgetni
egymassal, és nem biintetni kell dket a kozos munkaért, hanem éppen ezt a kooperativ
hozzaallast kell kihaszndlni. Ezzel a modszerrel megtanithatjuk oket a kozos munkara, és

elonyt faraghatunk abbdl, hogy szeretnek egymassal kommunikalni.
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