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Bevezetés

Az elmult években tobb altalanos iskolds magantanitvinyom volt, s az
egyenletek megoldasa minden tanulonal nehézségekbe {itkozott. A szoveges feladatok
megoldasdhoz mindenképp egyenletet irtak fel, melyet a ,,blivos” mérlegelvvel
probaltak megoldani, mint egyetlen lehetséges modszer. Szakdolgozatomban azt
szeretném bemutatni, hogyan lehet el6késziteni az egyenletek tanitasat mar also
tagozaton, s miként fejleszthetjiik a megértésen alapuld gondolkodést, melynek
eredményeként a tanulok tobbféle modon is el tudnak indulni a feladatmegoldéas soran.
Ezen ismeretekre épitve felsd tagozaton Osszetettebb feladatok is megoldhatok
kovetkeztetéssel, s ezzel parhuzamosan szerepeltethetjiik az olyan absztrakt megoldési
modszereket, mint a mérlegelv, melynek megértése igy sokkal konnyebbé valik.

Szakdolgozatomban egymasra €piil6 feladatok segitségével szemléltetem a fent
emlitett oktatdsi célokat. Munkamra tekinthetlink ugy, mint egy évfolyamokon ativeld
»feladatsorra”, melynek egyes részei 0nallo feladatsorként is hasznalhatok. Az els6
fejezetben nyitott mondatok segitségével (is) targyalhato feladatok talalhatok, melyek
megoldhatok  miveleti  tulajdonsdgokra  hivatkozva, probalgatassal, illetve
lebontogatassal. Utobbinal nagy hangstlyt fektettem a szemléltetd abrakra. A masodik
fejezet elején rendszerezziik az eddig tanultak, majd az ,,alegyenleten” keresztiil lassan
megismerkediink a mérlegelvvel. Példakon szemléltetem, hogy egy jo Otlet, észrevétel
mennyire leegyszeriisitheti a megoldds menetét. A fejezet végén ,,fizikai” feladatokat
oldunk meg matematikai modszerekkel.

A feladatok  kitalalasakor  oOtletet  meritettem  4ltalanos  iskolai
tankonyvcsaladokbdl (ezek részletezését 1d. ,,Felhasznalt irodalom”™ cimii fejezetben), a
modszertani  kérdéseknél pedig nagy segitségemre volt ,Pdlya Gyorgy: A

feladatmegoldas iskoldja” cimli miive.
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Nyitott mondatok az altalanos iskola also tagozatan

Az altalanos iskola also tagozata a gyermekek kivancsisagara épit, ezaltal fejleszti a
tanulok megismerési €és gondolkodasi képességét, valamint mintdkat ad a feladat- €s
problémamegoldashoz. A gondolkodas fejlesztéséhez 6nallé munkavégzés, azaz 6nalld
feladatmegoldas sziikséges. Ennek hianyaban a tanuldk tobbsége utanozza a tobbiek
tevékenységét, ,.kovetdove” valik. Ezt elkeriilhetjiik, ha egymasra épiild feladatokbol allo
feladatsorokat készitiink. A tanulok korabbi ismereteik felidézésével, ujraszervezésével
képesek lesznek a probléma 06nalld6 megoldasara. Vigyaznunk kell azonban, hogy
valdban apro 1épésekben halado feladatokat készitsiink, s az egymast kovetd feladatok
tartalmazzanak valami Ujszeriit, hiszen ha csak formailag kiillonboznek egymastol,
elveszithetik motivald hatasukat. Szoveges feladatok 0Osszeallitasakor célszerii
valosaghti problémakat gytijteni, ezaltal egyrészt erdsithetjiik a matematika és a valosag
kapcsolatat, masrészt igy jobban motivalhatjuk a tanulokat, mivel a gyerekek
szivesebben oldanak meg a mindennapi élethez kapcsolhato feladatokat. Masrészt

viszont a meghdkkentd, vicces, tréfas feladatoknak is van motivald ereje.

Elso talalkozas az ,,ismeretlennel”

Nyitott mondatokkal és ezek segitségével (is) modellezhet6 feladatokkal mar egy els6

osztalyos tanul¢ is talalkozik. Nézziik példaként a kovetkez6 feladatokat:

1.Pisti kapott a nagymamajatol 8 darab piros almat. Hany almdja marad,

ha harmat odaad legjobb baratjanak, Bercinek?

Ennek a feladatnak a megolddsadhoz elegendd, ha a tanuld ismeri a szamokat 1-8-ig, és
egyszeriien leszamolja 1épésenként, hogy hany almaja marad. Ez torténhet papirbol
kivagott korongokkal vagy tabldzatba foglalva minden egyes Iépést. Nagyobb
szdmoknal ez az eljaras iddigényes, s miutan a tanulok megtanuljdk az osszeadast és a
kivonast, rogton a kdvetkezot irjak fel:

8—3=5
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2.Pisti megoldotta a szorgalmi feladatot, s jutalmul kapott a tanito nénitol
9 cukorkat. Hazafelé az iskolabol azonban néhany cukorka kiesett a

zsebébol. Hany cukorka esett ki a zsebebol, ha 3 cukorkaja maradt?

Az ilyen szoveges feladatokndl célszerii, ha a tanuldt megkérjiik, hogy foglalja 6ssze
sajat szavaival a feladatot. Igy mar az ilyen egyszerli feladatoknal megtanulja
elkiiloniteni a feladat szempontjabdl 1ényeges és lényegtelen informaciokat. Ennél a
feladatnal is lehet probalgatni: mennyi cukorka marad, ha 1,2... darab esett ki a

zsebébdl? A megadott tablazatba a tanulonak csak be kell irni a hidnyz6 adatokat:

kiesett (darab) | 1 2 3 4 5 6 7 8
maradt (darab) | 9-1=8 | 9-2=7 |6 5 4 3 2 1

A tablazat az elsé két esetben még szamoldsi mintat is ad. A tablazatbol leolvashato,
hogy Pistinek akkor maradt 3 cukorkéja, ha 6 darab esett ki a zsebébdl.

Ha a tanul6 ismeri a kivonds miiveleti tulajdonsagait, hamar rajon, hogy a kivonandot
ugy kaphatja meg, ha a kisebbitend6bdl kivonja a kiilonbséget, vagyis:

9-3=6

Masik megoldas, ha a tanul6 leforditja a matematika nyelvére a feladatot: ,,Kilencbdl
elveszek valamennyit és harom marad”. Ha mar szerepeltek nyitott mondatok az oran,
akkor a tanul6 felirhatja a kovetkezot:

Innen a fenti gondolatmenetet kdvetve kapjuk a megoldast.

A nyitott mondatok igazsdghalmazanak megkeresése nem konnyili feladat. Elsd
osztalyban azokat a fogalmakat, hogy alaphalmaz és igazsaghalmaz nem vezetjiik be,
ezeket a fogalmakat eldszor az 6tddik osztalyban hasznaljuk. A problémakor ezek
nélkiil is targyalhato, am itt is be kell tartanunk a fokozatossag elvét: egyszerti példakon

keresztiil ismertetjiilk meg a tanulokkal ezt az 0j feladattipust.
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3.Karikazd be azokat a szamokat, melyek 4-nél kisebbek, azaz amelyekre

Az ilyen tipusu feladatok megoldasanak eléfeltétele a relacios jelek ismerete.

4.1rd a cimkéknek megfelel$ szamokat a keretekbe!

2-nél nagyobb 1 4 5

5-nél kisebb

5-nél kisebbek.

5.Potold a hianyzo szamokat!

1+:ii=4
i+ 5=

3-ii=1
ti—-2=6

Ezeknél a feladatokndl a gyerekek igazabol egyenleteket oldanak meg, de az eszkoz,
amire tamaszkodhatnak, az algebrai kifejezések felépitése, a felépitésben résztvevéd
miveletek tulajdonsagai és ezek megfordithatosaga. Ezeket a feladatokat akkor tudja
sikeresen megoldani a tanuld, ha a megoldast megeldzi az algebrai kifejezések helyes
értelmezése. Olvastassuk ki a gyerekekkel, mi is a feladat! Példaul az elsé nyitott

mondat esetében ez igy hangzik: ,,Egyhez hozzaadok valamennyit és négyet kapok.”
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Ebbdl a tanuld mar rajon, hogy a kérdéses szam a harom. Ha igy sem jon ra a

megoldasra, rajzoltassuk fel szamegyenesre a miiveletet:

0 1 2 3 4 5

v

Kérdés: ,,Hanyat kell 1épni, mig az egybdl a négybe ériink?” Leolvashatd, hogy harom
egységnyit kell jobbra, azaz pozitiv irAnyba 1épni, de ezt megtehetem egyetlen ugrassal
is, mely harom egység hosszi. Ez az ugras szimbolizalja, hogy egyhez hozzaadva
harmat, négyet kapunk.

Hasonldan szemléltetheté a masodik példa is: ,,JJobbra Iépilink 6t egységet és a hétbe
érkeziink. Honnan indultunk?” A gyerekek rogton kitalaljak, hogy visszalépkedve 6tot a

keresett szamhoz ériink, ami ebben a példaban a ketto.

Uj miiveletekkel boviil6 feladatok

Altalanos iskola also tagozatan a fentiekben bemutatott feladattipusok keriilnek el8,
kiegészitve azokkal az 0j miveletekkel, melyeket a tanulok masodiktél a negyedik
osztalyig tanulnak. Folyamatosan boviil a szamfogalmuk, a negyedik év végére biztosan
szamolnak a 100000-es szamkorben. A masodik osztalyban elsajatitott szorzast és
osztast (bennfoglalds) is kiterjesztjiik tobbjegyli szamokra. Megtanuljdk a zarojel
hasznalatit, valamint harmadik osztdlyban megismerkednek az ,ellentétes
mennyiségekkel”, igy a negativ szamokKkal is.

A szoveges feladatok megoldasa soran a harmadik osztalytol kezdve elvarjuk az adatok
lejegyzésén és a szamolason tal, hogy a tanuldk megoldasi tervet készitsenek, a
megoldast pedig minden esetben ellendriztetjiik, s végiil szoveges valaszt kériink a
feladathoz. A kreativ gondolkodast fejleszti, ha a gyerekeknek kell szoveges feladatot
alkotni meglévd adatokhoz, megoldasi tervhez illetve rajzhoz. Nézziink példéakat,

miként valnak az elsd osztalyos feladattipusok egyre 0sszetettebbé!

1.Ciliék kertjéeben egy sorban 6 gyiimélcsfa van. Hany gyiimélcsfa van 5

ugyanilyen sorban? Szamolj! Ellendrizz!
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Ha a tanulé nem érti vagy nem tanulta a szorzas miiveletét, leszamolhatja, hogy két
sorban 6 + 6, harom sorban 6 + 6 + 6, s végiil 6t sorban 6 + 6+ 6+ 6 + 6 = 30
gyiimdlcsfa van. Az adatokat tdblazatban is rogzitheti. Miutdn megtanulta a szorzas
miveletét, a kovetkezot irhatja fel:

6-5=30

A megoldast a fent bemutatott ismételt 6sszeadassal ellendrizheti a tanulo.

2.Potold a hianyzo szamokat!

8=1i.i-2

16 =2 -1
6 =18:i1
10 = 4:3

Ezeket a feladatokat is olvastassuk fel a tanulokkal: ,,Valamit megszorzok kettovel és
nyolcat kapok.” Itt is lehet probalgatni, behelyettesit 2-t, 3-at, hamar r4jon, hogy mi a
megoldas. Amikor a tanuld6 megértette a szorzas €s az osztds kapcsolatat ezek a
feladatok matematikai ujjgyakorlattd valnak: szorzdsnal az egyik tényezét ugy
kaphatjuk meg, hogy a szorzatot osztjuk a masik tényezdvel. Hasonldan az osztasnal az
aldbbiak igazak: az osztot Ggy szamolhatjuk ki, hogy az osztandot osztjuk a

hanyadossal, az osztandot pedig megkaphatjuk, ha a hanyadost szorozzuk az osztdval.

3. Mely szamok teszik igazza?

A feladat megoldasdhoz elegenddek a tanulok eddigi ismeretei, mégis elsé ranézésre
sokan elbizonytalanodnak, mondvan, ilyen feladattal még nem taldlkoztak. Elvégezve
mindkét oldalon a miiveleteket, ez a feladat is olyan alakba irhatd, mint az el6z6 fejezet
4. feladatanak masodik része.

Errél mar minden gyerek le tudja olvasni, milyen szamokat keresiink: ,,Azok a szdmok

teszik igazz4 a nyitott mondatot, melyek 16-nal nagyobbak, és kisebbek 27-nél.”.
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Vagyis tiz szam tesz eleget a feltételnek, ezek a kovetkezok: 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26.

A lebontogatas modszere

1.Potold a hianyzo szamokat!

Az ilyen abraknal ra kell vezetni a tanuldt, hogy visszafelé haladva keresse a kérdéses
szamokat. Segité kérdés lehet: ,Melyik szamhoz adtunk 28-at, ha 58-at kaptunk

eredményiil?” A kovetkezore biztosan rdjonnek:  i.i+ 28 = 58

Ilyet pedig mar meg tudnak oldani, ilyennel mar talalkoztak. Ebbdl a tanulok régton

felirjak:

58 —28 =30
»Melyik szamot szoroztuk meg 5-tel, ha 30-at kaptunk?” Az el6bbihez hasonldan
adodik: ii-5=30

Innen pedig a megoldast igy irhatjuk fel: 30:5 =6

Szemléltethetjiik abran az egyes lépéseket:

5 -28
6 « 30 <58

Leolvashat6, hogy minden 1épésben ellentétes miiveletet hajtunk végre.

2.Pisti gondolt egy szamra. Ha meghdromszorozza és hozzdad 6-ot, akkor

30-at kap. Melyik szamra gondolt Pisti?

A tanuld észreveszi, hogy itt is egy miveletsort hajtunk végre. Szemléltethetjiik a

feladatot egy abraval: i = 1> 30
Az el6z6 feladatnal alkalmazott gondolatmenetet kovetve a gondolt szam kiszamithato:
30—6=24
24:3 =18

Vagyis Pisti a 8-as szamra gondolt.
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Masodik osztaly végére a tanulok mar megismerik a zardjel hasznalatat, igy ennek
segitségével a szamoldas egyetlen kifejezéssel is felirhato:

(30 —6):3=24:3=8

Nyitott mondatok ,,betiikkel”

1.Mely szamok irhatok a betiik helyébe ugy, hogy az allitas igaz legyen?

675+ a = 1043
675+ b > 1043
675+ ¢ <1043

Harmadik osztalyt6l kezdve a keresett szamokat (ismeretleneket, valtozokat) a legtobb
tankonyvben sokszor betiivel jelolik, az eddig hasznalt {ires négyzet, haromszog helyett.
Ez a Iépés egyszeriinek tlinhet, pedig az absztrakcionak egy magasabb fokat varja el a
tanuloktol. Felvetédhet a gyerekekben a kérdés: ,Miért szerepel egy betii az
Osszeadasban, eddig ezt a miiveletet csak szamokkal végeztiik?” Tébb hasonlo feladaton
keresztiil meg kell a tanuldkkal értetni, hogy ezek a betiik szdmokat jelolnek, igy mar
latjak, hogy ezekben a feladatokban is szamokkal végziink miveleteket. Az elsd
feladatokban célszerii ezeket a betiiket négyzetbe foglalni, hiszen korabban igy jeloltiik
a keresett szamot:

675 +[a] = 1043
Az elsé feladathoz hasonlot, kisebb szamokkal mar elsd osztilyos korukban
megoldanak a tanuldk, igy a keresett szamot gy kaphatjadk meg, ha az G6sszegbdl
kivonjak a masik tagot:

1043 — 675 = 368

a = 368

Az utolso sort a tanulok maguktol nem irndk fel, szoveges valaszt adnanak a feladatra,
ami teljesen megfeleld. Célszeri, ha a tanulok mar itt megismerkednek ezzel a
jeloléssel. Vigyazni kell azonban, mert hamar kialakulhat az egyenldségjelnek egyfajta
nem szimmetrikus szerepe, ami artalmas lehet. Elegendd, ha 6réan felirjuk a tablara ezt

az alakot. Onall6 feladatmegoldasnal ezt ne varjuk el!
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Mindig ellendriztessiik a tanulokkal a megoldast! Az eredeti kifejezésbe visszairjuk a
keresett szamot, €s megnézziik, igaz allitast kapunk-e:

675+ 368 = 1043
A masodik feladatot a gyerekek tervszerii probalgatassal oldandk meg. Azonban az elsd
feladat eredményébdl a megoldast gyorsan kitalaljak: a ,,b” szam helyére 368-at irva
1043-at kapunk. Nagyobb szdmot igy kaphatunk, ha a ,,b” szam értékét noveljiik, azaz
369 vagy ennél nagyobb szadm igazza teszi az allitast. Vagyis a megoldas:

b > 368

2

Hasonl6 gondolatmenettel a ,c” szam értéke lehet 368, mivel megengedtik az
egyenldséget is, és minden 368-ndl kisebb szdmot beirva a ,,c”” szam helyére igaz allitast
kapunk, azaz:
c <368

Tanulsagként elmondhato, hogy egyenlétlenséget alsd tagozaton kétféleképpen oldhat
meg a tanuld. Megoldhatja a feladatot tigy, mintha egyenletrél lenne sz6, azaz a
<,>,<,> jeleket = jelre cseréli, majd vizsgalja, hogy az igy kiszamolt szamnal
Kisebbet, illetve nagyobbat irva az eredeti kifejezésbe, igaz allitast kap-e. A masik

modszer a tervszeri probalgatas, amire j6 példa a kovetkezo feladat:

2.Marcinak 820 Ft-ja gyiilt 6ssze. Legalabb hany napig kell még gyiijtenie
a pénzét, ha naponta 50 Ft zsebpénzt kap a sziileitdl, és szeretne venni egy

1500 Ft-os focilabdat?

Egy lehetséges megoldas:

Adatok: van: 820 Ft  focilabda: 1500 Ft  kap: 50 Ft-ot naponta
napok szdma: N N=?
Terv: 820 + N - 50 > 1500
Szamolas:
Napok 1 10 15 13 14
szama
Kap (Ft) 50 500 750 650 700
Osszes (Ft) | 870 1320 1570 1470 1520
kevés kevés elég, tal sok | kevés elég
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Ellenérzés: 820 + 14 - 50 = 1520 > 1500

Valasz: Marcinak legalabb 14 napig kell gytijtenie a pénzét.

A szoveges feladatok megoldasanal a fenti 1épéseket varjuk el a tanuloktol. Az adatok
lejegyzésével ellendrizziik, hogy a tanuld megértette-e a feladatot, azaz ki tudja szlirni a
feladat szempontjabodl lényeges informéciokat. A megoldasi terv segit a tanuldknak,
hogy minden Iépésben tudjak, mi az a mennyiség, amit kiszamolnak. A megoldasi terv
foglalja 6ssze a szdmolas gondolatmenetét, igy a gyerekek nem vesznek el a szamolasok
kozott. Az ellendrzés soran megvizsgaljuk, hogy a szamolds soran ejtettiink-e
valamilyen hibat, illetve megnézziik, hogy a megoldas megfelel-e a feladat szovegének.

Mindezek utan széveges valaszt adunk.

1500 — 820 = 680
Hany nap alatt gytlik 6ssze legalabb 680 Ft-ja Marcinak, ha minden nap 50 Ft-ot kap?
Innen csak a fenti probalgatassal tud tovabbhaladni a harmadikos tanuld, viszont kisebb
szdmokkal kell dolgoznia, és csak a tdblazat elsd két sorat kell elkészitenie, igy

rovidebb a szamolas.

3. Mely szamok irhatok a betii helyébe ugy, hogy az allitas igaz legyen?
[@]: 3 + 567 < 867

A feladat megoldhat6 az 1. feladathoz hasonl6 gondolatmenettel, s6t az el6z6 feladatban
részletezett probalgatassal is, de lassunk egy madsik okoskodast, melyben &bran
szemléltetjiik a megoldas menetét. Irjuk 4t az egyenlStlenséget egyenlséggé!

[a]:3 + 567 =867

Olvastassuk ki a tanulokkal a feladatot: ,,Valamilyen szamot osztunk harommal, majd
hozzaadunk 567-et, s végiil 867-et kapunk eredményiil. Melyik ez a szam?”’!

Ez a feladat nagyon hasonlit az el6z6 fejezet végén bemutatott ,,Gondoltam egy szamra”
tipusu feladatra.

Felirva a megfeleld abrat (nyildiagramot):

-3 —-567
900 « 300 «—— 867
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Leolvashaté az abrarol, hogy 900-at irva ,,a” helyére 867-et kapunk. Az eredeti
feladatban azonban a fenti miiveletsor eredményeként 867-et, vagy ennél kisebb szamot
kell kapnunk, tehat nem 900 az egyetlen megoldds. Az 0Osszeg értékét ugy
csokkenthetjiik, ha valamelyik Osszeadandot csokkentjiik. Osztids soran a hanyados
értékét pedig ugy csokkenthetjiik, ha az osztandot csokkentjiik, vagy az osztot noveljik,
de utébbi most egy eldre megadott szam.

Viszont csak olyan szamot irhatunk ,,a” helyére, amivel elvégezhetd a megadott
miivelet az ismert szamkorben (pozitiv egészek 2000-ig és a 0). Vagyis csak 3-mal

oszthat szamok teszik igazza a nyitott mondatot. igy a keresett szamok: 900, 897,... 3, 0.

4. Melyik szambol kell kivonni 112-t, hogy (—5)-0t kapjunk eredményiil?

Egy negyedik osztalyos tanuld tobb gondolatmenetet is kovethet a feladat megoldéasa
soran:

a) Az els6 a kivonas értelmezésére tamaszkodik. Ha tudjuk, hogy két szam
kiilonbsége (—5), és a kivonand6 112, akkor a kisebbitendé ennél 5-tel Kisebb
szam.

b) A masodik a kivonas ellenérzésére épiil. A kisebbitendét megkapjuk, ha a
kiilonbséghez hozzaadjuk a kivonandot:

112 + (=5) = 107
€) Szimbolumokkal is felirhaté a megfeleld Gsszefiiggés:
—-112 = (-5)

A megoldéashoz az el6z6 két gondolatmenet valamelyike vezet.

Aranyos kovetkeztetések

1.A negyedik osztaly 35 tanuldja hajokirandulasra megy. Hany forintot
tegyenek félre a hajojegyekre, ha tudjak, hogy a harmadik osztaly 25

tanulojanak osszesen 12850 Ft-jaba keriilt ez az ut?

Ez a feladat az egyenes ardnyossag ismeretét kéri szdmon, mely fogalom az alsés

tankonyvekben gy szerepel, hogy ,kovetkeztetés egyrdl tobbre” ill. ,kovetkeztetés
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tobbrol tobbre”. Negyedik osztalyban a tanuloktol elvarjuk, hogy az adatok kigyiijtését
és a szamolasi terv felirasat kovetéen készitsenek becslést, mely segitségiikre lehet a

megoldas ellendrzésénél. Egy lehetséges gondolatmenet a kdvetkezo:

Adatok: 25 jegy — 11850 Ft; 35 jegy — x Ft
Terv: 25 jegy — 11850 Ft
ljegy — xFt x = 11850: 25 Ft

35jegy - 35-x Ft  35-x = 35 (11850: 25)Ft

Becslés (az osztés elsO 1épése utan): 400 Ft < x < 500 Ft
14000 Ft < 35-x < 17500 Ft
Szamolas: 35-x =35-(11850:25) = 35474 = 16590
Ellenérzés: Az osztast szorzassal ellenérizhetjiik: 474 - 25 = 11850
A szorzast célszerl ismételten végigszamolni. A megoldas a becsiilt értékek kozé esik.
Vilasz: 16590 Ft-ot tegyen félre az osztaly a hajoutra.
Szintén helyes gondolatmenet, ha a tanuld eldszor kiszdmolja 5 jegy arat, majd ebbdl
kovetkeztet 35 jegy arara.
Az ilyen aranyos kovetkeztetésekre épiild feladatok kozé beszarhatjuk a kovetkezd

becsapos példat:

2.Egy tojas 8 perc alatt f6 meg. Hany perc alatt f6 meg 6 tojas?

A gyerekek tOobbsége elsé ranézésre ravagja, hogy 48 perc alatt f6 meg. Kicsit
gondolkodva a példan, s értelmezve a kapott eredményt, r4jonnek, hogy ugyanannyi id6

alatt 6 meg 6 tojas, mint egy tojas, hiszen egyszerre is belerakhatom a tojasokat a forro

vizbe.

»Gondoltam egy ,,nagyobb” szamra...”

1.4 gondolt szambdl elvettem 15684-et, a kiilonbséget megszoroztam 5-tel,
és igy 27995-o0t kaptam. Melyik szamra gondoltam?
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Nézziik eldszor a nyitott mondat nélkiili okoskodast: ismét egy miiveletsorrdl szol a
feladat, jarjunk el ugy, ahogy a lebontogatasnal tettiik! A kiilonbség értéke az 5-tel valod
szorzas elott:
27995:5 = 5599
A kivonas el6tt a gondolt szam a kiilonbségnél 15684-gyel nagyobb. igy a gondolt
szam:
5599 + 15684 = 21283
Masik megoldas: Legyen a gondolt szam [X]! Ekkor a feladat szovege a matematika
nyelvére leforditva igy hangzik: (XI —15684) - 5 = 27995
Innen a fenti gondolatmenetet kdvetve adodik a megoldas.
Egy negyedik osztalyos tanuld, aki mar tanulta a zarojelfelbontast, igy is szamolhat:
(X1 —15684) -5 =5:[x] =5+ 15684 = 5 :[x] —78420
A feladat szovege szerint ez a kifejezés egyenld 27995-tel:
5:x] —78420 = 27995
Erre mar kozvetleniil alkalmazhatjuk a lebontogatas modszerét, melyben minden
1épésben ellentétes miiveletet hajtunk végre: (27995 + 78420) = 106415:5 = 21283
Xl= 21283
Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a masik gondolatmenettel. Az ellendrzést ugy
végezziik el, hogy a kapott szamot behelyettesitjiik a nyitott mondatba:
(21283 —15684) - 5 = 5599 - 5 = 27995
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Egyenletek az altalanos iskola felso tagozatan

Az altalanos iskola felsé tagozatan tovabbra is alapvetd célunk a megértésen alapulod
gondolkodas fejlesztése. Mivel az els6 négy osztalyban a nyitott mondatok, egyenletek
témakor gyakorlasara nem igazan jut id6, igy 5. osztalyban nagyobb szerepet kap az
ismétlésre €piild rendszerezés. Az eredményes munkahoz elengedhetetlen a megfelelden
kialakitott szamfogalom és az egyre buivolé szamkorben végzett miveletek értése,
begyakorlottsaga. 5. osztalyban vezetjiik be az alaphalmaz és igazsaghalmaz fogalmat, s
megmutatjuk, milyen viszonyban allnak. Az egyenlet, egyenlOtlenség, azonossag,
azonos egyenl6tlenség fogalmakat is most hasznaljuk elészor, s ezek mentén
megmutatjuk, hogy egy nyitott mondatnak, egyenletnek hiny megolddsa Iehet.
5. évfolyamtol a matematikai ismeretek egy része fokozatosan absztraktabba valik, ezért
nagy hangsulyt kell helyezni a tapasztalatok tudatositdsara, értelmezésére,
Osszefliggések keresésére, igy a valosagos helyzet €s az ezt leir6 matematikai modell
kapcsolata konnyebben megérthetd. Kovetkeztetésre ¢€piild problémamegoldasra
0sztonodzziik a tanulokat, mégis alkalmazunk algoritmusokat, ilyen példaul a mérlegelv.
Vigyézni kell, nehogy ezek a matematikai eszk6zok kelld 6vatossag hidnyaban formalis
tudashoz vezessenek. A gyerekek ilyenkor egy ,technikat” kapnak a keziikbe, igy
fennall a veszély, hogy ennek alkalmazasa kdzben elfelejtenek gondolkozni.

Eppen ezért a mérlegelvvel valo megismerkedést és késbb ennek tudatos alkalmazasat
szeretnénk kissé késleltetni. Az egyenletek megoldasa soran hosszabb ideig épitiink a
modszeres, tervszerll probalgatasra, a kovetkeztetéses gondolkodasra (édbra), melyet sok
tankonyv a lebontogatds modszereként emlit, valamint hivatkozhatunk az egyenletben
szerepld miiveletek tulajdonsagaira is. Ezt a késleltetést segiti, ha hosszabb ideig a
mérlegelven alapuld megoldds mellett a kovetkeztetésen alapuld megoldasokat is
szerepeltetjiik. Fels6 tagozaton nagy sulyt fektetlink a szovegértd képesség fejlesztésére
1s, szoveg alapjan Osszefliggések, egyenletek felirasara, melyet a tanulok a fent emlitett
modszerek valamelyikével oldhatnak meg. Szoveges feladatoknal kiilondsen igaz az
apro 1épések elve: a feladatok hosszat, a benne szerepld informaciok Osszetettségét kis
1épésekben valtoztassuk, alkalmazkodva az osztaly haladasi liteméhez.

A kovetkezd feladatok mentén szeretném bemutatni, miként valdésulnak meg a

fentiekben részletezett tanitasi célok az altalanos iskola fels6 tagozatan.
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Alaphalmaz, igazsaghalmaz

1.Mi az alabbi nyitott mondat igazsaghalmaza a megadott
alaphalmazokon?

......... a szazholdas pagony egyik lakoja.

A = {Balu,Kanga, Fiiles, Tom, Micimack6}

B = {Bagoly, Nyuszi, Tigris}

C = {Piroska, Garfield}

Az alaphalmaz és igazsdghalmaz fogalmanak elsajatitdsa, a koztiik fennallo kapcsolat
megértése kulcsfontossagu, igy amig a tanulok bizonytalanok az ilyen jellegli feladatok
megoldasaban, semmiképp ne térjiink at olyan nyitott mondatokra, melyek szdmok
kozotti Osszefiiggéseket vizsgalnak. Mutassuk meg a tanuloknak, hogy az alaphalmaz
mennyire befolydsolja a nyitott mondat igazsdghalmazat! A fenti nyitott mondat
igazsaghalmaza az els6 esetben: [ = {Kanga,Fiiles, Micimacké}, a masodik
alaphalmazon: I = {Nyuszi, Tigris}, végiil az utolsod esetben [ = @, vagyis a nyitott
mondat igazsaghalmaza az iires halmaz. Tehat ugyanahhoz a nyitott mondathoz mas-
mas igazsaghalmaz tartozhat, attol fliggéen, hogy mely halmaz elemeib6l valogatunk.
Tudatositsuk a tanulokban, hogy a nyitott mondat igazsaghalmaza mindig az

alaphalmaz egy részhalmaza!

2. A megadott alaphalmaz elemei koziil valaszd ki, mely szamok teszik
igazza a nyitott mondatot! Adj meg egy olyan alaphalmazt, ahol a nyitott

mondatnak nincs megoldasa!

2-(a—3)<a—10 A={—9,—5,—4,—§,0,1,3}

Egy otodikes tanulo ilyen nyitott mondatot algebrai Gton nem tud megoldani, hiszen
mindkét oldalon van ismeretlen mennyiség, igy a lebontogatds moddszere nem
alkalmazhat6. Ilyen esetben tervszerli probalgatassal juthat el a tanul6 megoldashoz,
ami viszont hosszadalmas folyamat. Ha meg tudna oldani a nyitott mondatot a tanult
szamok korében, akkor a megoldasbdl leolvashato lenne, mely szamok teszik igazza a

nyitott mondatot. Most azonban behelyettesitéssel kell ellenérizni, hogy az alaphalmaz
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mely elemei teszik igazzd az egyenlOtlenséget. Az igazsdghalmaz a kovetkezd:
[ ={-9,-5}
A masodik kérdésre egy lehetséges valasz az eredeti alaphalmaz maradék elemeibdl allo

halmaz: B = {—4, — % 0,1, 3}

Kell6 gyakorlas utan feladhatunk a tanuloknak olyan példakat is, melyben adott az
alaphalmaz ¢és az igazsaghalmaz, s nekik kell felirni egy ennek eleget tevé nyitott

mondatot.

3. Keress olyan alaphalmazokat, amelyen a megadott egyenlet azonossag,

az egyenlotlienség pedig azonos egyenlotlenség!
a) |x| = —x

b)4-x>x

Probalgatassal keressiink megfeleld alaphalmazokat!

kiprébalando6 szam (x) | -3 -2 0 1 2
x| 3 2 0 1 2
—X 3 2 0 -1 -2
jo jo jo rossz rossz

Ha A = {negativ szamok}, akkor az a)-beli egyenlet azonossidg. Ugyanigy jo
megoldas ennek barmilyen részhalmaza is, st a 0-t is belevehetjik az alaphalmazba.
Példaul: A" = {—1,0}

Az egyenlétlenség esetében is készithetnénk tablazatot, de most okoskodjunk fejben. A
pozitiv szamok megfelelnek az egyenldtlenségnek, igy ha az alaphalmaz elemei pozitiv

szamok, akkor az egyenl6tlenség azonos egyenlétlenség. Példaul: B = {2,4,5}

Probalgatas, miiveleti tulajdonsagok

1. Oldd meg probalgatassal az alabbi egyenletet! Az alaphalmaz legyen a

termeészetes szamok halmaza!

4(2-x—=5)=3-x+10
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A probalgatas 1épéseit foglaljuk tablazatba, igy atlathatobb a gondolatmenet!

kiprébalando szam 0 1 10 5 6
egyenlet bal oldala -20 -12 60 20 28
egyenlet jobb oldala 10 13 40 25 28

* * * * =

A tablazatbol leolvashatd, hogy novelve a kiprobalando szamot, a baloldali kifejezés
értéke nd, mig a jobboldali kifejezés értéke csokken, vagyis az x = 6 az egyetlen

megoldas.

2. Mely szamok elégitik ki az alabbi egyenletet a tanult szamok halmazan?

lx +4| =7

Ennél a feladatndl nagyon fontos a szoveges értelmezés, mint azt hasonld alsé
tagozatban el6forduld példaknal is lattuk. ,, Egy ismeretlen szamhoz 4-et adunk, majd a
kapott szdmnak vesszilk az abszolut értékét, s igy 7-et kapunk eredményiil.” A
legegyszerlibb megoldas a probalgatas: altalaban rovid kisérletezés utdn a tanulok mar
tervszeriien keresik a megoldast. A masik megoldasi mod soran az abszolut érték
mennyiség, melynek az abszollt értékét vessziik 7 vagy (—7). Vagyis a keresett
szamokra a kovetkez0 egyenletek egyike teljesiil:
x+4=7vagyx+4=-7

Innen a mar als6 tagozaton megismert modszerek valamelyikével a keresett szdmok
megkaphatok. Egyrészt tamaszkodhatunk az Osszeadas értelmezésére, masrészt
hasznalhatjuk az Osszeadas ellendrzésére vonatkozd Osszefiiggést. A keresett szdmok
3és (—11).

Behelyettesitve az eredeti egyenletbe ezeket a szamokat teljesiil az egyenldség.
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3. Harom szomszédos szam osszege 60. Melyek ezek a szamok?

Oldjuk meg ezt a feladatot is eldszor probalgatassal!

szomszédos

5+6+7 | 10+11+12 | 22+23+24 | 16+17+18 | 18+19+20 | 19+20+21
szamok
Osszegiik 18 33 69 54 S7 60

Ismét sikertiilt viszonylag kevés 1€pésben megtalalnunk a megoldast, miszerint a keresett
szamok a 19, 20, 21. Tobb megoldds nem lehet, mert csokkentve vagy ndvelve az
Osszeadandokat az Osszeg is csokken vagy no.
A masik lehetséges megoldas, hogy megprobalunk felirni egy egyenletet. Vezessiink be
egy ismeretlent! Ennek segitségével irjuk fel az adatok kozti 6sszefiiggéseket!
A harom szomszédos szam koziil a legkisebbet jelolje x!
Ennek a szomszédja nala eggyel nagyobb: x + 1
Végiil a harmadik szam: x + 2
A feladat szovege szerint a harom szomszédos szam Osszege 60. Egyenlettel felirva:

x+(x+1)+(x+2)=60
Osszevonva a tagokat az egyenlet bal oldaldn, egy olyan egyenletet kapunk, melyet a
lebontogatas modszerével megoldhatunk:

3:x+3=60

Készithetiink a tanult mddon 4abrat, de ilyen egyszeri kifejezésnél fejben is
kiszamolhatjuk az ismeretlen értékét: x = (60 — 3):3 = 19
Ugyanazt a megoldast kaptuk, mint a probalgatdsos mddszerrel, a szamolas pedig
kevesebb idénkbe telt.
Nézzik meg ujra a tablazatot! Eszrevehetjiik, hogy a kiprobalt szomszédos szamok
koziil a kozépsd haromszorosa mindig megegyezik a harom szdm Osszegével. Azaz ugy
is megkaptuk volna a megoldast, ha a 60-at osztjuk 3-mal. Ha nem vagyunk ennyire
szemfiilesek, akkor is rdjohetiink erre az Osszefiiggésre, csak az egyenlet felirasan kell
valtoztatnunk. A k6zéps6 szamot jeloljiik k-val, melynek két szomszédja k — 1, illetve
k + 1. Ennek a harom szomszédos szamnak az 6sszege 60. Elvégezve az 0sszevonast a
kovetkez6t kapjuk:

(k—1)+k+(k+1) =60

3-k=60
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Ez ugyanaz az Osszefiiggés, mint amit a tablazatbol kiolvastunk. Jobb osztilyokban
megemlithetjiik a tanuldknak, hogy Ot szomszédos szam esetén is van hasonld
Osszefiiggés, miszerint a k6zEépsd szdm Otszorose megegyezik az 6t szomszédos szam

Osszegével. Minden paratlan sok szomszédos szamra altalanosithatunk.

4.0ldjuk meg a (—6) - (4 - x + 5) = 90 egyenldtlenséget!

Mivel ismeretlen mennyiség csak az egyik oldalon szerepel, igy abban bizunk, hogy az
egyenletekhez hasonléan itt is alkalmazhatjuk a lebontogatds modszerét. A
végrehajtandd miveletsor:
[90:(—=6) —5]:4 = -5
X =-5
Ellendrizziik megoldasunkat! (—5)-t behelyettesitve a fenti egyenldtlenség teljesiil,
azonban 0-t irva az egyenlGtlenségbe, ami fenti szamolasaink eredményeként szintén
eleme az igazsaghalmaznak, ellentmonddsra jutunk:
—-30=90
Hol hibaztunk? Mit nem vettiink figyelembe? Készitsiink tabldzatot néhany
helyettesitési értékrol!
X 7 1 0 -2 | -4 |-5|-6| —-10 | —-15
(—=6)-(4-x+5) | —198 | -54| =30 | 18 | 66 | 90 | 114 | 210 | 330

Megfigyelhetd, hogy azok a szamok felelnek meg az egyenl6tlenségnek, amelyekre
x < 5, vagyis a megoldas sordn megvaltozott a relacids jel allasa. Felirva egyszeriibb
egyenldtlenségeket megallapithatjuk, hogy olyankor fordul meg a relacios jel allasa, ha
a lebontogatas soran negativ szdmmal osztunk vagy szorzunk, €és annyiszor, ahany ilyen
miveletet végziink. Ezt figyelembe véve a vizsgélt egyenldtlenség megoldasa valdoban

x < 5, mivel a lebontogatés soran egyszer negativ szammal osztottunk.
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»Alegyenlet”

1.Mennyi a tomege eQy kétombnek és egy vdzanak, ha tudjuk, hogy 1
kétomb tomege annyi, mint 5 vaza tomege meg 3 kg, és 3 kotomb tomege

annyi, mint 6 vaza tomege meg 27 Kg?

Az ilyen tipusu feladatot szokas ,,alegyenletnek” nevezni. Megoldasahoz nem sziikséges
ismeretleneket bevezetni, egyenletet felirni, célszerii tigy tekinteni a feladatra, mint egy
valodi mérésre, melyet kétkardt mérleggel hajtunk végre. A feladatban szerepld két
allitasnak két egyenstlyban 1évé mérleg tesz eleget. Ha a két mérleg egyik-egyik
serpenydjében ugyanaz a mennyisé¢g talalhaté és a mérlegek egyensulyban vannak,
akkor a masik serpeny6ikben 1évé mennyiségek is egyenld nagysaguak, s ebbol Gjabb
Osszefliggést nyerhetlink a mérendd tomegek kozott. Ugyanolyan mértéki
valtoztatasokat végrehajtva a mérleg két serpenydjében (tomeg elvétele illetve
felhelyezése) az eredeti egyenstly megmarad. Ezen alapszik a ,,blivds” mérlegelv is,
mely szerint egy egyenlet mindkét oldalan azonos miiveleteket elvégezve az egyenlet
igazsaghalmaza nem valtozik. A feladatot megoldhatjuk ,képekkel” is, mérlegeken
szemléltetve minden valtozast, igy a didkok jobban megértik az egyes Iépéseket. A
megoldas menete kovetkeztetéssel:

1 k6tomb = 5 vaza + 3 kg 3 k6tomb = 6 vaza + 27 kg

13 13 l

3 kétomb =15 vaza+9kg — 15 vaza+ 9 kg = 6 vaza + 27 kg

Ha levesziink a mérleg mindkét serpenydjébdl 6 vazat és 9 kg-ot, akkor az
egyenstlyban 1évé mérleg egyik oldalan 9 vaza, mig a masik oldalan 18 kg marad.
Masképpen fogalmazva: a baloldali serpenydben 9-cel tobb vdza van, mint a jobboldali
serpeny6ben. A jobboldali serpeny6ben 1év6 27 kg 18 kg-mal tébb, mint a baloldaliban
lévo

9 kg. gy 9 vaza tomege 18 kg. Azaz egy vaza tomege 2 kg.

Az elsé Osszefiiggés értelmében 1 k6tomb = 5 vaza + 3 kg, vagyis egy kotomb 13 kg

tomegdi.
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Formalis megoldés egyenlettel:

Adatok: k6tomb tomege: x  vaza tomege: y

Osszefiiggések:
x=5-y+3
3:x=6-y+27

Két ismeretlenes egyenletrendszer megoldasi modszereit altalanos iskoldban nem
tanitjuk. Kitekintésként megmutathatjuk ugyan a tanuldknak, hogy mi lenne a megoldas
menete, de 6sztonodzziik Oket arra, hogy ilyen esetben keressenek egyszeriibb megoldasi
modot. Az elsé egyenletben az x valtoz6 van kifejezve y segitségével. Ezt a kifejezést
behelyettesithetjiik a méasodik egyenletbe x helyére, s igy a kovetkezd egy ismeretlenes

egyenletet kapjuk, melyet a mérlegelv segitségével oldhatunk meg:

3-:5-y+3)=6-y+27 | zargjelfelbontas
15-y+9=6-y+27 /=6y
9-y+9=27 /=9
9.y =18 /:9
y=2

Ezt az értéket behelyettesitve a fenti egyenletrendszer elsé egyenletébe megkapjuk a
kotomb tomegét, ami 13 kg. Ez a megoldas megegyezik a kovetkeztetéssel kapott
eredménnyel.

Valasz: A vaza tomege 2 kg, a k6tomb tomege pedig 13 kg.

Ismerkedés a mérlegelvvel

1.0ldjuk meg az egyenleteket a mérlegelv segitségével!
a)3-x+4=x+12
b)2-x+11+x+3+3-x=2-x+30
c)5:-(x+3)+4=x+39

Ezek a feladatok elképzelhetok valddi mérésként. Nézziik példaul a b) feladatot! A
mérleg baloldali serpenydjében dsszesen hat egyenld sulyl ismeretlen van, és mellette

14 egységnyi suly, amit a jobb oldali serpenydbe helyezett két egyenld sulyu ismeretlen
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¢és 30 egységnyi suly tart egyensulyban. Levéve mindkét serpenydbdl két egyenld sulya
ismeretlent és 14 egységnyi sulyt, a baloldali serpenydben marad négy ismeretlen, amit
16 egységnyi sullyal tartunk egyensulyban. Vagyis egy-egy ismeretlen 4-4 egység
sulya. Ha végiggondoljuk ezt a megoldast, radébbeniink, hogy az egyenletek formalis
megoldasat semmilyen tapasztalat nem el6zi meg. Az egyenletekben szerepld
szimbolumokhoz prébalunk gyakorlati szitudcidkat rendelni. A mérlegelv tanitasakor
eldszor valodi ismeretlenek tomegét kellene meghatarozni, és a mérés menetét kellene
szimbolumokkal felirni. Erre egy lehetséges modszer, ha a tanuloknak kell mérési
eljarast kitalalni egy egyensulyban 1évé mérleghez. Erre lattunk példat az el6z6

feladatban.

Megoldas mérlegelvvel:

a)
3:x+4=x+12 | —x
2:-x+4=12 /| —4
2-x=8 /:2
x =4

Ellendrzés: Baloldal: 3-4+4 =16
Jobb oldal: 4+ 12 =16
Behelyettesitve a kapott eredményt az egyenlet mindkét oldalaba teljesiil az egyenldség,

vagyis az x = 4 valoban megoldasa az egyenletnek.

b)
2:x+11+x+3+3-x=2-x+30 / dsszevonas
6:-x+14=2-x+30 | =2-x
4-x+14 =30 /| —14
4.-x =16 /:4
x =4

A fenti okoskodassal ugyanezt az eredményt kaptuk, de behelyettesitéssel is

ellendrizhetjiik a megoldast.
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5-(x+3)+4=x+39 / zérbjelfelbontas
5:x+5:-3+4=x+39 / 6sszevonas
5:-x+15+4=x+39 / 6sszevonas
5-x+19=x+39 [ —x
4.-x4+19 =39 /=19
4.x =20 /:4
x=25
Ellendrzés: 5-5+3)+4=5-84+4=40+4=144
5+39=44

A mérlegelv 1ényegének megértése és megfeleld alkalmazasa kozott nagy 1épés van.
Nem baj, ha a tanulék az egyenlet megolddsa sordn nem mindig a legcélszeriibb
1épéseket végzik el. Ezzel is mélyiil a megértés, hiszen a tanulé nem ront el semmit,
ugyanazt a megoldast kapja, csak az Ut hosszabb. Az Osszevonasok sordn gyakori
tanuldi hiba, hogy Osszevonnak nem egynemi kifejezéseket is: 2-x+3 =5-x,
valamint a zarodjelfelbontisndl a zardjelben szerepld tagok koziil nem mindegyikkel
végzik el a kijelolt miveletet: 5- (x +3) =5-x+ 3

Célszerli az egyenletek tanitasa eldtt gyakoroltatni a tanuldkkal az Gsszevonasokat,
zarojelfelbontasokat, igy a mérlegelv tanitasakor az algebrai atalakitdsok mar nem
okoznak nehézséget, s a tanulok konnyebben megértik ezt az 1) egyenletmegoldo

modszert.

2.0ldjuk meg az egyenleteket a tanult szamok halmazan!
A2-x+7+4-x=3-x—14
bY6-2-x+3)=9+5-x+6+3+7 x
0)4+10-x=34+10-x

Megoldas:

a) Ez a feladat mar nem elvégezhetd mérés, hiszen a valdsdgos méréseknél nem
hasznalhatunk negativ sulyokat, igy a példa megoldasahoz a matematikai absztrakcid
egy magasabb foka sziikséges. A tanuloknak értelmezni kell, hogy a jobb oldalon 1évo
negativ suly levétele sulyndvekedést okoz, vagyis a baloldali serpenydben 1évd sulyt

meg kell novelni 14-gyel, hogy az egyensuly fennmaradjon.
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2:x+7+4-x=3-x—14
6:x+7=3-x—14

3-x+7=-14
3-x=-21
x=-=7

Mas 1épéseket valasztva a megoldas soran:
2:x+7+4-x=3-x—-14
6:x+7=3-x—14
6:-x+21=3-x
21=-3-x

—7=x

/ 8sszevonas

/=3 -x
[ =7
/:3

/ 6sszevonas
[ +14
[=3-x
/:(=3)

Ellen6rzés: 2+ (=7)+7+4-(-7)=—-14+7 - 28 =-35

3:(-7)—14=-21-14=-35
b)
6:2-x+3)=9+5-x+6+3+7-x
6:2:x+6:-3=94+5-x+6+3+7-x
12-x+18=18+12-x
12-x=12-x
0=0

| zarojelfelbontas
/ dsszevonas
/—18

/=12 -x

Maér az Osszevonds elvégzését kovetden lathatjuk, hogy ugyanaz a kifejezés all az

egyenlet mindkét oldalan, vagyis barmilyen szamot helyettesitiink x helyére, az

egyenldség teljesiil. Amikor az egyenlet igazsdghalmaza megegyezik az alaphalmazzal,

akkor azonossagrol beszélink. Azaz ennek a feladatnak a tanult szamok korében

végtelen sok megoldasa van.

c) Nem szabad elfelejteniink, hogy a mérlegelv egy indirekt megoldasi médszer. Az

elsd 1épéstdl kezdve feltételezziik, hogy létezik megoldas. A tanulok megprobaljak ezt a

feladatot i1s a mérlegelvvel megoldani,
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4+4+10-x=3+10-x /=3
1+410-x=10-x /—10-x
1=0

Ugy gondolom, hogy a mérlegelv tanitasanak kezdetén egy ilyen feladat zavard, mert
nem tartozik a lényeghez. A legtobb tanuld ilyenkor megijed, hiszen ilyen feladattal
még nem taldlkoztak, igy nem tudjak értelmezni az eredményt. Az egyenlet
ellentmondasra vezetett, tehat a kiindul6 indirekt feltevés, az egyenléség hamis volt. Ha
a tanulo ranéz a feladatra, s kicsit elgondolkozik, el sem kezdi a ,,megoldast”. Hamar
rajon, hogy ugyanazt az ismeretlen mennyiséget (10 - x) az egyik oldalon 4-gyel, a
masikon 3-mal néveltiik. Igy a 4-gyel valo novelés 1-gyel nagyobb szamot eredményez,

vagyis az egyenlOség soha nem lesz igaz.

3.0ldjuk meg az egyenldtienséget! Melyik a legkisebb, illetve legnagyobb
egész megoldas?

2-1-2x)+7=26+2-x+4-(2—x)

Bontsuk fel a zardjeleket, végezziik el a lehetséges 6sszevonasokat!
2—-2:2x+7=26+2-x+4-2—-4-x
2—4-x+7=26+2-x+8—-4-x
9-4.-x>14-2-x

Egyenl6tlenség mérlegelvvel torténd megoldasakor az egyenletnél megengedett 1épések
végrehajthatok, annyi kiilonbséggel, hogy ha az egyenldtlenség mindkét oldalat
szorozzuk vagy osztjuk ugyanazzal a negativ szammal, akkor az egyenldtlenség iranyat
megvaltoztatjuk. Ugyanigy jartunk el az egyenlGtlenség lebontogatassal torténd
megoldasakor is. Egyszerli szampéldakon megmutathatdo, hogy megvaltozik az
egyenldtlenség iranya, ha az egyenldtlenség mindkét oldalanak az ellentettjét vessziik:
—-2>-4 6>3

—(-2)<4 —-6< -3
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Megoldas mérlegelvvel:

9—4.-x>14-2-x /=9
—4.x>5-2-x [ +2-x
—-2-x2=5 /:(=2)
xX<-25

Mas 1épéseket valasztva a megoldas soran:

9—4-x>14-2-x [ +4-x
9>14+2-x /—14
—-5>2-x /:2
-25=2x

A masodik esetben célzottan olyan Iépéseket valasztottam, hogy ne kelljen negativ
szdmmal osztani. Megfigyelhetd, hogy ugyanazt a megoldast kaptuk, mint az els6
szdmolés alkalmaval. A tanulok igy is meggydzddhetnek arrdl, hogy negativ szdmmal
torténd osztaskor illetve szorzaskor a relacios jel megforditasa sziikséges 1épés. Mindig
rendezhetjiik ugy az egyenldtlenséget, bar ez a legtobb esetben tobb 1épést igényel,
hogy az ismeretlen egyiitthatéja pozitiv szdm legyen, igy nem kell negativ szammal
osztanunk. A tanuldknak eleinte ez a modszer konnyebben érthetd.

EllenOrzés: x = —2,5
2:-1=-2-(=25]+7=2-1-(-5]+7=2-6+7=12+7=19
6+2-(=25+4-[2-(-25)]=6-54+4-45=1+18=19

Egyenl6tlenségnél azonban nem elegendd egyetlen szdmot behelyettesiteni az eredeti

kifejezésbe. Ellendrizniink kell az egyenldtlenség irdnyat is:
x=-3
2:-[1=-2-(-3)]+7=2-[1-(-6)]+7=2-74+7=144+7=21
6+2-(-3)+4-[2—-(-3)]=6—-6+4-5=20
21 > 20 Teljesiil az egyenlétlenség, —3 eleme az igazsdghalmaznak.
x=-=2
2-1-2-(-2)]+7=2-1-(-4D]+7=2-5+47=10+7=17
6+2-(-2)+4-[2—-(-2)]=6—-4+4-4=2+16=18

17 < 18 —2 nem eleme az igazsaghalmaznak.
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Hangstlyozzuk, hogy az egyenl6tlenségnek altalaban végtelen sok megoldésa van, ezért
az ellendrzést az egyenldség vizsgalataval ¢és néhany gyok (megoldés)
behelyettesitésével oldhatjuk meg! Abrazoltassuk szamegyenesen a megoldast!

Mivel x < —2,5 ezért a legnagyobb egész megoldas —2, legkisebb egész megoldas

nincs.

Keressiink ,,szép” megoldast!

1.Pisti 10 évvel fiatalabb, mint Gabor. Egyiitt 28 évesek. Hany évesek

kiilon-kiilon?

A szOveges feladatoknal tanitas szempontjabdl egy ellentmondésos helyzet alakul ki.
Csak egyszerii Osszefiiggéseket mutathatunk a tanuloknak, mivel az adatok
szimbolumokkal torténd lejegyzése nehéz feladat. Azonban ezek a feladatok altaldban
megoldhatok egyenlet felirdsa nélkiil is. Az ilyen megoldasok altaldban elegansabbak is,
bar leirasuk nem minden esetben egyszeri. Vagyis a tanulok latszolag egy olyan
modszert tanulnak meg, melynek a jelenben nem veszik hasznat, hiszen
kovetkeztetéssel, logikus okoskodassal is megkaphat6 a megoldas.
Kovetkeztetéses gondolatmenet:
Ha egyidések lennének, akkor Pisti és Gabor is 14 évesek volnanak. Ugy lehet koztiik a
korkiilonbség 10 €v, ha a 14-hez hozzaadunk, illetve elvesziink 5-5 évet. Tehat Pisti
9 éves, Gabor pedig 19 éves. Valoban ¢letkoruk 6sszege igy 28 év, s a korkiilonbség
10 év.
Megoldas menete egyenlettel:
Adatok: Pisti életkora: x

Gabor ¢letkora: x + 10
Osszefiiggés: x + x + 10 = 28

Szamolas:
x+x+10 =128 / 8sszevonas
2-x+10=128 /=10
2-x=18 /:2
x=9
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Ellendrzés: Az eredmény megegyezik a kovetkeztetéssel kapott megoldéssal.
Természetesen behelyettesitéssel is meggydzodhetiink a megoldas helyességérol.
Vilasz: Pisti kilenc, Gabor pedig tizenkilenc éves.

Hivjuk fel a tanuldk figyelmét, hogy a fenti egyenlet a mérlegelv nélkiil, lebontogatassal

is megoldhat6, hiszen csak az egyik oldalon szerepel ismeretlen.

2.Andi, Bence és Csilla paronként radllt egy mérlegre. Andi és Bence
tomege egyiitt 94 kg, Andi és Csilla tomege egyiitt 82 kg, Bence és Csilla
tomege egyiitt 90 kg. Mekkora a tomegiik kiilon-kiilon?

Kovetkeztetéses megoldas: Mivel minden gyereket kétszer mértiink, igy a harom mérési
adat 0sszege megegyezik az egyiittes tomegiik kétszeresével, vagyis egyiittes tomegiik
kiszamolhato a kdvetkezOoképp:

(94+82+90):2 = 266:2 =133
Ha ebbdl rendre kivonjuk két gyermek egyiittes tomegét, ami a feladatban adott,

megkapjuk a harmadik gyermek tomegét:

133 -94 =39
133 -82 =51
133 -90 =43

Vagyis Andi, Bence és Csilla tomege ebben a sorrendben: 43 kg, 51 kg, 39 kg.
Ne felejtsiik el az ellendrzést, amit a szoveg alapjan végezhetiink el!

Megoldas egyenlettel:

Andi tomege: A

Bence tomege: 94 — A

Csilla tomegét kétféleképp is felirhatjuk: 82 — A illetve 90 — (94 — A)

A megoldando egyenlet: 82—-A4=90-(94-4)

82—-A4=90-(94—-4) / zargjelfelbontas
82—-A4=90-94+4 / 6sszevonas
82—-A=—-4+A [ +4
86 —-—A=A I +A

86=2-4 /:2

43 =A

Ebbdl Bence tomege kiszamolhato: 94 — 43 = 51 kg
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Hasonldéan megkaphato Csilla tomege is: 82 — 43 = 39 kg

Valasz: Andi, Bence és Csilla tomege rendre 43 kg, 51 kg, 39 kg.

Gyakran el6fordul. hogy a tanuldk a jobb oldalon 1év6 zarojelet igy bontjak fel:
90—-(94—-4)=90—-94-4

A tanulok elfelejtik, hogy a zéarojel eldtti miiveletet a zarojelen beliili Gsszes taggal el

kell végezni. Erdemes ilyenkor atismételni a miiveleti tulajdonsagokrél valamint a

negativ szamokrol tanultakat, és célszerii Gijra atnézni a zardjelfelbontas menetét.

Sok tanul6 tobb ismeretlent vezet be, igy a feladat tal bonyolultta valik:

Adatok: Andi tomege: A A+B =94
Bence tomege: B A+C =82
Csilla tomege: C B+C =90

Ez formalisan egy harom ismeretlenes egyenletrendszer, a tanul6 ezen a ponton elakad.
Vezessiik r4d a tanuldt, hogy kevesebb ismeretlen is elég a feladat megoldasahoz!
Tegyiink fel segité kérdéseket!
,Meg tudnad mondani B értékét, ha tudnad A értékét?”
,»Ezek ismeretében ki tudnad szdmolni C értékét? Hanyféleképpen?”
Ezek utdn a tanuldé mér fel tudja irni a fenti egyenletet, melyben csak egyetlen
ismeretlen szerepel. Megemlithetjiik, hogy a kovetkeztetéses gondolatmenet 1épéseit is
lejegyezhetjiik szimbolumokkal, s ehhez pontosan erre a harom egyenletre van
szlikségiink. A feladatot 0igy is interpretalhatjuk, hogy a harom mérleg mindegyike
egyensulyban van. Rakjuk fel egyetlen mérlegre a ,stlyokat”, mely szintén
egyensulyban lesz!
(A+B)+(A+C)+(B+C)=94+82+90
A+B+A+C+B+C =266
2:-A+2-B+2-C =266
2-(A+B+C) =266
A+B+C =133

Innen a kovetkeztetéses gondolatmenet 1épéseit folytatva adodik a megoldas:
A+B =94 - C=133-94=139
A+(C=82-> B=133-82=51

B+(C=90 - A=133-90 =143
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3.Egy gazda tyukokat és nyulakat tart a kertjében. Ezeknek az allatoknak
osszesen 35 feje és 94 laba van. Hany tyukja és hany nyula van a

gazdanak?

Tobbféleképpen is elindulhatunk:

a) Osszesen 35 allatrol van sz6. Ezek nem lehetnek mind nyulak, mert akkor 140 labuk
volna, de tytkok sem lehetnek mind, mert akkor csak 70 labuk volna. Probalkozzunk
tovabb! Mi a helyzet, ha mondjuk 20 tytk és 15 nyal van a kertben? Foglaljuk

tablazatba az adatokat:

Nyual (db) | 35 0 15 10 13 12 11

Tytk (db) 0 35 20 25 22 23 24

Lab (db) | 140 70 100 90 96 94 92
sok kevés sok kevés sok elég kevés

Ezzel a tablazatban nyomon kovethetd tervszeri probalgatassal valoban megtalaltuk a
megoldast. Vagyis a gazda kertjében 12 nyul és 23 tyuak taladlhat6. Ha ugyanezt a
feladatot nagyobb szamokkal adjuk fel a tanuloknak, ez a gondolatmenet

hosszadalmassa valik.

b) Okoskodas: mind a 35 allatnak legalabb két laba van, igy ha ezt a 70 labat levonjuk
az 0sszesbdl, azaz a 94-bdl, akkor a maradék 24 14b a nyulaké. Mivel minden nyulnak a
tytkokhoz képest 2-vel tobb laba van, igy a gazda kertjében 12 nyul, és 23 tyik van. Az
elvégzett szadmolas a kovetkezo:
(94—-2-35):2=12
35—-12=23
Otletesebben ugyanez: A gazda olyankor nézi meg az 4llatait, mikor a nyulak hétsé
labukon, a tytkok pedig fél labukon allnak. Ilyenkor labaik felét hasznaljdk, vagyis
47-et. Ebben a kiilonleges helyzetben a tyukok fejének és labainak a szama megegyezik.
Levonva a 47-bdl az dsszes fej szamat, éppen a nytlfejek szdma marad meg, ami 12. Az
elvégzett miveletsor:
94:2 -35=12
Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a fenti okoskodassal, s6t a végrehajtott miiveletek

Is azonosak. Ha felbontjuk a zardjelet, akkor €pp az itt felirt miiveletsort kapjuk.
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c) Gytjtsik ki az adatokat a szovegbdl, keressiink koztiik Osszefiiggéseket, s
fogalmazzuk meg a feladatot az algebra nyelvén, azaz irjunk fel egyenletet!
Adatok: fejek szama: 35 labak szama: 94
nyulak szdma: x
tytikok szama: 35 — x
Terv. 4:-x+@35—-x)-2=94

Szamolas menete mérlegelvvel:

4.-x+(35—x)-2=94 / zardjelfelbontas
4.-x+70—-2-x=94 / 8sszevonas
2-x+70=94 /=70
2-x=24 /:2
x =12
Ellenérzés: 4-12+(35—12)-2=48+23-2=94
Vilasz: A gazda a kertjében 12 nyulat és 23 tyukot tart.

Ezt az egyenletet is megoldhattuk volna a mérlegelv alkalmazasa nélkiil. A zardjel
felbontasat és az 6sszevonast elvégezve a kovetkez6 adodik:

2-x+70=94
Innen pedig a lebontogatds moddszerével, vagyis ellentétes miiveletek elvégzésével

adodik a megoldas.

d) Sok gyermek az adatok kigytijtése soran két ismeretlent vezet be:
nyulak szama: x
tytkok szdma: y
Felirjak a megfeleld 0sszefliggéseketis:  x +y = 35

2:x+4-y=94
Ilyen jelolésekkel a feladatot leforditottuk a matematika nyelvére: egy két ismeretlenes
egyenletrendszer megoldasara vezettilk vissza kiindulasi feladatunkat. Altalanos
iskoldban azonban csak linearis egyenletek megoldésat tanitjuk, egyenletrendszerekkel
a tanuldk el6szor a 9. osztalyban taldlkoznak. Egy altalanos iskolds gyerek ezt igy nem
tudja megoldani, elakad.
Mit tehet ilyenkor a tanar? Ra kell vezetni a tanulot, hogy a probléma megoldasdhoz

egyetlen ismeretlen mennyiség bevezetése is elegendd, hiszen ha 6sszesen 35 allat van,
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és ebbdl x db nyul, akkor (35 — x) tylk van a kertben. Ha a tanul6 igy sem érti, akkor
konkrét szampéldan mutassuk be az Osszefiiggést: ha 10 nyal van, akkor 35 — 10 = 25
tyak van a kertben. Innen mar tovabb tud Iépni, felirja a c) részben targyalt egyenletet,
amit meg tud oldani. A tanuldonak viszont el kell magyardznunk azt is, hogy amit
eredetileg felirt, az is helyes megoldasra vezet. Ha a fenti gondolatmenetet megértette a
tanulo, akkor ramutathatunk, hogy az elsé egyenlet pont ezt fejezi ki:

x+y=35
Ebbdl atrendezéssel (mindkét oldalbol elvesziink x-t) a kovetkezd adodik:

y=35—-x
Ha ezt behelyettesiti a masodik egyenletbe y helyére, akkor a c) részben targyalt
egyenletet kapja. Ez a magyardzkodas foloslegesnek tiinhet, pedig két hasznos dolgot
értiink el vele: egyrészt megnyugtattuk a tanulot, hogy helyesen gondolkodott, csak
tulbonyolitotta a feladatot, igy nem éri oly mértékti kudarc a gyereket, s tovabbra is
motivalt marad a feladatmegoldasban. Masrészt rejtve bemutattuk az egyenletrendszer
egy lehetséges megoldasi modjat.
Miutan tébbféle modon megoldottuk a feladatot, hivjuk fel a tanulok figyelmét, hogy az
algebrai okoskodas mindig célra vezet, s altaldban gyorsabban megkapjuk a megoldast,
mint a probalgatds modszerével. A b) részben bemutatott megoldashoz kellett egy jo
otlet, ennek hidnyaban a tanulonak nincs mas valasztasa, mint felirni az egyenletet, vagy

hosszasan probalgatni.

Tortegyiitthatos egyenlet

1.0ldjuk meg az egyenletet a raciondlis szamok halmazadn!

x+2 3x-2 x—1

4 2 3

3x —

7. osztalyban taldlkoznak a tanuldk elészor tortegyiitthatos egyenletekkel. Mindségileg
nagy ugras, ha feladatainkban racionalis szdmok sokasaga is megjelenik. Fontos, hogy a
tanulok biztonsaggal végezzenek miiveleteket tortekkel, igy ismételjiik at oran az errdl
tanultakat. 7. és 8. osztalyban a jeldlések IS tomdrebbé valnak, példaul az ismeretlen

kétszeresét a korabban megszokott 2 - x helyett 2x jeldli.
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A megoldas soran atalakitjuk az egyenletet olyan egyenletté, hogy ne tartalmazzon
tortet. Ezt legegyszeriibben ugy tehetjiikk meg, hogy ko6zos nevezdre hozzuk a torteket,

majd szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a k6zos nevezdvel.

x+2 3x-2 x—1
S R
x_3-(x+2)_6-(3x—2)_1_4-(x—1)
12 12 12

12:3x -3 (x+2)—6-3x—2)=12—-4-(x—1)
36x—3x—6—18x+12=12—-4x+ 4
15x+ 6 =16 — 4x

19x 4+ 6 = 16
19x = 10
10
=19

Gyakori hiba, hogy a tanulé a beszorzasnal elfelejti megszorozni azokat a tagokat,
melyek nem tortalakban allnak. Ez elkeriilhetd, ha az els6 feladatokban ezeket a tagokat
is tortalakra hozzuk, s igy végezziik el a beszorzast. Emlitsiik meg a tanuloknak, hogy a
beszorzéasnal azt haszndljuk ki, hogy tortet egész szammal ugy is szorozhatunk, hogy a
tort nevez$jét osztjuk a szorzéval. Igy a nevezével torténd szorzaskor a szamlalot
kapjuk eredményiil. Innentdl kezdve mar egy olyan alakt egyenletet kell megoldanunk,
mellyel korabban is taldlkoztunk. A zar¢jelfelbontasokat és az Osszevondsokat

elvégezve a két oldal egyenld valtoztatasaval kapjuk a megoldast.
Ellendrzés: A g raciondlis szam, tehat eleme az alaphalmaznak. Megjegyezhetjiik, hogy

az egész szamok halmazan nincs megoldas.

,.10 %H 3%—2_30 48 (-8 _120 48 16 _88 22
19 4 2 19 4-19 2:19 76 76 76 76 19
10

1_1—9—121_(—9)257+9= 66 _ 22

3 3-19  3-19 3-19 19

A két oldal megegyezik, tehat az x = g kielégiti az egyenletet és eleme az

alaphalmaznak, azaz gyoke az egyenletnek.
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,HFizikai szamitasok”

1.Pistiek elhataroztik, hogy meglatogatjak kiilfoldi rokonaikat. Az ut sordn
645 Km-t autopdlyan, a maradék 90 km-t pedig orszaguton kell megtenniiik.
Pisti  kiszamolta, hogy ha az autopdlyan kétszer akkora sebességgel
mennek, mint az orszaguton, akkor hét és fél ora alatt érnek oda. Mekkora

sebességgel szamolt Pisti?

Nézziik eldszor a megoldast egyenlettel:

a) Adatok és koztiik 1év6 Osszefiiggések a szoveg alapjan:

v : sebesség az orszaguton (km/h)
2v : sebesség az autopalyan (km/h)
7.5 : 0sszes utazasi id6 (h)

62;‘;5 : utazasi id6 az autopalyan

90

> : utazasi id6 az orszaguton

Az utazasi idok kiszamoldsahoz felhasznaltuk a fizikdbol ismert képletet, amiben ¢

jeloli az eltelt id6t, s a megtett utat, v pedig a sebességet:

t=—
v

Terv: Az Osszes utazéasi 1d0 megegyezik az autopalydn és az orszaguton toltott 1do

Osszegével:

2v v
Szamolas:

2v 2v

7.5+ 2v = 645+ 180
15v = 825
v=>55

Ellendrzés:

645 +90_645+180_825_15_75
2-55 55 110 110 110 2
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Vilasz: Pistiék az orszagliton 55 km/h-val, az autdpalyan 110 km/h-val utaztak.

b) Masik okoskodas: feltéve, hogy az autd az utazas soran végig akkora sebességgel
halad, mint az autopalyan, az orszagiton nem 90 km-t tesz meg, hanem 2 - 90 = 180
km-t. Vagyis hét és fél ora alatt 6sszesen 645 + 180 = 825 km-t tesz meg. Most mar
csak azt kell meggondolni, hogy hany kilométert tesz meg az autd egy oOra alatt. Ez egy
aranyos kovetkeztetés, melybdl megkaphatjuk azt a sebességet, amivel az autopalyan
haladtak Pistiék: 825:7.5 = 110
Az egész miiveletsor, mely tartalmazza az okoskodas 1épéseit, a kovetkezo:
(645+2-:90):7.5 =110
Ugyanazt a megoldast kaptuk, mint az egyenlettel torténd megoldas soran.
Fontos megjegyezniink, hogy sokan a szdveges példa lattdn rogton nekiallnak
egyenletet felirni, mert ez egy biztos modszer, s esziikkbe sem jut egy kicsit elid6zni a
feladat felett, s meggondolni, van-e ,,szép” megoldasa a feladatnak. Nem beszélve arrol,
hogy egy ilyen megoldast talalva a tanuld 6nbizalma is nd, hiszen volt egy jo 6tlete, ami
c¢lhoz vezetett.
Ezzel szemben az egyenletmegoldds egy algoritmizalhato feladat, mely technikai
jellegli 1épések egymdsutanja, amit egy szamitdogép, s6t manapsag mar egy fejlettebb
szamologép is el tud végezni. Ez a masodik megoldas azért is nagyszerli, mert egyrészt
nem kell hozzd tortes egyenletet felirnunk, masrészt pedig nem kell a fizikai
képletekhez nytlnunk a megoldéas soran. Elég, ha a tanuld intuitiv modon r4jon, hogy

mi a sebesség definicidja: ,,Hany kilométert tesz meg az aut6 egy ora alatt?”

2. 4 kg 50%-o0s kénsavhoz 6 kg 70%-os kénsavat ontiink. Hany szdzalékos

kénsavat kapunk igy?

Gyfjtstik ki az adatokat a szovegbdl és irjuk fel a koztiik 1év0 dsszefliggéseket!

1 kg 50%-o0s kénsavoldat: % kg tiszta (100%-o0s) kénsavat tartalmaz,
4 kg 50%-os kénsavoldat: 4 - % kg tiszta kénsavat tartalmaz,
6 kg 70%-os kénsavoldat: 6 - %Oo kg tiszta kénsavat tartalmaz,

10 kg x%-os kénsavoldat: 10 - % kg tiszta kénsavat tartalmaz.
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Ha 0Osszeontjiik a kétféle toménységli kénsavoldatot, akkor az elegyben 1évo tiszta
kénsav mennyisége megegyezik az 6sszedntés eldtti tiszta kénsav mennyiségével. Mivel
50%-o0s és 70%-o0s oldatokat Ontottiink Ossze, a keletkezett kénsavoldat toménysége
50% ¢és 70% kozott lesz. Ha egyenld mennyiségeket vegyitettiink volna, akkor 60%-0s
oldatot kaptunk volna, viszont a 70%-os kénsavoldatbol tobb van, igy az elegy
toménysége nagyobb lesz 60%-nal.

A fenti adatokat és 0sszefiiggéseket felhasznalva felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:

4-5—O+6-£=10-i
100 100 100
4-50+6-70=10x
620 = 10x
62 =x

Ellendrizziik a megoldast a szoveg alapjan!

Az eredmény 0sszhangban van a becsiilt értékkel.

4 kg 50%-os kénsavoldatban 4 - 0.5 = 2 kg tiszta kénsav van.

6 kg 70%-os kénsavoldatban 6 - 0.7 = 4.2 kg tiszta kénsav van.

Vagyis 0sszesen 6.2 kg tiszta savat ontottiink Ossze.

10 kg 62%-o0s kénsavoldatban 10 - 0.62 = 6.2 kg tiszta kénsav van.

Megallapithatjuk, hogy az elegy éppen annyi tiszta kénsavat tartalmaz, mint amennyit
Osszedntottiink, vagyis az eredményiik helyes.

Valasz: Az oldatok Gsszedntése utan 62%-os kénsavoldatot kapunk.

Emlitsiik meg a tanuloknak, hogy a feladat megoldasa soran felhasznaltuk kémiai
ismereteinket is. Ha valaki nem tanult oldatokrol és azok toménységérdl, akkor nem

tudja értelmezni a feladatot.

3.Egy hordo az egyik csapon at 50 perc alatt, a madsikon 40 perc alatt, a
harmadikon 3 ora 20 perc alatt telik meg. Mennyi idd alatt telik meg, ha

mindharom csapot megnyitjdak?

Tegyiik fel, hogy a hordd t perc alatt telik meg! Nézziik meg, hogy az egyes csapok
t 1d6 alatt mekkora részig toltik meg a horddt, és ezen részek Osszege adja az egészet,

vagyis a horddé megtelik! Az egyik csap egyediil 40 perc alatt toltené¢ meg a hordot,
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most viszont a masik kettd is ,,besegit”, igy biztos, hogy 40 percnél kevesebb id6 alatt
lesz tele a hordo.

Els6 csap: 50 perc alatt megtelik a hordo.

1 perc alatt % részeig telik meg a hordo.

t perc alatt t - % = 5_t0 részéig telik meg a hordo.
Hasonlé gondolatmenettel, aranyos kovetkeztetéssel kapjuk, hogy a mésik két csapon at
t 1d6 alatt hanyad részéig telik meg a hordo:

Masodik csap: t perc - %
Harmadik csap: t perc - ﬁ

A harmadik csap estében az id6t atvaltottuk percre: 3 6ra 20 perc = 200 perc.

Most mar felirhatjuk az adatok kozti dsszefiiggéseket egyenlettel:
t t t
50 30 200 !
4t 5t t
200 * 200 * 200
4t + 5t +t = 200

10t = 200
t =120

=1

Vagyis a hordd 20 perc alatt telik meg, ha mindhdrom csapot kinyitjak.
Ellendrizziik a kapott megoldast!

20 20 20 2 2 2 2-4+42-5+2 20
507407200 574720 20 20
Behelyettesitve az egyenletbe a kapott eredményt teljesiil az egyenldség, vagyis a

1

t = 20 kielégiti az egyenletet. A megoldas megfelel a feladat szovegének is.
Az egyenletet megoldhatjuk a mérlegelv nélkiil is, a lebontogatas modszerét hasznalva,

ugyanis csak az egyik oldalon szerepel ismeretlen mennyiség:
10t
500 =

A végrehajtand6 miiveletsor: (1-200):10 = 20
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Helyiértékes irasmod alkalmazasa

1.Egy kétjegyii szam szamjegyeinek oOsszege 12. A szamjegyek
felcserélésével kapott szam az eredeti szam kétszeresénél 39-cel Kkisebb.

Melyik lehet ez a kétjegyti szam?

Az ilyen helyiértékes irasmoddal kapcsolatos feladatokat a tanulok tobbsége
probalgatassal, illetve kdvetkeztetéssel probalja megoldani, mivel nem tudjak felirni az
adatok kozti 0sszefliggést egyenlettel.
Mit is jelent a helyiértékes irasmod? Példdkon keresztiil mutassuk meg a tanuldknak!
63=6-10+3-1
45=4-10+5-1
142=1-100+4-10+2-1
Ha a kétjegy(i szam (ab) tizeseinek a helyén a, az egyeseinek a helyén b all, akkor a
szamot a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
a-10+b
Oldjuk meg a feladatot el6szor egyenlettel!
Az egyesek helyén allo szamjegy: x
A tizesek helyén 4ll6 szamjegy: 12 — x
Az eredeti szam helyiértékes alakja: (12 — x) - 10 + x
A szamjegyek felcserélésével kapott szam helyiértékes alakja: x - 10 + (12 — x)
A koztiik 1év6 0sszefiigges:
2:-[(12—-x)-10+x]—39=x-10+ (12 — x)
2:-(120—10x+x)—39=10x + 12 — x
2-(120 —=9x) — 39 = 9x + 12
240 —18x — 39 =9x + 12
201 —18x =9x + 12

201 =27x+ 12
189 = 27x
7=x

A masodik szamjegy 7, az els6 pedig 12 — 7 = 5. A keresett szam: 57.
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Az ellendrzést a feladat szovege alapjan végezziik el:

Az eredeti szdm: 57.

A szamjegyek felcserélése utan kapott szdm: 75.

A koztiik 1évo Osszefiiggés: 57 - 2 — 39 = 75.

Az eredménylink helyes.

Erdemes megemliteni a tanuldknak, hogy a feladatban x egy szamjegyet jeldlt, igy
lehetséges értékei: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Amennyiben az egyenlet megoldasaként mas
szamot kapunk, nincs megoldésa a feladatnak.

Probaljuk megoldani a feladatot probalgatassal is!

Ha a szamjegyek Osszege 12, akkor a lehetséges kétjegyli szamok: 39, 48, 57, 66, 75,
84, 93.

Foglaljuk tablazatba az adatokat!

eredeti szdm 39 48 57 66 75 84 93

felcserélve 93 84 75 66 57 48 39

2-(eredeti)—39 | 39 57 75 93 111 129 147
+ + = + + +

A tablazatbol leolvashatd, hogy egyetlen szam tesz eleget a feladat feltételeinek, az 57.

Ilyen tipusu feladatoknal egyszeriibb az egyenlet nélkiili megoldas.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban nyitott mondatok, egyenletek ¢és ezek segitségével
megoldhatd szdveges feladatok megoldasi moddszereit jartam koriil. Tanulsagként
elmondhato, hogy miel6tt nekidllunk egyenleteket felirni és megoldani, érdemes kicsit
elgondolkozni a feladaton, hiszen sokszor logikai okoskodassal gyorsabban célhoz
ériink. Leendd tanarként ezt a szemléletmddot szeretném a tanuldkkal megismertetni.
Egy tanarnak mindig tisztaban kell lenni azokkal az eldismeretekkel, melyeket a
tanuloktol elvar, mikor felad nekik egy feladatot. Ezért szamos feladatnal feltlintettem,
hogy mik ezek az elvart ismeretek, sOt ramutattam, hogy mik a leggyakrabban
eléforduld tanuldi hibdk, mire hivjuk fel kiilondsen a tanulok figyelmét.

Ugy vélem, ezt a témakort a kozépiskolaban is hasonlé formaban kellene
oktatni. Bar a tandrnak szabadsdga van a tanitdsi modszerek megvalasztasaban, de a
kozpontilag meghatarozott tantervhez alkalmazkodnia kell. Az utobbi idoben nagy
hangsulyt fektettek a valoszinliség-szamitas és statisztika témakordk oktatasara, igy az
algebra témakorre jutdé orak szama csokkent, emiatt az ismétlésre, rendszerezésre
kevesebb id0 marad. Mégis Ugy gondolom, hogy a tanidrnak meg kell probalni
ravilagitani a tananyagbeli Osszefiiggésekre, s a ,kevesebbet, de alaposan™ elvet

kovetni.
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