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Bevezeto

A szakdolgozati témdm ugy valasztottam, hogy a kiirt lehetdségek koziil megnéztem,
melyikben tudom a legtobbet adni magambol. A ,,Feladatok tobbféle megoldassal” cimii
téma azért tetszett meg, hiszen annak idején az elemi matematika kurzusaimon, mindig
hasonl6 stilusban prébaltam megoldani a beadandéimat.

A téma feldolgozdsa el6tt a témavezetd megkérdezte tolem és a tobbi
szakdolgoz6jatol, hogy mit szeretnénk elérni a dolgozatunk megirdsaval. Nos én ekkor
az aldbbi valaszokat adtam:

Mindenek el6tt taldn a legfontosabb szamomra, hogy 6nmagam fejlesszem. A tandri
palyan, melyet valasztottam, ugy latom nagyon fontos az, hogy széles legyen a 14tokore
a tandrnak. Ezt azért tartom ilyen fontosnak, mert barmikor el6fordulhat, hogy egy
gyerek az Ordn egy madsfajta, mas jellegli, vagy mds matematikai eszkozt haszndld
megolddssal all eld. Ekkor erre nem szabad a tandrnak negativan reagdlnia, hanem
képesnek kell lennie arra, hogy feliilvizsgélja, vajon a didk altal mutatott médszer annak
a feladatnak a megolddsdhoz megfeleld uton halad-e. Ez persze nem jelenti azt, hogy
képesnek kell lennie barmely apré mozzanatot ott helyben ellendrizni, hanem a logikai
gondolatmenet kovetése az, ami szerintem fontos. Ehhez a tanar szdmara, egy mélyebb,
szovedékesebb, Osszeszedettebb hattértudds sziikséges. Ez egyben magabiztosabba
teheti a tanart is, hiszen biztosabb a tuddsa; akar Ugy is mondhatnank, hogy szakmai
biztonsdgot nyujt neki.

Ezek mellett sajat észrevételeimbdl kiindulva, a szakdolgozatom megirdsa elott Ggy
gondoltam, ez a téma megfeleld arra, hogy akér a laikusoknak is megmutassuk, milyen
sz€p €s sokszinli a matematika. Ez szdmomra nagyon fontos, hiszen motivélni kell a
gyereket, mert kiilonben hajlamosak arra, hogy lebecsiiljék a matematika tantargyat,
amely sokak szemében ,,csak képletekbdl all”.

Szakdolgozatom anyaga inkdbb a matematika szakkor, emelt szintli érettségi,
valamint tanulmanyi versenyek nehézségi szintjéhez igazodik.

Mikozben a dolgozatomat irtam, elgondolkoztam azon, hogy mi lehet még, ami a
feladatok tobbféle megolddsara, vagy tobbféle megoldds bemutatdsara 0sztondzhet egy
tanart. Ennek megvdlaszoldsara a legmegfelelobb moddszernek azt lattam, hogy
megkérdezem egy tandrom véleményét err0l, hiszen nekem még nincsen tanitdsi
tapasztalatom. A valasztds Pdlmay Lorant tanér trra esett, mivel téle sokszor hallhattuk,

hogy kozépiskoldban tanitott, illetve szakkort vezetett.



Palmay tandr drral készitettem egy villaminterjut dprilis elején, melybdl kideriilt, hogy
a tandr ur koriil-beliil 39 évig tartott szakkort, 1955 és 1976 kozott volt osztalya a Szent
Laszl6 Gimndziumban, ezen feliill 1995 6ta zsilirielnok tanulményi versenyeken. Ezek
utdn ugy gondoltam, hogy tényleg a megfelelé6 emberhez fordultam a kérdésemmel,
mely igy hangzik: Hogyan jelenik meg a gyakorlati oktatdsban a feladatok tobbféle
megoldasa, és ez miért j6?

A legels6 és legfontosabb dolog, amire felhivta a figyelmemet az volt, hogy a
feladatok tobbféle megoldasiat nem érdemes erdltetni, illetve felhozni egy gyengébb
képességli osztilyban, mivel altaldban az ilyen gyerekek szdmdra ez mast mutat.
Ugyanis, vegyiik Pdlmay tanar dr péld4jat: a Pitagorasz-tétel bizonyitdsa. A gyengébb
matematikai képességekkel rendelkez0 am rendkiviill szorgalmas didkok ezekbdl a
bizonyitdsokban nem azt sziirik le, hogy tobb oldalrél is meg lehet egy problémat
kozeliteni, hanem azt, hogy itt van még egy mdsik bizonyitas is, amit meg kell tanulni.
Ez abbdl is ered, hogy a matematikdbdl nem olyan erds didkok ,,félnek a bizonyitastol,
szamukra egyszeriibb a szamolas”.

Ezek szerint a kordbbi gondolat, ami bennem is megfogalmazddott tényleg igaz: a
feladatok tobbféle megolddsainak alkalmazdsa vagy emelt matematika Oraszamu
osztilyban, vagy szakkoron, esetleg emelt szintll érettségi elokésziton célszerli. Ezek
utdn a tandr ur elkezdte taglalni azt, hogyan is jelent meg ez az ¢ szakkorén, és miért
alkalmazta ezt.

Elsoként azt emlitette Pdlmay Loérant tandr ur, hogy amikor valaki nekilat egy
matematika versenyen egy feladatnak elképzelhetd, nem tud elinditani olyan
gondolatmenetet, amely eljuttatja a feladat megolddsdig. Ezért 1ényeges, hogy lassdk a
gyerekek, ,,érdemes nekifogni a nehezebb feladatnak is”, hiszen elképzelhetd, hogy
mégis be tudja mondjuk bizonyitani. A versenyre vald felkésziilést szakkor keretében
szoktdk megprobdlni, igy érthetd, hogy miért fontos ezen a téren a tobb megoldas
alkalmazdsa. Am kihangsilyozand6, hogy ha példdul egy bizonyitdsos jellegii
geometriai feladat masodik, illetve sokadik megolddsa nagyon bonyolult, akkor azt még
szakkori szinten sem érdemes bemutatni. Lényeges dolog, hogy prébaljuk felismerni,
illetve kivélasztani, melyek azok a feladatok, amelyeket a gyerekek biztosan meg
tudnak oldani, és ne 4llitsuk 6ket tul nagy feladat elé.

A tandr ur szerint mind a geometriai, mind a kombinatorikai, illetve szdmelméleti
feladatokban latvanyosan megjelennek a tobb megoldasos feladatok. ,,A geometria terén

gondoljunk az elemi geometria, a trigonometria, a koordinidtageometria vagy vektorok



felhaszndldsdval torténd bizonyitdsokra. A szamelméletben az oszté péarok vagy osztok
szdma alkalmazhatd, illetve az oszthatésdggal kapcsolatos bizonyitdsok is megoldhatdk
teljes indukcié mellett osztasi maradékok alkalmazasaval is.”

Végiil pedig a tandr urt6l megtudtam egy olyan dolgot is, amit magamtol nem
gondoltam volna. Szakkorvezetd évei alatt tapasztalta ugyanis az aldbbit az egyik
csoportjaban: Egy-két feladat megoldasdnal a didkok masképpen gondolkoztak, igy
tobb megoldas is sziiletett beldle adott feladatra. Ezek utdn elindult egy folyamat:
maguk kezdték el keresni, hogy azt a feladatot nem lehet-e masféleképpen megoldani.
Ok kezdték el maguktdl gyijteni a kiilonbozé megolddsokat, st még versenyezni is
elkezdtek azon, hogy ki taldl tobb megoldast, illetve ki taldlja meg a legegyszerilibbet, a
legszebbet.

A tandr ur gondolatai megerdsitettek abban, hogy a tobbféle megoldds bemutatdsa és
egyliittes kidolgozdsa igen hatékony motivaciés mddszer. Ez igazolta azt a célkitlizést,
amelyet szakdolgozatom megkezdésekor jeloltem meg: szeretném majd megmutatni a
matematika sokszinliségét a didkoknak, ha tandr leszek. Ugy gondolom, hogy
egyszeriibb feladatok tobbféle megolddsa segitheti a matematikdban kiilondsebb
tehetséget nem mutat6 didkokat is a tirgy megértésében, megkedvelésében.

Eziton is szeretném megkoszonni Pdlmay Lordnt tandr urnak a segitOkészségét,
hiszen sok értékes informdciét kaptam tdéle a gyakorlati tanitdsra vonatkozdan

témammal kapcsolatban.

Dolgozatom els6 részében bemutatom azt a feladatot, amellyel eldszor ismerkedtem
meg a témavalasztds utdn. Ezt koveti a legterjedelmesebb rész, melyben kiilonbozd
jellegtli feladatokat dolgozok fel, tobbféle megoldassal. Ezeknél a feladatokndl mindig
szerepel, hogy milyen forrasbdl vettem a megoldast, illetve amit magam készitettem,
anndl azt is jeloltem. Végiil Osszedllitottam egy olyan feladatsort, amely egy tobb
,megoldasos feladathoz” prébal segitséget nyujtani a didkoknak abban, hogy ennek

atgondoldsa utdn az eredeti feladat minél tobb megoldast megtaléljak.



Egy szélséérték feladat kilenc megoldassal

Mikor elkezdtem a szakdolgozati témdn gondolkozni, akkor ez a feladat volt az,
amellyel el6szor megismerkedtem a témakorben. Nagyon megtetszett nekem, hogy egy
feladatot ennyiféleképpen is meg lehet oldani. Ugy gondolom, végiil ezért is maradtam
ennél a témanal. Taldn az egész 1ddszak alatt, amig a szakdolgozatommal foglalkoztam,
ez volt legtobb ,,geometriai 14tdst” igényld feladat. Eldrebocsatom, hogy ez nem egy
kifejezetten konnyt feladat szerintem, de megéri végiggondolni a megoldédsokat, ezért is
tettem bele a dolgozatomban kiegészitésként.

A feladat igy hangzik: Adott keriiletii derékszogii hdromszogek koziil melyiknek
minimdlis az dtfogoja?

A vilasz pedig roviden: Az, amelyik egyenldszari derékszogli haromszog az adott
keriilettel.

Eredetileg egy régi 8.-os KMBK (Kis Matematikusok Barati Kore) feladatlapon jelent
meg. A kilenc megolddsos verzigjait Ambrus Gabriella készitette el, aki az eredetileg
megadott megolddsokat kiilonb6z06 forrasok alapjan kiegészitette tovabbiakkal, valamint
még néhdnyat készitett is hozzdjuk. Igy jott 5ssze 6sszesen a kilenc.

Mikor végignéztem a feladat megoldasait (lasd mellékletben) mindenek elott
elcsodédlkoztam, hiszen én magam valdszinlinek tartom, hogy még gimnazistaként sem
lettem volna képes megoldani ezt a feladatot, talan még egyféleképpen sem. Az elemi
geometriai megolddsokat tartom kifejezetten nehéznek. A szamtani és négyzetes
kozépre, valamint a szamtani és mértani kozépre vonatkozé egyenldtlenségekkel torténd
megolddsok szdmomra érthetdbbek, kedvesebbek.

Mindenesetre ezen felbuzdulva kezdtem el irni a szakdolgozatomat, amelyben
,»sajnos” a legtobb megoldédssal rendelkezd feladat, egy ,,minddssze” 6t megoldassal

bir bizonyités lett.



FELADATOK TOBBFELE MEGOLDASSAL

1. Az elso feladatok

Ezeket a feladatokat témavezetOm adta kezdetként, hogy legyen mibdl elindulnom.
Eredetileg 6 feladatot kaptam, ezekbdl ennyit sikeriilt megcsindlnom. Itt az Gsszes
megoldds a sajatom, hiszen nem kaptam hozzd semmilyen konyvet, vagy forrast

amelyben esetleg ldttam volna valamelyiket.

I. feladat:

Bizonyitand6, hogy n + 4 nem osztéja n” + 8n + 15-nek n természetes szam esetén!
1. megoldas:
n*+8n+15=n"+8n+16-1
(m+4)°=n"+8n+ 16
Tehdt, han + 4 | n*+ 8n + 15 (és tudjuk, hogy (n + 4)* a fenti kifejezéssel egyenlo),
akkor n + 4-nek osztania kell a két kifejezés kiilonbségét is, azaz
n+41@+8n+16)— (n*+ 8n + 15), igy n + 4 | 1 adédna, ami ellentmondds

barmely ne N.

2. megoldas:
Fogjuk fel a feladatot az aldbbi mdédon: adott két polinom N felett. Be kell latni,
hogy n + 4 nem osztja n® + 8n + 15-et. Erre a legegyszeriibb médszer a polinomok
maradékos osztdsa.
M*+8n+15):(n+4)=n+4
-(n” + 4n)

4n + 15

-(4n + 16)
- nem oszthaté maradék nélkiil

3. megoldas:

n’ + 8n + 15 felfoghaté akér egy fiiggvényként is, ezzel a feladat igy értelmezhetd:
Vizsgédljuk az adott kifejezés gyokeit. Amennyiben ezek kozt szerepel a 4, mint
gyoktényez0, akkor osztja az n + 4.

Ekkor oldjuk meg az n® + 8n + 15 = 0 egyenletet.



—8+464-4-15 -8%2

=2>n=-5m=-3
5 > 1 2

nj»=

Tehéat nem irhat6 fel (n + 4)(n + ¢) alakban, mivel a 4 nem gyoke.

A megoldasok értékelése:

Szamomra az els6 megoldds volt az, ami elsOre szembe otltt. Lehet, hogy annak
koszonhetd a szivemhez kozel dll a szamelmélet. Ha egy ilyen feladat akkor szerepel a
kozépiskoldban, mikor a polinomokat tanitjak, akkor inkdbb a masodik megoldds lehet
az, amit egy kozépiskolas inkdbb adna.

A harmadik megoldas egy jo trikkkot alkalmaz. Szerintem igy utélag visszagondolva ez

a legkonnyebb megoldési mod.

I1. feladat:

Legyen n>2 természetes szam. Bizonyitando, hogy 10 | 2 2" ¢ !
1. megoldas:
10122 —6 <2122 6.6 5122 -6
Az jol lathatd, hogy a kettd osztja a fenti kifejezést, mivel egy kett6hatvany és egy
kettovel oszthaté szam kiillonbsége mindig oszthaté kettovel.
Azt kell belatni, hogy a kifejezést az 6t is osztja.
22" —6=22" —5-1
Ebbdl az atirasbol jol latszik, hogy a fenti kifejezés akkor lesz oszthaté 5-tel, ha
22" sttel osztva 1 maradékot ad.
Ennek belatasara alkalmazzunk teljes indukciot.
n=2re2'=16=15+1
n=3ra2=126=125+1
Eddig ugy tlnik, hogy igaz a feltevésiink.

Tegyiik fel, hogy n-re tudjuk, hogy 2 2" 5-tel osztva 1 maradékot ad.

n+ l-re:

2
n+1 on
2 202 =(2 j —>mivel a zardjelen beliili rész egy maradékot ad, ezért

ennek négyzete s egy maradékot fog adni. Az allitast tehat belattuk.



2. megoldas:

2
Mivel 22 =16 , ezért prébaljuk meg felirni a kifejezést 16 hatvanyaként!
Atirhat6 a kifejezés 165-on alakba, ahol k az aldbbi médon megadhato:

21’1
4

22" 216K o 22" Z 2% o 2" — 4k = k=

Valoban j6a 16 ¥ = 22" 4tiras, ugyanis 22 = 2** alakban irhat6, hiszen a
kitevoben levd kettohatvany oszthat6 4-gyel (n > 1).

16" hatvanyai 6-ra végzodnek. Ennek oka, k = 1-re a 16 6-ra végzddik, és a
hatvanyozds sordn az utolsé szdmjegy mindig 6-os ilyen esetben.

Ebbo6l mar kovetkezik az allitas.

A megoldasok értékelése:

Ez a feladat szerintem kifejezetten nem konnyl feladat, hiszen egy oszthatésdggal
kapcsolatos feladatban egyszerre csak egy triikkkot szoktak alkalmaznia kozépiskola
gyakorlatban, 4m ez az elsO esetben egy oszthatdsdg kettébontdsa mellett még a teljes
indukciot is alkalmazza. A mdasodik megoldds pedig olyan ,.cselt” alkalmaz, amely
hosszas gondolkodds utdn jutott az eszembe, és barki, aki litta nagyon bravirosnak
tartotta. Nekem személy szerint a masodik megoldast sokkal nehezebb volt megtalélni,

de visszagondolva lehet, hogy éppen ez a konnyebb.
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III. feladat

Bizonyitandé, hogy tetszoleges ABC haromszogben az oldalfelez6 pontok és az

egyik oldalhoz tartozé magassag talppontja hiartrapézt hataroz meg!

Készitsiink abrat a feladat megoldasa eldtt hegyes- és tompaszogii haromszogre:

(1. és 2. abrak)

C

1. 4bra 2. abra

Legyen F, BC, F, AC és F. AB felez6pontja, valamint T, a C oldalhoz tartozé
magassag talppontja. Azt allitjuk, hogy T F.F.Fy, négyszog hartrapéz.

1. megoldas:

ABC haromszogben F,, F, és F, felezOpontok az oldalakon, ezért F,F, parhuzamos
¢s fele akkora, mint AB. Hasonl6an viszonyul F,F. AC-hez, illetve F,F. BC-hez.
Ebbdl tudjuk, hogy trapéz az alakzat, hiszen a fenti jelolések szerint F,Fy Il AB,
valamint AB |l T_.F. (mivel egy egyenesen vannak)—> F,F, Il T F..

Azt kell még belétni példdul, hogy F. T .Fy, £ =T.F.F, £

AFy I F,F. 2> AF,F,F. egy paralelogramma, tehat F,F.A £ =AF,F, £, valamint
FyAT. £ =F.F,F,

Ezen kiviil még az is igaz, hogy AF,T.Aegyenlészard, ugyanis F,F, egyenesére
tikrozve C-t éppen Tc-t kapjuk, mivel F,F, kozépvonalvonal, ezért ugyanolyan
messze van AB egyenesétdl, mint a C-n at hdzott, AB-vel pdrhuzamos egyenestol.
Igy mivel Fy, rajta van a tiikortengelyen az F,Fy-re vett tikrozésnél, ezért
IFpCl=IFp Tl

Tehat ez egy hurtrapéz.

11



2. megoldas:

Ez a bizonyitas a Feuerbach-koron alapul.

Egy kozépiskolai szakkor keretében mar megtanithat6 a Feuerbach-kor, vagy kilenc
pont kore. Azt a kort, amely tartalmazza egy hdromszog oldalfelezépontjait (3
darab), a magassdgvonalainak talppontjait (3 darab), illetve a cstcsokat a
magassiagponttal Osszekotd szakaszok felezOpontjait (3 darab). Ezt nevezziik
Feuerbach-kornek (lasd 3. dbra).

Bizonyitas (Lasd: Hajés Gyorgy:Bevezetés a geometridba, Nemzeti Tankonyvkiado,

Budapest, 1999, 303. oldal)

3. abra

A fenti dbra az ABC hdromszdg Feuerbach-korének kilenc nevezetes pontjat mutatja
(piros szin). A Feuerbach-kor kozéppontja az M magassagpont és az O koriilirhatd kor
kozéppontjat Osszekotd szakasz felezéspontja (K). A kor sugara a koriilirhaté kor
sugardnak fele. (Az MO szakasz pedig az Euler-egyenesbe esik.) A kor ivén
elhelyezkedd kilenc nevezetes pont: F,, F}, és F, a haromszog oldalainak felezéspontjai,
T,, Ty és T, a haromszdg magassagvonalainak talppontjai, M;, M, és M; pedig a rendre a

magassiagpontot a csucsokkal 6sszekotd szakaszok felezéspontjai.
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Mivel a négy emlitett pont rajta van az ABC haromszog Feuerbach-korén, igy ezek egy
hirnégyszoget hatdroznak meg. Ezen kivill F,F, parhuzamos AB-vel, igy létezik egy
parhuzamos oldal. Valamint az F,F, ivhez tartoz6 szog F,T.F, £= F,F.F, £, tehat

hurtrapéz

3. megoldas:
Ez a megoldds a latokort haszndlja fel. Maga a megoldds ugy sziiletett, hogy
konzulensem felhivta rd a figyelmem, hogy igy is meg lehet oldani, ezért gondoltam

végig hogyan.

Tehat adottak a felezopontok €s a c oldalhoz tartozé magassag talppontja. (4. dbra)

Azt Tudjuk, hogy F,F, kozépvonal ABCA-ben, ezért parhuzamos AB-vel. Ezen
kiviil azt is tudjuk, hogy Tc¢ és Fc rajta
vannak AB-n, tehdt TcFc parhuzamos
F,F, —vel . Tehat ez a négy pont egy

3
\ trapézt hataroz meg. Be kell még

latnunk, hogy hdrtrapéz, azaz létezik

/ olyan kor, amelyen mindhdarom pont

/ rajta van T, F., F,, F, sorrendben.

A - - 5 Ehhez elég belatnunk, hogy a jelolt

¢ ¢ szogek egyenlok.

4. abra

Mivel F.Fy, és F.F, is kozépvonal, igy F,F.F,C négyszog parallelogramma, igy a
szemkozti szogei megegyeznek, tehat F,CF, £ =F, F F Z.

Valamint F,Fy-re tikkrozve C-t éppen T-t kapjuk, mivel F,F, kozépvonal. Igy
FoT.F,C négyszog deltoid, melynek tengelye F,Fy, amibdl kovetkezik, hogy T.-nél,
illetve C-nél 1év0 szoge megegyezik. F,CF, £ =F,T F £

Az eldz6 két egyenloség miatt F,T. F Z=F,F F,Z, tehdt mindkett0 rajta van az
F.F, szakasz F,CF, /-0 1at6korivén, azaz 1étezik olyan kor, amely mind a négy

pontot tartalmazza ebben a sorrendben: F,F, T F,, igy F,F, T F. hirtrapéz.
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A megoldasok értékelése:

A mdésodik megolddsr6l nem szeretnék beszélni annyit, mivel ahhoz kell, hogy
megtanitsuk a Feuerbach-kor fogalmit a gyerekeknek. Am ez a témakér szerintem
nagyon érdekes lehet, igyhogy én mindenképp megtanitanam egy szakkoron.

Az elso és harmadik megoldas is szogek segitségével bizonyit, &m teljesen mas jellegii a
kettd.

Az els6 azért fontos, mert csak a hurtrapéz és a tiikkrozés tulajdonsagait haszndlja fel, igy
akar barmelyik kozépiskolai tanul6tol elvarhatnank, hogy egy ilyen bizonyitdst meg
tudjon csindlni, féleg ha emelt szinten tanulja a matematikat.

A miésodik megoldds a 1atokort alkalmazza, ami ma mdér csak az emelt szintii
tananyagban fordul eld, igy ez a megoldds ,,nehezebbnek” szadmit, &m szerintem, ha

valaki tudja a latokort, itt kevesebbet kell bizonyitania, mint az elsé megoldas szerint.

IV. feladat
Oldjuk meg az egészek korében:

X +y =2-x+2-y-3

1. megoldas:

Rendezziik at az egyenletet teljes négyzetté alakitdssal. Ennek segitségével
valészintileg megsejthetd lehet az eredmény, illetve ha nem lehet megoldani az
egyenletet, akkor igy konnyebben meglatjuk.

X +y'=2-x+2-y-3

X' =2-x+y*-2-y=-3

(x=D>=1+(y=1>-1=-3

= @=-D>+(y-1*=-1

Az igy kapott egyenlet nem oldhaté meg, hiszen két négyzetszam Gsszege nem
lehet negativ. Tehat a valos szdmok halmazan nincs megoldadsa, igy az egészek

korében sem lesz.

Megjegyzés: a feladat koordindtageometriai feladatként is elOkeriilhet, hiszen x

€s y azonos egyiitthatéval szerepel, valamint a kifejezésben nem szerepel x-y-

os tag, igy felfoghat6 koregyenletként is. Szdmomra ez volt az alapgondolat,

hogy koregyenletre rendezzem.
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2. megoldas:

(Ez a megoldds akkor jutott eszembe, amikor az elsd megoldast mar
begépeltem.) Bontsuk ketté a feladatot! Ez egy x-et tartalmazd és egy y-t
tartalmazé egyenldtlenség Osszege. Az a sejtésiink, hogy nincsen megoldas, tehat
ezt bizonyitjuk.

x> >2-x, hax>2 vagy ha x<0,

illetve y*> >2-y—3 barmely egész y-ra.

Mivel a fent szerepld fiiggvények mind szigorian monotonok, igy az 0sszeadas
utdn a kovetkezd egyenldtlenség is fenndll:

x*+y>>2-x+2-y-3 (1), ha x>2 vagy x<0 azaz, ezeken az intervallumokon

nincs megolddsa az egyenletnek.

Mivel véges sok kimaradé eset van: {0, 1, 2}, ezért ezeket kiilon meg kell

nézniink, hogy mi torténik, ha x ezeket az értékeket veszi fel.

Ha x=0— x* =0=2-x, viszont birmely y-ra y* >2-y—3, igy

x*+y? >2-x+2-y-3 igaz lesz minden y-ra, tehat ekkor sincs megoldas.

Ha x=1-— x> =1<2=2-x.Ekkor tigy alakul 4t az (1) egyenldtlenség, hogy
y+1>2+2-y—-3= y’>>2-y—2, amely szintén igaz, hiszen dtrendezhetjiik:
yV:>2-y-2ey' -2 y>2a(y-1)-1>2 (y-1)>>-1, ez pedig
barmely egész y-ra igaz. Tehét ebben az esetben is nagyobb a baloldalon allé

kifejezés értéke, tehdt nincs megoldas.

Ha x=2— x> =4=2-x. Innentdl viszont ugyanaz a bizonyitds alkalmazhat6

ra, mint x = 0 esetén tettiik.

3. megoldas:
Rendezziik 4t ugy az egyenletet, hogy a baloldalon csak az x-et tartalmaz6 tagok

legyenek, mig a jobb oldalon az 6sszes tobbi. A kovetkezd adddik:

X' =2-x=—y*=2-y-3
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Mit is kaptunk? A baloldalon egy olyan parabola egyenlete 4ll, amelyiknek
tengelye parhuzamos az y tengellyel, mig a jobb oldalon egy x tengellyel
parhuzamos tengely(i parabola 4ll.

Ezzel a feladatot atvezettilk két paraboldra, amelyeknek a metszéspontjat kell
megkeresni, amennyiben 1étezik. Az abrazoldskor célszer(i 4tirni a kifejezést a
kovetkezo alakba (5. abra):

x-(x=2)=—(y-1)*-2

Ebbdl jol latszik, hogy a bal oldali kifejezés zérushelyei O és 2, minimuma 1-ben

van, melynek értéke -1. A jobboldali kifejezés szélséértéke -2, amit az y=1-ben

vesz fel.

5. abra
4. megoldas:

Ez egy kis algebrai okoskodas, amellyel az x és y paritdsat vizsgaljuk.

X +y?=2-x+2-y-3

Ha x és y egyszerre péros, vagy pdratlan, akkor a baloldalon mindig egy péros
szam all, mig a jobb oldal paratlan. Ebben az esetekben nem oldhaté meg.

Tehat csak az az eset marad, hogy az egyik pdros, a masik paratlan. Ekkor
véalasszuk x-et parosnak, igy y pdratlan, amit megtehetiink, mivel szimmetrikus

az egyenlet x-y-ra.
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Ekkor x felirhat6 2-a alakban, y pedig 2-b+1 alakban, ahol a és b szintén
egész szamok.

Irjuk be x és y el8bbi alakjait az eredeti egyenletbe:
2-a)’+R2-b+1)*=2-2-a)+2-2-b+1)-3

4-a> +4-b*+4-b+1=4-a+4-b+2-3

4-a°+4-b>+4-b+1=4-a+4-b—1

Lathat6, hogy a baloldal 4-gyel osztva egy maradékot ad, mig a jobboldal
maradéka -1 (azaz 3), tehdat nem lehet egyenld a két oldal semmilyen a-ra és b-re.
Igy az eredeti feladat akkor sem oldhaté meg, ha x péros és y paratlan.

Tehat a feladat nem oldhaté meg az egészek korében.

A megoldasok értékelése:

Ez a feladat sok oromet okozott nekem, mikdzben irtam a dolgozatom. Az elsd
megoldas a tipikus iskolai megoldédsa a feladatnak szerintem, 4m mint mar emlitettem,
nekem a kor egyenlete volt az els6 gondolatom, mikor meglattam.

A masodik megoldds az egyenldtlenségekkel szerintem akar mar akkor is bemutathato6,
amikor a didkok még nem tanultak nevezetes azonossagokat.

A harmadik megoldést valdszinlileg nem vélasztand egy kozépiskolds sem véleményem
szerint, mivel a grafikus dbrdzolést inkdbb az egyenletrendszerek megoldédsara szoktak
alkalmazni, nem pedig egy egyenletre.

Az utolsé megoldds egy kis szamelméletet hasznal fel, ami szdimomra sokkal inkabb
elképzelhetd, hogy eldkeriil egy hasonlé jellegli feladat megolddsdnal, mint mondjuk a
harmadik megoldds. Szerintem ha a legegyszeriibb és leggyorsabb megoldast keressiik,

akkor mindkét esetben az elso az.
V. feladat

Szerkessziink egyenloszard haromszoget, amelynek az alaphoz tartozé6 magassaga

4,2cm, az oldalhoz tartozé magassaga 3,8cm!
1. megoldas:

Ezt a megoldast magam taldltam ki. Hasonl6 hdromszdgek, valamint Pitagorasz-

tétel segitségével kiszamolhaté a két magassdgvonalbdl a két kiillonbozo oldal (az
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alap és a szar) hossza. Ez a megoldds inkdbb a formadlis szdmolast részesiti
eldnyben, mondjuk ugy, nem kell kifejezetten sok otlet hozz4.

Mielétt elkezdenénk a feladatot megoldani, készitsiink egy vazlatrajzot (6. dbra)

C

B Adottak:
m,=4,2
m, =338

A két magassagvonal két hasonl6
derékszogli haromszoget hoz 1étre

az ABCA-ben.

ABTAA~CTcBA, mivel
derékszogliek, és a B-nél 1évo
Ia hegyesszogiik kozos.
6. abra
m, _38 _19

a

Ebbdl felirhatd az aldbbi ardnypar: a_ =
b m, 42 21

Tehét a =£'b
21

Ez egy Osszefiiggés a és b kozott, am ha nézziik CTcBA-et, akkor ebben felirhat6 a
Pitagorasz tétel, és TcB éppen a fele, mivel az egyenlészard haromszog

szarszdgébdl indulé magassdgvonal stlyvonal is.
a 2
Igy tehat mc2 + [Ej =b’

2
Behelyettesitve: 4,8 +[%-bj =b’. Ez egy masodfokii egyenlet b-re melynek

megoldésai koziil az egyik negativ, tehat csak a pozitivat nézziik, mivel b hosszusag.
Tehdt b =538 > a = 4,87
A szerkesztés menete:

- vegyiink fel egy egyenest, rajta a T¢ pontot
- Tc pontbdl indulé két félegyenesre mérjiink fel %—t. Igy megkaptuk A és B

pontokat
- A és B pontokbdl mint kozéppontbdl hiizott b sugari korivek metszéspontjai

lesznek a lehetséges C-k.
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2. megoldas:

Ez a megoldds, valamint a harmadik egy konzultici6é alkalmaval sziiletett meg a

témavezetOm segitségével.
Ismert CTc hossza: 4,2 cm, valamint
mivel CTc¢ stlyvonal ABCA-ben, ezért
ha Tc-ben hizunk egy parhuzamost AT -
val, akkor az igy keletkez0 TcP szakasz

2 hossza éppen 3,8 fele lesz, azaz 1,9cm.
Mivel ez a CTcPA derékszogii és ismert
az atfogdja, valamint egy befogdja, igy

ez megszerkeszthetd és igy ABCA is

a szerkeszthetd. (7. abra)

7. abra

A szerkesztés 1épései:

- vegyiink fel egy 4,2 cm hosszu szakaszt (CTc¢), majd irjuk fel a Thalesz-korét

- az egyik végpontjabdl (Tc¢) korivezziink 1,9cm-rel 2> megkapjuk P pontot

- CP egyenesét meghosszabbitjuk

- CT¢ szakasz Tc¢ pontjdba dllitsunk merdlegest CTc-re, ennek metszete a fenti
meghosszabbitdssal megadja B-t

- B-t tikkr6zziik CTc egyenesre—> A

3. megold\és
\C
Ebben kihaszndljuk, hogy ha tiikkroziink egy

egyenlOszari haromszoget az alapjanak felezdpontjara,

akkor egy paralelogrammat (jelen esetben rombuszt)

kapunk, ahol m; = m,. (8. dbra)
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Szerkesztés 1épései (9. abra):

vegyiink fel egy parhuzamos egyenespart 3,8 cm (m, = 3,8 cm) tdvolsdgra
egymastol.

az egyik egyenesen vegyiink fel egy tetszdleges pontot, legyen ez C

ebbdl korivezziink 8,4cm (d) sugard korivvel mig elmessiik a mésik egyenest,
amely ezzel parhuzamos volt (ez azért j6 igy, mert a fent emlitett
paralelogrammat fogjuk megszerkeszteni az atléi segitségével)>kapunk egy C’
pontot

CC’ felezOpontja lesz Tc pont (az egyenlészard hdromszog alapjanak
felezOpontja, F)

Tc pontban merdlegest allitunk C T egyenesre (mivel ez magassagvonal)—>ahol
az eredeti két parhuzamos egyenesiinket metszi ez a merdleges ott lesznek A és

B pontok.

9. abra

A megoldasok értékelése:

Ez a feladat szamomra kifejezetten nehéz volt, ami betudhaté annak is, hogy sohasem
szerettem a geometriai szerkesztéseket. Ezt mutatja az is, hogy a harom megoldasbol
onélldan csak egyet sikeriilt alkotom. Valgjaban a feladat m;egolddsa igy utélag nem
olyan nehéz, de at kell latni, hogy mi hogyan hasznalhat6 fel. Ez ut6bbi neheziti meg a
megoldast.

Az elsd megoldds mindGssze a geometria algebrajat alkalmazza, hiszen minden kelld
adat kiszdmoldsdval oldjuk meg a feladatot. Ezen kiviil megjegyezném még azt, hogy a
feladat befejezése nem csak az oldalak megadasdnak segitségével fejezOdhet be. Ha az
a-b-re felirt aranyt alkalmazva rajzolunk ez tetszOleges hdromszoget, akkor annak
magassagvonalai segitségével a parhuzamos szelok tételét alkalmazva megadhatd a

keresett egyenldszari haromszog.
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2. Feladatok a KoMalL és az Abacus folydiratokbol

Ezeket a matematikai foly6iratokat az Elemi matematika nevii targy keretében ismertem
meg. Ezek kozt is taldltam egy két nagyon jo példat, melyhez tudtam a KoMal
honlapjan megjelend megoldason feliil masikat is taldlni. Az Abacus feladatot a

folyoirat honlapjén taldltam, ott viszont nem szerepel megoldas.

VI. feladat:
KoMalL 2007 oktoberi szam:

K. 134. Egy pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy oszthat6 2-vel, 5-tel és 9-cel.
Tudjuk még azt is, hogy ezeken a szamokon Kkiviil pontosan 9 tovabbi pozitiv

osztoja van. Melyik ez a pozitiv egész szam?

Megoldéas otlete: Meg kellene taldlni az Osszes osztot, illetve amennyit csak

tudunk.erre van egy formélis megoldasmadd.

1. megoldas: formalisan

x=2-5-9-k=2-3>-5-k, ahol k egy nem nulla természetes szdm
Ekkor mik az osztok?
1=2%.3.5°
2=2".3%.5°
3=2".3".5"
5=2°.3".5'
6=2"3"5°
9=2".3".5"
10=2".3".5'
15=2°-3".5'
18=2".3%.5°
30=2'-3".5'
45=2°.3%.5
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90=2"-3*.5'
Ez 6sszesen 12 darab osztd, azaz k=1. Maga a 90 az a szdm, aminek 12 osztdja

van.

. megoldas: a még formalisabb megoldds, ha ismerik a tételt, amely
megfogalmazza, hogy a primtényezds felosztisbol hogyan kaphaté meg az

0sszes osztok szama. (Ez megtanithatd egy szakkoros osztalyban!)

Hasznaljuk a meglevd adatokra az osztok szdmara vonatkozo6 tételt:
x=2-5-9-k =2"3%"5'""k, ahol k egy pozitiv egész szam.
Tétel szerint, az 0sztok szama minimum: (1+1)(2+1)(1+1)=12.

Konklizié: mivel a szdmunknak pontosan 12 osztdja van, ezért k=1 adodik.

Tehit a szam: 21.32 .51 =99

. megoldas: ,,az okoskodds”, amely azutdn, hogy a feladatot megoldottam

szerepelt a KoMal.-ban is megoldasként:

Tudjuk hogy 2, 5 és 9 osztja a szdmot. Milyen mds oszt6i lehetnek?

9=13.3 ezért az osztok: 3, 6, 10,15, 18, 30, 45 és 90 illetve az 1 mindennek
osztdja.

Ezzel 6sszesen 12 darab oszté szamolhat6 6ssze, és pontosan ennyi kell. Akkor

ezek koziil a legnagyobb szam lesz a keresett, tehat 90 a megoldas.

A megoldasok értékelése:

A feladat megoldasa még egy-két félévvel korabban tortént. Ekkor szdmomra az elso

megoldds volt a legegyszerlibb. A harmadik megoldast, mint fent jeleztem én

,,okoskoddsnak™ gondoltam, dm valdszinlileg ez az dltaldnosabb, ha ezt kozolték a

Ko6Mal-ban. Ez engem meglepett.

Az els6 és masodik megoldas két hasonlé jellegli megoldds, 4m mégis kiilon vettem.

Ennek az az oka, hogy ebben a félévben taldlkoztam egy tanarndvel, akitdl megtudtam,

hogy 6 tanitja a primszdmok témakorében az osztok szdmadra vonatkozd tételt a

kozépiskoldban. Ezen én magam meglepddtem, hiszen annak idején mi ezt a tételt nem

ismertiik, s6t én magam eldszor az egyetemen ismerkedtem meg vele. Ennek hatdsédra
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gondoltam, akkor megtanithat6 ez egy szakkor keretében, igy beirtam ezt a lehetdséget

is.

VII. feladat:

KoMalL 2008 szeptemberi szam:
B. 4104. Keressiink olyan a, b, ¢ szamokat, amelyekre minden pozitiv egész n

esetén teljesiil az
n+3P%=a m+2)*+b (n+ 1) +c¢ n?

1. megoldas:
A két kifejezés felfoghat6 egy-egy masodfokd polinomként. Ekkor ha kifejtjiik
ezeket a kifejezéseket, akkor mar tudjuk, hogyan kell megoldani ezt a problémat:
egyenld egylitthatok modszerével.
(n+3)°=n"+6-n+9
a-m+2)+b-n+1)’+c-n=a-W+4-n+d)+b-W>+2-n+)+c-n’ =
an’+4-a-n+d-a+b-n*+2-b-n+b+c-n’=
=(a+b+c)-n*+@-a+2-b)-n+(4-a+b)

W(egyenlé egyiitthaték médszere)

l=a+b+c
6=4-a+2-b
9=4.-a+b

Tehat b =9—-4-a —>az egyenletrendszer masodik egyenletébe helyettesitve:
6=4-a+2-9-4-a)=4-a+18-8-a>4-a=12>a=3

Ebbdl kovetkezik:

b=9-4.-4=9-12=-3

c=l-a-b=1-3-(-3)=1

Tehat a=3, b=-3 és c=1 megoldas. Ez minden n-re j6, hiszen a két polinom

egyenld, tehét ha valamely n-re a bal oldal igaz, akkor a jobb is!
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2. megoldas:
n+3)7 =a-m+2)*+b-(n+1)*+c-n’
(n+3)Y=a-n+2)>+b-(n+1)>+c-n*> minden n-re igaz=> frjunk fel egy
egyenletrendszert a, b, c-re az n = 1, 2, 3 szamok behelyettesitésével! Azért csak
haromig kell elmenni, mert a, b, ¢ hdrom ismeretlen.
n=1
1+3) =a-1+2)* +b-(1+1)* +c-(1)°
16=9-a+4-b+c
n=2
Q2+3)° =a-2+2)°+b-2+1)* +c-(2)°
25=16-a+9-b+4-c
n=3

B+3)*=a-B+2)*+b-B+1D)* +c-(3)?
36=25-a+16-b+9-¢

Ezekbol a kovetkezé adodik:

Az els6 egyenletbdl:
c=16-9-a-4-b

A masodik egyenletet haszndlva:
25=164+9-b+4-(16-9-a—-4-b)
25=16-a+9-b+64-36-a—-16-b

39=20-a+7-b
Sp= (39—720'a)

A harmadik egyenletet haszndlva:
36=25-a+16-b+9-(16-9-a—4-b)
36=25-a+16-b+144—-81-a-36-b
56-a+20-b=108

Igy felhaszndlva az imént kiszamolt b-t:

56-a+20-(wF108

392-a+780—-400-a =756

24=8-a

—>a=3

Ebbdl mar kovetkezik, hogyb=-3,c=1
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Viszont ennél a megoldasndl még nem kovetkezik, hogy ha erre a harom értékre
J6 a megoldés, akkor ugyanugy j6 lesz n = 4-re, vagy n = 121-re!

Ezért itt egy teljes indukciot kell alkalmazni, hogy beldssuk, hogy a=3,b =-3
és c=1 minden n-re megoldas.

Mivel mar tudjuk n = 1, 2, 3-ra, mér csak az indukcios 1épést kell levezetni
Tehat be kell bizonyitani, hogyha n-re mar adottak a,b,c értékek, akkor ezek
(n+1)-re is jo!

(n+D+3)>=3-(n+D+2)* =3-(n+D+1)> +(n+1)’

Itt, vagy kifejtiik a zardjeleket, €s igy jon ki, vagy pedig észre vessziik azt, hogy
az Osszeadds kommutativ, tehat bele lehet csempészi az eredeti egyenletet az

Ujba az aldbbi mddon:
Eredeti egyenlet: (n+3)> =3-(n+2)*-3-(n+1)* +n’
(m+1D)+3)> =3-(n+1D)+2)> =3((n+1)+1?* +(n+1)?, atalakitva:

(m+3)+1)>=3-(n+2)+D* =3(n+D+D* +(n+1)?

baloldal:
Mm+3)°4+2-(n+3)+1=(n+3)*+2-n+7
jobboldal:

3-n+2)°+6-(n+2)+3-1-3-(n+1)> =6-(n+1)=3-1+n° +2-n+1=
3-(n+2)° =3-(n+1)’+n*+6-n+12-6-n—-6+2-n+1=
3-(n+2)=3-(n+D*+n*+2-n+7

Tehit (n+3)*+2-n+7=3-(n+2)> =3-(n+D>+n*+2-n+7
> n+3)?=3-(n+2)>-3-(n+1)> +n’ ez maga az indukcids feltétel, tehat

teljesiil minden n-re!

A megoldasok értékelése:

Az elsé megoldast tartom dltaldnosnak, és ezt kozolték a KoMal-ban is. A mésodik

megoldds inkdbb az érdekes. Ebben kifejezetten fontosnak tartom és hibaként meg is

jelenhet, hogy miutdn behelyettesitettiink az 1, 2, 3 szdmokat, ne felejtsiik el, hogy ez

még nem garantdlja azt, hogy minden természetes szdmra jo lesz, ezért kell még az

indukcio is.
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VIII. feladat:

Abacus matematikai pontverseny:

B564. Egy ajandékboltban tobbféle osszeallitisban kaphatok karacsonyfadiszek.
Egy-egy csomag ara ugy adodik, hogy a benne 1évo diszek arat osszeadjak.
(Egyforma diszekért azonos osszeget kell fizetni.) Az alabbi csomagok arat a képek

alatt feltiintettiik. Mennyibe keriil a negyedik csomag? (10. abra)

10. abra

10O
O A

O 1L O O
Al 1O AN O

N O] A
(1O | [

210Ft 190Ft 240Ft ? Ft
1. megoldas:

Ugyesen Osszerakjuk az elsd 3 csomagbdl a negyediket: Az elsd és mdsodik
csomagot egybe megvessziik, akkor megkapjuk a negyediket, plusz egy haromszog,
€s egy négyszog diszt, ami pedig egy fél harmadik csomag. Tehat akkor az els6 és
masodik Osszege minusz a harmadik fele, ugyanazt a csomagot adja, tehat ezek

araival szdmolva ugyanazt kapjuk. 210+190—(£20) =280 Ft. Szoveges vélasz:

Tehét a negyedik csomag kardcsonyfadisz dra 280Ft.
2. megoldas:

Az egyenletek segitségével felirjuk az adatokat:
(1) o+o+o+ A=210
(2) o+o+o+ A=190
(3) o+o+ A+A=240

0+0+0+040+ A=?
Az (3)-bdl egyszertsitéssel az aldbbi egyenletet kapjuk: o+ A=120 (hiszen a

baloldalon 2 darab volt mindenbdl, ezért kettdvel oszthatunk.)
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Aztan észrevehetd, hogy a médsodik egyenletben pontosan egy o ésA taldlhato,
tehat innen kiszdmolhat6 a o egységara:

0=(190-(0+ A))/2

0=(190-120)/2=35

Aztan ha mér tudjuk a o egységarit, és o+ A értékét, akkor az els6 egyenletbdl
ezek segitségével kifejezhet6 o értéke/egységara.

o+o+(o+ A)=210

0+35+120=210

0=210-120-35

0=55

Innen mar magatdl kovetkezik, hogy a A egységara:

A=120-0

A=65

Ekkor az egységdrakbdl kiszamolhat6 a csomag ara:

O0+0+4040404+ A=?

2'0+3 0+A=2'55+3"35+65=280
Tehat a negyedik csomag dra: 280 Ft

Ezt a megoldast akdr egyenletrendszerként is felirhatjuk x, y, z-re, s6t akdr az

egyenletek €és egyenletrendszerek megtanitaséra is jo lehet!

A megoldasok értékelése:
Ez a feladat szerintem kifejezetten alkalmas arra, hogy az egyenleteket megtanitsuk a
didkoknak. Miutdn megtanultdk, akkor megmutathaté nekik a masik modszer is,

amennyiben nem jottek ra.
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3. Feladatok Roka Sandor 2000 feladat az elemi

matematika korébol cimii konyvébol
Err6l a konyvrol annak idején Elemi matematika kurzusaim sordn sokszor hallottam,
hogy igen érdekes feladatok vannak benne. Munkam sordn azt tapasztaltam, hogy nem
csak érdekesek, de szdmomra nagyon hasznos feladatok is szerepeltek benne a tobb

megoldds szempontjabdl. Ezek koziil valogattam ebben a fejezetben.

IX. feladat
1815. Igazoljuk a kivetkezo oszthatésagokat.
a)417"+3"" n=1,2,...

1. megoldas:
A maradékokon keresztiil probédljuk megfogni a feladatot.

Mennyit ad egy héthatvany maradékul 4-gyel osztva?

N | 7 hatvanyai Osztasi maradék 3 hatvanyai Osztasi maradék
1]7 3 (vagy -1) 9 =37 1
2 [49=72 1 27=3 3
3 [343=7 3 81=3" 1
417 1 3’ 3
Tehat 7n esetén: Tehat 3™ esetén:
ha n pératlan, 3 ha n pératlan, 1
ha n paros 1 ha n paros 3

Tehat barmilyen n-re a két tag osztdsi maradékainak 0sszege, ami egyenl6 az 0sszeg
osztasi maradékaval, az 3+1, illetve 1+3 lesz, ami 4.

Igy tehit a kifejezés felirhaté az aldbbi médon:

7" +3""'=4.A+4-B+3+1, ahol A és B szimbélumok. Igy mar konnyen l4thatd,

hogy mivel 4 | 3+1, azért az egészet osztja.

2. megoldas:
Mivel ez a feladat a konyvben a teljes indukci6 fejezetben szerepel, ezért feltehetd,
hogy a szerzd elsdsorban ezt a megoldast varja. A feladat megolddsa nem szerepel a

konyvben.
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417" +3"" 4llitas bizonyitasdhoz alkalmazzunk teljes indukciot!

n=1-re 7'+3" =7+9=16,6s4116, ez igaz.

Tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk, hogy igaz az 4llitas, be kell latnunk, hogy n+1-re
is az. A kapott kifejezést irjuk fel a kovetkezOképpen:

gl gne2 g gn 4 3 gl

Most alkalmazzunk egy triikkot, hogy haszndlhassuk az indukcids feltételt:
7-7"+3-3"" =7.(7" +3"")—-4.3"

Hasznaljuk az oszthatésag tulajdonsdgat, mely szerint egy szdm akkor oszt egy
kéttagi Osszeget illetve kiillonbséget, ha a miiveletben szerepld mindkét szamot

osztja. Jelen esetben:

4 1 7" +3"" az indukciés feltétel miatt, tehdt a kisebbitendét osztja. Mivel a

kivonanddnak is osztéja a 4 az allitds igaz.

3. megoldas:

Itt az els6 megoldashoz hasonléan az osztdsi maradékok kapjdk a fOszerepet, am
masfeldl , kozelitjiik meg” a szamokat:

7=8-1

3=4-1

n+l

Tehat az altalunk vizsgalt oszthatésag igy alakul at: 41 (8—1)" +(4—-1)

Pl . .1 , + b no_ - h . n—k . b k
Hasznéljuk a binomidlis tételt: (a )" = z K a
k=0

Ebbdl latszik, hogy (8-1)" esetén a 4 (az utols6 tag kivételével) minden tagban
szerepel szorzoként, igy ezek a tagok mind oszthatdk 4-gyel, és az utolso tag, n-tol
fliggden, 1 vagy -1.

Hasonlé médon (4-1)"*!

esetén is, felirva Osszegként csak az utols6 tag nem
oszthat6 4-gyel, és ez is 1 vagy -1.

Rendezziik tdblazatba amit kaptunk:

n paritasa

(8-1)" utolsé tagja

(4-1)™" utols6 tagja

n paros

1

-1

n pératlan

-1

1
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Ha 0sszeadjuk a sorokban 1év0 értékeket, akkor kijon, hogy 0 a maradék 4-gyel

osztva, hiszen a (-1)™-bél illetve a (-1)™'-bdl jov6 tagok éppen kiejtik egymast.

A megoldasok értékelése:

Mikor elkezdtem a megoldott feladatokat dsszerendezni, akkor nagyon elgondolkoztam
azon, hogy ez a feladat belekeriiljon-e a dolgozatba, ugyanis méar volt egy hasonlénak
mondhaté feladat, melyet témavezetdm adott. Végiil gy dontottiink, hogy maradjon,
mivel az més jellegii. Ezen feliil amiért én ragaszkodtam hozza az volt, hogy a harmadik
megoldds egy olyan triikkkot alkalmaz, ami nagyon érdekes €s még nem volt olyan

feladat, aminek a megoldésa soran eldkeriilt volna a binomialis tétel.

X. feladat

Ez a teriiletatalakitasok témakor alatt szerepel. A feladat, hogy mutassuk meg,

hogy a vonalkazott és pottyozott részek teriilete egyenlo.

1303. Egy Kkorlemez negyedét hatarol6 koriv harmadolépontjaibol
merolegeseket bocsatottunk az egyik hatarolé sugarra, tovabba az egyik
harmadoldopontot dsszekotottiik a kor kozéppontjaval a 11. abra szerint.
f, //

f,”/

11. abra

Megjegyzés:

Mivel én a GeoGebra nevli matematikai rajzolé programot haszndlom az dbrak
rajzolasahoz (kivéve a 11. dbra), ezért betlizziik meg az ad6dé metszéspontokat.
A metszéspontok altal alkotott sikidomok segitségével utalok a kdvetkezOkben

az alakzatokra. Van, amikor két abraban abrazolom Oket, akkor a bal oldali dbra
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tartozik a korcikkhez, amely betlizése A-t6l H-ig mehet. A jobboldali abra

betlizése a bal oldalihoz hasonld, 4m itt A’-t6l H’-ig megy.

1. megoldas:

Ez volt a gyakorlaton az én sajat megolddsom. (12. dbra)

G G
\E \ E'
\
\\.‘III \‘..\
| |
A B CcC D A B' cC D
12. abra

Bebizonyithaté hogy a két teriilet egyenlé ugy, ha megmutatjuk, hogy a
korlemez negyed tobbi része (a AFG és A’F’G’ sikidomokon kiviil fennmaradd)
azonos teriileti. Mivel azonos teriiletekbdl (a kornegyed) azonos nagysagu
teriileteket vesziink el, igy a maradékok is azonos teriiletek kell, hogy legyenek.
A baloldali és a jobboldali dbrdn az azonos szinnel jelolt teriiletek, egyenld
nagysaguak. Ennek oka:

- CDE és C’D’E’ sikidom teriilete ugyanakkora, ez nyilvanval6

- AEF és A’F’'G’ korcikkek teriilete ugyanakkora, mivel mindkettd ugyanannak
a kornek a 30°-os szoghoz tartoz6 korcikke

- valamint ACE és A’B’F’ haromszogek egybevagdk, igy teriiletiink egyenld,
mivel van egy derékszogiik, valamint a mdsik két szog 30, illetve 60°, és ezen
feliil mindkettdnek az atfogdja az eredeti kor sugara.

Tehat a feladatban jeloletlen részek a két egybevagd kornegyedben egyenld

tertiletli, igy a maradék részek teriiletei is egyformak. Ezzel készen is vagyunk.
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2. megoldas:
A kovetkez6 megoldds ugyanazon a geometria gyakorlaton sziiletett, és ez az,

amihez a megoldas gondolatat adja a Roka példatar is. (13. dbra)

H ““\\ F H' \ F
\\E \ E
._‘\ \\
| |
A B C D A B ¢ D
13. abra

A fenti baloldali abran lathat6 egy korcikk (AFG sikidom), amely az adott
negyedkor teriiletének %—ét teszi ki, mivel 30°-hoz tartozé korcikk, ha F

harmadol6pont.

Most prébaljunk meg hasonlé darabokat keresni a jobboldali abrén:

-  A’F’G’ sikidom ezen az abran is ugyanaz a korcikk

- B’ egy F’-bdl indul6 A’D’-re merdleges és A’D’ metszete, valamint ha
merblegest allitunk F’-b6l A’G’-re is, akkor kapjuk H’ pontot. Igy A’B’F’H’
négyszog téglalap lesz, A’F’ az étloja, tehit A’B’F’A= A’FH’A.

- ezen felil C’'D’E’ sikidom azonos HGF sikidommal, ugyanis mindkett6 ugy
keletkezett, hogy egy adott kor negyedének egyik harmadolépontjabol
merSlegest bocsdjtottunk a hozzd kizelebb esd hatdrolé sugdrra. Igy tehat
A’B’F’A + E’C’D’ sikidom egyiittes teriilete szintén kiad egy AFG-fel
egybevagé korcikket.

=>» Tehit a jeldletlen teriilet a jobboldali dbrdn a kﬁrnegyed% -at teszi ki, tehat a

jelolt teriilet ugyanakkora, mint a baloldali dbrén: %kbrnegyed teriiletnyi.
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3. megoldas:
Ezt a megoldast a geometria gyakorlaton a gyakorlatvezetd Moussong Gabor

mutatta.

A megoldas 1ényeges 1épése, hogy mivel egy adott sugard korben minden
azonos szognagysaghoz tartoz6 korcikk egybevago, ezért forgassuk el az eredeti

feladatban megadott korcikket AEF korcikkbe.

14. abra
Az édbra kissé atrajzolva igy néz ki.

(14. abra)
S Tehat kell: Tapr=TBcCEE.
\ Az édbran latszik, hogy itt Osszesen
i \ g ACEF sikidomon beliil 4 rész jelenik

G

A

\ meg.
t) M \ Legyen Tame = t1, Tmer = to,

ty ‘I""‘-I Tapm =13, €s Tpcem = t4
ABFA= ACEA, ugyanis AF = AE,

—_
[

.
A B Cc D

ezzel szemkozti szog derékszog, a
masik két szog pedig 30°, illetve 60°. Tehdt ebbdl kovetkezik, hogy TaprA =
t1+t3 = t3+ty = TaceA, amibdl kovetkezik, hogy t; = ts,

Most irjuk fel, hogy mibdl dllnak az eredeti ,,korrészeink™ ti-k segitségével:

Tagr = ti+ty, és Tgcpr = ty+tr. Mivel tp-t egyenld Oonmagédval, a madsik két
teriiletr6l pedig az elobb lattuk be, hogy egyenlOk, igy a két adott teriilet is

egyenld.

4. megoldas:

Ez a megoldds minddssze a korcikk €s a korszelet tertiletképletét alkalmazza.
ElOszor tikrozziik arra a hatdrolé sugdrra az abrdt, amelyre merdlegest
bocsétottunk a harmadolépontokbél. gy ezt az dbrat kapjuk, amelyen a
csucsokat elbetiztem. (15. dbra)

Eddig is ki tudtuk szdmolni a korcikk teriiletét, mert ez egy 30°-hoz tartozo
korcikk egy r sugard  korben. Tehat a  korcikk  teriilete:

30 -rzn':i'rzﬂ'

T, .=——
korcikk 3600 12
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Most prébaljuk meg kifejezni a feladat szerint pottyozott rész teriiletét. Ezen az
abran jol lathatd, hogy a BF hur Aaltal
hatarolt korszelet teriiletébdl, ha levonjuk a
CE hur altal hatarolt korszelet teriletét,
akkor éppen a keresett teriilet kétszeresét
kapjuk. (A keresett teriilet BCIH sikidom.)
A BF hdrhoz a 120°-os kozépponti szog
tartozik, mivel AOBZ= 30° tehat
BOD Z= 60°, és a tiikrozés miatt lesz
BOF £ = 120°. Hasonl6an COE £ = 60°.

15. abra

Tehat a BF-hez tartozé korszelet teriilete: T200-0s kircikk = LBOFA =

o 2 o o r 2
1200, o rtesind200) 1, o "o 1L 3
360° 2 3 2 3 4
A CE-hez tartoz6 korszelet teriilete: Teocos  korcikk -  TCOEa =
. o .
360° 2 6 2 6 4
Most vonjuk ki a BF-hez tartozé korszelet teriiletébdl a CE-hez tartoz6 korszelet
teriiletét:
1, 3 (1, A3 1, 1, 1,
-y T\ —r° T — =—r -w—-——-rv -T=—-r -
3 4 6 4 3 6 6

. 1
Tehat a BCEF sikidom teriilete —- 7> 7, ennek fele a keresett pottyozott teriilet

.1 .
teriilete, ami— - 7* - 7, amely éppen a 30°-os korcikk teriiletével egyenld.

A megoldasok értékelése:
Bevallom ez a feladat volt az egyik kedvencem a munka sordn. Ezzel a feladattal még a

negyedik féléves geometria gyakorlaton taldlkoztam eldszor. Akkor sziiletett meg a
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feladat els6 harom megoldésa, ahol kik&tés volt, hogy szdmolds nélkiil hajtsuk végre a
bizonyitast. Az elsO a sajét ,,hazi feladatom” volt. A mésodik és harmadik megoldasnal
feltiintettem, hogy honnan sziarmaznak. A negyedik megoldds, melyet készitettem,

tipikusan olyan embereknek szol, akik inkdbb mindent kiszamolnak.
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4. Feladat az Elemi matematika kurzusrol

Taldn a legtobb segitséget ez a tobb féléves kurzus adta szdmomra a
szakdolgozatomhoz. Ugyanis itt gyakran eléfordult az, hogy tobben tobbféleképpen
préobaltunk megoldani egy feladatot. Ezen feladatok koziil az aldbbit tartottam
kifejezetten fontosnak, hogy bekeriiljon a szakdolgozatomba, mivel a megolddsok
szépek, nagyon jol elkiiloniilnek, és taldn ezt a feladatot élveztem legjobban a

szakdolgozat készitése kozben.

XI. feladat

Az ABC szabalyos haromszog koriilirt korén felvesziink egy D pontot az AB kozti

koriven. Mutasd meg, hogy a DC=DA+DB!

1. megoldas
Eldszor is készitsiink egy abrat a feladatrol. (16.
abra)
Egyszerlibb ha megbetlizziik az oldalakat, mert
igy lehet, hogy késObb a bizonyitds soran

konnyebb lesz atlatni:

Legyen szabdlyos haromszog oldala: a,

DC=d, DA=b és DB=c.

Igy a feladat: d=b+c

16. abra

Legegyszeriibb megoldds, ha gy tekintiink az dbrara, hogy latunk egy ADBC
négyszoget, amely hirnégyszog.

Erre a hurnégyszogre alkalmazhat6 a Ptolemaiosz-tétel, amely kimondja: egy
négyszog pontosan akkor hurnégyszog, ha a két-két szemkozti oldal szorzatdnak
0sszege egyenld az atlok szorzatdval.

Tehat Ptolemaiosz tételébol kovetkezik, hogy igaz az aldbbi:

a-ct+b-a=a-d

Ha mindkét oldalt osztjuk a-val méris megkaptuk a kivant egyenletet.
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2. megoldas:

Az 4bran (17. dbra) jelolt szines szogek azonos nagysdguak, hiszen ACD szog és
ABD sz6g mindketten az AD ivhez tartozé keriileti szogek.

Hasonl6an DAB és DCB szogek a DB ivhez tartoznak.

Ha megnézziik ACB szoget, latjuk, hogy a
kétféle sarga szog 0sszege 60°.

Ebbdl kiszamolhat, hogy DBC haromszog
D-nél 1évé szoge 60°, ugyanis ABC szog
60°-0s mivel ABC hdromszog szabdlyos.
Ehhez hozzdadva a narancs és sdrga szinli
szoget 120°-ot kapunk, tehat CDB szog
180°-120°=60° (Ez a keriileti szogek

tételébdl is adodik: ugyanis CDB szog CB

ivhez tartozik, akdrcsak CAB szog.)

17. abra

Ugyanilyen médon ADC szog is 60°.

Ezek utan irjuk fel DBC haromszogben a cosinus-tételt:
a*=d*+c*=2-d-c-cos(60°)

Hasonléan DCA hiromszdgben a cosinus-tétel: a> =d* +b° —2-d -b-cos(60°)
Hasznéljuk fel, hogy cos(60°):% , majd vonjuk ki egymdsbol a két egyenletet:

a’*=d*+c*—-d-c

a*=d*+b’—d-b

0=c>—b>—d-c+d-b
> 0=(c’-b*)—d-(c+b)=(c—b)(c +b) +d - (c — b) =(c-b)(c+b-d)

Innen két lehetdség adodik:
a. Hac#tb > c+b—d =0, azaz c+b =d . Ezt kellett bizonyitani.
b. Ha c=b, akkor (c-b)(c+b-d) lehet nulla gy is, ha d#c+b. Am ekkor az
torténik, hogy CD hur felezi az AB szakaszt, ezzel egyiitt ACB szoget is.
Ekkor ACD és DCB szogek 30°-osak lesznek. Tehit ACD és DBC

haromszogek derékszogliek, amelyek atfogéja lesz d. Az ilyen specidlis
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haromszogekrdl (a 30°-60°-os szoglh derékszogli hiaromszogekrol)

tudjuk, hogy a rovidebb befogd az atfogé fele. Igy kovetkezik, hogy
b=c=%'d,igy b+c—d=2-b—d=d-d =0 ismét teljesiil.

Ezzel a bizonyitas teljes.

3. megoldas:

Ez a megoldds mads jellegli oOtletet
igényel. Ez a megoldas egy 6ra kellds
kozepén jutott eszembe, amikor is
éppen a Napdleon-hdromszogekrol
volt sz, amely arr6l sz6l, hogy
szabdlyos haromszogeket rajzolunk a
haromszog oldalaira. Nos ezt én is
megtettem. (18. dbra)

Az otlet ugy indul, hogy mivel d-t

szeretnénk Osszehasonlitani b+c-vel,

ezért j6 lenne egy b+c hosszt egyben

latni.

18. abra

Mérjiink tehdt ¢ mellé DB-t meghosszabitva D-bdl kiindulva egy b hosszisagi

szakaszt. Ez gyakorlatilag az AD szakasz elforgatottja. Ennek mésik végpontja

legyen E. Kossiik 6ssze E-t A-val.

Azt dllitom, hogy az igy kapott ABE haromszog egybeviagd ACD haromszoggel.

Tudjuk, hogy hasonléak:

- ACD és ABD szogek egyenlok (a keriileti szogek tétele miatt, 14sd fentebb),

- AEB és ADC szogek egyenldk (mindkettd 60°),

Mir tudjuk, hogy hasonldk, de nekiink egybevagdsag kell. Mivel a 60°-kal

szemkozti sz0g mindkét haromszogben a, illetve AD = AE ezért egybevagdak.
Tehat az harmadik oldal is megfelel egymdsnak: b+c =d. Ezzel megmutattuk,

hogy DC=DA+DB.
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4. megoldas:

Ez a megoldds a 2007-2008-2 féléves Vancsé Odon-féle elemi matematika 2

gyakorlaton sziiletett meg az egyik csoporttdarsam dltal. (19. édbra)

Az AC hurhoz (illetve ivhez) tartozé
keriileti szogek egyenldk, igy

ADC £ =ABC £ =60°

Ezen kivil tudjuk, hogy ADBC
hirnégyszog—-> ADB £ +ACB £ =180°, igy
adaddik, hogy ADB £ =120°

Tehat d oldal az ADB £ szogfelezdje.
[juk fel a hidnégyszog teriiletét

kétféleképpen:

T=Tapca+Tcpea=T apca+TapBa

19. abra

R R :

T AT _b'd's1n(60)+d-c-sm(60)_ 2 4 2

ApcatlcpBa > ) > )
bc\/5 a’ 3
b-c-sin(120°) a-a-sin(60°) ~ ° o ey

T +T = + = +
ABcAtT L ADBA > > ) >

Ha a fenti két egyenletet egyenldévé tessziik, atalakitidsok utdn az aldbbi

egyenletet kapjuk:

a’-(b+c)=b-c+a2

Valamint irjuk fel a cosinus-tételt ADBA-re:

@ =b*+¢*=2-b-c-cos(120°) = a’ =b2+c2—2-b-c-(—%)

Tehat a’>=b>+c”+bc, ezt behelyettesitve a teriiletképletekbdl kapott,

bekeretezett

egyenletbe:

d-(b+c)=b-c+a’=b-c+b>+c*+b-c=b>+2-b-c+c’ =(b+c)’

Ha leosztunk (b+c)-vel, ami nyilvdnvaléan nem nulla, hiszen egy haromszog két

oldala b és c, akkor megkapjuk az egyenldséget, amit bizonyitani akartunk: d=b+c.
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5. megoldas: Ezt a megoldast egy konzultacié keretében mutatta meg a

témavezetOm a masik megoldads mellé (20. dbra):

r DB egyenesére mérjiik fel a-t B-tdl, igy

kapjuk meg a P pontot.
Mivel ADBC hiirnégyszog, ezért
CBP«£ =CADZ =«
CAD A = CBP A mivel két oldal és a
kozbezart szog egyenld. Igy CD=CP.
CDP £=60° mert CB ivhez tartozé

keriileti szog.

20. abra

CDP A szabdlyos, mert egyenldszari (CP=CD) és van 60°-os szoge (CPD £).
Igy PC=PD=a+b. Ezzel a feladatot belattuk.

A megoldasok értékelése:

Mint mar az el6z0 feladatndl is emlitettem vannak kedvenc feladataim az itt szereplok
koziil, és ez is ilyen. A feladat megoldasa koziil egyet egy évfolyamtarsam, egyet
témavezetOm, a tobbit pedig magam készitettem.

Az 0t megoldas mindegyike teljesen mast haszndl fel. Az elsé a Ptolemaiosz—tételt,
amely inkdbb csak szakkoron fordul eld. Viszont ez a legegyszeriibb megoldas.

A masodik egy triikkkot alkalmaz, aminek segitségével egy egyenesre ,,rakjuk” b-t és c-t,
ezt alkalmazza az 6todik megoldas is.

A harmadik és negyedik megoldasok inkédbb ,,szdmoldsosak”. A harmadik példdul a
cosinus-tétel ismerete nélkiill nem alkalmazhat6. Szamomra igy egyben latva az ot
megoldast ez tlinik a leghosszasabbnak, legbonyolultabbnak. A negyedik viszont, a
teriiletek felirdsara €piil, ami nem kovetel més ismeretet csak azt, hogyan lehet két oldal

€s a kozbezart szog segitségével felirni a teriiletet.
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ELOKESZITO FELADATSOROK FELADATOK TOBB
MEGOLDASAHOZ

Dolgozatom elkészitéséhez tobb vonatkozdsban hozzdjarult az Elemi matematika
kurzus, ahogy ezt mar kordbban is emlitettem. A kurzus beadandé feladataindl tobbek
kozott elokészité feladatsort is kellett késziteni, amelyek megolddsa segitheti a
tanulékat a megoldds megtaldlasdban. Ez adta az otletet, hogy dolgozatomban két
feladathoz, de ezuttal a tobb megoldas megtaldldsahoz készitsek ilyen feladatsorokat.

Az egyikben az elemi matematika kurzuson készitett beadandom eldkészitod
feladatsorat vettem alapul. Ezt kissé dtalakitva ,emeltem be” a dolgozatomba,
megoldasokkal kiegészitve. A feladat témdja szamelmélet volt.

A masik feladat ebbdl a dolgozatb6l a kordbban targyalt Roka Sandor-féle
példatarbdl vett feladatok koziil a geometriai jellegll lett. Azért gondoltam, hogy ez
kifejezetten megfeleld egy ilyen feladatsorhoz, ugyanis nem csak az egyik kedvenc
feladatomrél van sz, de nem is kifejezetten nehéz. Ehhez egy 3 feladatbdl allo
feladatsort allitottam Ossze.

A segitd feladatok nem ugy késziiltek, mint egy Oravazlat, vagy oraterv. Ez
mindossze egy fiktiv feladatsor ahhoz, hogy miket kellene és milyen médon atismételni
az adott tobb megoldésos feladat elott.

Ugy gondoltam, hogy nem ismétlem meg a megolddsokat ebben a részben, hiszen
ezek mar korabban szerepelnek. Viszont a feladatokban vannak visszautaldsok a
korabbiakra.

Most kovetkezzenek a lehetséges elokészitd feladatsorok:
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1.) feladat: szakdolgozatom VI. feladata

K. 134. Egy pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy oszthat6 2-vel, 5-tel és 9-cel.
Tudjuk még azt is, hogy ezeken a szamokon Kkiviil pontosan 9 tovabbi pozitiv

osztoja van. Melyik ez a pozitiv egész szam?

ELOKESZITO FELADATSOR

A feladathoz olyan el6készitd feladatsort kellene gyartani, amely a fenti fogalmakat
atismételteti, ezaltal a hidnyossagok vagy bizonytalansdgok még a feladat megkezdése
eldtt felszinre keriilnek, ezaltal korrigalhatéak.

A feladat megoldasahoz sziikséges O0sszefiiggések szerintem az elokészitd feladatsor
megolddsa utdn mar lathatok, igy nem szdndékozom erre kiilon felhivni a figyelmet.

A feladatokat ebben a témakorben nagyon konnyen létrehozhatdk, hiszen példaul, egy
primtényez0s alak felirdsdhoz csak egyszeriien 0sszeszorozgatunk néhany primet, igy
madris készen van a feladat.

A harmadik feladatban szerepl?6 feladatok valészintileg barmely szamelmélet konyvben
illetve matematikai feladatgylijteményben megtaldlhatéak, ezért nem tartandm Oket sajat

feladatnak.

1. 13860-nak mi a primtényezds alakja?

Megoldas:

Péld4ul torténhet igy is: 13860 osztéja a 4 mivel 60-ra végzddik (négyes
oszthatdsagi szabdly), a 3 is osztja, ugyanis 1 + 3 + 8 + 6 + 0 = 18. S6t mivel 9118,
igy kilenccel is oszthaté Ezen kiviil 5-tel is oszthatd, mivel O-ra végzdodik.

Ekkor mi marad 13860 =4-5-9-77 . Innen mar l4tszik a primtényezds felosztasa:

13860 =2%-3%-5-7-11
2. Hany osztéja van a 20-nak? Irjuk fel ezeket primtényezds alakban a 20-ban

szereplé primszamok segitségével!

(Példaul: a 2 osztja a 6-ot. Ekkor 2 =2"'-3%)
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Megoldas:
A huisz osztéi: 1, 2, 4, 5, 10, 20

A husz prim osztéi: 2, 5

1=2°.5°
2=2
4=2°
5=5'
10=2".5"
20=2"-5'

3. Igazak-e az alabbi kovetkeztetések? Ha igen indokoljunk, ha nem adjunk
ellenpéldat!
a) 9lx =>3Ix?
b) 15Ixy => 15Ix vagy 15ly?
¢) ha p primszam, akkor osztdi: az 1 és p?

d) Ha x=2%-3.5"és y=2%-5"-11°, akkor ylx?

Megoldas:
a) Igen, mivel ha kilenccel oszthatd, akkor a szdmjegyek Osszege oszthatd
9-cel (9-es oszthatdsdgi szabdly), akkor viszont 3-mal is oszthaté az Osszeg
(3-mas oszthatdsagi szabdly).
b) Nem igaz. Példaul x =3,y =5.
¢) Igaz, p primszam volta miatt.
d) Akkor osztja y x-et, ha minden prim szerepel x-ben, ami y-ban is, és a
primek hatvanykitevdje kisebb vagy egyenl0 y-ban. Az aldbbi tdblazat
segitségével konnyen eldonthetd. Ebben az y-ban szerepld primek €s azok
hatvanykitevoi szerepelnek a két szamban. Ha a kozépso oszlop értékei nem

nagyobbak, mint a harmadik oszlopban szereplok, akkor oszthaté x y-nal.

Primszam Kitevdje y-ban Kitevdje x-ben
2 2 4
5 1 7
11 0 0

Tehat osztja x-et y.
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10500 =2*-3-5°-7. Hogyan szamoljuk ki 10 500 az osszes osztéjanak a
szamat? Gondold meg az osztok szamat abban az esetben is, ha a szam
alakja: 2¢-3".5°.77,

/Ezzel a feladattal az osztok szdma tételre 1ényegében ravezetjiik a gyerekeket!/

Megoldas:

Vegyiik az 0sszes prim szerint végig hatvanyozva, akar ugy, mint ahogy azt a
masodik feladatban probaltuk.

Tehat az osztok altaldnos alakja: 2 -3"-5¢-7¢

Milyen értékeket vehetnek fel? a= {0, 1,2}, b= {0, 1},c={0, 1, 2, 3},

d={0, 1}.

Tehat akkor hanyféle szam primtényezds felbontdsat tudom felirni ezeknek a

szamoknak a segitségével: 3-2-4-2 =48, tehat ennyi osztdja van.
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2.) feladat: a szakdolgozatomban szerepelt X. feladat
1303. Egy korlemez negyedét hatarolé koriv harmadolépontjaibol merélegeseket
bocsatottunk az egyik hatarolé sugarra, tovabba az egyik harmadolépontot

osszekotottiik a kor kozéppontjaval az abra szerint. (21. abra)

21. abra

ELOKESZITO FELADATSOR

Mivel ez a feladat volt az egyik kedvencem, ezért nagy orommel dlltam neki, hogy
elOkészitd feladatsort gyartsak ehhez. Mindossze négy feladatot allitottam Ossze, de
véleményem szerint ez megfeleléen Osszeszedi a trilkkoket, amelyek segithetnek a
megoldédsban.

Az elején az elOkészitd feladatsorban egy kifejezetten egyszerl feladattal inditottam,
amelyet tobbféleképpen meg lehet oldani, hiszen mondhatjuk azt, hogy ha a két vonal
koziil az egyiket veszem csak, az felezi a négyzet teriiletét, majd a masik kozépvonal
vagy 4tlo a felét felezi, igy negyede a teriilet a négyszog teriiletének mindkét oldalon. A
masik megoldés az lehet, ha megmutatjuk, hogy mindkét alakzat két darab egybevagd
derékszogli egyenldszard haromszogbdl all, aminek szdra éppen az alapnégyzet fele.
Harmadik megoldasként pedig, a nem szinezett teriileteket probaljuk meg bemutatni,
hogy egyenlok.

A masodik és harmadik feladatok inkdbb a szdmoldsos megoldést készitik elo.
Megprébaltam ugy megkonstrudlni a feladatokat, hogy minden fellelhetd problémat
elOkészitsek vele, de gy gondoltam, hogy a negyedik megoldashoz sziikséges tiikrozést
nem szeretném megmutatni nekik, hiszen erre konnyen ra lehet jonni. Ezen kiviil kell
egy kis gondolkodds is a feladat megolddsa eldtt, nem szabad mindent el6re

megmondani.
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A negyedik feladatot inkdbb érdekességnek szantam, am ezen feliil kifejezetten

alkalmas arra is, hogy a harmadik megoldasi moddszert ,,modellezze”. Hippokratész

holdacskdi egy okori gorog matematikai probléma, melyet én egy egyetemi kurzus

keretében ismertem meg (GOrog matematika).

1. feladat

Az alabbi két szinezett teriilet koziil melyik a nagyobb? (22. dbra) A vélaszt

indokoljuk meg!

22. abra

Megoldas:

A két teriilet megegyezik, mivel a baloldali és a jobboldali dbrdn is a négyzet

negyedét szineztiik ki. (Vettiik a felét, és az elfeleztiik.)

Misik megoldds, ha azt vélaszoljuk, hogy a jelolt teriiletek felbonthatok két

egyforma hdaromszogre, amelyek egyenld szariak, a szdrai a négyzet oldaldanak

felével egyenlok, és a szogeik 2 darab 45°-o0s és 1 darab 90°-o0s.

Harmadik megoldasként megmutathatd, hogy a nem szinezett teriiletek egyeznek,

igy a szinezetteknek is meg kell egyezniiik a két négyzet egybevagdsidga miatt.

2. feladat

46

Mekkora a teriilete egy 120°-o0s
korcikk alaku virdgoskertnek, ha a
korcikkhez tartoz6 sugir 5 m? (23.
abra) A virdgoskert a mellékelt dbra
szerint oszlik meg a margaréta €s a

tulipan virdgok kozt.



A tulipant az A, B, O pontok éaltal hatdrolt haromszog alaku teriiletre iiltették. A
tulaj azt 4llitja, hogy ha minden négyzetméteren ugyanannyi nyilik tulipdnbdl, mint
margarétabol, akkor tobb tulipanja lesz, mint margarétdja. Igaza van-e?

(A vélaszokra szoveges vadlaszt adjunk! A kert teriiletét két tizedes jegyre

kerekitsiik!)

Megoldas:

A feladat megolddsdhoz haszndlnunk kell a korcikk és korszelet teriiletére
vonatkozé képletet, illetve ezek a teriiletek kiszamithatok a korcikk és teljes kor
teriiletére €s a korponti szogek ardnydra felirt aranyparokbol.

Az egész teriilet az elsO kérdés. A valasz:

1200, 25z

T, — =75,54.
3

kert — 360°
Ezek utian azt kell leellendrizni, hogy igazat mondott-e a tulaj, azaz az ABO
haromszog teriilete nagyobb-e, mint az AB ivhez tartozo korszelet teriilete.

ABO haromszog teriilete szamolhat6 a trigonometrikus teriiletképlet segitségével:

5-5-sin120° 2 25-4/3
Typ0n = > = 2 = 4

=~10,83.

Igy a korszelet teriilete kétféleképpen is szdmolhaté: vagy arra is alkalmazzuk a
képletet, vagy pedig kivonjuk a hdromszog teriiletét a kert teriiletébél. En most
utébbit alkalmazom.

_25-x 253 _25-(4-7-3-43)
korszelet 3 4 12

=15,35. (Ez az eredmény az eldbbi

kozelitd eredményekbdl is megadhatd!)

Tehat a vdlaszok:
A kert teriilete megkozelitdleg 75,54 m®.
A tulajnak nincsen igaza, mert ha minden m*-en ugyanannyi nyilik a virdgokbdl,

akkor margarétabdl tobb lesz, mivel nagyobb teriileten van iiltetve.

3. feladat

Ez a feladat egy 6kori gorog probléma volt, mellyel Hippokratész foglalkozott, ezért

nevezték el réla. Ime Hippokratész holdacskdi (24. dbra):
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Bizonyitsd be, hogy a két vildgoskék ,,holdacska” teriilete egyenld az a, b, ¢ oldalu
derékszogl haromszog teriiletével, ha a félkorivek az atfogd és a befogok f6lé, mint

atméro folé irt Thalesz-korok ivei.

24. abra

Megoldas:
Tudjuk, hogy a c oldal felé, mint 4tmérd felé irt Thalesz-kor fele éppen a
haromszog, a lila korszeletek teriiletosszege.

Ezen kiviil tudjuk, hogy Pitagorasz-tétel szerint

2 b 2 2
sovecele] {55
2 2 2

Ha a fenti masodik egyenletet végig szorozzuk m-vel, akkor éppen azt kapjuk meg,
hogy a két befogé felé irt Thalesz-kor felek teriilete éppen egyenld az dtmérd folé irt

teriilettel. Igy tehat a T (lildk + rézsaszin ) = T (lildk + kékek )

Igy tehdt ha a két egyenld teriiletbl ugyanazokat levonjuk (lildk teriilete), akkor a
maradék teriileteknek is meg kell egyezniiik. Ezzel be is bizonyitottuk.

Masképpen bizonyithat6 ugy is, ha megnézziik mekkora az egész sikidom teriilete (a
haromszog teriilete + a két félkor teriilete), akkor ebbdl levonva a c felé irt Thalesz-
kor felének teriiletét éppen a két ,,holdacska” teriiletét kapjuk. Itt ismét alkalmazhat6

a Pitagorasz-tétel, és ezzel bebizonyitottuk.
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Osszegzés

Szakdolgozatom zarasaként szeretném Osszegezni élményeim és gondolataim.

A témavélasztdsom igy utélag nagyon szerencsésnek tartom, hiszen nem csak
kordbban elkészitett anyagaimbol tudtam haszndlni hozzd otleteket, megolddsokat,
hanem lehetdségem volt arra is, hogy ezeket és az Uj részeket kidolgozva, azt hozhattam
ki beldle, ami szamomra fontos volt.

A munka sordn volt olyan, hogy akar napokig képes voltam gondolkodni egy
feladaton, mikor mar volt hozz4 két megolddsom. Ezek utdn tgy gondolom, remek
agytorna volt. Olyan megolddsok is eszembe jutottak (foleg a geometriai jellegli
feladatokra gondolva), amelyek kordbban meg sem fordultak a fejemben. Igy
kifejezetten hasznosnak tartom ezt a par hénapos munkat, amit végeztem. Mondhatnam
ezt ugy is, hogy taldn ,,szélesebb lett a 14t6korom”, amit azért fontos kiemelni, hiszen a
szakdolgozatom bevezetdjében, ezt emlitettem, mint legfobb megvaldsitando célt.

Ezen felil dgy érzem, hogy nem csak nekem sikeriilt a témédbol sok mindent
kihoznom, hanem forditva is, a téméabo6l magatdl is adddtak otletek, hiszen példaul a
villdminterji, amelyet Pdlmay Loérdnt tanar drral készitettem, taldn soha meg sem
sziiletett volna, hogyha nem ezt a témat vélasztom.

Osszességében tehdt nagyon élveztem a munkdt, sok djat tanultam, és remélem
egyszer lesz lehetdségem arra, hogy az elokészitd feladatsoraim, vagy az ezek alapjan

készithet6 oraterveim kiprobdljam egy matematika tagozatos osztalyban.

Eziton is szeretnék koszonetet mondani még egyszer témavezetOmnek a kezdeti

feladatokért, a sok segitségért, valamint Palmay Lérant tandr drnak a villdiminterjiért.

49



MELLEKLET

Feladat kilenc megoldassal
A feladat:

Adott Keriiletii derékszogii haromszogek koziil melyiknek minimalis az atfogdja?

1. megoldas
Legyen az ABC derékszogli haromszog, és a keriiletét (2s) mérjiik fel az 1. dbran

lathaté médon AC egyenesére. Ekkor PQ = 2s.

1. abra

A PQ = 2s keriileti derékszogli haromszogek B csticsai a PQ-val 45°-0s szoget bezard
félegyenesen vannak, A-tdl z tavolsdgra. Ez a pont nyilvanvaldéan PQ belso pontja. A
keresett B pont az A koriill AQ = z sugdrral rajzolt kor €s a félegyenes kozos pontja

(B’) (2. abra)

a2

E kozos pont akkor Iétezik, ha AB = AQ>—AP>—(2 —AQ) azaz, ha

AQ 2 2s(\/§ —1). x4+ y>zmiatta P_2Q = s> AQ feltételnek is teljesiilnie kell.
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45" 45

2. abra
fey 2s(\2-1)< AQ<ss.
Ebbdl kovetkezik, hogy AQ =z akkor minimadlis, ha AQ = 25(\/5 —1). Ebben az

esetben az A kozéppontu, AQ sugard kor érinti a PB félegyenest, igy a PBAZ 90°-os,

azaz az ABC haromszog egyenldszaru.

2. megoldas
Tekintsiink egy derékszog szarait érintd, O kdzéppontu s sugaru kort! E derékszogbol
az adott 2s keriiletli derékszogli haromszogeket lemetszik a kor azon érintdi, amelyek

elvalasztjak az E csicsot O-tdl. (3. dbra)

Az EBOA négyzet, és a DOCZ = D"0OC’£ =45°, ahol C és D, a CO = OD esetén a

megfeleld érinté metszéspontjai a szogszarakkal, C’, D’ ugyanilyen metszéspontok
C’'O # 0D’ esetén. OT a CDO haromszdg, OT" a C’OD’ hiaromszog, CD illetve
C’D’ oldalhoz tartozé magassaga. igy OT = OT".
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Forgassuk el az C’OD’ haromszoget O koriil igy, hogy T’ a T-re keriiljon. (4. dbra)
A CD egyenesén igy C’-nek feleljen mega C”,a D’ -nek a D”. Az O pont A illetve
B vetiileteitdl valé tdvolsdga miatt OB = OA < OC’ < OC =0D < 0D’ . (1)

Ezért C” a CT-nek bels6 pontja, mig D” a CD félegyenesén a CD szakaszon kiviil

van. Ez nyilvdnvalGan feltehetd, hiszen ekkor a D”, ED szakasz pontja lesz.
O

7

I«F & B D"

-

¢ C

4, abra
Megmutatjuk, hogy CC” < DD”.
COC’£=DOD’Z , hiszen C’OD” 2 = 45°. Tiikrozziik COC” haromszoget az OT-re.
Ekkor C”képe C°. A C°OD” haromszégben OD szogfelezd és mivel (1) miatt
OD” > OC”(= OC®) , igy C°D = C’C < DD.
IgyCD < C"D”, tehit OC=0D feltétel mellett teljesiil a kivant tulajdonsdg, azaz az

egyenldszaru derékszogili haromszog adja a minimalis atfogot.

3. megoldas
Az 5. 4bra alapjan készitsiik el a C’CC” haromszoget, amelyben C'C” =2s. C rajta
van a

C’'C” =2s-hez tartozé 135°-o0s latokoriven. A CC’, CC”és a C’C” szakaszok
felezépontjai rendre F’, F” és F.

A CC’ és CC”szakaszok felezémerdlegesei egymast a C'CC” hdromszdg koriilirt
korének kozéppontjaban (O) metszik.

FF' =sés FF"IIC’C”, hiszen F'F”kozépvonal a C'CC” haromszdgben.

F'F”_ m°+m
AB me
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) e . . . . e m°+m
Mivel F'F”hossza éllando, AB, azaz az atfogé akkor minimadlis, ha

mO
maximalis.

. °+ s g 2
Mivel 22" +1+ﬂo és m° dllando, az eldbbi kifejezés akkor a legnagyobb, ha m

m° m

maximalis. A C'CC” héromszdg C’C” oldaldhoz tartozé magassdgdnak fele m, tehat

ez akkor maximdlis, ha a C'CC” haromszog, és igy az ABC héiromszog is

egyenldszaru.
/ - ]
" "“‘—1..,_\
\\“--..\
T w/%\m-»
/ ~
~ : / i
B p pr
o A F B &

5. abra

4. megoldas
Legyen ¢ az ABC derékszogl haromszog beirt korének sugara, t a teriilete.

Igy a+b=c+20, azaz 25+ 2c+20 (2)

. r c-m, . e . P . )
Mivel o=—= 5 =, a t=0-s ismert Osszefiiggést és (2)-t is felhaszndlva
s s
2s° .
c= adodik.
2s+m,

Igy ¢ akkor minimdlis, rogzitett keriilet mellett, ha m_ maximalis.

Az 5. dbra alapjdn C rajta van a C'C” = 2s -hez tartoz6, 135°-os 14tokdriven, s emiatt

m, akkor maximélis, ha talppontja a C'C” felezépontja, azaz ha AC = BC, tehdt a

haromszog egyenldszara.
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5. megoldas

Derékszogli haromszogiinkre a szokdsos jeloléseket alkalmazzuk, és felhasznaljuk a
szdmtani-mértani kzépre vonatkozé egyenlétlenséget a®, b -re.

c>=a’*+b*>>2ab

(a+b)* =a’ +b*+2ab<2c?

Igy a+b< V2 - ¢ adédik.

Mivel o = %b—c , kovetkezik, hogy:

as%-(c-\/?—c)zg-(\/?—l) 3)

(2)-bdl kovetkezik, hogy s —o =c (4)
Adott keriileti derékszogli haromszog datfogdja tehat akkor minimdlis, ha o
maximalis.

J2-1
2

o =cC-

max

(3) miatt, barmely c esetén.

V2-1 = ¢ frhat6 (4) alapjén, ahonnan ¢ = =
V2 +1

Ebben az esetben, mint azt majd a (9)-ben latjuk, a = b, azaz a derékszogli haromszog

=2s-(2-1).

gy s—c-

egyenlOszaru.

6. megoldas
A szokésos jelolés mellett alkalmazzuk a ds b pozitiv szdmokra a szadmtani és

négyzetes kozépre vonatkozé egyenldtlenséget, amely szerint:

2 2
a+bS /a +b )
2 2

Mivel a+b+c =2s és a haromszog derékszogii, a+b <+/(a® +b*)-2 = c2

gy 2s—c<c- V2

2s <(W2+1-¢)

azaz 2s-(\2 —1) < ¢ (5) irhatd.

Mivel 2s allandd, igy c nyilvanvaléan akkor minimalis, ha ¢ = 2s- (\/5 —1). Ebben az

esetben viszont az (5) egyenl6tlenségben egyenldség 4ll fenn, igy a = b, azaz a

derékszogli haromszog egyenldszaru.
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7. megoldas

A szokasos jelolés mellett alkalmazzuk az a2, b2 pozitiv mennyiségekre a szdmtani —

2 2

mértani kozépre vonatkozé egyenldtlenséget. Ennek alapjan > ab (6) irhatd.

A feltételekbdl az is kovetkezik, hogy: (a+b)*> = (25 —c)’.

Felhaszndlva ez utébbit és azt, hogy a hdromszog derékszogii, b2ab = (2s)*> —4sc (7)
irhato.

Igy viszont a (6) egyenlétlenségbdl azt kapjuk, hogy ¢ +4sc—(25)> >0 (8) mindig
teljestil.

Vizsgaljuk meg, hogy ez esetben mikor lesz a ¢ minimalis!

A ¢* +4sc—(2s)* =0 mésodfoki egyenlet gyokei:

—dc+D¢.
¢, = 4S—§S 2ﬁ:25-(—1iﬁ).

A (8) feltételt figyelembe véve, valamint, hogy ¢>0 kell legyen, a ¢ > (\/E -1)-2s
adodik.
Azaz c akkor minimadlis, ha az el6bbi kifejezésben egyenldség all fenn.

foy a+b+(2-1)-25=2s

(25)> =2-(25)* - ({2 = 1) ©

a+b+=(2—-+2) 2s, illetve (7) alajan: ab = 5

3-2.2

5 2 -(25)> =0 egyenlet gyokei. Ennek

)

Tehdt a és b az A>—(2—-+2)-2s- A+

diszkrimindnsa 0O, igy a = b, azaz a haromszodg egyenldszaru.

Megjegyzés 1: (7) miatt T = ((2s)’ —2-2s-c)-%. Ebbdl lathatd, hogy az élland6

keriiletli, derékszogli haromszog pontosan akkor maximadlis teriileti, ha az atfogéja
minimélis.
Megjegyzés 2: a 2., 3., 4. megoldasok alapjan az eredeti feladatndl 4ltaldnosa bb allitas
is igaz:

Az olyan ABC haromszogek koziil, amelyeknek keriilete egyenld, és egyenld a y

szogiik is, a = b esetén lesz a y -val szemkozti oldal a legkisebb. (10)
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Az adott feltételek mellett a mdsodik megoldas esetében, 6. dbra, segitségével lathato,
hogy D'OC’/ :90°—%, azaz dllando, s a bizonyitds sordn csak D’OC’Z dlland6

voltat hasznéltuk ki. A harmadik és negyedik esetén is hasonlé gondolatmenet
alkalmazhato.
A masodik, harmadik és negyedik megolddsok esetén megtehettiik volna tehat, hogy

rogton az dltalanos esetet bizonyitjuk.

8. megoldas
Alkalmazzuk a szokdasos jeloléseket ABC haromszogekben. Legyen 2s és y rogzitett.

Fejezziik ki a keriiletet c oldal segitségével, a sinustétel felhasznél4saval:

25=a+b+c=C..Sma+c..sm’6+c= ,C -(sina +sin B +siny) =
siny siny siny
= — ¢ (Z-Sina+’6-cosa_’B+2-sin(;//2)-cos(;//2)j:
2sin(y/2)cos(y/2) 2 2
c a-p .
= -| cos +sin(y/2) |.
sin(7,/2) [ y T )j
2s'sin72/
Innen ¢ = .
Cosa_'B+sin72/

A jobb oldalon a nevezd elsd tagjdnak kivételével dllandé mennyiségek szerepelnek.
A c akkor minimadlis, ha ez a tag maximalis, azaz ha a = 3.
A feladatnak természetesen analitikus geometriai megolddsa is létezik, s

gyakorlasképpen barki végiggondolhatja.

9. megoldas
A szokdsos jelolések mellett, 2s =a+b+c és a’ +b”> = ¢ irhat.

fgy 2s—b—c)*+b* =c*. (11)

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 i
2-2sb—(25)" —=2b ebbdl £(b) = (2s)" =2b" +4b-2s

Tehdt ¢ = £(b) =
chit ¢ = 1(b) 2-(b—2s) 2 (b—25)
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S-(2+\/§) esetén f(b)-nek helyi maximuma, mig

Lithat6, hogy b= M -

s(2— \/5 ) (12) esetén pedig helyi minimuma van.

bzzs(z—ﬁ):
2

Ha b=2s-(2—\/§), akkor a=s'(2—\/§), hiszen (11)-ben a helyett b is irhato.
Akkor egy f(b)-vel megegyez6 alaku ¢ = f(a) fiiggvény minimumat kell keresni, ami a
(12)-vel megegyezd eredményt ad a-ra. Igy tehdt a = b, azaz a feltételnek az
egyenldszaru derékszogli haromszog tesz eleget.

Az eddigiekbdl természetesen nem kovetkezik, hogy nincsen tobb megolddsa a
feladatnak. S valéban a negyedikben tovdbbi elemi geometriai megoldast is
taldlhatunk. A megolddsokhoz hasznalhaté eszkozok sokféleségét azonban az

eddigiek is jol bemutatjdk, ki-ki kedve szerint vdlogathat kozottiik.
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