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Bevezetés

A témavadlasztast a versenyfeladatok iranti érdekl6dés és az egyetem sordn legjob-
ban megkedvelt Szamelmélet tantargy inspiralta. Emellett szerepet jatszott benne,
hogy kozépiskolasként nem tettem szert kiilonosebb gyakorlatra e téren, és ezt
hianyossagnak érzem.

Célom volt tehat az ezen val6 véltoztatas is.

A szakdolgozat két fejezete mas-mds oldalrél kozelit kozépiskolai versenyfe-
ladatokhoz. Az els6 rész célja, hogy az adott feladathoz kapcsol6dd moédszerek
iskolai tanitdsat segitsiik. Ezt f6ként ravezet6 feladatokkal szeretnénk elérni, mivel
ugy gondoljuk, hogy az tnalldan felfedezett ismeretek jobban hasznosithatoak a
késdbbiekben.

A mésodik fejezetben egy-egy feladatot nemcsak megoldunk, hanem tovabb
is gondolunk. Ekkor altaldnositjuk, vagy mdésképpen moédositjuk a feladatot,
megvizsgéljuk, hogy a kiilonboz6 feltételek mennyire hangstulyosak. Mindkét
részre jellemz6, hogy a feladatokra igyeksziink tobb megoldast is mutatni. Emel-
lett megproébaljuk felhivni a figyelmet arra is, hogy mikor milyen médszereket
alkalmazunk.

Erre azért fektettem nagy hangsulyt, mert Ggy gondolom, hogy a dolgo-
zatban taldlhat6 feladatok nem nehezek olyan értelemben, hogy kiilonosebb
matematikai tobbletismeretet feltételeznének. [gy véleményem szerint a médsze-
rek megfelel$ ismertetése utan sok kozépiskolds tanulé lehet képes a feladatok
onall6 megoldésara.

A feladatok kiilonb6z6 nehézségtiek. Ennek oka, hogy az elmuilt méasfél évtized
OKTV feladatainak két kiilonb6z6 kategoridjabol valogattam Sket, és KoMaL-bol
is véalasztottam B, illetve C jelti példdkat. A gyfijtés egyik része igen egyszerfien
megoldédott, koszonet érte a Matematikai Mtizeumnak. Az OKTV feladatok be-
gyljtése mar tobb nehézséget okozott. Sajnalatosnak tartom, hogy nincs olyan

tarhely (vagy ha van, akkor nehezen megtalalhat6), ahol ezek mind elérhet&ek



évtol, kategoriatol fiiggetlendil.

Koszonet a szakdolgozatomhoz kitlin segitséget nyujtd témavezetémnek,
Freud Roébertnek, aki a szakmai részen kiviil a technikai megvalésitdshoz is
adott otleteket. A nehezebb technikai részek megvaldsuldsdban nyujtott segit-

ségért kdszonet legjobb baratomnak.



1. fejezet

Ravezetés

Az oszthat6sdg a szdmelmélet egyik alappillére. A tanul6k mar az altalanos iskola
als6 osztdlyaiban megismerkednek vele, és a megszerzett ismeret a kés6bbi tanul-
maényok sordn nélkiilozhetetlenné valik. Emellett sok kozépiskolds versenyfeladat

is kapcsolédik hozza. Jarjuk koriil az alabbi példat!

1.1. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy m? + n*> + m + n — 1 semmilyen m és n egész szamra sem
oszthat6 9-cel.
Aki taldlkozott mar hasonl6 példaval, valamilyen rutinmddszer segitségével,

jo eséllyel meg tudja oldani a feladatot. Az aldbbi médszer példdul célravezetd.

1.1.1. Megoldas

Azt mondjuk, 9-cel val6 oszthatésag szempontjabodl m és n a kdovetkezd alakokat

veheti fel (ahol k egész szam):
9k,9k + 1,9 + 2,9k + 3,9 + 4.
Ezekben az esetekben a szam négyzetének alakja rendre:
9k, 9% + 1,9k + 4,9k, 9%k — 2.
Ez aztjelenti, hogy m? + m és n* + n is a kovetkezk valamelyike:

9k, 9k + 2,9k — 3,9k + 3.



Semelyik két ilyen dsszege nem lesz 9k + 1 alakdi, vagyis m? + n> + m +n — 1
sosem oszthato 9-cel.

Egy ilyen feladat megolddsa nehézséget okozhat egy j6 logikai képességgel
rendelkez6 didknak is, ha kordbban még nem taldlkozott hasonléval. A kovetke-
z6kben olyan ravezet$ feladatokat mutatunk be, melyek elvégzése reményeink
szerint elvezet oda, hogy egy érdekl6d6 didk képes legyen az 1.1. Feladat meg-
olddsara onalléan.

Figyelembe véve, hogy a rutinszeri megoldasok &ltaldban tobb szamolassal
jarnak, mint egy otletes megoldas, bemutatunk egy ilyet is. A hangstlyt azonban
az algoritmusos megolddsi médra helyezziik, mert ez az, ami jobban tanithato.

A mechanikus megoldéas utan ldssuk most a feladat egy ttletes megoldésat.

1.1.2. Megoldas

Alakitsuk 4t az eredeti kifejzést a kovetkez6képpen:
m* +n*+m+n—1=(m+5)*+ (n+5)*— (9m + 9n + 45) — 6.

Ekkor 9 | 9m + 9n + 45, ezért elég az (m + 5)* + (n + 5)* — 6 kifejezést vizsgalni.
Nézziik meg, hogy két négyzetszdm Osszege adhat-e 6-ot maradékul 9-cel osztva.
Mivel a négyzetszamok 9-cel osztva 0, 1, 4,7 maradékot adnak, ezért két négy-

zetszdm 9-es maradékdnak az dsszege nem lehet 6.

Nézziink meg egy ehhez formailag hasonlité megoldést, ami - a latszélagos

hasonldség ellenére - modszernek is tekinthetd.

1.1.3. Megoldas

Alakitsuk teljes négyzetté (kiilon-kiilon) az m-es, illetve az n-es tagokat!
m* +n*+m+n—-1=m+0,5°+n+0,5>-1,5

Itt maris csak két négyzetszam szerepel, de fellépett egy masik probléma: sem
a zaroOjelben 1év6 szdmok, sem a megmaradt tag nem egész szam, nem tudjuk
Oket oszthatosagi szempontbdl vizsgalni. Segitsiink ezen tgy, hogy olyan egy
szdmmal szorozzuk végig az egyenletet, amire ezek mindegyike egész lesz. Ezt

kapjuk 4 = 2%-nal szorozva:



22.(m+0,52+22-n+0,5%-2%-1,5=02m+ 1>+ 2n + 1)* - 6.

Felmeriil a kérdés, jogos-e ez az eljaras? Valtozott-e a szam 9-cel val6 osztha-
tosaga igy?
Azt éllitjuk, hogy nem. Egy szam pontosan akkor oszthatd 9-cel, amikor a

4-szerese, hiszen a 4 és a 9 relativ primek. Eszerint:

9| (m+0,5°+n+0,5%-1,59|2m+1)*+2n+1)*-6.

[gy ismét arra jutottunk, hogy két négyzetszam 6sszege modulo 9 milyen eset-

ben lesz 6. Latjuk, hogy ez nem teljesiilhet, az allitast belattuk.

A tanitds sordn fontos az érdekl6dés felkeltése és fenntartdsa. Ehhez sziik-
séges, hogy a tanuléok maradéktalanul megértsék, mi a probléma, a vizsgal6das
targya. Ezért egy 4j rész bevezetésénél kiilonosen fontos arra is hangsulyt fek-
tetni, hogy az eredmény érdekes, figyelemfelkelts legyen. Emellett célszerti olyan
feladattal kezdeni, melynek eredményére mindenki rataldlhat 6nédlldan. Ilyesmire

gondolunk:

1.2. Feladat

Vizsgaljuk meg, milyen szamra végzddnek a négyzetszamok (tizes szdmrendszer-
ben)!

1.2.1. Megoldas

Egy a természetes szamot 10-zel elosztva, kapunk valamilyen maradékot, jelolje
eztd. Ha a maradék példédul 6, akkor a = 10-k+6 alakban irhat6, ahol k természetes
szam. Ily moédon felirtuk az dsszes természetes szdmot, ami 10-zel osztva 6-ot ad
maradékul. Hasonldan felirhatunk minden természetes szamot 10k + m alakban,
ahol m a 10-zel val6 osztas sordn kapott maradék. A maradékot kicsit més értelem-
ben tgy tekintjiik, mennyit kell véaltoztatni a szamon, hogy oszthat6 legyen 10-zel.
Példaul 99 = 9-10 + 9 helyett ezt irjuk: 10-10 — 1. Ennek nagy elénye, hogy ily moé-
don 6sszeségében kisebb szdmokkal dolgozhatunk. Ekkor kongruencias jeloléssel

ezt kapjuk:



(10k)> =0 (mod 10)
(10k+1)*=1 (mod 10)
(10k £2)> =4 (mod 10)
(10k +3)>=9 (mod 10)
(10k £4)> =6 (mod 10)
(10k +5)*> =5 (mod 10)

Hogyan gondolkodhat egy kozépiskolas? Mit mondhatunk neki segitségként?
Frdemes felirni az elsé néhany természetes szam négyzetét. Nézziik most az

els6 20 négyzetszamot:
0,1,4,9,16,25,36,49, 64,81,100,121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400.
Ezek végz6dése rendre:
0,1,4,96,56,9,4,1,0,1,4,9,6,5,6,9,4,1,0.

Aki szamologép helyett papiron végezte a szdmolast, jol lathatta, hogy csak a
szam utolsé jegyétodl fligg a szorzat végzddése.

Mit figyelhetiink meg még? A sorozatban ismétl6dd rész szimmetrikus: az
egymast 10-zel oszthatéra kiegészitd szamok négyzete azonosan végzddik. Az
ismétlodés és a szimmetria okat hagyjuk fliggében rovid iddre. Az 1.3. Feladat
utdn visszatériink ra.

Felmeriil a kérdés, mi itt a megjegyzésre érdemes eredmény? Azt kaptuk, hogy
egy négyzetszdm nem végzddhet tetszélegesen, sosem lesz az utolsé szdmjegy
a2,3,7,8 szamok valamelyike. A figyelemfelkeltést el6segitendd, feladhatjuk az

eredeti helyett a kovetkez6 - az el6bbivel lényegében megegyez6 - feladatot.
Milyen szdmok négyzete végzddik kett6re?

Mit tehetiink, ha az 1.1. Feladat tal nehéznek bizonyult a csoport szamara?
Péld4ul zavarta ket az els§ megolddsban hasznalt 9k + 1 felirds? Erdemes tobb
olyan példat megnézni, ahol fokozatosan vezetjiik be az altalanos felirasi médot.

A kovetkez6 példa talan segit.



Mutassuk meg, hogy 2k +1 egymast kovets szam Osszege oszthat6 2k + 1-gyel!
frjuk tel aszdmokatm, m+1,..., m+2k alakban. Ha ismerjiik a szdmtani sorozat
Osszegképletét, ezt felhasznalva az Osszeg:

m+m + 2k
2

ami nyilvan oszthat6 2k + 1-gyel. Megoldhatjuk azonban enélkiil is a feladatot.

Rk+1) =m+k)Qk+1),

Gyakran hasznalt triikk, hogy szomszédos szdmokat a kozépsd elemhez viszonyi-

tunk. Jelolje ezt a. Ekkor a kovetkez6 szamokat vehetjiik:
a—ka-k+1,...,a—-1,a,a+1,...,a+k—-1,a+k.

[gy éppen 2k + 1 szamunk lesz, ezek koziil k db kisebb, k db nagyobb a -nal, és
van maga a. Ekkor egy-egy elemet véve a sor elejérdl és hatuljarol, ezek 6sszege 2a
lesz. Tovédbbhaladva is ezt tapasztaljuk, a masodik, harmadik stb. elemek 6sszege
is egyenld. Ilyen parokbdl k darabot tudunk késziteni, ezek 6sszege 0sszeségében
2ak. Ehhez hozzdadva a kozépsd elemet, majd kiemelve azt: 2ak + a = a(2k + 1),

amivel nyertiink egy masik megoldast is.

Az oszthatésaghoz kapcsolédik sok helyiértékes, szdmrendszeres példa is,
ezek is gyakran megtaldlhatok versenyeken. Az aldbbiakban felhaszndlt alapétlet,

egy ab szam felirasa 10a + b alakban, 6. osztélyos tananyag.

1.3. Feladat

Az ababab alaku hatjegy{i szamok kozott hany
a) 217-tel

b) 218-cal oszthat6 szdm van?

1.3.1. Megoldas

A megoldds menete ezeknél a feladatoknal a kovetkez6 lehet.
Az ababab szam hatjegyfi, tehdt a # 0.

a) ababab = 1010104 + 101016 = 10101(10a + b) = 3-7-13-37 - (10a + b). Vagyis a
szdm minden esetben oszthato 7-tel. Mivel 217 = 7- 31, ezért pontosan 31 | 10a + b

esetén teljesiil az a) eset. Ez hdrom lehet6séget jelent, hiszen ab < 99:

31/10-3+1=31;
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31110-6+2=162;
31110-9+3 =93.

A feladat feltételét kielégité szamok tehdt 313131, 626262 és 939393.

b) A 218 primtényez8s felbontdsa 218 = 2 - 109. Az a)-ban kapottak szerint
10101 nem oszthat6 sem 2-vel, sem 109-cel. Azt kellene tudni, hanyszor oszthaté
ab 2-vel is, és 109-cel is. Ez sosem teljesiil, hiszen 109 nem lehet osztdja %—nek,

mert ab < 99 (az ab = 0 esetet pedig kizértuk).

Hogyan varidlhat6 tovébb a feladat? A kérdést igy is feltehetjiik:

Mely szamokkal oszthat6é mindig ababab?
Lathatjuk, hogy hasonl6 feladatok egyszertien gyarthatok.

13 | abcabc = 100100a + 100100 + 1001c = 1001 - (100a + 10b + ), és tudjuk, hogy
1001 = 7 - 11 - 13. Rakérdezhetiink tehat, mikor osztja 7,77, 143 stb. abcabc-t.

101 | abab = 100ab + ab
Ez a példa tipikus rdvezet6 feladat lehet, mivel nem igényel szamolést. Aki

felfedezi, mit jelent a jelolés, mar készen is van.

Az el6bb egy &ltalanos iskoldbdl ismert helyiértékes felirasi médot hasznal-
tunk. Tekintstink most az 0sszes d-re végz6d6 természetes szamot. Ezeket felir-
hatjuk a kovetkez6 alakban: 10x + d. Emeljiik most négyzetre a szamot!

(10x + d)* = 100x? + 20x + d2. Itt az elsd két tag nyilvanvaléan mindig oszthatd
10-zel, igy a szam utols6 szamjegye d* utols6 szamjegye lesz, ami valdban csak d-
tol fligg. S6t, itt magyaradzatot kapunk a sorozaton beliil megfigyelt szimmetridra
is. Az egymadst 10-re kiegészits szamjegyek, (a és 10 — a) négyzetének (a* és
100 — 20a + a?) végzbdése egyarant a* utolsé jegye.

Ez a felirdsi méd nem csak egy tizes szamrendszerbeli szdm utolsé jegyét
adja meg. Ez az utolsé jegy a szdm 10-zel val6 osztdsi maradéka is egyben. Ehhez
hasonléan megnézhetjiik, hogy milyen maradékot adhat egy négyzetszam kiilon-

boz6 szamokkal valé osztas esetén.

10



A magasabb kitev6s hatvanyozas bevezetéseként kobszamokat is vizsgal-

hatunk, és végig felhaszndlhatjuk, hogy a szamok felirhatok egy adott szam-

mal val6 osztas esetén kapott maradék segitségével (tetszés szerint beleértve a

,negativ maradékot” is). Ldssunk néhany példat.

Ha n? =a (mod 3), akkora # 2 (mod 3).
3-mal val6 osztds szerinti felirdsban minden szdm 3k + 1 vagy 3k alaku.
Ezek négyzete 9k + 6k + 1, illetve 9k?. Ezek egyike sem ad 3-mal osztva 2-t

maradékul.

Han? =4 (mod 4), akkora =0vagy 1 (mod 4).

A szdmok alakja ekkor 4k, 4k + 1,4k + 2 lehet, igy a négyzetek alakja 16k?,
16k + 1,16k* + 4 egyikének adodik. Ezek néggyel osztva valoban csak 0-t
vagy 1-t adhatnak maradékul.

Ha n? + m?> = a (mod 4) , akkor a # 3 (mod 4).
Az el6bb kapott eredményt felhasznélva ez az 4llitds mar nyilvanvalé: 0 és

1 szamokbdl kett6t dsszeadva nem kaphatunk 3-at eredményiil.

Ha n? =4 (mod 8), akkora = 0,1 vagy 4 (mod 8).

A 8k,8k + 1,8k + 2,8k + 3,8k + 4 szamokat négyzetre emelve azt kapjuk,
hogy minden pératlan szdm négyzete kongruens 1-gyel modulo 8. A 2 és
6 négyzete 4, a 0 és 4 négyzete 0 lesz. Megjegyzésre érdemes megéllapitds,

hogy csak ezt a 3 szdmot kaphatjuk meg.

Han? =4 (mod 9), akkora =0,1,4 vagy 7 (mod 9).

Ezt mar kordbban lattuk.

Han® =4 (mod 7), akkora =0, 1.
A héttel oszthat6é szdmok kobe nyilvan oszthat6 7-tel, és (+1 3 = +1 sem
meglepd. Erdekes azonban, hogy a tobbi 7-tel nem oszthaté szdm kobe is
7k + 1 alaku:

+ (£2)° =+ 8=+1 (mod 7)

+ (£3)° = £27 = ¥1 (mod 7)

11



1.4. Feladat

Milyen szamrendszerben lesz 123 négyzetszam? Mi a helyzet a 111-gyel?

1.4.1. Megoldas
n* =12 +2t+3 = (t+ 1)* + 2, vagyis n* — (t + 1)* = 2. Err6l azonban tudjuk, hogy
4-gyel val6 oszthatésdg szerint ellentmondast ad, hiszen amint az el6bb lattuk
(4k)>* =0 (mod 4)
(4k+1)>=1 (mod 4)
(4k+2)>=0 (mod 4)
(4k+3)* =1 (mod 4),

tehat semelyik két négyzetszdm kiilonbsége nem adhat 2 maradékot. Igy 123

egyetlen szamrendszerben sem lehet négyzetszam.

111-re hasonl6 eredményt kapunk, de a médszer mas. Gondoljuk meg, milyen
szam a t* + t + 1! Nagyon hasonlit egy ismert azonossagra, nevezetesen (¢ + 1)* =
> + 2t + 1-re. Ennél azonban mindig kisebb, és emellett tudjuk, *-nél mindig

nagyobb. Nézziik meg ezt egyben:
P < P+t+1 < (t+1)>2

Tehét 111 két szomszédos négyzetszdm kozé esik. [gy nem lehet négyzetszam

egyetlen f-re sem.

Ezt kovetSen akinek nem okoz nehézséget az 1.1. Feladat, prébalkozhat az
alabbi példaval!

1.5. Feladat

Legyen az n pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy 5" — 8n? + 4n — 1 oszthat6 64-gyel!

1.5.1. Megoldas

Az 0szt6 primtényezs felbontédsa: 64 = 2°. Az osztand6 két kozépso tagja latha-
téan oszthat6 4-gyel. Egymas mellé helyezve a két széIs6 tagot, és az a" — b"-re

vonatkoz6 azonossagot felhasznalva a kovetkez6t kapjuk:
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5"—=1=(B-1)G""+5"%+...+ 1), amir6l szintén tudjuk, hogy a 4 osztdja.
5"—8n>+4n—1=5-1-8n +4n=4-((5"1+ 52+ +1) - 2n% +n).

Ez azt jelenti, hogy
645" —8n* +4n—-1¢= 16| ("1 +5"2+...+1) - 2n* + n.

Nézziik meg, milyen maradékot adnak a négyzetszamok, illetve az 5 hatvanyai

16-tal osztva.

n |1 3 5|16 |7 9110 |11 |12 13|14 |15 |16
n? -7 -7 1 4 |-710]=-7,4 |10
5' |51 -7 -3 5 |-7|-3 5|-7|-3 5 | -7|-3

Azt latjuk, hogy az 5 hatvanyai periodikusan valtoznak. Mivel a periédus

hossza 4, ami oszt6ja 16-nak, ez a késébbiekben sem okoz véltozast. Amire sziik-

n—1
16 | (Z Si) —2n? + n.

i=0

ségtink van:

n 112 (34|56 |7 8|9 10|11 12|13 |14 |15 16

2n®> |28 |-2]0|-2|8|-2|0|-2|8|-2]01]|-2|81]-=2]0

n—1
ZSi16—1—4—32—58—7—2745—630
=0

Osszeg | 0 |16 0 | 0 [ 0 |16 0 |16|16 |16 |16 | 16| 16 | 16 | 16 | 16

Az els6 két sorrdl tehat tudjuk, hogy 16-tal val6 oszthatésdg szempontjdbdl a
tdblazatban pontosan egy periddus szerepel. Mi a helyzet az als6 két sorral? Ha
elmondhatjuk a harmadik sorrél, hogy az is egy periédus, akkor az utols6 sor
modulo 16 végig 0 lesz a késébbiekben is. Ha ez teljesiil, akkor készen vagyunk.

Adjunk 6ssze 4 szomszédos 6todik hatvanyt modulo 16!

4s5+4
) 5=5-7-3+1=-4 (mod 16)

i=4s+1
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Ez lehet példdul az els6 négy 0sszege. Az utanuk kovetkez6 négyesek dsszege
is egyenként —4. Igy 16 egymadst kovets szdm Osszege —16, ami oszthaté 16-tal, a

tdblazat als6 sora tényleg pontosan megfelel egy teljes periédusnak.

Megjegyzés: az indexelés 0-val kezdve intelligensebbnek ttinik, és megszokot-
tabb az egyetemen, de kozépiskoldban nem biztos, hogy érdemes hasznélni. Ha

mégis szeretnénk, megtehetjiik tigy, hogy i = 4(s — 1)-t6l 4s — 1-ig 6sszegziink.

1.5.2. Megoldas

Ezeknek a feladatoknak egy tipikus, legtobbszor kiilonosebb otlet nélkiil mikodo

maodja, ha teljes indukciéval latjuk be az allitast.

Az 1. 1épésben megnézziik, hogy n = 1-re igaz-e az allités.
5" —8n*+4n—1=5-8+4—1 =0, ami valéban oszthat6 64-gyel.
(Ha nem zavard, itt is tigyesebb inkdbb n = 0-val kezdeni: 5" — 8n* + 4n — 1 =
1-0+0-1=0.)

A 2. 1épésben feltessziik, hogy n-re igaz az 4llitas, azaz 64 | 5" — 8n* +4n—1, és
belatjuk, hogy ekkor n + 1-re is igaznak kell lennie.

Az allitds n + 1-re:
64| 5" —8(n+1)*+4(n+1)-1=5-5"-8n*-16n—-8+4n+4—-1=5-5"-8n*-12n->5

Az indukci6s feltevés felhaszndldsakor célszeri a legnehezebben kezelhet6

tag (jelen esetben 5") kikiiszobolése:

5-5"—8n*—12n—5 = 5-(5"—8n*+4n—1)+32n*-32n = 5-(5" - 8n*+4n—1)+32n(n-1).

Ennek valéban osztdja 64, hiszen a elsd tagrol feltettiik ezt, a masodik tagban
pedig n és n — 1 koziil az egyik biztosan paros.
Ha tigyetleniil alkalmazzuk az indukciot, akkor is eredményre juthatunk, kicsit
tobb szamoldassal.
645" —8n+1)+4n+1)-1=5-5-8n*—16n—-8+4n+4—-1=
=5"—8n* +4n—-1+4-5"-16n-8+4
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A feltevés szerint az els6 4 tag Osszege oszthatod 64-gyel, igy az allitds pontosan
akkorigaz,ha 64 [4-5" — 16n — 4 = 4(5" — 4n — 1). Ez ekvivalens a kovetkez6vel:

165" —4n-1=G6-1)G""+5"2+...+5+1)—4n =
=4(5" 145" 2+ ... +5+1)—-n

4|5 +5 24 . +5+1—-n

Az 5 hatvanyait modulo 4 vizsgélva:
5=1 (mod 4) = 5" =1 (mod 4) minden n-re. Ekkor
4|51 4+572 4+ +5+1-n=1+1+...+1-n =0 (mod 4), mivel az 5-nek

éppen n darab hatvénya szerepel n — 1-t61 0-ig. Ezzel az allitast belattuk.

1.5.3. Megoldas azonossaggal

Hasznaljuk fel a binomialis tételt!

n o_ n_ An n n—1 n n-2 n 2 n
5"=0(4+1)"=4 +(1)4 +(2)4 ...+(n_2)4 +(n_1)4+1

Itt az utols6 hdrom tag kivételével 64 mindennek osztéja. Ezek egyszertisitve:

Tl " s =sum—1)+an+1=8n2 —dn+1.
n—2 n-—1

Ez ezt beirva a feladatba:

5" —8n° +4n—-1=8n>—4n+1-8n>+4n—-1=0 (mod 64).

Ezzel az dtlettel értiink leggyorsabban révbe. Ez sok helyen azonban médszer

is. Példaul igy bizonyithatjuk az egyik legegyszertibb médon, hogy

o)l

Egy mésik megjegyzésre érdemes 4talakitds a kovetkezé:

1=2"— (’11)2"—1 + (’21)2"—2 - (’;)2"—3 T (—1)"(2) - @2-1).
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1.6. Feladat

Az1,2,3,4,5,6,7 szamjegyek mindegyikének a felhasznalasaval hétjegyti szdmo-
kat készitiink. Lehet-e ezek kozott két olyan, hogy az egyik a méasiknak osztéja?

1.6.1. Megoldas

Ehhez a példahoz igazabol nehéz olyan segitséget adni, ami csak sejtetni engedi
a megoldést. Orai keretek kozott persze célszerti hasonl6 feladatok kozelében
elhelyezni.

A megoldas az, hogy nem lehet. Ugyanis ha a és b ilyen szamok tgy, hogy b | 4,
akkor a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel:

b-c=a.

Kiszdmolva, vagy akdr megbecsiilve a legnagyobb és legkisebb ilyen hétjegyti
szdm hanyadosat, azt kapjuk, hogy c értéke 2, 3, 4, 5, 6 lehet. Tudjuk, hogy a és b
szamjegyeinek 0sszege egyenld. Ebbdl sejtheté meg, hogy az egyenletet érdemes

modulo 9 vizsgélni. A szamjegyek Osszege 28 =1 (mod 9), igy ezt kapjuk:

l-c=1 (mod 9).

Ez a c szdmok egyikére sem teljesiil, nincsenek ilyen szamok.

1.7. Feladat

Igazoljuk, hogy 102 darab pozitiv egész szdm koziil kivélaszthat6 kett6 tigy, hogy

azok kiilonbsége vagy 0sszege oszthat6 legyen 200-zal!

1.7.1. Megoldas

200-zal val6 osztdsi maradékot néziink. Ha a 102 szam kozott akad két olyan,
amelyek egyenlé maradékot adnak 200-zal osztva, azaz kongruensek, akkor ezek
200a + m és 200b + m alakban felirhatok. Igy jol latszik, hogy ezek kiilonbsége
oszthato6 200-zal.

Ha minden szam kiilonb6z6 maradékot ad 200-zal osztva, akkor ezek a ma-
radékoka0,1,...198,199 szamok koziil keriilnek ki. Ahhoz, hogy megcafoljuk az
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allitast, innen kellene kivalsztani 102 db-ot tigy, hogy semelyik kett6 dsszege ne
legyen 200-zal oszthat6. Allitsuk parba a szdmokat tgy, hogy 200-zal oszthatéra

egészitsék ki egymast!

0 1 2 ... 99 100
0 199 198 ... 101 100

A 0-nak és a 100-nak 6nmaga lenne a pérja, de mivel feltettiik, hogy a szamok
inkongruensek, ezeknek nem jut par. (Ezt dolt bettivel jeloltiik.) A maradék 99
parbol viszont egyszerre csak a pér egyik tagjat valaszthatjuk ki. [gy legfeljebb 101
szam valaszthato ki, melyek kozott semelyik kett dsszege nem oszthaté 200-zal.
Ezzel az 4llitast belattuk.

Parosités megoldasi médszer tanitasat kezdhetjiik kisebb adatokkal, kezd-
hetjiik konkrét szamokkal.

Szeretnénk a lehetd legtobb szamot kivalasztani1,2,3. .. 8,9 koziil, hogy seme-
lyik kettd Osszege ne legyen 4-gyel oszthaté. Hany szamot valaszthatunk legfel-
jebb?

Hény szamot valaszthatunk ki akkor, ha a kiilénbségiik nem oszthat6 4-gyel?
Es ha a ketté egyszerre teljesiil, vagyis sem két szdm Osszege, sem két szdm
kiilonbsége nem lehet a 4 tobbszorose?

A lehet6ségeket végigprobdlva valoszintisithets, hogy onkéntelentil is péro-

sitjak a tanul6k a szamokat.

A feladat megbeszélése utan, mintegy ellendrzésként, feltehetjiik a kérdést,
hogy igaz-e az allitads 101 szdm esetén is. Emellett megjegyezziik, hogy a feladat
az egész szamok korében feladva pontosan ugyanez, semmilyen szerepet nem

jatszik a ,pozitiv” jelzo.
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2. fejezet

Feladatok altalanositasa

Ebben a fejezetben néhdny versenyfeladatot gondolunk tovéabb.

2.1. Feladat
Legyen k(n) az n legnagyobb pératlan osztdja, és
fm) =) K.
i=1

Bizonyitsuk be, hogy f(2n) — f(n) = n’.
Szamoljuk ki n = 10-ig k(n)-et és f(n)-et.

n 112345678 9]10
k() 1113 7 5
f(n) 11256 11|14 (21223136

fen)y—fm) | 1]4]9]16]25

2.1.1. Megoldas

Probéljuk meg bebizonyitani szamolassal az 4llitast a teljes indukcié médszerével.

Az 1.1épés: n = 1-re igaz az 4llitds, hiszen

f2) = f(1) = k(1) + k(2) — k(1) =k(2) =1 =12
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2. lépéskeént tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, vagyis f(2n) — f(n) = n*.

Belatjuk, hogy ekkor n + 1-re is igaz lesz.

fn+1)=f(n)+k(n+1)

fRn+1)=f2n+2)=f2n) +k(2n+2)+k2n+1) =
= f2n) + kQ2(n + 1)) + k(2n + 1)

Felhasznaljuk emellett, hogy egy pératlan szdm legnagyobb paratlan osztdja

onmaga, vagyis k(2n + 1) = 2n + 1.

fRn+1)—fn+1)=f2n)+k@n+1)+kQn + 1)) — f(n) —k(n + 1)
=f2n)— f(n) +k@n+1) + kQ2n + 1)) —k(n + 1)

= +kQn+1)=n*+2n+1=(n+1)y>

Moédositsuk a feladatot, nézziik 2 helyett mds p primszdmokra a kérdést.

Legyen k,(n) az n legnagyobb p-vel nem oszthat6 osztdja, és

£ =Y k).
i=1

Mennyi lesz f,(pn) — f,(n)? Jelolje a kiilonbséget ¢,(n) a tablazatban.

op:3

Egy feladatnal szinte mindig segit, ha abrét, rajzot, barmilyen szemléltetést

készitiink hozza. Foglaljuk most is tablazatba az els6 néhény ilyen kiilonb-

séget!

n |1 314 6 911011 |12 |13 14|15
ks(n) | 1 217 1011 4 |13 14| 5
fz(n) | 1 4 | 8 |13|15/22|30|31|41|52|56/|69 83|88
g3(n) (311227 |48 |75

A téblazatbol lathatjuk, hogy az eredmény f3(3n) — f3(n) = 3n>.
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op=5

n 1 5 10|11 /12|13 |14 | 15| 16
ks(n) | 1 1 2 11112 (13|14 | 3 | 16
fs(n) | 1 10 | 11 |17 124 132 (41|43 |54 |66 |79(93 |96 | 112
as(m) | 10 | 40 | 90 | 160 | 250

A kiilonbség itt f5(5n) — fs(n) = 10n° lett.

e p= 7
n 1 7 1011 (12 (13 (14| 15 | 16
ky(n) | 1 1 1011 (12 (13| 2 | 15 | 16
fr(n) | 1 10 |15 121 (22130(39 (49 |60 |72 |85 |87 (102|118
o) | 21| 84| 189 | 336

Itt azt kaptuk, hogy az eredmény f,(7n) — f,(n) = 21n?, szintén n’> egy szam-

szorosa. Gondoljuk meg, mi torténik. A szdmolds sordn észrevettiik, hogy

e k,(n)=n,haptn
. kp(n)zﬁ,hapln,depz)(n

o ky(n) = p%,hapz |n,dep®tn
stb.

Meggondolva valéban mindig igaz, hogy k,(pn) = k(n).

Eszerint f,(n) minden olyan szdmra, amire p { 1, k,(n) = n, egyébként pedig

ky(pn) = k(n). Igy ezt mondhatjuk:

pn pn

fopn) = fo(n) = Z i:Zi_pZi:( +Zn)Pn_p( +2n)n P - P
)

i=Lpti =l
Azt kaptuk tehat, hogy

2

p-—P »

fo(pn) = fp(n) = 5 n-.
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Ez p = 2 esetén
22-2

fa(pn) = fo(n) = =1,

tehat megkaptuk az eredeti 4llitast.

2.2. Feladat

Ezer forintos bankjeggyel fizetiink. A fizetendd és a visszajar6é ugyanazokbdl a
szamjegyekbdl 4ll, csak mds sorrendben. Mennyi a szdmjegyek 0sszege ezekben

szamokban? !

2.2.1. Megoldas

A széban forgd szamok ugyanannyi szamjegybdl dllnak. Eszerint csak haromje-
gytek lehetnek, kiilonben az 6sszegiik biztosan kisebb lenne 1000-nél. Jeldljiik a
fizetendd Osszeget %—Vel, ahol a, b, c nem feltétlentil kiilonboz6ek.

Oldjuk meg a feladat tovabbi részét mechanikusan, esetszétvdlasztdssal. Ha a

fizetendd abc , akkor a visszajaro lehet:

ach, bac, bea, cab, cba

e abc + ach = 1000
a=1,2,3,4 esetén abc + acb < 1000. Ha abc = 500, akkor abc = ach, ami baj.
Egyébkeént pedig a = 5,6,7,8,9-re abc + acb > 1000. Tlyen tehét nincs.

e abc + bac = 1000

110a + 110b + 2c = 1000

110(a + b) + 2¢ = 1000

Mivel 2c < 20 = a+b =9, és igy ¢ = 5 lehet csak. Ekkor a szamjegyek
Osszege:a+b+c=9+5=14.

e abc + bca = 1000
101a + 1106 + 11¢ = 1000

Ugyanez modulo 11 vizsgdlva:

LA feladat kifrasakor még forgalomban voltak az 1 és 2 forintos pénzérmék.
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20+0+0=10
Igy a = 5 lehet csak, ekkor 505 + 110b + 11c = 1000 & 110b + 11c = 495. Az
Otre val6 végz6dés miatt ¢ = 5 szintén. Ekkor b = 4. Egy ilyen szampar van:

545 + 455 = 1000, és a szamjegyek Osszege itt is 14.

o abc + cab = 1000
110a + 101c + 11b = 1000. Ez megegyezik a fenti egyenlettel - csak a betik

vannak felcserélve benne - tehat ennek is ugyanaz az egy megoldasa van.

e abc + cha = 1000

101a + 101c + 20b = 1000. Becsléssel indulva: mivel 20b < 181, ezért

101(a + c) > 819, tehat a + c = 9 lehet csak, de ehhez nem tudunk megfelel6
b-t valasztani. Nincsen ilyen megoldds. Ugyanerre jutunk, ha oszthatésagot
vizsgalunk el6szor. 10 | 1000 és 10 | 20b, tehat 10 | 101(a+c). Ez csak a+c = 10

* 2z

esetén teljestil, de ekkor csak negativ b-re lesz az 6sszeg 1000, ami nem jo.

Az Osszes esetet megvizsgalva arra jutottunk, hogy a szamjegyek 6sszege csak
14 lehet.

A megoldast megkaptuk, mégis van egy olyan érzésiink, hogy kell lennie
valami szebb megoldasnak is. Gondolkodjunk el azon, mi a kérdés. A kérdés a
szamjegyek Osszegére vonatkozik - mi kapcsolodik ehhez? Péld4ul az oszthat6-
sagi szabalyok 3 és 9 esetén. Az abc szam szamjegyeit dsszekeverve ugyanannyi

maradékot ad 3-mal vagy 9-cel osztva, mint az eredeti szam.

2.2.2. Megoldas
frjuk fel a feladatot mas alakban. Jeloljiik x-szel a szamjegyek osszegét. Ekkor
x+x=1000 (mod 3)

x+x=1000 (mod 9)

Az als6 kongruenciat megoldva nyeriink tobb informaciét, ezzel dolgozzunk
tovabb.

2x= 1 (mod 9) /+9
2x =10 (mod 9) /:2
x= 5 (mod?9)

22



Ez azt jelenti, hogy a szdmjegyek Osszege csak x = 5,14,23,32, ... lehet.
Keresstink 1-1 példéat. Ha x = 5, akkor vagy a < 5, vagy a = 5. Ha a < 5, akkor
a két szam 6sszege kisebb lesz 1000-nél; egyébként pedig a = 5-re abc = 500 lenne,
ami ellentmond annak, hogy kiilonb6z6 a két szam.
Hasonl6képpen jarhatunk el a 23 esetén is. Felirjuk a 23-at 3 szdmjegy Ossze-
geként.
23=9+9+5=9+8+6=9+7+7=8+8+7

Itt minden szdm nagyobb 500-nél, tehat ez sem lehetséges.
Hogyan lehet véltoztatni ezen a feladaton? Miben valtozik a megoldas menete,

ha a feladat szovege igy hangzik:

2.3. Feladat

Tizezer forintos bankjeggyel fizetiink. A fizetendd és a visszajar6 ugyanazokbol a
szamjegyekbdl all, csak mas sorrendben. Mennyi a szdmjegyek dsszege ezekben

szamokban?

2.3.1. Megoldas

A kongruencids kezdés tovéabbra is helytall6, vagyis x a kovetkez szdmok vala-

melyike: 5,14,23,32.. ., ahol x az abcd szdm szdmjegyeinek Osszege.

e x =5 a kordbbiakhoz hasonléan kevés: a < 5 esetén az dsszeg kevesebb lesz

tizezernél, az 5000 pedig nem megoldas.

e x =3250klesz:32 =9+9+9+5=9+9+8+6=9+9+7+7 =9+8+8+7 =
8 + 8 + 8 + 8, minden képezhet6 szam nagyobb 5000-nél.

e x = 14-re nem nehéz megoldést taldlni: egy el6bb kapott megoldast fel-
hasznélva: 5450 + 4550 = 10000.

e x = 23 maradt csak ellendrizetleniil, nem véletleniil. Itt rengeteg eset van,
és a kordbbi megoldast sem tudjuk felhaszndlni elég nagy mértékben. Mas
utat kell hat valasztanunk.

Prébaljunk felirni egy ilyen 6sszeadést, jeloljiik az egyik szamot abcd-vel.
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Ezt szeretnénk kitolteni:

ol g o
o0 =

a b
+ O O
1 0 O

Ha d = 0, akkor az alatta 1év szdm is az, és a szdmjegyek Osszege ugyan-
annyi, mintha csak haromjegy{i szdmokat néznénk. Ezt az esetet mar lattuk,

itt nem lehet 23 a szamjegyek 0sszege.

Ha d # 0, akkor d-t az alatta 1év6 szam 10-re egésziti ki. Az Osszeaddst
elvégezve 1 maradék keletkezik. Igy a kovetkez6 két szam (c és parja) 9-re
egésziti ki egymadst (mas nem lehet, hiszen 1-nél nagyobb, és 19-nél kisebb
10-zel oszthat6 Osszeg csak egy van, a 10). S6t, ugyanez igaz lesz a mésik

két szamparra is! gy a szdmjegyek osszege a két szdmban:
10+9+9+09.

Ez nincs meg 23 - 2, tehét ilyen megoldas sincsen.
Megjegyezziik, hogy 10 + 9 + 9 + 9 = 37 pératlan szdm, ami ellentmondas,

hiszen kétszer szamoltuk a szamjegyeket.

A végeredmény: 1000 helyett 10000 Ft-os bankjegyet véve, azonos feltétek ese-

tén sem valtozik az eredmény, a szdmjegyek Osszege biztosan 14.

A feladatot (elvonatkoztatva a pénztél) tovabbi 10 hatvanyokra megoldva, azt
latjuk, hogy a 14-es szamjegyosszeg konnyedén el6allithaté barmekkora szdm
esetén. Az utolso, x = 23 esetnél hasznalt vizsgalat a tovdbbiakban is sokat segit.
Nem tekinve azokat az eseteket, mikor az utols6 valahdny jegy 0 a szamokban
(mivel azok mindig visszavezethet6k egy kordbbi esetre), a szdmjegyek 0sszege
egy kjegyli szdmban mindig

10 +9(k - 1)
—
Latjuk, hogy ennek csak pdratlan k esetén van értelme.

Lassunk most egy olyan feladatot, ahol szintén felhasznaljuk a helyiértékes

felirast, de nem egyértelmfi els6re, hogy ezt kell csindlnunk.
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2.4. Feladat

Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész szdmokat, amelyek masfélszer akkorak,

mint a szdmjegyeik szorzata.

2.4.1. Megoldas

Vizsgéljunk kiilonb6z6 eseteket aszerint, hogy hany jegyti a szam.

e Egyjegyli szdmra a = 1,506 &= 0 = 0,54, vagyis a = 0 az egyetlen ilyen

egyjegyt szdm. Mivel a pozitiv szdm, ez nem megoldas.

e Kétjegyti szamok esetén ab = 10a + b = 1,5ab, ahol a # 0. Atrendezve :
b =a(1,5b - 10), ahol a > 0 és b > 0 . Mivel mindkét oldal pozitiv, b > 6.

Hérom eset lehetséges b-re:
+ b = 7-et helyettesitve: 7 = a(7 - 1,5 — 10) = 0, 5a, ekkor a = 14, ami nem
jo, mivel a egy szamjegy.

+ b = 8-at helyettesitve: 8 = a(8-1,5-10) = 22 = a = 4. Ez megoldas,
48 =1,5-4-8 valdban igaz.

+ b = 9-et helyettesitve: 9 =a(9-1,5 - 10) = 3,5a. Ekkor a ¢ Z.

e Héromjegyi abc szamokra néhany probalkozas, rosszabb esetben sok eset-
szétvalasztas utan kapjuk, hogy nincs megoldas. A kovetkezd néhany becs-
léssel sok faradsagot takarithatunk meg.

Vizsgéljuk meg most is, mi a helyzet, ha b < 7. Ekkor

1,5-7-9-a>1,5abc
94,5a > 100a + 10b + ¢ > 100a,

ami nem lehet, mivel a pozitiv.
A megmaradt esetek: b = 8 illetve b = 9.

+ Hab =8ésc <8, akkor

1,5-8-8.-a>12ac
96a > 100a + 80 + ¢
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Ha b =8 ésc =9, akkor a nem lesz egész szam:

1,5-8-9-a=100a +80+9
108a = 1004 + 89
8a = 89.

+ Ha b = 9, akkor hasonl6é becsléssel megmutathat6, hogy c legalabb
8, azaz csak 8 vagy 9 lehet. Ezt a két esetet megnézve sem kapunk

megoldast, a nem lesz egész szam.

e Ilyen szdmot keresiink:
abed = 1,5abcd.

Mivel a,b,c,d > 0 és mindegyik legfeljebb 9 lehet:

1,5-9:-9-9-a > 1,5abcd
1093, 5a > 1000a + 100b + 10c + d
93,5a > 100b + 10c + d > 93,5b

a>b.

Emellett ez is igaz hasonlé médon:

1,5-9-9-9-b >1,5abcd
1093,5b > 1000a + 100b + 10c + d
993,5b > 1000a + 10c + d > 993, 5a

b>a.
Ez ellentmondds, nem létezik ilyen négyjegy(i szam.

e Négynél tobbjegyli szdmok esetén az el6z6 két becslés tovabb erdsodik, ha

noveljiik a szamjegyek szamat.

Azt kaptuk, hogy a feladat egyetlen megolddsa egy kétjegyti szdm, a 48.

A becslések nem konnyfi témakor, sokszor nehézséget okoznak, ha nem latjuk,

mi is fog eredményre vezetni. Ugy gondoljuk, nem haszontalan az dsszes lehet-

ség végignézése. (A fenti becslések egy részének dtlete ugyanis innen szarmazik.)

Akinek nincs olyan nagy gyakorlata az ilyesmiben, annak biztosan nem valik

kéréara.
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2.5. Feladat

Péter telefonszdma korzetszam nélkiil 312837, P4lé pedig 310650. Ha ugyanaz-
zal a hdromjegy{i szdmmal osztjuk el ezeket a telefonszdmokat, akkor egyenld

maradékot kapunk. Ez a maradék varosuk korzetszama. Mennyi ez a maradék?

2.5.1. Megoldas

312837 = 310650 (mod m)

Ez azt jelenti, hogy a kiilonbségiiket osztja m:

m | 312837 — 310650 = 2187 = 37,

Vagyis a megoldashoz a haromjegyti 3 hatvanyok visznek kozelebb. Ezek a
243 és a 729.
312837 = 310650 = 96 (mod 243)

312837 = 310650 = 96 (mod 729)

Mindkét esetben ugyanazt a szdmot kaptuk, a korzetszdm csak 96 lehet.

2.6. Feladat

Hatérozzuk meg az a és b egész szamokat, ha a* + (a + b)* + b* négyzetszam.

2.6.1. Megoldas

Ebben a megoldésban felhasznalt gondolatok: probélgassunk, azonossdg hasz-

nalata (zardjel felbontdsa), paritasellendrzés.

e b=0

2a* = x? ez csak a = 0 esetén lehetséges.

e b=1
at+ @+t +1=x2
2a* +4a° + 6a% + 4a + 2 = x2
2(a* + 2a% + 3a% + 2a + 1) = x?
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Abal oldalon 1év6 kifejezés paratlan a esetén oszthat6 2-vel, de nem oszthaté

4-gyel, igy nem lehet négyzetszam. Ha paros, akkor is ugyanez a helyzet.
Innen 6tletet nyerve végezhetiink paritdsvizsgalatot az eredeti feladatnal.

e 1 péros és b paratlan
Négyzetszamok esetén j6 moédszer, ha modulo 8 tekintjiikk az egyenletet.
Péros és paratlan szdmok negyedik hatvanya modulo 8:
(2k)* = 0 (mod 8) (2k+1)* =1 (mod 8).Igy a fenti kifejezés: 0+1+1 = 2 = x2,
ami lehetetlen, mivel egy négyzetszam modulo 8 csak 0, 1 vagy 4 lehet. Ilyen
alakti megoldés nincs.

e 1és b pdaratlan
Modulo 8 vizsgalva a bal oldal
1+0+1 =2, tehat ilyen megoldéas sincsen.

e 1és b paros

Ezt modulo 8 vizsgalva megdllapithatjuk, hogy

0 = x? (mod 8), vagyis 8 | x*, amib6l kovetkezik, hogy 16 | x? szintén.
Bontsuk fel a zarojelet.
at+(@a+b)*+b* = a* +a* +4a3b + 6a%b? + 4ab® + b* = 2a* +2b* + 4a®b +4ab® + 6a*b?

Felhasznalva, hogy

2|a— 24| a*

2| b —> 2*| b*, biztosan tudjuk, hogy

2° | 244, 2° | 2b4, 2° | 6a*b?,

20| 44D, 20| 4ab®.

lgy sziikséges, hogy 2° | x* legyen, vagyis 8 | x. Igy
26| 2a* + 2b* + 6a%b?.

Latszik, hogy az oszthat6sag csak tgy lehetséges, ha4 |a és 4 | b.

Itt észrevehets, hogy egy ciklusba keveredtiink. Ezen a kovetkezdképp

segitiink.
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Legyen d = (a,b), a két szam legnagyobb kozos osztdja. Ha a és b megoldja

a, b. . . . .
az egyenletet, akkor F és 718, hiszen d*-nel leosztva minden egész szam
2

maradt a bal oldalon, igy egész lesz (%) is. Végezziik el a leosztast!
Most mér a két valtozo - amiket tovédbbra is a és b jeldl - relativ primek.
A fenti esettel tehat nem is kell foglalkoznunk, készen vagyunk. A feladat

egyetlen megoldasaa =b = 0.

2.7. Feladat

A pozitiv egész k szdmot a p primszammal osztva a maradék 6. Ugyanennyi
maradékot kapunk akkor is, ha az 1000 — k szdmot osztjuk p-vel; tudjuk ezenkiviil,

hogy 10000 — k oszthat6 p-vel. Melyik ez a p primszdm?

2.7.1. Megoldas
A feladat szerint a kovetkezdket tudjuk egy p primszamrol:

k=6 (mod p)
1000 -k =6 (mod p)
10000 -k =0 (mod p)

Az els6 két egyenletet Osszeadva:

k+1000 -k =12 (mod p)
1000 =12 (mod p)

Ez azt jelenti, hogy
p 11000 — 12 =988 = 2%- 13- 19
Az els6 és a harmadik egyenlet 6sszeadaséval:
k+10000-k=6 (mod p)

10000 =6 (mod p) = p| 10000 — 6 =9994 =2-19 - 263

Bara2ésal9isszerepel mindkét felbontasban, a feladat szovege primszdmmal
val6 osztasrol szol, vagyis a maradék nem lehet nagyobb az oszténdl. Ez kizarja

a 2-t, igy p = 19 az egyetlen megoldas.
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2.8. Feladat
Milyen pozitiv p, g, r primszamokra teljesiil, hogy

(7-p)3Bg+71)+pgr=07?

2.8.1. Megoldas

A megoldas sordn két dolgot hasznalunk fel tobb alkalommal. Ezek a kovetkezok:
pozitivitas ellendrzése (egy egyenlet két oldaldnak azonos elGjelinek kell lennie),
és esetszétvdlasztas lehetdsége. Ezen kiviil még egy primszamok esetén hasznos
gondolat: érdemes paritds ellenérzést végezni, hiszen egyetlen kivételtdl elte-

kintve minden primszdm pératlan. Kezdjiik most ezzel!

Tegytik fel, hogy az egyenletben szerepld mindhdrom primszdm paratlan.
Ekkor az els6 tag mindkét tényezdje - és igy ezek szorzata is - paros, a méasodik
tag pedig paratlan. Igy az 6sszeg nem lehet nulla. Vagyis a 2 biztosan szerepel a
szdmok kozott.

Melyik lehet az? Elkezdhettink préobélgatni. Ha szerencsések vagyunk, p = 2-
vel kezdiink, és megallapitjuk, hogy ez lehetetlen. De vizsgalhatunk pozitivitast
mar ez el6tt is!

A feltételek miatt 3q + r és pgr pozitiv, igy ahhoz, hogy nullat kaphassunk,
p-nek nagyobbnak kell lennie 7-nél. Tehat igy is kijott, hogy p # 2. Vizsgaljuk meg

kiilon az r = 2 és a g = 2 eseteket!

e 7 = 2-t behelyettesitve a kdvetkez6t kapjuk:

(7 -p)3Bg+2)+2pg =0.
A zarojeleket felbontva:
21g-3pq+14-2p +2pg =21g+14 - 2p —pg = 0.
Ez igy nem hasznalhat6 jol. Egyenletek megoldasanal gyakran hasznalt
1épés a szorzattd alakitds. Nekiink egy 4 tagt 0sszegiink van most. Alakitsuk
most Ggy szorzattd, hogy az ismeretlen primszamokat tartalmazoé részek

mindegyikét tartalmazza a szorzat, ezen kiviil csak egy szam (c konstans)

maradjon. Ennek médja a kovetkezd:
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1. Az 8sszegiink négy tagbol all, és a 4-et tobbtényezds szorzatalakban
csak 4 = 2 - 2 alakban irhatjuk. Ezért a kovetkez6 alakzatot szeretnénk
kitolteni: (O + O)(O £ 0O) =c.

2. Egy viszonylag egyértelmtien szétbonthat6 rész itt az utolsé tag: p-t, és
g-t kiilon kell tenniink, csak a (—1)-gyel val6 szorzas helye kétes. Mivel
a maradék tagokban p negativ, g pozitiv szdm mellett 4ll, tegyiik most
p-hez a —1-et. Itt tartunk: (-p £ O)(g £ O) =c.

3. Ahhoz, hogy 21¢-t, és —2p-t megkaphassuk, mar csak ez a lehet6ségiink
van: (—p + 21)(q — 2) = c. Ekkor ki tudjuk szamolni c-t. Az eredmény:
(=p+21)(g+2) =28

Miért j6 ez nekiink? Ezuttal egy felsd korlatot kaptunk p-re: nem lehet na-
gyobb 21-nél (az elgjelvizsgdlat alapjan). Tehat tudjuk, hogy 7 < p < 21,
vagyis p a 11,13,17,19 valamelyike. Ezeket behelyettesitve a kovetkez6

egyenletekhez jutunk:
+ (=11 +21)(g+2) =28 < 10(9+2) =28
+ (=13 +21)(g+2) =28 8(q+2)=28
+ (=17 +21)(g+2) =28 < 4(q+2)=28
+ (=19+21)(g+2) =28 2(q+2)=28

Az els6 két esetben g nem is egész, az utolséban g = 12 nem prim. Egyediil

a 3. egyenlet ad megoldast: g = 5.

q = 2-t behelyettesitve:

7-=p)6+1)+2pr =0 42+7r—6p—pr+2pr =42+ 7r—6p + pr = 0.

Most is alkalmazhatnank az el6z6 gondoltamenetet, de méas utat valasztunk.

Vigyiik at a p-t tartalmazo kifejezéseket a ttloldalra:

D2+7r=6p—pr76+71r)=p6-7).

Mivel a bal oldal pozitiv, ezért r < 6, tehat megnézhetjiik itt az r = 3, 5

eseteket (az r = 2-t korabban mar lattuk).

31



+ 7(6+1)=p(6—1)=7-9=3p
+ 76+1r)=p6-1r=7-11=p

Ezek egyike sem ad p-re primszamot, a g = 2 esetnek nincs megoldésa.

Ezt egyszertibben is megkaphatjuk, haa 7(6 +r) = p(6 —r) egyenletet osztha-
tésagi szempontbdl, a primtulajdonsag felhaszndldsaval vizsgdljuk. Mivel 7
primszdm, biztosan osztéja a ttloldali szorzat valamely tényz&jének. 6—r < 7
(és 6 —r # 0), igy csak 7 | p lehetséges, vagyis ha prim, akkor p = 7. Ezt

visszahelyettesitve 6 + r = 6 — r lenne, ami lehetetlen.

A feladatnak egyetlen megoldasa tehataz r = 2, p = 17, g = 5 szdmharmas.

2.9. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy n! osztéja n szomszédos szdm szorzatanak!

2.9.1. Megoldas

A faktoridlis fiiggyvény értelmezése szerint:
n|1-2-...-n=mn!
Ha eggyel eltoljuk a sorozatot:
n!'2-3-...-(n+1)=nln+1)

Ha a sorozat els6 tényezdje k:

(n+k-1)!

mlk-k+1)-...n+k—-1) = k-1

Felhasznélva, hogy
n+k-1y (m+k-1)!
k=1 | (k=1 n!

az eredmény:

n!|k-(k+1)-...-(n+k—1):(n+k_1)-n!

k-1

Mivel a binomiélis egyiitthatok mindig egész szdmok, ezzel az allitast belattuk.
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2.10. Feladat

Magyarazzuk meg, miért igaz, hogy egy szam pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha

a szamjegyeinek 0sszege a 3 tobbszorose.

2.10.1. Megoldas

A mar hasznélt felirdsi méddal élve mondjuk egy négyjegy(i szam esetén:
abed = 10004 + 1006 + 10c +d = 3- (3332 +33b + 3c) +a + b + ¢ + d.

Az els6 tag mindig oszthat6 3-mal, a tobbi pedig éppen a szamjegyek Osszege.
Ez a médszer j6, mert
106-1=99...99

ami mindig oszthat6 3-mal.

Nézziik végig, milyen szamokra van még hasonl6 oszthatésagi szabély!

e 9-cel val6 oszthat6sdg
A fenti levezetésnél megkaptuk, miért igaz 9-re is, hogy egy szdm annyi

maradékot ad 9-cel osztva, mint a szamjegyeinek dsszege 9-cel osztva.

e 11-gyel val6 oszthat6sag
Egy négyjegy(i példan illusztralva:

abed = 10002 + 1006 +10c +d =11-91-a+11-9-b—a+b —c +d.

Itt elmondhatjuk, hogy a 11-gyel nem oszthat6 részben a tagok éppen a

szamjegyek, véltakozo elgjellel.

Ez altalanosan is igaz lesz, mivel azt hasznaljuk fel, hogy egy 10 hatvany
mivel kongruens modulo 11. Pératlan kitevékre ez a szdm -1, parosakra

pedig +1 lesz.

e 7-tel val6 oszthatésdg A 11-gyel val6 oszthatésdg magyardzatabol latszik,
hogy ha a 10 hatvanyok egy adott modulusra nézve periodikusak, akkor
kredlhatunk oszthat6sagi szabélyt a szamhoz. Nézziik meg a 10 hatvanyait

most modulo 7.
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10°= 1 (mod 7)
10'= 3 (mod 7)
10°= 2 (mod 7)

10°=-1 (mod 7)
10* = -3 (mod 7)
10°= -2 (mod 7)
106 (mod 7)

1]
—_

Ez azt jelenti, hogy ha egy szdm szamjegyei folé felirjuk (az egyesektdl
indulva) az 1, 3, 2, -1, -3, -2, 1, 3, 2, ... szdmokat, és a keletkezett parok
szorzatat 0sszegezziik, akkor az eredményiil kapott szdm kongruens lesz az

eredeti szdmmal modulo 7.

Egy példaként nézziik meg, oszthato-e héttel 671 128.

-2 -3 -1 2 3 1
6 7 1 1 2 8

A pérok szorzatdnak Osszege:
1-843:2+42-1+(=1)-14+(=3)-7+(-2)-6=-18=3 (mod 7),

vagyis ez a szdm nem oszthat6 7-tel.

2.11. Feladat

A pozitiv egész n szamot osztatlannak nevezziik, ha abbdl, hogy 1 < k < n és

(k,n) = 1, kovetkezik, hogy k primszam.

Hény 2-nél nagyobb osztatlan szdm van?

2.11.1. Megoldas

Ez a feladat egy 4j fogalmat vezet be. Ahhoz, hogy az osztatlansdg mivoltat jol

megértsiik, célszerti minél tobb szdmra megnézni, hogy osztatlan-e. Ezt jelen

esetben kiilondsen fontosnak gondoljuk, és meg is vizsgaljuk.

34



A tablazat els6 két oszlopdba irjuk n-et és a feltételeknek megfelel6 k-kat. Ha

ezek mind primszadmok, akkor beirjuk n-et az utolsé oszlopba.

n 1<k<mn,(kn) =1 | n, haosztatlan
3 2 3
4 3 4
5 2,3,4
6 5 6
7 2,3,4,5
8 3,5,7 8
9 4,5,7,8

10 3,7,9

11 2,3,4,5,6,7,8,9,10

12 57,11 12

131 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12

14 3,5,9,11,13

15 2,4,7,8,11,13,14

Kozben réérziink, hogy kiilonb6z6 n-ekre mekkora az esélye annak, hogy n
osztatlan szdm. Primszamokra példdul kicsi, mert a ndla kisebb azdmok fele paros,
és ezek mindegyike relativ prim n-hez. Hasonl6képpen egy 3-mal oszthato, de
nem paros n szdmra, a feltételnek eleget tesznek a 2 hatvanyok n-ig. Ezn > 3 esetén
gondot jelent. Ugyanez fellép a paros, de harommal nem oszthat6 szamoknal is,
han > 8.

Ellenben azok a szdmok, amelyeknek tobb kiilonboz6 primosztéjuk van, jo
eséllyel tlinnek osztatlannak a kis szamok korében. Nézziik meg a fentiek tiikrében,
milyen szdmok vannak még, amik széba johetnek.

Prébéljunk meg ez alapjan osztatlan szdmokat eldéllitani. n akkor nem osztat-
lan, ha a kovetkez6k valamelyike teljestil rd. Hasznaljuk ki, hogy a négyzetszamok

nem primek.

n> 4,de (n,4)#1, azaz2|n,
n> 9,de (n,9)#1, azaz3|n,
n > 25, de (n,25) # 1, azaz 5 | n stb.
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Tehat ha n osztatlan, akkor minden a gyokénél kisebb primszam osztéja kell,
hogy legyen, mert egyébként a prim négyzete, ami dsszetett és n-nél kisebb, relativ
prim lenne n-hez.

Tovabb prébalgatva a kovetkezd szdmokat taldljuk még osztatlannak: 18, 24,
30.

Fs megleps médon itt a vége, azaz belatjuk, hogy a fentieken kiviil nincs tobb
osztatlan szdm.

Ha 1 > 30 osztatlan, akkor a V30-nal kisebb primszamok, vagyis 2, 3, 5 oszt6i
n-nek. Legyenek p < g a két legnagyobb olyan prim, melyek kisebbek vn-nél. Ha
p > 5,akkor 2-3-5-pgq | n, vagyis 30pq | n. De ha 30pq | n, és p ill. q értéke kb.
\/n, akkor a szorzatuk lényegében kiadja n-et, tehat 30pg > n lesz, ami tal nagy
ahhoz, hogy osztdja legyen n-nek.

Csebisev tétele szerint minden szdm és a kétszerese kozott van prim. Jelolje
most p és g az n azon primosztéit, melyekre

%<p<%<q< Vn.

Mivel 30pq | n, 30pg < n. Eszerint:
Vi Nn

ami nem igaz.

Marad a p < 5 eset, ami csak akkor lehetséges, ha Vn <11, azaz 30 < n < 121.
Ekkor 30 | n miatt n csak 60, 90 vagy 120 lehet. Ezek nem osztatlanok, példaul a 7
egyiknek sem osztdja, pedig nagyobb a négyzetgyokiiknél.

Ezzel belattuk, hogy valéban csak 8 darab 2-nél nagyobb osztatlan szdm van.

A megoldas érdekessége lehet, hogy a felhasznélt Csebisev-tétel egy komolyabb
szamelméleti megallapitas. Sok esetben hasznos lehet, Dirichlet nevezetes tételével
egyetemben, amely azt allitja, hogy minden 4,4 + d,a + 2d,a + 3d,... szamtani
sorozatban végtelen sok prim van, feltéve, hogy a és d > 0 relativ primek.

(A feltétel sziikségességét konnyfi latni, hiszen ha k > 1 osztja a sorozat els6

elemét és differencidjat is, akkor a sorozat minden tagjanak osztéja lesz.)
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2.12. Feladat

Oldja meg az
x+y+(x—y)+x-y+§=363

egyenletet, ha x és y egész szamok!

2.12.1. Megoldas

Az egyenletben szerepld hdnyados kivételével minden tagrol tudjuk, hogy egész
szdm. Ezért x/y-nak is egésznek kell lennie, hiszen egész szdmok Osszege, kii-
lonbsége is egész szdm (Z gylirli az 0sszeadds és a szorzds miiveletekre). Ez azt

jelenti, hogy vy | x. Az egyenletbe x = ay-t helyettesitve (ahol a egész szdm):
ay+y+ay—y+ay-y+a=363
2ay+a-y*+a=3-121
a(y* +2y+1) =a(y+1)*=3-11°

|y + 1| tehdt olyan szam, amelynek a négyzete osztdja a jobb oldalnak. Két

ilyen szdm van: az 1 ésa 11.

e Ha |y + 1| = 1, akkor y = 0 vagy -2. Mivel a feladat szerint y-nal osztunk,
y = 0 nem megoldés. Ha y = -2, akkor a = 363 és x = ay = —726.

o |y + 1| = 11 esetén a = 3 és y = 10 vagy -12, a hozzdjuk tartoz6 x értékek
pedig 30 és -36.

Azt kaptuk, hogy a feladatot ez a hdrom szampdr oldja meg: x = =726 és y = -2,
x=30¢ésy=10,x=-36ésy =—12.

2.13. Feladat

Okos Ott6 felsorolta az n természetes szam oszt6it nagysdg szerinti sorrendben.
Els6ként az 1-et, majd sorban egymads utdn, végiil nyolcadikként kovetkezett az
n. A hatodikként felsorolt d oszt6rél tudjuk, hogy 20 < 4 < 25. Mi lehetett n?
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2.13.1. Megoldas

A feladat megolddsa kdzben tobbszor is alkalmazzunk az esetszétvalasztds mod-
szerét. El6tte ismerkedjiink meg egy, a szamelméletben hasznos fogalommal, egy

n szam kanonikus alakjaval:

— M az a
n=py Py P

ahol minden p; kiilonb6zd (pozitiv) primszam, és minden a; természetes szam.
Ha a primszamok kitevit valtoztatjuk, példaul valahanyat koziiliik csokkentiink,
akkor n egy osztéjat kapjuk. Ellenben barmely kitev6ét novelve olyan szdmot
kapunk, ami biztosan nem osztdja n-nek (akkor sem, ha mds kitevdket csokkentve
n-nél kisebb szdmot kaptunk). Ezek szerint n barmely osztdjaban egy p; prim
kitev6jeaO0,1,..., a; szamok egyike. Ez a;+1 lehet6ség minden egyes primszamra.

[gy n osztéinak szdma:
(a1 +D(ax+1)...(a, +1) = 8.

Itt minden tényez6rél tudjuk, hogy pozitiv. Az 1-es tényez6ktdl eltekintve 8
haromféleképpen irhato fel szorzatalakban: 8 =8, 8 =2-4, 8 =2-2-2. Nézziik
meg, okoz-e problémat, ha eltekintiink az 1-es szorzok felirasatol. Ha a szorzat egy
tényezdje 1, akkor az ott szerepl6 «; kitev6 nulla. Vagyis a hozzatartozé p; prim-
szam nulladik hatvanyon szerepel n felbontdséban, értéke p? = 1. Ezt elhagyva
nem kapunk més n szamot, tehat nem veszthettiink ily médon megoldast.

Vizsgaljuk meg kiilon a kapott eseteket!

e 8=8=(7+1)
Vagyis n egy p primszam hetedik hatvanya. Ekkor d = p° és tudjuk, hogy

20 < d < 25. Mivel ilyen primszdm nincs, ez az eset nem 4llhat fenn.

e 8=4-2=3+1)1+1)
Ekkor n -nek pontosan 2 primosztdja van. Ha ezeket p; és p, jeloli, akkor
n = pip, osztoi:
L p1, P2, 15 PP, P, PiP2 1

Melyik lehet ezek koziil d? d olyan szdm, aminél pontosan két mdsik szdm
nagyobb a felsoroltak koziil. Igy kizart, hogy d = 1,pi, p, p? legyen, mert
ezek mindegyikére igaz, hogy biztos van legalabb 3 nala nagyobb szam a
felsoroltakban. Szintén kizart, hogy d = n legyen. Vizsgaljuk ismét kiilon a

megmaradt eseteket!
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+ Ha d = pip,, akkor a primek lehetnek 2 és 11 vagy 3 és 7 (5 - 5 nem
jo, mert a két prim kiilonboz6). Emellett sziikséges, hogy p3 < pip2
legyen, mivel pip, és n biztosan nagyobb d-nél. gy a megmaradt 2, 11

pér eseténn = 2311 = 88.

+ Ha d = pJ, akkor nincsen megoldas. Egyetlen primre sem igaz, hogy
20 < p® < 25.

« Ha d = pip,, akkor p? > pip,, vagyis p1 > p,. Ezeknek a feltételeknek
nem tesz eleget egyetlen primpar sem, mivel 20 < p?p, < 25 nem

teljestil.

©8=2:2.2=(1+1)(1+1)(1+1)

n hdrom primszam szorzata. Legyenek ezek p; < p, < ps. Ekkor fel tudjuk

irni n osztoit novekvd sorrendben:
1 <p1 <p2 <ps <pip2 < p1p3 < pap3 < pipaps-

Latjuk, hogy d = p1ps. Ha p1 = 2 és p; = 11, akkor p; lehet 3, 5 vagy 7, vagyis
n =66, n =110 és n = 154 is megoldas. Ha p; = 3, p3 = 7, akkor p, = 5 lesz

jo, és n = 105 megoldas.

Osszesen tehéat 5 olyan szdm is van amire Ott6 gondolhatott; ezek a 66, a 88, a
105, a 110 és a 154.

2.14. Feladat
Bizonyitsa be, hogy barmilyen pozitiv egész n-re az
1+2+3+---+n

Osszeg nem végzddhet a 2, 4, 7, 9 szamjegyek egyikére sem!

2.14.1. Megoldas

Gondoljuk meg, mibd&l kovetkezhet, hogy igaz az éllitas. Az 6sszeg utolsé jegyét fi-
gyeljiik. Tudjuk, hogy ez csak a szamok utolsé jegyétdl fligg. Vagyis olyan, mintha
csak az 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 0 szamokat adnank 0ssze, tobbszor egymas utan,

és ilyen sorrendben. Ha azt tapaszaljuk, hogy valahany Osszeadast elvégezve
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az Osszeg egy mar el6fordult jegyre végzddik, és emellett tovdbbhaladaskor
ugyanazt a 0-9 kozti szdmot fogjuk hozzdadni, mint legutébb, akkor készen
vagyunk. Ugyanis ha addig a kapott sorozatban nem szerepelnek a 2, 4, 7, 9
szdmjegyek, akkor a kés6bbiekben (ahol ugyanez van leirva tobbszor) szintén
nem lehetnek ott.

De mi a helyzet, ha nincs semmiféle 6tletiink, mikor megléatjuk a felaladot?
Szeretnénk hangstulyozni, hogy ilyenkor kifejezetten fontos a prébalgatds. Nyu-
godtan kezdjiik el szépen sorban kiszamolni az dsszeget n-re. Az els6 20 adatot

tdblazatban 6sszefoglalva:

112134 |5 6|7 |8 |9 10

n
Zi13610152128364555
i=1

n (1111213 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
n

i| 66|78 (91105 |120 | 136 | 153 | 171 | 190 | 210

Azt latjuk, hogy az els6 20 szdm Osszege 0-ra végzbédik. Aki tovabb szdmol,
el6bb-utébb biztosan észreveszi az ismétlddést, elgondolkodik rajta.

Visszatérve az els6 gondolatmenethez: lathatjuk, hogy ha modulo 10 tekint-
jik a szdmokat, és azt 0sszegezziik, akkor az els6 20 szam 6sszege 0 lesz. Tudjuk,
hogy a tovédbbi dsszeadasok sordn is ugyanezekre a szdmokra végzddnek. Mivel a
felsoroltak kozott nem szerepeltek az allitdsban 1év6 szamjegyek, biztosan mond-

hatjuk, hogy a 2,4,7,9 szdmokra sosem végzddik a fenti 6sszeg.

2.15. Feladat

Bizonyitsa be, hogy barmely kozvetleniil egymas utdn kovetkezd 1997 darab

pozitiv egész szam négyzetének dsszege nem lehet négyzetszam!

2.15.1. Megoldas

Az el6z6 feladattal gyakorlatilag megegyez6en jarhatunk el. Kordbban lattuk,
hogy a négyzetszdmokat érdemes lehet modulo 8 vizsgalni, ha ellentmondast

szeretnénk megmutatni. A szamok négyzetei modulo 8 a kdvetkezdk:
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Csk+o |0]1]2]3]4]5]6]7]
8k+op|o|1]4]1]0]1]4]1]

Az als6 sorban szerepl szamok 0sszege 12, ami 4-et jelent modulo 8. Vagyis
ha 16 szomszédos szamot vesziink, akkor ezek Osszege kétszer ennyi, vagyis 0
lesz modulo 8. Ez azt jelenti, hogy barmely 16 szomszédos szam négyzetdsszege
oszthat6 8-cal. Nekiink

1997 =16-124 +13 =16-125-3

szamunk van. Az a kérdés, hogy tetsz6leges helyrdl 3 szomszédos szamot elvéve,
mivel lesz kongruens modulo 8 a maradék. Jeloljiik a maradékot m-mel.

Ha az elvett szamok

0,1,4, akkor m = 3 (mod 8);
1,4,1, akkor m =2 (mod 8);
1,0,1, akkor m = 6 (mod 8).

Ezekr&l valoban tudjuk (a tdblazatbdl is latjuk), hogy nem lehetnek négyzet-

szamok, hiszen négyzetszdm 8-cal osztva csak 0,1 vagy 4 maradékot adhat.

2.16. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha p hdromnal nagyobb primszdm, akkor barmely p darab

egymadst kovet6 egész szam négyzetének az dsszege oszthat6 p-vel.

2.16.1. Megoldas

Amint azt kordbban tobbszor felhasznaltuk, p darab egymadst kovetd szdm, ill.

ezek négyzete felirhat6 a kovetkezé alakban:
(@+12?+@+2P>+@+3)%+...+(a+p)

Tudjuk, hogy az els6 n természetes szam négyzetdsszege:

n(n+1)2n+1)
6 .
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[gy a fenti szamok 6sszege:

@+1P?+@+2>+@+3)>+...+(a+p) =
=pa@® +2(1+2+ ... +p)+ (P +2>+...+p*) =

1 (2 1
;PP+P(P+ )6(p+ )

= pa® +

Az els6 tag trividlisan oszthat6 p-vel. p pdratlan, tehat a masodik tagrol is
latjuk, hogy egész szam. 2-vel az utolsé tag szdmlaloja is oszthatd, de nehezebb
igy okoskodni 3-mal. Azonban elmondhat6, hogy egész szamokat adunk Ossze,
a két tag és az eredmény is egész, igy a harmadik tag is biztosan az. Mivel p > 3
prim, 24 p, 3t p,igy 6 | (p + 1)(2p + 1).

A p darab egymast kovetd szamot felirhattuk volna a kovetkez alakban is:

p—1 p—-3

a-— ,a

p—3 p-1
> + .

ee.,a— +1,... +
> ,a—1,a,a+1,...,a > ,a >

Ezek négyzetdsszegét felirva a kétszeres szorzatok kiesnek. Ami marad:

2 2 2 2
2 E ﬂ 2,02 .12 p—-3 p—1
pa +(( 5 )+( 5 )+...+1 +0%+1 +...+( 5 )+( 5 .

A masodik tagot atalakitva a kovetkez6t kapjuk:

()

p-1
2
242 P=pai®+2
pa ;:0 > =pa c

A fent leirtak itt ugyantigy alkalmazhatok.

2.17. Feladat
Mely n egészekre lesz az
n* —4n® + 14n* = 20n + 10

kifejezés értéke négyzetszam?

2.17.1. Megoldas

A korabban latott szamrendszeres feladatokhoz (1.4. Feladat) hasonl6an az lesz

célravezetd, ha megnézziik, mikor esik két négyzetszam kozé a kifejezés. Ehhez
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megnézziik, hogy egy altaldnos normalt masodfoku kifejezés négyzete hogyan

néz ki, mik lesznek a negyedfokt polinom egyiitthatoi.
(P+ax+b)?=x*+2a->+Qb+a?) -x*>+2ab-x +b*

A maésodik tag alapjan ésszerfi az a = —2 valasztas. Ekkor b = 5 esetén csak
a konstans tagot nem kapjuk meg. A b = 4 valasztasndl ellenben nem lehetiink

biztosak abban, hogy kisebb értéket kaptunk.
(n* = 2n + 5)* = n* — 4n® + 14n* — 20n + 25

(n* —2n+4)* =n* —4n® + 12n* — 161 + 16

Jeloljiik a feladatban szerepld kifejezést f(n)-nel. Biztosan tudjuk, hogy
f(n) < (n* = 2n + 5)*. Nézziik meg, mikor lesz f(n) > (n* — 2n + 4)*!

(n* — 2n +4)* < f(n)

()
0<2n*—4n—6=2n>-2n-23)
g
O0<(m*-2n-3)=(n-1)7>-4
()

b<n-17 = 2<n-1]

Azt kaptuk, hogy a kérdéses egyenl6tlenség szinte minden n-re igaz. Ez azt
jelenti, hogy a feladatban szerepld kifejezés értéke egész szamok esetén - néhany
kivételtdl eltekintve - két szomszédos négyzetszam kozé esik, és igy nem lehet
négyzetszam.

Lassuk, mit kapunk a kivételekre.
2¢4n-1 &n=-1,0,1,2,3

Ezeket az n-re kapott értékeket behelyettesitjiik a kifejezésbe, igy ellendrizve,

hogy négyzetszamok lesznek-e.

o n=-1
f(-1)=1+4+14+20+10=49

e n=20

£(0) =10
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en=1
f1)=1-4+14-20+10=1

e n=2
f(2):24—4-23+14-22—20-2+10:16—32+56—40+10:10

e n=23
f(3):34—4-33+14-32—20-3+10:81—108+126—6O+1O:49

Megoldas: harom esetben kapunk a kifejezés értékére négyzetszamot, ezek:
n=-1,1,3.

2.18. Feladat

2000 kiilonbozd pozitiv egész szam fele paros, fele pedig paratlan; 6sszegiik kisebb
3 000 000-nal. Bizonyitsuk be, hogy van kozottiik 3-mal oszthato.

2.18.1. Megoldas

Indirekt tegytik fel, hogy nincs kozottiik hdrommal oszthaté. Vegyiik a legkisebb
2000 pozitiv egész szamot, amelyek koziil egyik sem oszthaté 3-mal. Ezek a

szamok a kovetkezdk:
1,2,4,5,7,8,10,11,...,2998,2999.

A szamokra teljesiil az a feltétel is, hogy a szdmok fele paros, fele paratlan. A
szamokat tobbféleképpen is 0sszeadhatjuk.
frjuk fel a szdmokat kétszer, egymds ala, egy novekvd illetve egy csokkend

sorozatot alkotva.

1 2 4 ... 299 2998 2999
2999 2998 2996 ... 4 2 1

gy most az egymas alatt 16v6 szamok 6sszege mindig 3000, és osszesen 2000
parunk van. A tdbldzatban szerepld szamok Osszege ez alapjan 3000 - 2000 =
6 000 000. Mivel minden szam pontosan kétszer szerepel a tdbldzatban, a szamok

Osszege ennek a fele, vagyis 3 000 000.
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Vagyis ha eredetileg olyan, a feltételeket kielégitd szdmokat valogattunk be,
melyek 0sszege kisebb ennél, akkor biztosan volt koztiik 3-mal oszthat6 szam is.

Kicsit masféle dsszeadds, ha alkalmazzuk a szdmokra a szamtani sorozat
Osszegképletét. Ezt megtehetjiik Gigy, hogy a szdmokat két szamtani sorozat 9ssze-
tésiilésének tekintjiik. Az egyik kezdd tagja az 1, a masiké, a 2 és mindkét sorozat
differencidja d = 3. De a sorozatot vehetjiik gy is, mint egy 1 — 3000-ig egyesével
novekvd sorozat, amibdl elvettiink egy részsorozatot, a harommal oszthat6 sza-
mokat.

Ezek az eljarasok persze egyenértékiiek, hiszen a szamtani sorozat sszegkép-

letére éppen a fenti egymads ald ir6s moédon jutottunk.
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