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Bevezetés

A matematikatanitasban jelenleg nagy gond, hogy a tanulok tuddsa nem elég kiforrott a
gyakorlati alkalmazasban és mas tantdrgyakéhoz képest sem. Neheziikre esik a
matematika kiilonboz6 teriiletein megszerzett tudasukat Osszekapcsolni, illetve az
¢letben €s mas tantargyakban alkalmazni. Ezt valamennyire a kompetencia-felmérések
eredményei is mutatjak. Az el6bbiek véleményem szerint kiemelik a kompetenciaalapt

oktatés fontossagat.

A kompetencia latin eredetli szo6, eredetileg illetékességet, jogosultsidgot, illetve
szakértelmet jelent.' Az oktatasban leginkdbb ez utdbbi értelemben hasznaljuk: a
Pedagdgiai lexikon szerint ,,alapvetéen értelmi (kognitiv) alapt tulajdonsag, de fontos
szerepet jatszanak benne motivacios elemek, képességek, egyéb emociondlis
tényez6k™. A kompetenciat hozzaértésként, tajékozottsagként is értelmezziik.

Mindebbdl latszik, hogy nagyon Osszetett fogalomrol van sz6.
Vidakovich Tibor szerint® a kompetenciateriiletek a kovetkezok:

o Szovegértési-szovegalkotasi kompetencia

e Matematikai kompetencia

e Szocialis, életviteli és kornyezeti kompetencia
e Eletpalya-épitési kompetencia

e Idegen nyelvi kompetencia

A Nemzeti Alaptanterv kulecskompetencidkban gondolkodik. A hatdlyos jogszabalyok a
kovetkezd kulecskompetencidk fejlesztését irjak eld: Anyanyelvi kommunikécio; Idegen
nyelvi kommunikaci6; Matematikai kompetencia; Természettudomanyos kompetencia;
Digitalis kompetencia; A hatékony, 0nalléo tanulds; Szocidlis ¢€s allampolgari
kompetencia; Kezdeményezdképesség és vallalkozoi kompetencia; Esztétikai-miivészeti

tudatossag ¢és kifejezOképesség.

! Bakos Ferenc szerk.: Idegen szavak és kifejezések szotara. Akadémiai Kiadé, Budapest 1989
? Pedagogiai lexikon (fészerkeszté: Bathory Zoltan €s Falus Ivan), Keraban Kiado, Budapest, 1997. 11

kotet 266. (a szocikk szerzéje Vajda Zsuzsa)
3 www.sulinovaadatbank.hu/letoltes. php?d_id=14256



»A legalapvetébb szinten a matematikai kompetencia az 0sszeadas, kivonds, szorzas,
osztas, a szazalékok és a tortek haszndlatanak képességét foglalja magaban fejben és

irasban végzett szamitasok soran, kiilonféle mindennapi problémak megoldasa céljabol.

Egy magasabb fejlettségi szinten a matematikai kompetencia a matematikai
gondolkodasmdd (logikus és térbeli gondolkodés) és a valosdg magyarazatara ¢€s
leirdsdra egyetemesen hasznalt matematikai kifejezésmod (képletek, modellek,
geometriai abrak, gorbék, grafikonok) hasznélatara vald képesség és készség az adott

kontextusnak megfeleléen.”[9]

A tudatos cselekvés az élet minden teriiletén szaktudast, stratégiai és metakognitiv
tudast is igényel. A metakognicié a tudasrol vald tudéds, azaz a gondolkodasunk
tervezése. ,,A metakognicio tesz benniinket sikeres tanulokka, ilyen modon Osszefiigg
az intelligenciaval. A metakognici®6 magasabb szintli gondolkodast jelent, amellyel
tanulds kozben is aktivan tudjuk befolydsolni szellemi tevékenységilinket. A
feladatmegoldas tervezése, a megértés ellendrzése, a végrehajtas értékelése természetes
metakognitiv eljarasok. Mivel a metakognicio kulcsszerepet jatszik a sikeres tanulasban,

érdemes tanulményozni, és eszerint is fejleszteni a tanulok gondolkodasat.”[9]

A kompetenciaprogramokban — mint példaul a DeSeCo (Defining and Selecting Key
Competencies) program (1997-2002) — kitiintetett szerepet kap a problémamegoldo
kompetencia. Ez az elsd olyan kognitiv kereszttantervi kompetencia, amelynek

felmérésére 2003-ban a PISA-vizsgalat keretében sor kertilt.

A problémamegoldé kompetencia fejlesztésében az az izgalmas, hogy nem begyakorolt
eljarasok, megoldasok egyszerli alkalmazasardl van sz6. A probléma megoldasanal
éppen azért, mert nem rutinfeladatrél van szo6, tobb varatlan, megoldandd kérdés is

adodhat.

Az eldbbiek miatt nem véletlen, hogy az érettségi vizsga jelenlegi rendszere is Uj,
masféle szemléletet, felkésziilést, 6rai munkat kovetel tanartol, didktdl egyarant. A
kétszintli érettségi vizsga kdzép- és emelt szintli kdvetelményrendszere is elmozdult a

kompetencidk irdnyaba.

A kompetenciafejlesztés — beleértve a matematikai kompetencia fejlesztését is — nem
létezik Onmagédban. Ennek egyik eszkdze lehet a matematika feladatok varidlasa.

Szakdolgozatom témajaul ezt valasztottam.



A feladatvariaciok soran nemcsak matematikai kompetencidt, hanem egyéb
kompetencidkat is lehet fejleszteni, példaul a szovegértési-szovegalkotasi kompetencian
beliil olvasas- és fogalmazasi készséget, hiszen az oran a sajat gondolatokat, Gtleteket
érthetéen kell kifejezni, megfogalmazni. A szakdolgozatomban leirt stratégiak
segitségével ugy érzem, hogy nagymértékben Ilehet még a problémamegoldd

kompetenciat is fejleszteni.

Ebben a témakorben kimondottan ezzel foglalkoz6 szakirodalmat magyar nyelven nem
lehet talalni. A kiilfoldi konyvek kozott a Thema mit Variationen oder
Aufgabenvariation im Mathematikunterricht cimii német konyv volt segitségemre
témam kidolgozasaban, ebbdl vettem a kiilonb6zd stratégidk meghatarozasat. A
stratégidkhoz adott példakat részben kozépiskolai feladatgylijteményekbdl valogattam,

nagy résziik azonban sajat otlet €s altaldban megoldasokat is irtam hozzajuk.

Szakdolgozatomban eldszor a valtoztatasok kiilonféle fo stratégidit és ezek valtozatait
ismertetem az egyes stratégidkat leginkdbb jellemzd, egyszerti példakkal. Ebben a
részben torekedtem arra, hogy a példék konnyen megérthetdk legyenek, és a bemutatott
stratégiara jellemzOk legyenek. Fontosnak tartottam azt is, hogy kiemeljem azokat a
stratégidkat, amelyek a jelenlegi oktatasban elég gyakorinak mondhatok. Ezt kdvetden

.....

konkrét helyzetben val6 alkalmazasaira is utalok a megfeleld helyeken.



Feladatvariaciok készitésének stratégiai

A matematika tanitasanak egyik legfontosabb célja és feladata a kdzépiskolaban, hogy
biztositsa a tanulok 6nalld, rendszerezett gondolkoddsénak fejlesztését, a matematika
alkalmazasanak képességét. Ennek eléréséhez nagy sziikség lehet arra, hogy egy-egy

feladatot tobbféle szempontbol megvizsgaljunk, sokféle stratégia szerint valtoztassunk.

A modszer Iényege, hogy egy adott feladatot minél tobbféleképpen valtoztatva a didkok
jobban megértsék az adott feladatot, illetve tananyagot, 6nallé gondolatokat ébresszen
benniik, konnyebben felismerjék a kiillonb6zdé anyagrészek kozotti kapcsolatokat.
Ezeket a valtoztatasokat sokféleképpen megvaldsithatjuk. Sokszor magatol is adodik
egy feladat varialasa, tovabbgondoldsa, de a kovetkezd stratégidk nagy segitséget
nyujtanak a tudatos feladatvaridlashoz. Ezeknek a stratégidknak a tartalma feladattol
fiiggben némileg valtozhat, és kombinalhatjuk is 6ket. Természetesen ezektdl eltérd
moddon is lehet valtoztatni egy — egy feladaton, attdl fiiggden, mennyire teszi ezt

lehetévée a feladat, €s persze a kreativitasunk.

1. Csekély valtoztatas

A feladatokat kis mértékben valtoztatjuk. Ezt a stratégiat alkalmazzak példaul a
tanarok gyakorlofeladatok készitésénél.
= 1. példa: Oldja meg a 3x — 2 < 11 egyenl6tlenséget a Z halmazon! —
egylitthatok és konstansok valtoztatésa: 3, -2, 11 helyett példaul -5, 4, -13
= 2. példa: ax?+bx+c=0 masodfoki egyenlet megoldoképletének
gyakorlasa, a,b,c értékek valtoztatasaval.
e 3. p¢lda: Egy haromszog cstcsai a koré irt kort harom olyan ivre osztjak,
amelyek hosszanak aranya:
1:2:3
Tovébbi lehetdségek példaul:
a) 3:5:10
b) 3:4:5

Szamitsuk ki a haromszdg belsé szogeinek nagysagat!



2. Analogizalas

Ennek a stratégidnak sokféle megjelenési formdja van. Egyes feladatokbol,
allitasokbol kiindulva analdg, hasonld kijelentésekhez jutunk pl. a feltételek
megvaltoztatasaval, helyettesitésével. A kdvetkezd példak ezt jol érzékeltetik:
* 1. példa: Oldjameg a 3x — 2 < 11 egyenl6tlenséget a Z halmazon!
Mig az el6z6 pontban az egylitthatokat valtoztattuk, itt pl. a <’ helyett *>’
jelet irva, az x-et x*-re cserélve jutunk analég példakhoz.
= 2. példa: 2x+y =3 és 3x— 6y =5 egyenletekbdl all6 egyenletrendszer
helyett példaul a (2x)-y=3 ¢és (3x)-(6y) = 5 egyenletrendszer
megoldésa kiilonbozo eljarashoz vezet. Illetve az '=’-t *<’-re vagy ’>’-ra
cserélve egyenldtlenségeket kapunk. Ennek a valtoztatasnak kdszonhetden
akar a tantervnek megfeleld irdnyba is vihetjiilk az 6ra menetét, a tanulok
pedig 6sszekapcsoljak az egyenldtlenségeknél alkalmazott megoldasokkal.
= 3. példa, csak fakultacion:
Az Osszegfiiggvény derivaldsi szabalya helyett az Osszeadast szorzésra,
illetve a derivalast integralasra ,,cserélve” megvizsgaljuk, hogy milyen
szabalyszertségeket lehet megfigyelni, pl.: az 0sszeadashoz hasonldan kell-e
a fliggvények szorzatdt is derivalni. Erre a valasz - mint tudjuk — a nem,
hiszen mig (f+g)’' =f +g,addig(f-g) =f-g+f-g.
Ilyen esetekben akar helytelen kijelentésekhez is juthatunk, de ezt a
stratégiat ez teszi érdekessé.
= 4 példa: A Pitagorasz-tétel kimondja, hogy derékszégli haromszogben a
szokasos jelolésekkel az oldalak kozott a kovetkezd Gsszefiiggés all fenn:
a’ + b? = c?. Vizsgaljuk az egyenléség helyett az a? + b2 > c?
egyenldtlenséget. Ekkor a és b kozrezart szoge nem derékszog, hanem
hegyesszog, illetve a? + b? < c¢? esetben tompaszdg.
= 5. példa: Hanyszorosara kell novelniink a négyzet oldalait ahhoz, hogy
keriilete négyszeresére novekedjen? > Mi torténik, ha a keriilet helyett
tertiletet irunk? Ekkor hanyszorosara kell novelni a négyzet oldalat?
= 6. példa: haromszog = négyszog
Kossiik 0ssze egy egyenld oldalu hiromszég oldalainak felezOpontjait.

Milyen haromszoget kapunk? (Szintén egyenld oldala haromszdget.)



—> Ha a kiindul6 alakzat egy négyszog, pl. parallelogramma, akkor milyen
négyszoget  kapunk az  oldalfelezd  pontok  Osszekotésével?
(Parallelogrammat.)
- Es ha a kiinduld négyszog trapéz? Ebben az esetben is parallelogrammat
kapunk. Ha szimmetrikus trapézbol indultunk ki, akkor az oldalfelezd
pontok specialis parallelogrammat, rombuszt hatiroznak meg. (Erdemes
megemliteni a didkoknak, hogy tetszéleges négyszog esetén is
parallelogrammat kapunk!)
» Dimenziovaltoztatas

Gyakran az analogizalas sordn a dimenziét valtoztatjuk meg. Igy a tanulok a

megfeleld feladatot a térben gyakran jobban el tudjak képzelni, hiszen hasonld

volt a feladat sikban is. Ezzel fejlodik a térlatdsuk, a tananyagba tobb

térgeometriat vihetiink, érdekesebbé valhat a feladat.

Ez utdbbi esetében gondoljuk csak meg példaul, hogy rengeteg feladat szo6l a

haromszogekrdl, de hany feladatot old meg egy atlagos didk tetraé¢derrel

kapcsolatban?

= 1. példa: Mi azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy ponttol adott
tavolsagra vannak? Egy megfeleld sugara kor. = Es a térben? Igy a kor
2. pelda: Kossiik 0ssze egy négyzet oldalainak felezOpontjait. Milyen
négyszoget kapunk? (négyzetet)
Ha a feladatot ,,atvissziik” térbe: a négyzet helyett kockat, az oldalfelezd
pontok helyett lapkézéppontokat véve milyen alakzatot kapunk? (oktaéder)
Ez a példa mutatja, hogy egy analog feladat megoldasa teljesen uj
ismeretekhez is vezethet. Erdekességképpen itt meg lehet emliteni a
didkoknak, hogy ha a kapott oktaéder lapkdzéppontjait kotom Ossze, akkor
éppen kockat kapunk. Azt is mondhatjuk, hogy a kocka és az oktaéder
egymas dualisa.

= 3. példa: Egy négyzet oldalaegyenesei hany részre osztjak a sikot?
Egy a négyzet belseje, 4 sikrész van, aminek a hatarold oldala a négyzet
oldala, és 4 olyan sikrész van, ami a négyzet csucsaira illeszkedik, tehat
Osszesen 9.

- Es egy kocka lapsikjai hany részre osztjak a teret?



Az el6z6 feladat mintdjat kdvetve rendszerezziik a térbeli tartomanyokat a

kockéhoz val6 viszonylagos helyzetiik szerint:

o 1 térrész a kocka belsejében

e 6 térrész, melyekben hatarold lapként a kocka egyes lapjait talalhatjuk
meg

e 12 térrész kapcsolddik a kocka éleihez

e 8 olyan térrész van, ami a kocka ¢éleire illeszkedik

Tehat 6sszesen 1+6+12+8=27 térrészt kapunk.

> Cél valtoztatasa

Egy adott feladatot ugy is varidlhatunk, hogy a célunkat valtoztatjuk, igy az

eredetihez hasonlo, de mégis mas tipusu feladatot kapunk.

1. példa: Adott keriilet mellett hatarozd meg a legnagyobb teriiletii
téglalapot! > Adott keriilet mellett hatirozd meg a legkisebb teriiletii
téglalapot!

Megoldéas: Legyenek a téglalap oldalai: a és b. Ekkor K = 2a + 2b és

T =a-b. Ha az els6 egyenletbdl kifejezziik a-t és beirjuk a masodik

egyenletbe, akkor T = K_TZb- b egyenletet kapjuk. Igy a feladat szovege

alapjan a b - —b? +§-b fliggvény maximumat keressiik. Ezt teljes
2

négyzetté¢ alakitva - (b —%)2 +11(—6 -ot kapunk, amibdl latszik, hogy a

K
. ‘ K . K—-2b K_ZZ
fiiggvénynek a b = " -ben van maximuma. Ekkor a = ==

K
4

tehat akkor maximalis a teriilete a téglalapnak, ha a = b = g, azaz egy

négyzet.

—> Ha a legkisebb tertiletii téglalapot szeretném meghatarozni, akkor a

b - —b% + g -b fliggvénynek keresem a minimumat. Azonban ennek a
masodfoku fiiggvénynek csak maximuma van, ezért a feladatnak nincs
megoldésa.

2. példa: Az f: R>R; x— — x% + bx + ¢ fiiggvénynek maximuma van az
x=3 helyen, és a maximum értéke -5. Mekkora a b és a ¢ értéke?

> Az f: R5>R; x— — x2 + 6x — 14 fiiggvény adott. Keressiik meg, hogy

hol van a maximum helye és maximum értéke?



x+3y=—-4
L] 5 . |
3. példa: Oldd meg az { 3x+ 2y =9 egyenletrendszert!
Ennek megoldasa: x =5 és y = —3.->Keress olyan egész szamokbdl allo

szamparokat, amik kielégitik
e azelsd egyenletet: példaul (-1; -1), (2; -2), (5; -3)...
Altalanosan: ha (m; n) kielégiti az egyenletet, akkor (m+3; n-1) szampar
is.
e amasodik egyenletet: példaul (3; 0), (1; 3), (-1; 6)...
Altalanosan: ha (m; n) kielégiti az egyenletet, akkor (m-2; n+3) szampér
is.
» Nézopont-valtoztatas
Fontos lehet - példaul versenyeken valo felkésziilés soran -, hogy ha egy didk
ranéz egy matematikai feladatra, akkor ne csak egy gondolata timadjon, hanem
egy feladatot tobb szemszogbdl is megvizsgaljon. Ehhez sziikség van arra, hogy

megvaltoztassa a nézOpontjat.

a-b-siny

» 1. példa: Hogyan lehet egy haromszog teriiletét novelni? > A T =

(ahol a, b a haromszog két oldala, y a kozbezart szog) képletet vizsgalva
milyen Otletiink tAmadhat?
A haromszog teriiletét novelhetjiik az oldalak, a magassag, a beirt, illetve a

hozzairt kor sugardnak nagyobbitidsaval, attél fliggben, hogy melyik
teriiletképletet vizsgdlom. De a T = w képlet esetén a ,,nézépontunk

megvaltoztatasaval” — azaz nemcsak az oldalakat figyelve, hanem a szdgek
vizsgalataval — rajohetiink, hogy a siny-t novelve is ndvelhetd a haromszog
teriilete. Ez esetben allando a, b mellett viszont maximum is van, ha siny

=1, azaz ha a haromszog derékszogii.

3. Altalanositas < specializlas

Ezek szerintem a leggyakrabban hasznalt stratégiak a matematikatanitasban.

> Altalanositas
Egy feladat altalanositdsa nagy segitséget nyujt a didkoknak, az altalanositasok
utdn nyert 0j ismeretet beépitik a kordbban tanult ismeretek rendszerébe.
Azonban lehetdséget kell adni a didkoknak arra, hogy a tapasztalatbdl kiindulva

maguk alkossadk meg egy feladat altalanositasat. Matematikai ismereteik



felépitése szempontjabol sokkal hasznosabb, nyilvanvaléan sokkal jobban
megmarad az emlékezetiikben is, ha maguktol jonnek ra, és amikor eljon az
ideje, konnyebben tudjak alkalmazni.
= 1. példa: (a + b)? = a® + 2ab + b? éltalénositasa: (a + b)" = (7)a"b° +
(’;)a”_lbl + 4 (nfl)a""lbl + (Z)aob"
Ezt az 4ltalanositast tobb 1épésben végezziik el, elészor (a+b)’, majd (at+b)*
kovetkezik, és végiil példaul a Pascal-haromszog felirdsa utan johet az
(atb)".
= 2. példa: Egy szabalyos hdromszoget bontsunk fel 4 kisebb szabalyos
haromszogre!
Megoldés: A harom kozépvonal segitségével (lasd 1.
abra).

Ennek a feladatnak egy altaldnositdsa: Hany darab

kisebb szabalyos haromszogre lehet felbontani egy 1. abra
szabalyos haromszoget?
n’-re: ha az oldalakat n egyenld részre bontjuk

¢s parhuzamosokat hizunk az oldalakkal, akkor

1+(2n-1)
— n = nz

143+ Qn-1)=—= =

szabalyos haromszdget kapok.

2n-re (n>1): egy oldal mentén n darab
2. abra

haromszog van (3. dbran kékkel szinezve),
kozottiik n-1darab hdromszdg, és van még
egy nagyobb hdromszdg (3. abran: piros

korvonallal), azaz 6sszesen n+(n-1)+1=2n

darab haromszog.
2n+3-ra (n>1): ha a 3. abran lathat6 piros

haromszoget 4 kisebb haromszdgre bontjuk

tovabb, akkor 2n-1+4=2n+3 haromszoget 3. abra

kapunk.

Osszefoglalva: a felbontas minden n?, 2n, 2n+3 (n>1) esetén lehetséges, igy
az 0sszes, 2-nél nagyobb paros és az Osszes 5-nél nagyobb paratlan szamra.
Tehat minden n-re, kivéve a 2, 3 és 5, ezekre pedig konnyen belathatd, hogy

nem lehetséges.
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3. példa: Egy szabalyos haromszdg belsejében vegylink fel taldlomra egy
pontot ¢és tekintsiik az oldalegyenesektdl mért tavolsagainak az Osszegét.
Bizonyitsuk be, hogy ez az dsszeg
nem fiigg a pont valasztasatol.

- Bizonyitsuk be szabalyos n-
sz0g esetén!

Az n-szog tertiletét
kiszdmolhatjuk n db hdromszog

tertiletének  Osszegeként: T =
a-dq a-d, ad,

; Tttt =

%(d1 +d, 4 - +dy,). Mivel T és

a allandok, ezért (dy +d, + -+

d,,) is allando.

4. abra

4. példa: Hany 2 elemi részhalmaza van egy 3 elemi halmaznak? (z)

Es hany k elemii részhalmaza van egy n elemii halmaznak? (2)

5. példa: 3 ismeretlenes, 3 egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasanak
egy eljarasa - n ismeretlenes, n egyenletbdl allo egyenletrendszer altalanos
megoldasa

6. példa: ha egy feladatban sokszdg szerepel, akkor a feladat végiggondolésa
n-sz0g esetén is. Példaul: Mennyi az 6tszog belsd szogeinek Osszege? =

Mennyi egy n-szog belso szogeinek dsszege?

» Specializalas

A tanuldsi folyamat jellemzdje a fokozatos absztrahdlds mellett a gyakori

konkretizalas, az altalanositas mellett a specializalas.

1. példa: (a+b)* > (at+a)

2. példa: A koszinusz-tétel a szokasos jelolésekkel: c? = a? + b? —
2abcosy. Mi van ha y = 90°? Egy specidlis eset a Pitagorasz-tétel, hiszen ha
¥ =90°, akkor a ¢c? = a® + b? egyenléséget kapjuk.

3. példa: Thalész-tétel specidlis esete a kozépponti és keriileti szogek
tételének, miszerint egy korben barmely kézépponti szog kétszer akkora,
mint az azonos ivhez tartozd keriileti szog. Emiatt a Thalész-tételt ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy:

A félkorivhez tartozé minden keriileti sz6g derékszog.
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http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=K%C3%B6z%C3%A9pponti_%C3%A9s_ker%C3%BCleti_sz%C3%B6gek_t%C3%A9tele&action=edit&redlink=1
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=K%C3%B6z%C3%A9pponti_%C3%A9s_ker%C3%BCleti_sz%C3%B6gek_t%C3%A9tele&action=edit&redlink=1

4. példa: A koordinatageometridban az y=mx+b egyenes egyenletének
specialis esete, ha m=0, azaz a vizszintes egyenesek; illetve, ha b=0, azaz az
origon atmend egyenesek egyenletét kapjuk.

5. példa: A parallelogramma teriiletképlete a szokasos jeldlésekkel: a - b -
siny. Specialis esetekben:

e rombusz: a? - siny

o téglalap:a-b

e négyzet:a-a

4. Hataresetek megfigyelése

1. példa: A szadmtani, illetve mértani sorozat hataresetei, ha d=0; illetve ha

g=1.
Ekkor is érvényben marad az 6sszegképlet?

r . , . ait+aq)n , .
A szamtani sorozat esetén igen ( S, = larta)n a, - n), azonban a mértani

2

sorozat 0sszegképlete nem értelmezhetd, hiszen akkor a nevezdében 0 lenne.
Viszont ilyen esetben az 0Osszeg konnyen kiszamithatdé az S, =a;'n

képlettel, ami épp a szamtani sorozat §sszegképlete is d=0 esetén.
2. példa: A trapéz teriiletképlete a szokasos jelolésekkel: @ Specialisan

a parallelogramma, igy a téglalap is trapézok. Mutassuk meg, hogy az el6bbi

képletbdl eldallnak az ismert teriiletképletek!

(a+a)m

Valéban, hiszen =a-m, ami a parallelogramma teriiletképlete;

(a+a)b

illetve a szokasos jelolésekkel (m=Db) a téglalapé: a-b.

Egy hatarhelyzet 4ll fenn, ha példaul a trapéz c-vel jel6lt oldala nulla.
Ilyenkor egy haromszoget kapunk, amire felirva a trapéz teriiletképletét
%—t, azaz a haromszogre vonatkoz6 egyik ismert teriiletképletet kapjuk,
ahol m az a oldalhoz tartoz6 magassag.

A tanuldknak sokszor gondot okoz a kiilonbozé matematikai képletek

megjegyzése. A figyelmiiket is jobban le lehet kotni, ha nemcsak felirjuk a

képletet, hanem tovabb is gondoljuk azt, 6sszekdtve el6z6 ismereteikkel.
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3. példa: A masodfoku egyenlet altaldnos alakja: ax*+bx+c=0. Specilis
esetel, ha a,b,c koziil valamelyik 0, vagy barmely kettd 0, illetve mindharom
0. Ha b=0 vagy c=0 vagy mindketté 0, akkor még masodfokt a kifejezés,
azonban ha a=0, akkor nem madasodfoktl egyenletet kapunk. Ha pedig

mindegyik 0, akkor egy azonossaghoz jutunk.

5. Megforditas

A tételek, allitasok megforditasai éppolyan fontosak, mint maguk a tételek. Gyakran

csak a kovetkeztetd nyil irdnyat kell megforditani, de sok esetben ez csak bizonyos

plusz feltételek mellett tehetd meg.

1. példa: Ha egy szam oszthatd 24-gyel, akkor oszthato 4-gyel és 6-tal is.
Ennek az allitasnak a megforditdsa nem igaz, azaz ha egy szam oszthato 4-
gyel és 6-tal, akkor még nem biztos, hogy oszthatd 24-gyel. Ez igaz lenne,
ha a 4 és a 6 relativ primek lennének.

2. példa: A parhuzamos szeldk tétele kimondja, hogy ha egy szdg szarait
parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szaron keletkezd
szakaszok hosszénak ardnya egyenld a masik szaron keletkez6 megfeleld
szakaszok hosszanak aranyaval.

—>Ha egy szog szarait gy metssziik egyenesekkel, hogy az egyik szaron
keletkezett AB és CD szakaszok hosszanak ardnya megegyezik a masik
szaron keletkezett megfeleld A’B’ és C’D’ szakaszok hosszanak aranyaval,
akkor a metszd egyenesek parhuzamosak? Ez csak akkor lesz igaz, ha a
szakaszok hosszat mindkét szogszaron a szog csucsatol, O-t6l szamitjuk,

(a1 0A _ 04’
azaz példaul ==

0B 0B"

6. Kontextus, szovegkornyezet megvaltoztatasa

A legtobb didknak nagy gondot okoz a szoveges feladatok atiiltetése a matematika

nyelvére, illetve a matematika alkalmazédsa gyakorlati probléméak megoldasahoz.

Leginkabb az egyenletekkel, egyenldtlenségekkel foglalkozo témakordk tanitasa

soran a didkokban felmeriil az a kérdés is: Mindez mire j6? Mire lehet hasznalni?

Hétkéznapi életiinkben a problémak altalaban szoveges feladatok formajaban

keriilnek eld. Ezért is nagyon fontos, hogy minél tobb, koruknak megfeleld ilyen

jellegli feladatot oldjanak meg a didkok kozépiskolaban.
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1. példa: 2y=x-8
3y=x+7
Ehelyett az egyenletrendszer helyett adhatjuk példaul a kovetkezo feladatot:
A matematikaterembe padokat allitanak be. Ha minden padba két tanul6t
tiltetnek, akkor 8 tanulonak nem jut hely. Ha viszont minden padba 3 tanuld
iil, akkor 7 hely iiresen marad. Hany padot allitsanak a terembe? Hany tanulo
van az osztalyban?
Ebben az esetben a tanuldknak kell felirni az egyenletet is, tehat az
egyenletfelirast is gyakoroljak. A feladat probalgatassal is megoldhato.
2. példa:
e Egy tarsasigban Ot ember van, érkezéskor mindenki kezet fog
mindenkivel. Hany kézfogas torténik?
e Ot barit elmegy bilidrdozni a hétvégén. Mindenki mindenkivel akar
jatszani. Osszesen hany meccset jatszanak?
e Hany 4tlgja és oldala van Gsszesen egy 6tszognek?
e Ot pont a sikban hany egyenest hataroz meg, ha semelyik harom nincs

egy egyenesen?

Ezek a feladatok elsé latasra kiillonbozoének tinnek a didkok szemében,

56-D

mégis mindnek ugyanaz a matematikai tartalmuk: 10.

3. példa: Péter egy folyon evez a viz folyasaval szemben. Egy hid alatt kiesik
a kalapja a csonakbol. Fél ora mulva észreveszi, megfordul és ugyanolyan
erovel evezve, mint eddig, a kalap utan ered. A hidt6l 4 km-re éri utol a
kalapot. Mennyi ideig evez Péter visszafelé? Mekkora a folyd sebessége?
Megoldés: Legyen a foly6 sebessége v, Péter sebessége w allovizben, t pedig
az id6tartam, amig Péter a kalap utan evezett. Ekkor

a kalap utja: 0.5v+tv=4

Péter utja az észrevétel pillanatatol a kalap megtalalasaig: t(v+w)=4+0.5(w-
v)

Ezekbdl megkapjuk, hogy t=0.5. Tehat fél oraba telik, amig észreveszi a
kalap hianyat, majd fél orat kell Péternek visszafelé eveznie is. Igy a foly6

sebessége 4 km/h, hiszen 1 6ra alatt 4 km-t tett meg a kalap.
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A feladat megolddsa utdn révezethetjik a didkokat a szdovegkornyezet

megvaltoztatdsaval, hogy a megoldasra szdmolas nélkiil is ra lehet jonni.

Ha folyd helyett vonatot vesziink, Péter nem evez, hanem sétal, akkor a
feladat atfogalmazhatjuk a kovetkezoképpen:

Péter egy gyorsvonaton sétadl menetirdnnyal szemben. A biifé kocsiban
elveszti a pénztarcajat, épp amikor egy megalld mellett halad el a vonat. 5
perc mulva észreveszi, megfordul és visszasétal ugyanolyan tempdban, mint
eddig. A pénztarca a megallotdl ekkor mar 8 km-re van. Mennyi ideig sétal
visszafelé Péter? Milyen gyorsan megy a vonat?

A feladat 4tfogalmazasa segit a didkoknak konnyebben elképzelni,
érzékelteti, hogy a pénztarca (ill. kalap) elvesztésétdl az észrevételig eltelt
1d6 ugyanannyi, mint az észrevételtdl a megtalalasig eltelt 1d6, hiszen
ugyanannyit kell visszafelé¢ sétalni (ill. evezni) a vonaton (ill. folyon), mint
amennyit menetirannyal szemben. Ez a vonat (ill. folyd) sebességétdl
fiiggetlen. Természetesen az adatokon egy kicsit modositani kell, hogy
¢lethli legyen, azonban ez a 1ényegen nem valtoztat.

4. példa: A szovegkornyezet megvaltoztatasaval eljuthatunk a matematika
kiilonb6z6 tudoméanyokban valo alkalmazésaihoz is, példaul az épitészetben,
fizikaban, kémidban, biologidban, kozgazdasagtanban...stb.

e Fizikai alkalmazas:

Manapsag egyre gyakrabban hasznalnak informacidatvitelre livegszalbol
késziilt kabeleket a korabbi drotkabel és arammal  torténd
informacioatvitel helyett. A fény intenzitdsa az {ivegszalon torténd
haladéds kozben exponencidlisan csokken. Egy kiilonlegesen tiszta
tivegszalon 100 m haladas alatt a fény intenzitasa 0,2%-kal cs6kken.

a) Adja meg a forrastol d tavolsagra az livegszalban a fényintenzitast, ha
d-t km-ben mérjiik.

b) 12 km hosszan hany szazalékara csokken az intenzitas?

c) Mekkora tavolsagra kell fényerdsitOket beépiteni az {ivegszalas
kabelbe, ha a besugarzott fényintenzitasanak legalabb 20%-a el kell hogy

érje az erdsitdt, ahhoz, hogy a hibakat elkeriiljiik?
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Mezdgazdasagi  alkalmazéds, ami példaul egy mezdgazdasagi

szakkozépiskoldban jo gyakorlas lehet:

Egy sertéstelepen 41 6lba egyenletesen helyezziik el az éllatokat ugy,
hogy minden 6lban ugyanannyi diszn6 legyen. Meszelés alkalmaval 14
olat fel kellett szabaditni, s kozben egy allatot le is kellett vagni. Igy az
ujraosztasnal tobb, de minden 6lba ugyanannyi sertés jutott. Hany allat
volt eredetileg egy olban, ha a telepen legfeljebb ezer disznd tartasat
engedélyezi az ANTSZ?

Megoldés: Legyen kezdetben egy 6lban x sertés, y pedig a meszelés utan
az egy Olban lévd allatok szdma. Ekkor 41x-27y=1, ahol x, y természetes
szdmok.

41x-1 _ 14x—1

Ebbdl y = X +—— Mivel x és y természetes szamok, ezért 27

osztoja a 14x-1-nek, azaz 27k=14x-1. Ebbdl kovetkezik, hogy k paratlan.
27(2m+1)=14x-1

54m=14x-28

27m=7(x-2), tehat 27|x-2 2> x=27z+2.

z=0 esetén x=2, y=3 (ekkor 82 disznd van);

z=1 esetén x=29, de ezt nem engedi meg a feladat feltétele, tehat nincs
megoldas.

Biol6giai alkalmazas:

Tinea Pellionella egy igen elterjedt molyfajta. A ndstények egy
alkalommal koriilbeliil 150 petét raknak. Egy év alatt 5 generdcio jon
létre. Mindegyik larva kb. 20 mg milligramm gyapjut eszik. A peték 2/3-
a elpusztul id6 eldtt és az életben maradtak fele ndstény.

a) Készitsen vazlatot a novekedésrol, az elsd sziildpart tekintse elsd
generacionak.

b) Mennyi gyapjut falnak {6l az anyamoly utodai?

¢) Tudna-e olyan képletet megadni, amely (a folyamatot tartosnak véve)
a generaciok szdma és a megevett gyapju mennyisége kozotti viszonyt

fejezi ki.
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7. Szétvalasztas

Egyes feladatokban nagy szerepe lehet a kiilonb6z6 komponensek
szétvalasztasanak.
» 1. példa: A hatvanyok tanitdsanal az a"-t komponenseire szétvalasztva

vizsgaljuk. Ha a hatvanyalapot valtoztatjuk, akkor csak aprobb
valtoztatasokhoz jutunk, példaul: 2° > (-3)° vagy 2° > (%)3 nem jelent
Iényegét tekintve nagy valtoztatast. Azonban ha a kitevot valtoztatjuk, akkor

teljesen kiilonboz6 eredményeket kapunk: 2° > 2'3=2—13 vagy 22 = V22

= 2. példa: Egy szabalyos n-szog-r6l szolé geometriai feladatban hasznos
lehet, ha megvizsgéljuk azt az esetet, amikor az n-szog csak egyenld oldalu,
illetve ha az n-szognek a szogei egyenldk, de az oldalainak a hossza
kiilonbozik.
Példaul: Egy négyzet felezOpontjai milyen alakzatot hatdroznak meg?
Ha a négyzet helyett olyan négyszoget vizsgalunk, aminek csak a szdgei
azonosak, azaz a téglalapot, akkor a felezOpontjai egy rombuszt hataroznak
meg. Ha pedig a rombuszt vizsgéaljuk, aminek az oldalai egyenldk, akkor
téglalapot kapunk, hiszen ennek csak az a feltétele, hogy az eredeti négyszog
atloi merdlegesek legyenek egymasra.
Ezekbdl kovetkezik, hogy mivel a négyzet egyben téglalap és rombusz is,
ezért a felezOpontok altal meghatarozott négyszognek rombusznak ¢&s

téglalapnak is kell lennie, ami csak a négyzet lehet.

5. 4bra
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8. Iteracio

Ahogy a szotar' meghatdrozza, az iteracio: fokozatos kozelités; ugyanolyan
eljarasnak egyre pontosabb értéket addo megismétlése.
= . példa: A matematikaban az iteracid jelentheti példaul azt, hogy egy
konkrét szdmolas utan annak az eredményével szamolunk tovabb.
= 2. példa: Mi az els6 n természetes szam Osszege? > Mi az elsé n
négyzetszdm, kdbszam, ... stb. dsszege?
= 3. példa: Ennek a stratégianak a szempontjabdl nagy jelentdségli a
szamitogépek megjelenése, hiszen az iteracid, vagyis mas néven ciklus, vagy
ismétlési szerkezet a programozas egyik alapelve. Ennek sordn valamilyen
feltételtdl  fiiggben  ismétlink meg egy tevékenységet, vagy

tevékenységsorozatot. fgy mar konnyebb példaul a lg(x) = Ig(lg(x)) =
lg(1g(1g(x))) fiiggvények vizsgalata.

9. Hianypotlas

Fontos a matematikaban a logikai strukturdltsdg egy téman beliil vagy akar egy
feladat megoldéasanal is. Ha kiilonb6z6 eseteket vizsgalunk, akkor torekedni kell
arra, hogy lehetdleg egy eset se maradjon ki.
= [. példa: Egy geometriai példa esetén, ami hegyesszogli haromszogekrol
sz0l, érdemes megnézni tompa- illetve hegyesszogli haromszogekre is.
= 2. példa: Ha egy feladatban csak a koriv egy része szerepel, akkor az egész
korre megvizsgalni:
Adott atfogojii derékszogli haromszogek koziil melyiknek maximalis a
tertilete?
Mivel az atfogo6 adott, ezért csak a magassaguk kiilonbozteti meg Oket, igy
ezek kozil a legnagyobb teriiletli az egyenld szarti haromszdg, hiszen ennek
a legnagyobb a magassaga.
- Mi kovetkezik ebbdl a teljes korre?
Ha tlikrozziik a haromszogeket az atfogora, akkor a derékszogi deltoidok

koziil a négyzetnek lesz a legnagyobb a teriilete.

* BAKOS Ferenc Idegen szavak és kifejezések szétdra, Akadémiai Kiado, Budapest, 1983
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Egy haromszoget 3 adata meghatarozza. A teljességre torekedve vizsgaljuk

meg az 0sszes esetet:

ha adott 3 oldala, akkor a haromszog egyértelmiien megszerkeszthetd

ha adott 2 oldala és az altaluk kozrezart szoge, akkor is egyértelmii a
szerkesztés

ha adott 2 oldala (AB ¢és BC)) és a rovidebbikkel szemkozti szoge, akkor
két kiilonb6zo haromszog is szerkeszthetd: ABC; és ABC, haromszogek,

ha BC]: BCz
B

6. abra

ha adott 2 oldala és a hosszabbikkal szemkozti szoge, akkor csak egy
haromszog szerkeszthetd

ha adott az egyik oldala és az azon 1év6 két szoge, akkor is egyértelmii a
szerkesztés

ha adott az egyik oldala, a rajta fekvd szog és a vele szemkdzti szog,
akkor a harmadik szoge is adottnak tekinthetd, igy az el6z6 esetet kapjuk

ha 3 szoge adott, akkor végtelen sok hasonld haromszog szerkeszthetd.

Tehat azok az esetek, amik egyértelmiien hatdrozzdk meg a haromszoget,

lesznek a haromszog egybevagosaganak alapesetei, amelyek a kovetkezok:

Két haromszog egybevago,

ha oldalaik paronként egyenldk
ha 2 oldaluk és az altaluk kozrezart szog egyenld
ha 2 oldaluk és a hosszabbikkal szemkozti szogiik egyenld

ha az egyik oldaluk és az azon 1év6 két szogiik egyenld
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10. Tovabbkérdezés

Egy tanar esetén nagyon fontos az alland6 kérdésfelvetés, ezzel sarkallja a didkokat

sajat gondolatokra, felkelti figyelmiiket és ezzel viszi tovabb az 6ra menetét. Eppen

ezért ez egy nagyon fontos stratégia a tanitas soran.

1. példa:
o A feladat: Elballithato-e egy torzstort® két kiilonbozd torzstort

Osszegeként?

A vélasz: Igen, hiszen példaul P R
n n+l1  n-(n+l)

A kérdés: Egyértelmli ez az eldallitas? Nem, hiszen példaul

1,1 _ 1,1

1,1
6 7 42 8 24
2. példa: Egy szabdlyos dobokockaval egyszer dobunk. Mekkora a

valoésziniisége, hogy a dobott szdm 3-mal oszthat6? % - Kérdés: Es mekkora

T . 12
annak a valdsziniisége, hogy 3-al nem oszthato? 1 —3 5 Ekkor a

komplementer eseményre kérdeziink ra.
3. példa: Ez a stratégia gyakran megjelenik a geometriai szerkesztésekben,
diszkusszié formdjaban. Ennek soran részletesen megbeszéljiik, hogy a

megoldas mely esetekben és milyen koriilmények kozott alkalmazhato.

11. Erdekesebbé tétel, aktualizalas, javitas

Ezek a stratégidk fontosak, hiszen minden tanarnak arra kell torekednie, hogy a

didkok érdekes, matematikailag és nyelvtanilag helyes feladatokat kapjanak az

orakon.

> Erdekesebbé tétel

Fontos, hogy felkeltsiik a didkok érdeklédését matematika o6ran, ehhez viszont

érdekességekre, hozzajuk kozel allo feladatokra van sziikség. Ezt sokféleképpen

meg lehet tenni. Példaul a 6. pontban mar emlitett szovegkornyezet

megvaltoztatasaval, a valdo életben vett alkalmazasokkal; illetve kisebb

matematikai, esetleg vicces torténetekkel. De jo lehetdséget adnak a matematikai

paradoxonok is, hiszen ezek gyakran igen meghdkkentdk.

> torzstort: az 1 szamlaloju tortek
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Egy feladatot egy jo képességii osztalyban ugy is érdekesebbé lehet tenni, ha

nehezitjiik, a feltételeket megvaltoztatjuk, esetleg analog feladatot talalunk ki,

pl. a térben (analogizaljuk).

Aktualizalas, javitas

Ha egy feladat mar elavult, nem aktualis, azaz nem illik bele az adott

¢lethelyzetbe, akkor frissiteni, aktualizalni lehet az adatokat.

fgy a tanulok is konnyebben megértik azokat és hitelesebbek, valdsaghiibbek

lesznek a feladatok altalaban. Az iskolai tankonyvek példai gyakran nemcsak

targyi, hanem matematikai, nyelvi hidnyossadgokat is mutatnak, ezekre minden

tanarnak oda kell figyelni és kijavitani azokat.

= 1. példa: Ha egy feladatban még osztrak schilling szerepel, vagy német
marka, akkor mivel ma mar euro a hivatalos pénznem, ezért érdemes atirni a
feladatot, vagy jelezni kell valamilyen forméaban, hogy ma mér nem ez a
hivatalos fizetéeszkdz.

= 2. példa: Javitas alatt nem csak elirasok, rossz adatok javitasat értem, hanem
ha egy feladat kétértelmi, akkor annak atfogalmazasit. Azonban a
leghasznosabb, ha megbeszéljiik a didkokkal, hogy a szoveg alapjdn milyen

megoldasok johetnek szamitasba. llyen példaul a kdvetkezd:

Adottak az 1,2,3,4 szamjegyek. Héany kiilonb6zé héaromjegyli szam
készithetd ezek felhaszndlasaval?

A feladat megfogalmazdsdb6l nem deriil ki egyértelmiien, hogy egy
szdmjegyet csak egyszer vagy akar tobbszor is fel lehet-e hasznalni.
Egyértelmii megfogalmazasok példaul a kdvetkezok lehetnek:

e Adottak az 1,1,2,2,2,3,3,4 szamjegyek. Hany kiilonb6z6 haromjegyti
szam készithetd ezek felhasznalasaval?

e Adottak az 1,2,3 és 4 szamjegyeket abrazold szamkartydk. Hany
kiilonb6z6 haromjegyli szdm készithetd ezek felhasznalasaval?
Ebben az esetben adddik, hogy a szamkartyak mindegyikébdl csak
egy van.

e Adottak az 1,2,3,4 szamjegyek. Hany kiilonb6z6 haromjegyli szam
készithetd ezek felhasznaldsaval, ha mindegyiket tobbszor is

felhasznalhatom?
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12. Nehezités vagy konnyités

Egy feladat nehézségének megvaltoztatdsat sokféleképpen megtehetjiik. Sokszor

egy tétel, feladat specializalasa konnyitést jelent, mig az altalanositas, az absztrakt

gondolkodas nehezitésnek szamit.

1. példa: Egy kerités lefestése Péternek 4 orajaba telne. Ugyanezt a munkat
Andras 6 ora alatt végezné el. Mennyi 1d6 alatt fejezik be egyiitt a kerités

lefestését?

Péter 1 6ra alatt a kerités i részét festi le, mig Andras 1 6ra alatt az % résszel
végez. Legyen t a k6z0s munkaidé ordban mérve. t 6ra alatt Péter i részt,
, .t , , , , . . . 4
Andrés pedig o reszt fest be, €s e két rész 0sszege adja a teljes munkat. Igy a

felirhato egyenlet: £+£ =1, azaz 3t + 2t = 12, amibdl t = 2,4. Tehat a

munkat 2,4 ora alatt fejezik be egyiitt.

Konnyités: Péter és Andras ugyanolyan gyorsan, 4 oOra alatt festenének le
egy keritést. Mennyi i1d0 alatt fejezik be egyiitt a kerités lefestését?

Ez az el6zd feladatnak egy specidlis esete, igy az el6z0 megoldas itt is
eredményre vezet: i +£ = 1, azaz 2t = 4, amibol t = 2.

Azonban ezt a feladatot konnyen meg lehet oldani egy kis gondolkodassal is:
mivel Andrés és Péter is ugyanolyan gyorsan dolgoznak, ezért egyiitt kétszer
olyan gyorsak, tehat fele annyi id6 sziikséges a kerités lefestésé¢hez, mint
kiilon-kiilon.

2. példa: Mindkét dbran egy negyed korivet harmadoltunk el. Mutassuk meg,
hogy a két jelolt teriilet egyenld!

7. abra
Ha a sugarat 1 egységnek vessziik, akkor a jelolt teriileteket kiszdmolva

mindkettére konnyen adodik a % terliletegység.
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Nehezités: Talalj ,,Szamolasmentes”

(atdarabolasos) megoldast!

Ahhoz, hogy belassuk, hogy T1+T3=T2+T3, elég T3
belatni, hogy TI1=T2. Ehhez viszont elég azt T1
belatni, hogy T2+T4=T1+T4, azaz a két T2
derékszogli hadromszog teriilete egyenld. Ez igaz, T4
hiszen egybevagodak (atfogdjuk egyenld a sugarral €s 8. abra

szogeik megegyeznek).

13. Kombinalas

A kordbbi pontokban felsorolt stratégidkat természetesen lehet kombinalni, tobb

valtoztatast egy Iépésben végrehajtani; illetve egyszerre tobb stratégia szerint

varialni a feladatot.

1. példa: ,,Oldja meg a 3x —2 < 11 egyenlStlenséget a Z halmazon!”

feladat az 1. és 2. pontban emlitett stratégiak kombinalasaval atfogalmazva:

,Oldjameg a 4x2 + 5 > 9 egyenldtlenséget az R halmazon!”

2. példa: Bizonyitsuk be, hogy egy hegyesszogli haromszdg magassagpontjat

tikrozve a haromszog oldalaira, a tiikkorkép rajta van a hdromszog kortilirt

korén!

o Altalanositds: Bizonyitsuk be tetszdleges haromszogre is!

e analogizdlds: Bizonyitsuk be, hogy egy haromszdg magassagpontjat
tikkrozve a haromszdg oldalfelezd pontjaira, a tiikorkép rajta van a
haromszog koriilirt korén!

e tovéabbkérdezés: milyen pontok vannak ezek szerint a haromszog kortlirt

korén?
(magassagpont tiikorképei az oldalakra és az oldalfelezd pontokra, és a
haromszog csucsai, tehat 9 pont)

e tovabbkérdezés: milyen, mar emlitett korrel hozhatdé kapcsolatba az

el6z6 kovetkeztetés? Es hogyan?

Természetesen a Feuerbach-korrel, amit a koriilirt kor % aranyu
kicsinyitésével kapunk.

Az elobbi stratégidknak egy kombindldsa: Bizonyitsd be, hogy a

haromszog oldalfelezd pontjai, a haromsz6g magassagainak talppontjai,
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¢s a magassagpontot a csucsokkal 6sszeko6td szakaszok felezOpontjai egy
koron vannak! Ebben a bizonyitdsban 6tvozddnek az elébb felsorolt
feladatok.
= 3. pé¢lda: Mit lehet mondani 3, egymast kovetd természetes szam Osszegérdl?
Oszthat6 3-mal, hiszen (n-1)+n+(n+1)=3n.

e csekély véltoztatas: Mit lehet mondani 3, egymast kovetd pdaros szdm

0sszegérol?
Oszthato 6-tal, hiszen (2n-2)+2n+(2n-2)=6n.
e analogizdlds: Mit lehet mondani 3, egymast kovetd természetes szam
szorzatarol?
Oszthatd 6-tal, hiszen a harom szam koéziil egy biztosan paros, €s egy

pedig oszthat6 3-mal, igy a szorzat biztosan oszthat6 legalabb 6-tal.
Az el6z0 stratégiak kombinélésa:

Mit lehet mondani 3, egymdast kovetd paros szdm szorzatardl?
Oszthaté 48-cal, mert (2n-2)-2n-(2n+2)=2>+(n-1)-n:(n+1), azaz 8-cal biztosan
oszthatd, és eldbb belattuk, hogy 3, egymast kovetd természetes szam

szorzata oszthato 6-tal, igy 8-6=48.

= 4. példa: 2000.02.20 egy olyan datum, ami csak paros szamjegyekbdl all.
Mikor volt utoljdra egy hasonl6 daitum? (Minden honap €s nap sorszama 2
szamjegybdl kell, hogy alljon.)
Ennek megoldasa persze fligg az aktualis datumtol, de a jelenlegi megoldas:

2008.12.28.

e csekély valtoztatds: Melyik a kovetkezd ilyen datum?

e analogizdlds: Mikor volt utoljara olyan datum, ami csak pératlan

szamjegyekbdl all? Jelenlegi megoldas: 1999.11.19.

Az el6z0 stratégidk kombindldsa: Melyik a kovetkezd olyan datum, ami csak

paratlan szamjegyekbdl all?
Megoldas: 3111.11.11.

Az elézbéekben ismertetett stratégidk koziil altaldban nem mindet alkalmazzuk egy-egy
feladat kapcsan. A kovetkez6 két feladatlapban bemutatom, hogyan varialhatdo egy

feladat, témakdr minél tobbféleképpen.
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Példak feladatok varialasara

A haromszog teriilete

Ez a feladatlap egy Osszefoglald oran a legalkalmasabb, akar érettségire valo

felkésziiléskor, akar mar 10. osztalyban, a geometria témakdr végén.

Alapfeladat:

Hogyan lehet kiszamolni egy haromszog teriiletét, ha adva van egy oldala és a hozza

tartoz0 magassaga?

Megoldas:

Az abra atdarabolassal azt mutatja be, hogy a
haromszog teriilete a felrajzolt téglalap
tertiletének éppen a fele, azaz a haromszog

tertilete kifejezhetd a kovetkezd képlettel, a

, © qe1z am bm cm
szokasos jeldlésekkel: T = —2 = —2 = —<

2 2 2 - A B
9. abra

A megoldas sordn sok didknak gyakran csak a T = % képlet jut eszébe, ezt érdemes

pontositani.

Lehetséges variaciok:

Tovabbkeérdezés

Ha két haromszogben egy oldal és a hozzatartozd magassag paronként megegyezik,

akkor a teriiletiik is egyenld?

A képletbdl adodoan a valasz igen. Azonban sok didk szamdara ez azt jelenti, hogy a
haromszogek egybevagok is, ezért jo
tudatositani  benniik, hogy ez nem
sziikséges. A haromszog  alakjatol

fiiggetleniil az eldbbi esetben tertiletiik

My

egyenld. Ennek megértését a kovetkezd

rajzzal (1d. 10. &bra) segithet;jiik: @

10. abra
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o Stratégia: alkalmazas
Bizonyitsd be, hogy a haromszdget a sulyvonalai 6 egyenld teriiletii részre
bontjak!

Ebben a feladatban kitiinden lehet alkalmazni az el6z6 észrevételt, miszerint ha
két haromszogben egy oldal és a hozzatartozé magassag paronként megegyezik,
akkor a teriiletiik is egyenld.

T1=T2, mert CD sulyvonal, ezért
AD=DB, ¢és az ADS ¢és DBS
haromszog magassaga is
megegyezik. Hasonldéan T3=T4,
illetve T5=T6. Azonban ABF ¢és

ABE  haromszog teriilete s

megegyezik, mert alapjuk AB, A
magassaguk pedig AB ¢és EF (a
kozépvonal) tavolsaga.

Ebbdl kovetkezik, hogy T6=T3. Hasonldéan indokolhato, hogy T2=TS5, illetve
T1=T4. Ezekbdl lathato, hogy mind a 6 hdromszog teriilete megegyezik.

Nézopont megvaltoztatdsa

a) Most nem egy haromszog teriilete a kérdés, hanem

két haromszdog teriiletének az aranya. Mekkora a 12.
abran lathato T, és T; haromszogek aranya, ha adott

aésb?

Mivel a két haromszOg magassiga megegyezik,

ezért T,:T, = % : erm =a:b. Ezt tovabb
vizsgalhatjuk:

o Stratégia: analogizalas /

Ha nem a két hdromszdg magassadga egyezik /

mag, hanem az alapjuk, akkor hogyan /

szamithatd ki a két haromszog terliletének /,,,/,, -

/My 1

aranya? (m;, m, adott)

am; am a
—t. 2 = ml: mz .
2 2 13. 4bra

Ta:Tb ==
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b)

Hogyan valtozik a teriilet, ha a hdromszog oldalait kétszeresére noveljiik?

Ebben az esetben hasonld haromszoget kapunk, hiszen az oldalak ardnya paronként

2a-2mg
2

megegyezik. Ezért a magassag is a kétszeresére no, igy T = =4 a'rzna, tehat a
terlilet négyszeresére valtozik.
o Stratégia: altalanositas
Ha az oldalak A-szorosara valtoznak, akkor a teriilet hogyan valtozik?

y g es . 2 , "
Hasonloan az el6z6hoz a teriilet A"-szersére nd.

Specializdlds

a)

b)

Ha derékszogii a haromszog, akkor mennyiben valtozik a képlet?

Derékszogli hdromszog esetén: T = — = —~ = ahol a, b a befogokat jeldli és

a-b b-a cme
2

c az atfogot.

Ha szabalyos a haromszdg, akkor hogyan szamoljuk ki a teriiletét? Az oldal legyen

a hosszusagu.

N|‘~°
@

am a
T = a = = a
2 2

g '?, mert Pitagorasz tétele alapjan: (%)2 +my? = a?,

amibdl m,-t kifejezve €s behelyettesitve a fenti képletet kapjuk.

Hianypotlas

A felsorolasban ez a 9. stratégia, ennek soran logikai stukturaltsagra toreksziink a

feladathoz kapcsoloddan. Ebben az esetben ez a kdvetkezot jelentheti példaul:

Ha egy haromszognek kiilonb6z6 adatai vannak megadva, akkor hogyan tudjuk

kiszamitani a teriiletét? Ezeket az eseteket vizsgaljuk, és probalunk minél jobban a

»teljesség”-re torekedni.

a)

Hogyan lehet kiszdmolni a haromszog teriiletét,

A
ha adott két oldala és a kozbezart szog

<N
nagysaga? Ez legyen most a, b és y € K‘[ b
9 . A
// 3 \
B M\
a T C

am a-b-sin . , .
T=—="= Y hiszen a magassigot ki
2 2

B
lehet fejezni a szogfiiggvények segitségével: 14. bra

m, = b - siny.

Az 1j képletiinket tovabb is vizsgalhatjuk a stratégiak segitségével:
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o Stratégia: cél megvaltoztatdsa
Az eléz6 feladat Osszefoglald oOran alkalmas, hiszen mar ismerik a
tanulok a képletet, csak a megfeleld Osszefiiggést kellett megkeresni.

Azonban ezt forditva is fel lehet vetni:

HaaT = % képletbdl indulunk ki, akkor ez hogyan alakithat6 ugy,

hogy a szogek is szerepeljenek benne?
Példaul a 14. é&bra alapjan: m, = b - siny vagy m, = c - sinfs. Ezt

a-c-sinf _ a-b-siny
> =

beirva a képletbe azt kapjuk, hogy T = , azaz a

haromszog teriiletét két oldal és a kozbezart szog ismeretében
kifejezhet;jiik.

o Stratégia: specializalas
Ha a haromszog derékszogl (y=90°), akkor mennyiben valtozik a képlet?

T = % = % = az;b képletet kapjuk, amint a b) pontban is.

o Stratégia: tovabbkérdezés
Ervényes-e a képlet tompaszogli haromszogekre is, hiszen az el6z6 abra
hegyesszogii volt?

Igen: az m, most az adott y tompaszog

kiils6¢ szogének segitségével fejezhetd b
ki, igy my, = b - sin (180° —y)), de
gy Mg ( ¥)) N %
sin(180° — y) = siny, ezért a képlet B a c
15. abra

ebben az esetben is érvényes.

b) Hogyan lehet kiszdmolni egy haromszdg teriiletét, ha adva van a harom oldala a, b,

c?

Ezt az tgynevezett Héron-képlet adja meg: T = \/ s(s—a)(s—b)(s —c), ahol

a+b+c
2

A trigonometriai jellegli bizonyitashoz induljunk ki a koszinusztételbdl a szokasos

a?+p?—c?

jelolések mellett, amelyet rendezve a kovetkez6t kapjuk: cosy = Py

Hasznaljuk fel még azt az elobbi képletet, amely a haromszog teriiletét két oldal és a
kozrezart szog segitségével fejezi ki, illetve az ismert Osszefliggést: siny =

1 — cos?y. Ezek, illetve algebrai atalakitasok alapjan:
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T=%a-b-siny=%a-b-,/1—cos2 =§a-b-\/(1—cosy)(1+cosy)=

fooo -T2 (-0 -

N(@+b)? =) (2~ (a-b)?) =

i\/(a+b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a—b+c).

Ha a fenti képletbe behelyettesitjik a = 2s — b — c-t, akkor éppen a Héron-

képletet kapjuk.

¢) Hogyan lehet kiszdmolni egy hdromszog teriiletét, ha adva van a harom oldala a, b,

d)

c és a beirt kor sugara, r?

A Dbeirt kor kozéppontjat Osszekotve a
haromszog csucsaival a haromszéget harom
kisebb  hdromszogre bonthatjuk. Ezek
teriileteinek  Osszege adja az eredeti

haromszog teriiletét:

cr _ (atb+co)r

ar br kr
T=—— =—=S-T'
2+2+2 2 2 >

a+b+c
ahol s = S

o Stratégia: tovabbkérdezés

16. abra

Ervényes az elébbi T = Tr képlet érintdnégyszog esetén is, ha r a

négyszogbe irt kor sugara?

Igen, a bizonyitas hasonld, mint haromszdg esetén.

Hogyan lehet kiszamolni egy haromszog teriiletét, ha adva van egy oldala, a és a

hozzairt kor sugara, 1,?

Az ABC  haromszog
terilete megegyezik az
0.AB és 0,CA
haromszogek teriiletei
Osszegének ¢és az O,BC
haromszog  teriiletének
kiilonbségével (1d. abra),
azaz

T = crq n brg, ar, _ (ctb—a)r,
T2 2 2 2
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e) Hogyan lehet kiszdmolni egy hdromszog teriiletét, ha adva van a harom oldala a, b,

c és a kortilirt kor sugara, R?

, bc ., ., . . ,
Ekkor a teriiletet a T = % képlettel lehet kiszamolni. Ezt kézépiskolaban nem
szokas bizonyitani, de fakulticion nem nehéz beldtni. A bizonyitas megtalalhaté a

Sokszinti Matematika 10. cimii tankdnyv 225. oldalan.

Dimenziovaltas

Hogyan lehet kiszamolni egy tetraéder térfogatat, ha adva van a magassaga, m ¢és egy

alaplapjanak tertilete, T?

V= Tm, azaz annak a haromszog alapu hasab térfogatanak a harmada, ahol a tetraé¢der

egyik lapja megegyezik a hasab alapjaval és a hozza tartoz6 magassaguk is egyenld.

Ez a feladatsor 0sszefoglalja, rendszerezi a haromszog teriiletérdl tanultakat és egyben

6nallo gondolkodasra, 6sszefiiggések keresésére késztet.

30



Halmazok

A halmazok ¢és halmazmiveletek témakdérhoz példaul a kovetkezOképpen alkalmazhatd
a feladatvaridlas modszere. Ez a feladatlap 9. osztdlyban alkalmas gyakorlasra,
ismétlésre. Hasonlo feladatlapot gyakorlatilag a tanulék is 0Osszeéllithatnak

Osszefoglalasképpen.

Alapfeladat:

Adjuk meg AUB-t, ha A={4; §; 12; 16; 20}, B={3; 6; 9; 12; 15; 18} és az alaphalmaz:
U={1,2,...,20}. Készitsiink Venn-diagramot a feladathoz!

Megoldas:

AUB={3;4; 6;8;9; 12; 15; 16; 18; 20}.

-1 U

18. abra

Lehetséges variaciok:

Csekeély valtoztatas

a) A és B halmazt valtoztatjuk: Adjuk meg AUB-t, ha A={4; 7;9; 12; 17}, B={3; 5, 9;
12; 17; 18} és az alaphalmaz: U={l,2,...,20}. Készitsiink Venn-diagramot a
feladathoz!

b) Az alaphalmazt valtoztatjuk: Adjuk meg AUB-t, ha A={4; §; 12; 16; 20}, B={3; 6;
9; 12; 15; 18} és az alaphalmaz: U={1,2,...,25}. Készitsiink Venn-diagramot a
feladathoz!
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Nehezités

a) Ha a halmazokat matematikai jelekkel adjuk meg: A={4k | keZ"}; B={3k | keZ"}.

b) Neheziteni lehet példaul ugy is, hogy ha az A (ill. B) halmaz a primszamok,
négyzetszdmok,...stb. halmaza az adott alaphalmazon vagy egy egyenl6tlenség
pozitiv egész megoldasai, hiszen ehhez sziikség van ezeknek az ismereteknek a
felelevenitésére.

c) Legyen A={4; 8; 12; 16}, B={pozitiv, paros szamok}, ha U={1,2,...,20}. Ekkor a
feladat nehézsége a Venn-diagramban rejlik, hiszen ekkor A részhalmaza B-nek,
azaz az ébra a kovetkez6képpen modosul:

— U

1

13

15

19. 4bra
Analogizalas

Legyen A={4; 8; 12; 16; 20}, B={3; 6; 9; 12; 15; 18} ¢és az alaphalmaz: U={1,2,...,20}.

Hatarozzuk meg

e ANB-t

° Z—t, illetve B-t
Kombinalads

Legyen A={4; 8; 12; 16; 20}, B={3; 6; 9; 12; 15; 18} és az alaphalmaz: U={1,2,...,20}.
Adjuk meg:

e AU B-t,illetve A U B-t
e ANB-t
e (ANB)UA-t
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Iterdlas

Adjuk meg AUBUC-t, ha A={4; 8; 12; 16; 20}, B={3; 6; 9; 12; 15; 18},
C={5;10;15;20} ¢és az alaphalmaz: U={1,2,...,20}. Készitsiink Venn-diagramot is a
feladathoz!

Megoldas: AUBUC={3; 4; 5; 6; 8; 9; 10; 12; 15; 16; 18; 20}

20. abra

Ennek mintajara nemcsak 3, hanem akéar 4 halmazra is megfogalmazhatunk hasonlé

feladatot.

Szovegkornyezet megvaltoztatasa

Egy 20 fos osztalyban kivalasztanak 2 csoportot. Az A csoportba a névsorbol minden
negyedik tanuldt, a B csoportba pedig minden harmadik tanulot valogatnak be. Kik
azok a tanulok, akiket kivalogattak? Van-e olyan tanuld, aki mindkét csoportba
beletartozik? (Ebben az esetben a tanuld valaszthat, hogy melyik csoportba szeretne

tartozni.) A tanulokat a névsorban elfoglalt sorszdmuk szerint add meg!

Nézopont megvaltoztatdsa

Ha nem az elemek nézdpontjabdl nézziik a feladatot, hanem csak az elemek szdma
szerint, akkor ezzel ratérhetiink az elemszam fogalmara. Ekkor atfogalmazhato a feladat

példaul igy:
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|U| = 20,|A| =5,|B| =6és|ANnB|=1. Ekkor mennyi AUB elemszdma, azaz
|A U B| =?

Megoldas: [AUB| =|A|+ |B|—|ANnB|=5+6—-1=10.

Ez a feladat tokéletesen alkalmas a logikai szita atismétlésére, gyakorldsara és tovabb

varialhat6 a stratégiak segitségével:

o Stratégia: szovegkornyezet megvaltoztatisa
20 f6s csoportban 5-en hegediilnek, 6-an zongoraznak, egy tanulé pedig mindkét
hangszeren jatszik. Hany didk van, aki legalabb az egyik hangszeren jatszik?
o Stratégia: nehezités
Nehezitésnek szamit, ha az egyik halmaz helyett a komplementerének
elemszamat adjuk meg, ez gyakran megzavarja a didkokat a megoldas soran.
Példaul:
20 f8s csoportban 5-en hegediilnek, 14-en nem zongoraznak, egy tanulé azonban
hegediilni és zongordzni is tanul. Hany didk van, aki legalabb az egyik
hangszeren jatszik?
o Stratégia: cél megvaltoztatdsa
Az adatokbol kiindulva a didkok talaljanak ki szoveges feladatokat, példaul:
Egy Iépcsdhaz lakoibol 5 csalad a Blikk-re fizetett eld, 6 csalad a Nok Lapjara, 1
csalad pedig mindkét ujsadgra. Hany csalad fizetett el6 legalabb az egyik Gjsagra?
o Stratégia: analogizalas
a) Most unié helyett vizsgaljuk a metszet elemszamat: |U| = 20, |A| =
5 |B| =6és|AUB| =10. Ekkor mennyi ANB elemszama, azaz
|ANnB| =?
A megoldas soran mar felhasznalhatjuk az unidra tanult képletet, a
logikai szitat, azaz: |[A U B| = |A| + |B| — |A N B|. Atrendezve kapjuk:
|JAnB|=|A|+|B|—|AUB|=5+6—-10=1.
b) Esmennyi |[AUB|, ha |U| =20,|A| =5,|B|=6és|AnB|=1?
JAUB|=|U|—-|AUB|=20—-(54+6—-1)=20—-10=1.
o Stratégia: iteracio
Nézziik meg a logikai szitat 3 halmaz esetén: |U| = 20,|4| =5,|B| = 6,|C| =
4,|JAnB|=1,IBnC|=1,]JAnC|=1és|[AnBNC|=0. Ekkor mennyi

AUBUC elemszama, azaz |AU B U C| =?
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JAUBUC| =|A|+ B+ |C|—=1AnB|—=|BNnC|—|ANnC|+|ANnBNC| =
5+6+4-1-1-1+0=12.
» Nehezités: Ezt a feladatot ugy is meg lehet fogalmazni, hogy:
Adjuk meg |AU B U C|-t, ha A={4; 8; 12; 16; 20}, B={3; 6; 9; 12; 15;
18}, C={5;10;15;20} ¢és az alaphalmaz: U={1,2,...,20}. Készitsiink
Venn-diagramot a feladathoz!
Stratégia: altalanositas
A logikai szita formulat hogy lehet felirni n halmaz esetén, azaz |Uj~, 4;| =?

(Ezt csak fakultacion vagy szakkoron mondjuk el.)

Megoldas:

Roviden ilyen forméban irhat6 fel:

UL Ai] = T 1Al = B icj|Ai 0 Aj| + Zij ricjck|Ai N Aj 0 Ay — - £
A, Nn...NA,|.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban matematikai feladatok kiillonb6zé szempontok alapjan torténd

varidlasaval foglalkoztam.

Munkém soran sok érdekes feladattal, 6sszefliggéssel taldlkoztam, azonban - kdzvetlen
magyar irodalom hijan - a német kdnyv egyes részeinek forditasa, értelmezése sokszor
nehézséget okozott. Ennek ellenére kihivast jelentett szdmomra egy 1) szemlélet
megértése és ezekhez kapcsolodo feladatok, feladatlapok kitalalasa. Eszrevettem, hogy
egy-egy feladatra mar mas szemmel nézek, keresem a varidlhatosagi lehetdségeket

benntuk.

Erdemes a didkokat is megismertetni a szakdolgozatban ismertetett stratégiakkal, hiszen
igy nemcsak a tandrok, hanem a didkok is készithetnek feladatvaridciokat. Ez fontos
lehet szamukra is, hiszen ezzel jelentdsen lehet fejleszteni a kreativitasukat,

problémamegoldo és szovegalkotasi kompetenciajukat.

A bemutatott stratégidk tobbsége felbukkan a hagyomanyos (hazai) oktatasban is — mint
ahogy a példak kozott is lathattuk — de nem fektetnek elég nagy sulyt egy-egy feladat
varialasara, illetve nem ennyire tudatos, felépitett egy atlagos feladatlap. Ez a munka
nagyon iddigényes, és kevés a szakirodalom ebben a téméaban. A nyugati orszdgokhoz
képest hazankban masok a hagyomanyok, igy ritkdbban fordul eld, hogy a tanarok egy
feladattal tobbféle szemszogbdl foglalkoznak. Probléma, hogy a modszer alkalmazasa —
példaul egy 30 fos osztalyban — nagyon nehéz, és csoportbontasra nem mindeniitt van
lehetéség. Ez a mddszer nagyon tudatos felkésziilést €s tervezést is kovetel, valamint

sok eldkészitési munkat és kreativitast, ahogy én is tapasztaltam

Remélem, hogy ez a dolgozat is hozzajarul az emlitett nehézségek lekiizdésehez. A
késdbbiekben, tanitasi gyakorlatom soran szeretném kiprobalni a szakdolgozatomban

leirt modszereket, feladatlapokat.
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