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Bevezeto

Mindig is foglalkoztatott, hogy hogyan lehet a matematikat hatékonyan tanitani,
érthetdvé és szerethetévé tenni a didkok szamara. Ugy gondolom a szemléltetésnek
kulcsfontossagii szerepe van e célok elérésében. Hiszen egy jo eszkdz, modszer
segitségével a magasabb szintli matematikat is kozérthetobbé, a gyerekek szamara
izgalmasabba tehetjiik. Mas tantargyaknal a szemléltetési eszkdz sokszor automatikusan
adodik, mint példaul foldrajz tanitdsakor a foldgomb, térkép, kdzet, vagy a biologia
esetén egy-egy ¢l0 ndvény, preparatum, fotd. A matematika tanitasakor azonban
sokszor olyan elvont fogalmakat kell kiépiteniink, amelyek szemléltetése nem ilyen
kézenfekvé. Igy példaul az irraciondlis szamok létezésének, ekvivalencia osztalyok
kapcsolatainak illusztralasakor kreativnak kell lenniink. A matematikan beliil az algebra
témakorét valasztottam, mert ugy gondolom az altaldnos és kozépiskolaban ezen a
teriileten van a legtobb olyan fogalom, melynek szemléltetése nem természetesen

ado6do.

Jerome S. Bruner azt mondja, a tanulas soran a tanulo értelmében a fogalmak tobbféle
médon  képezddhetnek le. Ezeket a belsd reprezentidciokat megfeleld kiilsd
reprezentaciokkal segithetjiik. Ezen probléma-leképezéseket pedig harom nagy
csoportba sorolja. Az enaktiv leképezések k6z¢ a mozgasos, cselekvéssel kapcsolatos
reprezentaciok tartoznak. Ikonikusnak nevezi a képekhez, vazlatokhoz, abrakhoz
kothet6 leképezéseket, és szimbolikusnak az irott vagy besz¢lt szimbolumrendszer altal
torténd reprezentaciokat. Mivel a matematika tanitdsa soran is folyamatosan egy-egy
fogalmat, problémat probalunk kozvetiteni, igy az ott hasznalatos szemléltetési
eszkozoket is csoportosithatjuk a fentiek szerint. Minél tobbféle modszerrel mutatunk
be egy-egy témakort, annal nagyobb valosziniiséggel jut el a tanulohoz az eszkdzok
altal képviselt magas szintli matematika. Ezt szem el6tt tartva probaltam minél
kiilonbdzébb szemléltetési lehetdséget bemutatni, s a fent emlitett harom szemléltetési

mod mindegyikét képviseltetni a dolgozatomban.

A matematika tanitdsaban egy-egy szemléltetési modszer tobbféle szerepet is betdlthet.
Egyesek példaul az Osszefliggések megértését konnyitik, masok bizonyitasként
szolgalnak, vagy segitenek a tanult algebrai rész begyakorldsdban, elmélyitésében.

Dolgozatomban elsdsorban az 0ij fogalmak kiépiilését, elmélyitését segité modszereket



mutatok be. Ezeket pedig két altalam kivalasztott algebrai témakdr feldolgozasa soran
teszem. Az els6 fejezet a miveletek fogalmanak kiépitésérél, a masodik pedig a
szamkorbovitésrol szol. E két téma elvalaszthatatlan kapcsolatban all egymassal, hiszen
a miiveletek tanulasa sordn folyamatosan taldlkozunk olyan helyzetekkel, amikor az
eredmény Kivezet az addig tanult szamok halmazabol. Példaul a természetes szamok
halmazabdl kilépiink az egész szamok korébe, ha a kivonasnal megengedjiik, hogy a
kivonandd nagyobb legyen a kisebbitendénél. S van, hogy a szdmkorbdvitést nem a
miivelet elvégzése generalja, hanem mi terjesztjiik ki az egyes miiveletek értelmezési
tartomanyat egy bdvebb szamhalmazra. Ilyen példdul, mikor a hatvanyozas esetében
mar nem csak egész, hanem racionalis kitevoket is megengediink, értelmeziink. Mindkét
téma soran a bemutatott eszkézoket vizsgalom a mogottik rejldé magasabb szintii

matematika szempontjabol is.



Szemléltetés a miiveletek fogalmanak kiépitésében

A matematika tanuldsa soran a didkok folyamatosan talalkoznak uj fogalmakkal. 1d6r6l-
iddre eldkeriil egy-egy Gjabb mivelet, tulajdonsag, viszony. Nagyon fontos, hogy az uj
ismeretek jol rogziiljenek, hiszen igy lesznek képesek ezeket helyesen alkalmazni, és
késobb ezekre épitkezve bdviteni a tudasukat. A szemléltetésnek kiemelt szerepe van a
fogalmak kiépitésében, hiszen az 0j tananyagot akkor tudja jo1 megérteni, €s elsajatitani

a tanulo, ha azt ki is probalhatta, meg is tapasztalhatta.

Ebben a fejezetben az 1) miiveletek tanitdsakor felhasznalhato szemléltetési

modszerekrol, szemléltetd eszkozokrol, azok céljarol, eldnyérdl irok.

ElO0szor tisztazzuk mi is az a mivelet.

,Tetszbleges A nemiires halmaz és n > 0 egész szam esetén barmely f: A" — A4

»1 A miiveletek tehat a

figgvényt az A-n értelmezett n-valtozos miiveleteknek nevezziik.
fliggvények egy olyan specialis csoportjat alkotjak, amikor a halmaz, amelyre
leképeziink, megegyezik az értelmezési tartomannyal, azaz azzal a halmazzal, amelybdl

a leképezendo6 elemeket, elemparokat, elem n-eseket vessziik.

Dolgozatomban egyvaltozos, unér és kétvaltozos, binér miiveletekkel fogok foglalkozni.
Igaz, legtobbszor miivelet alatt csak a kétvaltozos miiveleteket értik, az egyvaltozosokat
pedig fiiggvényeknek nevezik, de mivel a tanitasban ez nem valik szét ilyen élesen, igy

én sem teszek szohasznalatbeli kiillonbséget.

E fejezetben a kovetkez6 miiveletek fogalmanak kiépitésével foglalkozom: Gsszeadas,
hozzaadas, kivonas, elvétel, szorzas, megszorzas, osztds, elosztas, hatvanyozas,

gyokvonas, trigonometrikus miiveletek.

A fenti pontos definicidonak ellentmond az, hogy mar akkor miiveletnek neveziink egy-
egy fliggvényt, amikor még csak olyan halmazon értelmezziik, amely szlikebb az
értékkészleténél. Hiszen, ha végiggondoljuk, mig az Osszeadédst €s szorzast mar a
természetes szamok halmazéan, addig a kivonast az egészeken, az osztast pedig a
raciondlis szdmok halmazidn nevezhetnénk csak miveleteknek. A hatvanyozas

természetes kitevd mellett a természetes szamok halmazdra nézve zart, igy ezen a

! Fried Ervin: Altalanos algebra, 23. oldal



halmazon értelmezve valoban miivelet. A hatvany alapjanak és kitevéjének fokozatos
kiterjesztése mellett azonban egyre bovebb szamhalmazra képez (ezzel a kovetkezd
fejezetben részletesen foglalkozom). A gyokvonast paratlan gyokkitevd esetén csak a
valos szamok halmazan, paros gyokkitevd esetén pedig csak a pozitiv valdés szamok
halmazan nevezhetnénk miiveletnek. A trigonometrikus fliggvények szintén a valds
szamokra valo kiterjesztés utdn valnak “igazi® miveletté. Ennek ellenére a
dolgozatomban a tanitdsban megszokott modon, miveleteknek nevezem azokat a
szlikebb halmazon értelmezett leképezéseket is, melyek csak egy bévebb szamhalmazon

valo értelmezés soran fognak eleget tenni a miivelet pontos definiciojanak.

Ebben a fejezetben a miiveleteket elsésorban azon a halmazon értelmezem, amelyen a
tanulok is értelmezik az ) miivelet bevezetésekor. Ez az alapmiiveleteknél a
természetes szamok halmazat jelenti. C. Neményi Eszter igy fogalmazott a természetes
szamok tanitasarol: ,,A témaval vald foglalkozéassal célunk, hogy szemléletben és
matematikai tartalmaban gazdag tényanyagot juttassunk a gyerekek birtokdba, amely
aktualisan konnyen felidézhetd egy-egy probléma megoldasdhoz, és amely igaz, pontos
és nyitott szamfogalmat képvisel, ezaltal alkalmas a tovabbépitésre, kibovitésre. ...
Igaz, pontos és nyitott az alakuld fogalom, ha tovabbépitése soran sincs sziikség a
modositasara, kiterjesztése sordn sértetleniil része maradhat a kibdvitett fogalomnak.”2
Ezeket szem elott tartva a miveletek értelmezési tartomanyanak kiterjesztése

gordiilékenyen fog menni.

Osszeadas, kivonas

Mikor ismerkedik meg a gyermek a matematikai miiveletekkel? A matematika alapjait
mar az 6vodaban kezdi elsajatitani, algebrai témaju feladatokkal mar itt is talalkozik,
hiszen a szdmokkal valé alapszintli megismerkedésrdl, 6sszeadasrol és kivonasrdl mar
ekkor sz6 van. Persze magat a miiveletet mar korabban, akar otthon is alkalmazza azzal,
hogy felvesz a kezébe targyakat, majd azokhoz még hozzavesz, vagy éppen letesz.
Ezeket, a jatékkal, cselekvéssel szemléltetett miiveleteket gyakoroljak, tudatositjak az

6vodaban a pedagdgusok.

2 C. Neményi Eszter: A természetes szam fogalméanak alakitisa
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Az alapmiiveletek tanuldsa folytatddik, mélyiil az alsé tagozatban. Elsé osztalyban még
csak az Osszeadds és kivonas miveletekkel foglalkoznak, és ezeket is csak a huszas
szamkorben hasznaljdk. A szemléltetés itt is nagy hangsulyt kap. A szemléltetd eszkoz
lehet barmilyen kisebb, konnyen mozdithatd targy, mint példaul gombok, babszemek
vagy a lapra, tablara rajzolt egyszeriibb alakzatok. fgy probalgathatjak a miveletek

végrehajtasat, észlelhetik a tulajdonsagaikat. Fontos észrevenni azonban, hogy:

A kiilonféle szitudciokhoz nem azonos Osszeadas vagy kivonds értelmezések tartoznak.
Ezért nem is képes eleinte az ember ezeket egységes miiveletként tekinteni. Tobb év
kell ahhoz, hogy ezekbdl az egyes értelmezésekbdl egységes miiveletfogalom alakuljon
Ki.

Az egységesedést altalaban, egy 1d0 utan segitheti az egyforma szohasznalat, jelolés.
Kezdetben azonban helyes, ha nem elvontan, s igy nem is egységesen fogalmazunk,
hanem az adott szitudcid konkrét targyaihoz, eseményeihez igazitjuk az éppen

értelmezett miiveletet.””

Példaul a gyerekek eleinte masképp értelmezik az Gsszeadast és a hozzaadast. Hiszen
gondoljuk csak meg, két kiilonboz6 tevékenységet jelent az alabbi két példaban

végrehajtott miivelet:

e Példa hozzaadasra: Niki és Jani szalvétakat gyiijtenek. Nikinek nyolc, Janinak hat

kiilonb6z6 szalvétaja van. Jani megunja ezt a hobbyt, és a gylijteményét Nikinek

adja. Hany szalvétaja van most Nikinek?

e P¢lda Osszeadasra: Niki €s Jani szalvétakat gyiijtenek. Nikinek nyolc, Janinak hat

kiilonb6zo szalvétaja van. A két gyerek elhatdrozza, hogy egyiitt gyiijtenek tovabb,
igy az eddig megszerzetteket is kozosnek tekintik. Hany szalvéta van a kozos

gylijteményiikben?

Persze mindkét feladat megoldasakor a 8 + 6 = 14 eredményt kapjak, de az elsd esetben
a két szdm szerepe nem szimmetrikus, hiszen az egyikhez hozzatessziikk a masikat.
Ilyenkor az eredményt kicsi korban tovdbbszamldldssal kapjak a gyerekek. Az
Osszeadasnal azonban a két szdm egyenrangl, az Osszeadds két halmaz unidjanak
szamossagat jelenti, itt az eredményt a kicsik az egyiittes halmaz elemeinek

leszamlalasaval kapjak. Az ezekhez hasonld hozzdadasi és Osszeadasi példakat

¥ C. Neményi Eszter—Dr. R. Szendrei Julianna: A szamolas tanitisa. Szoveges feladatok, 11. oldal
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szemléltethetjiik rajzokkal, vagy akar el is jatszhatjuk a konkrét szituicidkat a
gyerekekkel. Van azonban egy olyan szemléltetési eszkdz, amely nagyon jol
hangsulyozza a valtozok szamat, igy a kiilonbséget iS a hozzaadas és az Osszeadas

kozott. Ez a miiveletgép, mely Varga Tamas nevéhez kothetd. (Lasd a kovetkezd abrat!)

Hozzaadas Osszeadas
8 8 6
Wy PN
+6 +

7

I |

Kés6bb ezt a kiilonbség mar nem hangsulyozzuk, és csak azt vessziik figyelembe, hogy

a végeredmény mind két esetben ugyanannyi.

Az 0Osszeaddashoz hasonléan a kivondsnal is megkiilonboztethetiink konkrét
cselekvéseket, igy fordulhat eld, hogy az altalunk késobb csak kivonasnak nevezett

miveletre a gyerekek alkalmazzak az elvétel, kibdvités vagy kiilonbség kifejezést.

o P¢lda elvételre: Balazs husvétra kapott 6t tabla csokit, de ebbdl 2 tdblaval mar meg is

evett. Hany tabla csokija maradt?

e P¢lda kibdvitésre: Sara szeretné 0sszegytijteni mind az 6t kiilonb6zo kutyas matricat.

Eddig sikeriilt megszereznie kettdt. Mennyit kell még 0Osszegylijtenie, hogy

meglegyen a sorozat?

e Példa kiilonbségre: Istinek 6t hiitdmagnese van, Aninak ketté. Melyik gyereknek van

tobb hlitémagnese és mennyivel?

Bar a késobbiekben mind a harom esetben ugyaniugy fogunk szamolni (5 - 2 = 3), ezt az
azonositast nem kell siettetni. Hagyni kell, hogy a tanuldo sok gyakorlas utan
megtapasztalja a hasonlé kimenetelt. Igy, egy darabig a kiilonbozd tipusu feladatokat

mas megkozelitésbol fogja megoldani:



I.elvétel: 5 -2 =11 0=?
2. kibdvités: 2 +[1=5 0=?
3. kiilonbség: 5 -2 =] =7

Célszerl ezeket a kiilonb6z6 szituaciokat eldszor a mindennapi €életb6l vett targyakkal,
vagy azok rajzaval szemléltetni. Igy a gyermek konnyebben el tudja képzelni az adott
problémat. Késébb ezeket a konkrét targyakat helyettesithetjik egyszeriibb
alakzatokkal, mint példaul korongokkal, palcikakkal. gy mar nem az lesz a fontos,
hogy a korong csokit, lufit vagy virdgot jelentett, hanem az, hogy mennyi volt és
mennyi maradt bel6le. Ezek utan eclokeriilhet az alsoban gyakran hasznalt szines

radkészlet, amely alkalmas valamennyi szituacidé szemléltetésére.

Vegyiik most egységnek a Kis fehér kockat:

A 2,3, 5 egységnyi hosszt rudak pedig a kdvetkezok:

= £/ [ ]

A fenti példak szemléltetése a szines rudak segitségével:

1. példa, elvétel:

2. példa, kibdvités:

- o - e
3. példa, kiilonbség:

5-2=1 5-2=3
| |




Ez a szemléltetd eszkoz is segiti a gyermeket abban, hogy észrevegye a hasonlosagot a
kiilonboz6 tipusunak hitt feladatokban. Hiszen mind a 3 esetben ugyanazokat a rudakat
hasznaltuk fel.

A készlet elénye még, hogy mi valaszthatjuk meg az egységnyi hosszusagot. Tehat
lehet, hogy most a fehér kis kockat jeloljik ki, egy masik feladatnal, vagy esetleg
ugyanezen feladatok ujra jatszasanal azonban masik rudat valasztunk egységnek. Persze
ekkor a tobbi szamot jelképez6 rudakat is Gjra meg kell keresniink. Ez azért nagyon
fontos elény, mert igy a szamok mellé mennyiség is tarsul, és ez a mennyiség valtozhat
az egység megvalasztasatol figgden. fgy a rudak segitségével a fenti példan a 2, 3 és 5,
mint mennyiségek viszonyat tudjuk érzékeltetni. Ez a viszony pedig ugyanannyi marad,
akarmilyen egységet is valasztunk meg. A mennyiségfogalom épitése azért nagyon
fontos a szamfogalom épitése soran, mert a miiveletek tanuldsa kozben a gyerekek
hamar megfeledkeznek arrél, hogy a szamjegyek igazabol szamossagot takarnak. Az
irott szamot tarsitjak a szam nevéhez, azaz példaul 6t6t mondok, 5-6t irok, de ezekre
ugy tekinthetnek, mint a matematika vildgaban hasznalatos jelekre. A miiveleteket is
hamar kotik a szam irott képéhez ¢és megfeledkeznek a szamjegyek mogott 1€vo

mennyiségi tartalomrol.

A szam- ¢s mennyiségfogalom épitését segiti a kiilonb6zé szamrendszerek hasznélata
is. Ezek segitségével megmutathatjuk, hogy a kettes szamrendszerben az 101, a
harmasban az 12 az 6tosben az 10 ugyanazt a mennyiséget, az 6t mogotti tartalmat
fejezi ki. Tehat ugyanarrdl a szamossagrol beszéliink, csak mas-mas szimbolikus jelet
tarsitunk hozza. Ennél a folyamatnal taldlkozik a reprezentacid harom tipusa. A fenti
példanal enaktiv leképezés az, ha megfogunk 6t gombot ¢és kirakjuk az asztalra. Tehat
valdsaghii modon, cselekvés utjan szemléltetjiik a mennyiséget. Ha ezutan a kirakott 6t
gombot a kiilonboz6 szamrendszerek alapszamainak megfeleléen csoportositjuk, majd
ezt a csoportositast lerajzoljuk, illetve a csoportositast ,,szamjegyekkel kodoljuk™, akkor
ezek a valtozatos szemléltetési modok segithetnek abban, hogy a szam fogalma és irott

alakja szétvaljon.
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Ikonikus reprezentacio Szimbolikus reprezentacio

° ° c a kettes szamrendszerben 101

G a harmas szamrendszerben 12

° = Q az 0tos szamrendszerben 10

Ha a kiilonboz6 szamrendszerekben 6sszeadunk és kivonunk, akkor azzal is oldhatjuk a
miveleteknek a szamok irott képéhez torténd kotottségét.

Szorzas, osztas

A szorzassal és az osztassal masodik osztalyban ismerkednek meg a gyerekek. Ugy,
mint az el6z8 esetekben, most is adott helyzetekhez kapcsoljuk a miiveleteket. igy a
tanuloban eleinte fel sem meriil a szorzas kommutativitasa, hiszen ekkor még a szorzas
ismételt Osszeadasként jelenik meg, és egész mas szerepe van a szorzonak és
szorzandonak. A szorzand6 az, amit ismételten dsszeadunk, a szorz6 pedig az, ahany

szorzandot 6sszeadunk.
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Példa: Van 6t vazank. Minden vizéaba tesziink 4 szl tulipant. Osszesen hany szal

tulipant helyeztiink el? (Lasd a kdvetkez6 abran!)

Ezt a példat el6szor tgy oldjuk meg, hogy vazanként 6sszeadjuk a viragokat. Azaz

4+4+4+4+4=20. Majd bevezetjiik a rovidebb leiras érdekében a 4 - 5 jeldlést. Itt
fontos hangsulyozni, hogy a négy tulipant vessziik 6tszér, nem pedig az 6t vazat
vessziik négyszer, hiszen az el6bbi értelmezést koveteli meg a feladat leirasa. ,, Késdbb
(kb. 3. osztalytdl), amikor mar megtapasztaltdk a gyerekek, hogy a 3 négyszerese €s a 4
haromszorosa ugyanannyi, hogy a 6 kétszerese €s a 2 hatszorosa ugyanannyi, ... és a
tobbi esetben is mindig azonos szorzatot kapnak a tényezdk felcserélésével képezett
szorzasokban, akkor feloldhatjuk a jelolés szigorti kovetkezetességét. Amig azonban a

kisgyereknek képet kell alakitania magéban (vagy maga elott) egy szorzasrol, addig
nem cserélgethetjiik kedviinkre (vagy figyelmetlenségbél) a jeleket.”™

A szorzas fogalomkiépitése soran azért fontos a szemléletes abra hasznalata, mert azon
latja a didk, hogy hogyan alakulnak a csoportok. Azaz segiti a szorzo €s szorzando
fogalmak kiilonvalasztasat, ez pedig nélkiilozhetetlen maganak a szorzas miiveletének a

megértéséhez.

* C. Neményi Eszter-Dr. R. Szendrei Julianna: A szdmolas tanitisa. Szoveges feladatok, 40. oldal
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A masodik osztalyosok, a szorzds tanuldsa utdn megismerkednek annak inverz
mﬁveletévels, az osztassal is. ,,A valdsagbol kiolvashatod osztas kétféle tevékenységrol
sz0l, ezért értelmezése is ezzel a két tevékenységgel torténik. Az egyik az un.
bennfoglalas, amikor azt kérdezziik, hogy adott szamu targybol hany adott elemszamu
csoport alkothatd (hanyszor van meg benne ...). A masik az egyenld részekre osztas,
amelyben adott szamu targyat 2, 3, ..., adott szamu egyenld részre osztunk, s azt

"% A kétféle értelmezéshez kétféle jeldlést is

kérdezziik, hogy egy részbe mennyi jut.
hasznalunk a megkiilonboztethetdség érdekében. Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy 10
darab lufit kettesével osztogatva hany gyerek kaphat lufikat, azaz, ha bennfoglalasrol
van sz0, akkor azt igy jeloljiik: 10:2=? . Ha pedig azt szeretnénk megtudni, hogy hany
lufit kap egy gyerek, ha 10 darab lufit igazsagosan elosztunk 5 gyerek kozott, azaz

részekre osztunk, akkor ezt a jelolést hasznaljuk: 10/5=? .

A bennfoglalas tanitasakor kézenfekvé a "kupacos” szemléltetés, amikor is (a fenti
példat kovetve) eldszor a kezdd allapotot, vagyis a 10 lufit egy halmazban abrazoljuk,
majd megmutatjuk a cselekvés utani helyzetet, azaz, hogy mi lett a kettesével valo
szétosztas eredménye. Ha van ra lehetOségilink, ezt a bennfoglalast el is jatszhatjuk a
gyerekekkel, magnes tablara helyezett papirbol kivagott lufikat. Ez a moédszer az
enaktiv leképezéseket képviseli. A jaték amellett, hogy megmozgatja a gyerekeket, jol
szemlélteti, hogy hogyan is zajlik a bennfoglalds. Hiszen ugye az torténik, hogy tizbol
elvesznek kett6t, marad a nyolc. Megnézik, hogy nyolchan meg van-e a kettd, azaz
eltudnak-e venni még egyszer kett6t, és igy tovabb. Tehat, mig a szorzasnal ismételt
Osszeadast, addig a bennfoglalasnal ismételt kivonast végziink. Végeredményképpen a
tablan 6t kupacot latnak, és mindegyikben két-két lufi van. Ez a kép nagyon hasonlit a
fenti abrara, amikor is 6t vazaban vannak a viragok. Erre a hasonldsagra fel is kell hivni
a figyelmet, hogy meglassak a kapcsolatot a szorzas ¢és bennfoglalas k6zott. Innent6l
kezdve ugy ellendrizhetiink, hogy tizben a kettd megvan 6tszor, hiszen tiz egyenld

Otszor kett6.

® Kétvéltozos miivelet inverzét az absztrakt algebraban a kovetkezOképpen definialjuk: ,,Legyen adott a H
halmazon egy (szorzasként jelolt) miivelet. Tegyiik fel, hogy az xb = a egyenlet minden a, b € H-ra
egyértelmiien megoldhatd, azaz pontosan egy olyan c € H létezik, amelyre cb=a. Ekkor a B(a, b) = ¢
hozzarendelést a miivelet bal oldali inverz miiveletének nevezziik. Hasonléan, ha minden a, b€ H-ra
pontosan egy olyan de€ H létezik, amelyre bd = a, akkor a J(a, b) = d hozzarendelés a miivelet jobb
oldali inverz miivelete. ... Ha a(z eredeti) miivelet kommutativ, akkor nyilvan mindig B = J.”

A fenti idézet Freud Rébert Lineéris Algebra cimt kdnyvének 314. oldalarol valo
® C. Neményi Eszter-Dr. R. Szendrei Julianna: A szdmolas tanitisa. Szoveges feladatok, 46. oldal
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Ezek utan feladhatjuk a fenti feladat moédositott verzidjat, amikor 11 Iufit kell kettesével
kiosztani. Most is 6t gyerek kap két-két lufit, de marad egy, amit senkinek sem adunk.

Ezt maradékos osztasnak nevezziik.

Az osztas masik tipusa az egyenld részekre osztds. Ennél az a feladat, hogy adott szamu
elemet adott szdmu egyenld részre osszunk. A kérdés, hogy egy csoportba hany elem
jut. Ezt a problémat is megoldhatjuk magneses tablanal. Most is el6szor a tiz lufit egy
kupacba tessziik. Majd eljatszuk a részekre osztas folyamatat. A végeredmény most is

ot kupac, és minden kupacban két lufi.

Ezek utan rajzoljunk a tiblara harom kort és mindegyikbe tegyiink négy-négy lufit.
Legyen az a feladat, hogy az abra alapjan irjanak le minél tobb tanult miiveletet. Ezutan
kozosen beszeéljiik meg, hogy ki milyen megoldast taldlt, s allapitsuk meg, hogy a
12:4=3, 12/3 = 4, 4-3 = 12 miiveletek mind helyesen leolvashatdak a rajzrol. Ezzel a
moddszerrel érzékeltetni tudjuk a bennfoglalas, részekre osztas és szorzas kapcsolatat. A
12:4 = [ bennfoglalas inverz miivelete a 4-[1 = 12 szorzasnak, al2/3 =[] részekre osztés
pedig a [-3 = 12 szorzasnak. Ezutan jatsszuk el a 20:4 és 20/4 tevékenységeket. Bar
szamszerlien ugyanazt az eredményt kapjuk, hiszen 20:4 = 5 és 20/4 = 5, a példak
végeredménye mégis mas, mert elsd esetben 6t gyerek kap négy-négy lufit, masodik
esetben pedig négy gyerek kap 6t-6t lufit. Igy szemléltethetd a kiilonbség az osztas két

tipusa kozott.

Az egyenld részekre osztas lényegének megértése utan adhatunk csak olyan feladatot,
ahol nem egész az eredmény. Példaul: Nagymama vett egy 30cm hosszi cukorka rudat,
ezt szeretné elosztani négy unokdja kozott. Hany centiméteres darabokra vagja szét a
cukrot? Fontos, hogy az ilyen tipust feladatokat olyan példaval szemléltessiik, ahol
tényleg van értelme a tortrésznek. Egy hasonld lufis feladat példaul értelmét vesztené.
Most a cukros feladatnal azonban atléphetiink a tortek vilagaba, hiszen a cukrot nem
csak egész centiméternél lehet elvagni. Igy az eredmény: 30/4=7,5. Hasonl6 példakkal
belattathatd a szamkorbdvités sziikségessége, hiszen a mindennapokban is rengetegszer

talalkozunk tort szammal.
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Hatvanyozas és gyokvonas

A hatvanyozassal hetedik osztilyban kezdenek megismerkedni a didkok. Bar az
altalanos alakjat, és azonossagait csak a felsobb évfolyamokban ismerik meg, konkrét
természetes szamokbdl alkotott szamparokon keresztiili mar ekkor elkezdik
tanulmanyozni a miiveletet. Néhany példa utan 6k is lathatjak, hogy az ismételt szorzas
hosszas leirdsa miatt célszerli bevezetni ezt az uj miiveletet. Ehhez hasonl6 eljarast mar
lattak, hiszen annak idején a szorzast is az ismételt 6sszeadas hosszusdga miatt vezettiik
be. Fontos, hogy az elején a hatvanyalak mellett mindig irjuk ki a tényleges szorzasokat

IS, hogy jol r6gziiljon mi a szerepe a hatvanyalapnak és mi a hatvanykitevonek.

Bizonyos hatvanyok szemléltetése természetesen adodik. Ugy, mint példaul a szamok
masodik hatvanyait bemutathatjuk négyzetekkel. Eldszor rajzolunk egy egységnyi
oldalhosszu négyzetet. Majd két-, harom-... egységnyi oldalhosszii négyzeteket, ugy
hogy mindig berajzoljuk a segéd négyzetracsot is. Az abrak ala pedig odairjuk, hogy az
egyes alakzatok hany kis egységnégyzetbdl allnak. Hasonloan lehet a szamok kobeit is
szemléltetni kockakkal, amikor is adott egységnyi ¢l kiskockakbol kell kirakni az egy
két-, harom-... egységnyi éli kockakat. Itt is lejegyezziik, hogy melyik kocka hany kis
egységbdl all. Mindkét esetben jo1 6sszehasonlithatdak az egyre ndvekvd mennyiségek.
Am ha nem csak kiilonboz6 szamok ugyanolyan hatvanyait, hanem azonos szamok
kiilonb6zd hatvanyait is 0ssze akarjuk hasonlitani, akkor mas eszkdzre van sziikségiink.

Erre alkalmas példaul az alabbi tablazat.

Kitev6é/Alap |2 3 4 6 10

1 2 3 4 6 10

2 4 9 16 36 100

3 8 27 64 216 1000

4 16 81 256 1296 10000

5 32 243 1024 7776 100000

6 64 729 4096 46656 1000000

7 128 2187 16384 279936 | 10000000

8 256 6561 65536 1679616 |100000000
9 512 19683 262144 | 10077696 | 1000000000
10 1024 59049 1048576 | 60466176 | 10000000000
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A téblazatbol konnyen felfedeztethetd, hogy kettdnek barmelyik két hatvanyat
Osszeszorozva is kettd hatvanyt kapunk. Példaul:
32.8=2°.2°=(2-2-2-2-2)-(2-2-2)=2-2-2-2-2-2-2-2=2%=256

5db 2-es 3db 2-es 8 db 2-es

Ugyanigy barmely szdm hatvanyainak szorzata az adott szam hatvanya lesz.” Szintén
kiolvashato, hogy a négy hatvanyai szerepelnek a ketté hatvanyai kozott. Ez persze
azzal magyarazhato, hogy a négyes is kettd hatvany, tehat mivel 4=2-2, ezért a négy

hatvanyai is mind felirhat6ak csupa kettes szorzattal.

El6z6ekbol is latszik, hogy nem csak mindig szines, érdekes abrakkal szemléltethetiink,
egy tablazat is épp olyan jo lehet az Osszefiiggések felismertetéséhez. Ez a modszer az

ikonikus leképezések listajat boviti.

A hatvanyozas ismeretének megalapozdsa utan, nyolcadik osztalyban tanitjadk a
négyzetgyokvonast. Erdemes ezt az uj miiveletet egy probléma felvetésével bevezetni,
amely soran a gyermek is megtapasztalja a miivelet sziikségességét. Az aldbbi példat az

Apaczai kiado nyolcadik osztalyosoknak szdnt matematika konyvében olvashatjuk.

,Példa: Hatarozd meg a négyzetek teriiletét! A teriiletmérés egysége: . A teriiletekbdl

1 tizedesjegy pontossaggal hatarozd meg a négyzetek oldalanak hosszat!

A narancssarga négyzetek teriiletei egész szamok négyzetei, azaz négyzetszamok, ezért
konnyli az oldalaikat meghatarozni: tg = 4, az oldal hossza 2 egység. tp = 9, az oldal
hossza: 3 egység. A zold négyzetek teriilete ugyan egész szam, de az oldal hossza nem
az. Igy méréssel vagy becsléssel tudjuk csak megadni azokat. ta = 2, az oldal hossza

koriilbeliil 1,4 egység, mert 1,4% =1,96. A 2 egység teriiletii négyzet oldaldnak a hosszat

négyzetgyok 2-nek nevezziik és igy jeloljiik: V2.

" Apéaczai: Matematika 7. osztaly,11. oldal alapjan
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A c négyzet teriiletét iigyes atdarabolassal tudjuk meghatarozni:

‘B
B 4!/ = c gyse g

Az oldal hossza koriilbeliil 2,2 egység, mert 2,2° = 4,884. Az 5 egység teriiletli négyzet

oldalanak hosszat négyzetgyok 5-nek nevezziik, és igy jeloljiik: N

Egy ilyen szemléltetés utan egyszeriibb a didkoknak megérteni a négyzetgyok

bevezetésének hasznossagat, ¢s a definiciojat. Hiszen a szemléltetés alapjan jol lathato,

hogy a négyzetgyokvonds a négyzetre emelés inverz milvelete, igy definicid szerint Ja
azt a nem negativ szamot jelenti, amelynek a négyzete a. Késébb, a magasabb foku
gyokvonas tanitasakor, mar nehezebb a dolgunk a szemléltetés terén. Igaz, a kobgyokot
az el6z6ek mintajara, kockak segitségével még tudjuk modellezni, de az N-edik
gyokvonast mar nehéz lenne effajta hétkoznapi példan keresztiil bemutatni. Hiszen nem
beszélhetiink N dimenzios “test” élének hosszardl a kozépiskolaban. Ennek ellenére nem
szabadna, hogy tul nagy gondot okozzon a didkoknak az N-edik gyokvonas, hiszen itt
mar nem is torténik Uj mivelet-fogalom kiépités. Inkabb csak az eddig tanultak
altalanositasa, kibovitése. Tehat az N-edik gydkvonas az N-edik hatvanyra emelés
inverz miivelete. A két miivelet inverz viszonyanak az alabbi modon vald szemléltetése,

pedig segiti az N-edik gyokvonas beépiilését az ismert miiveleteink soraba. Példa:
V32 =0,0="?
P=0-0-0-0-0=32,00=2

Most mindkét sorban ugyanazt jelenti a kis téglalap, csak egyik esetben 6todik gyokot

vonunk, a masik esetben pedig hatvanyozas Utjan taldljuk meg a keresett szamot.

® Apéczai: Matematika 8. osztaly, I. kétet, 70. oldal
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Exponencialis fiiggvény és a logaritmalas

Ahogy mar korabban irtam, a hatvanyozéssal hetedik osztalyban taldlkoznak eldszor a
didkok. Ekkor még csak nem negativ egész kitevordl tanulnak. Késébb azonban, ahogy
azt a kovetkezd fejezetben részletesen leirom, szépen fokozatosan kiterjesztjiik a kitevot
az egész szamok, raciondlis szamok és az irraciondlis szdmok korére is. Ezutan
vezethetjilk be az exponencialis fiiggvényt, amely a* értékeit adja vissza, ahol a egy
rogzitett pozitiv hatvanyalap, x pedig a valés szamok halmazan értelmezett kitevdé A
figgvény egy—egy adott értékének kiszdmitdsdhoz nem kell 0j, ismeretlen miiveletet
elvégezni, hiszen minden egyes esetben az adott alapot az X helyére behelyettesitett
értékre emeljiik. A kitevd értelmezésének kibdvitése utdn mar folytonos gorbét
rajzolhatunk a fiiggvény abrazolasakor. fgy mar nem csak tablazatbol tudjuk kiolvasni
az adott alap hatvanyainak ndvekedési ilitemét, ezt mar a grafikon is jol szemlélteti. Bar
az exponencialis €és a hatvany fliggvény esetében is egy-egy érték egy-egy
hatvanyozassal szamithato ki, a két fliggvény mégsem ugyanazt jelenti, hiszen mig a
hatvany fliggvény soran a kitevd rogzitett és az alap helyére helyettesitiink be, addig az
exponencialis fliggvénynél az alap fix és a kitevé vehet fel kiilonbozo értékeket. Igy, ha
visszagondolunk a hatvanyozasrol irtakndl bemutatott tdblazatomra, akkor a hatvany
fliggvény a tablazat egy-egy sorat szemlélteti, mig az exponencidlis fliggvény

grafikonjarol az oszlopok egyes értékei olvashatok le.

Bizonyos esetekben azonban nem arra vagyunk kivancsiak, hogy az adott alapot az
adott kitevire emelve mennyit kapunk, hanem azt keressiik, hogy az adott alapot

mennyire emeljiik, hogy a kivant szamot kapjuk.

o P¢lda: Egy sejt sejtosztodassal szaporodik. 10 6ranként kettéosztodik, azaz egy sejt
két ugyanolyan sejtre bomlik szét. Ha csak egy sejtiink volt a vizsgalat kezdetén, akkor

hany 6ra mtlva lesz 256 ugyanolyan sejtiink?

Azaz arra vagyunk kivancsiak, hogy 1:2:2...-2 mikor éri el a 256-ot? Itt mar nem
szimpla hatvanyozasrél van sz0, hiszen nem ismerjiik a kitevdt, nem is gyokvonasrol,
hiszen nem tudjuk, hanyadik gyokét kellene venni a 256-nak. Itt egy 0j leképezésre, a
logaritmalasra van sziikségiink, mégpedig a log,256-ra, amely megadja azt a kitevét,

amelyre a 2-t emelve 256-ot kapunk. A logaritmalas szoros rokonsagban all a
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hatvanyozassal, ¢és a gyOkvonassal, hiszen mindegyiknél az alap a kitevd, és a

végeredmény koziil kettd adat van meg, csak éppen mindig masik kettd.

Hatvanyozas: 22=0,0="7
Gyokvonas: §/256 =1, 1 =7

Logaritmus: 1092256 =1, [1=7?

A példahoz hasonld feladatok mutatjak, hogy miért is van sziikséglink erre az 1j
figgvényre, a fenti Osszefoglalads pedig segiti megértetni a tanulokkal az 0j leképezés
lényegét, és beépitését az eddig ismert miiveletek korébe. A logaritmus fliggvény nem
nevezhetd miiveletnek, hiszen a legbdvebb szamhalmaz, amelyre kiterjesztjiik, a pozitiv
valos szamok halmaza, errdl viszont a teljes valos szdmok halmazara képez. Tehat nem
teljestil a fejezet elején leirt pontos definicioban szereplé megkotés. Ennek ellenére
fontosnak tartottam a hatvanyozas és gyokvonas mellett megemliteni, hiszen, mint

ahogy fent is mutatom, nagyon szoros kapcsolatban allnak.

A logaritmus szemléltetése nem egyszerii. Nehéz, olyan kézenfekvd eszkozt talalni,
mellyel altalanosan lehetne szemléltetni a logaritmalast. EQy-egy konkrét feladatnal
azonban nem lehetetlen. A fenti példankat az alabbi médon tudjuk modellezni a diakok
szamara: Vesziink egy 256 teriiletli, egész ¢l hosszusagu téglalapot a négyzetracsos
lapon. A téglalap teriiletét egy szines vonal segitségével kettéosztjuk a négyzetracs
mentén. Majd a keletkezett két teriiletrészt ismét kettéosztjuk egy masik szinnel. Ezutan
a négy egyforma teriiletrész mindegyikét osztjuk ketté egy harmadik szinnel. Ezt a
miveletsort addig folytatjuk, mig minden teriiletrész egy kis egység négyzet nem lesz.
A végén Osszeszamoljuk, hogy hany kiilonboz6 szint kellett haszndlnunk. Ez elédrulja,

hogy 2-nek hanyadik hatvanya a 256. (Lasd a kdvetkez6 abrasort!)
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1. Iépés

2. Iépés

3. Iépés

8. 1épés

Hérom hatvany esetén harmadolunk, négy esetén negyedeliink, stb. Persze ezt csak nem

tul nagy szdmok esetén lehet kivitelezhetd keretek kozott végrehajtani.

Bar bizonyos esetekben taldlunk a fentihez hasonld szemléltetést, a logaritmus
fliggvényt leggyakrabban mégis grafikonjaval abrazoljuk. A logaritmus fliggvényt
f(x)=logax-szel jeloljik, ahol X a pozitiv valés szamok halmazan értelmezett. Az
exponencialis fliggvény a logaritmus fliggvény inverze, hiszen mindketté kolcsondsen
egyértelmii, és barmely pozitiv valés x-re al®®* = x. A két fiiggvénygrafikont egy

koordinata rendszerben abrazolva jo1 szemléltethetd az inverz kapcsolat.
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Trigonometrikus miiveletek

Tizedik osztalyban a didkok megismerkednek a trigonometriaval. Igaz, ez inkabb a
geometria témakore kapcsan meriil fel, am mivel minden szog mérhetd valdés szammal
is igy tekinthetjiik egy sz0g szinuszanak, koszinuszanak, tangensének és kotangensének
vételét egyvaltozos, valods szamok részhalmazan értelmezett algebrai miiveleteknek is.
A hegyesszogek szogfliggvényeit a tankdnyvek altalaban életszerti feladatokkal, példaul
toronnyal, gyarkéménnyel, felvonoval kapcsolatos szituaciok altal vezetik be, ahol a
magassagokat és tavolsagokat egy adott hegyesszogii derékszogli haromszogben kell
kiszamitani. Ekkor persze clkeriilhetetlen az effajta feladatok derékszogi
haromszogekkel valo szemléltetése, hiszen igy tudja a gyermek igazan elképzelni, hogy
melyik adatok vannak meg, hol helyezkedik el a megadott szdg. Ezen bevezetd
feladatokkal az a célunk, hogy a tanuloval felfedeztessiik, adott szog esetén a megfeleld
“tavolsagok” aranyai nem valtoznak. Majd tobb ilyen bevezeté példa utén
Osszefoglalhatjuk a lényeget: ,Mivel két derékszogli haromszog pontosan akkor
hasonlo, ha egy-egy hegyesszogiik egyenld, ezért egy derékszogii haromszog oldalainak
aranyat egyértelmiien meghatarozza valamely hegyesszog nagysaga. Célszerli az ezen
sz0gtél fiiggd ardnyokra kiilon elnevezéseket bevezetni. Igy kapjuk a hegyesszogek
szégﬁiggvényeit.”9 A szinusz, koszinusz, tangens, kotangens definidlasa utan konkrét
értékekre 1s megnézhetjiik a szogfliggvényeket. Ilyenkor eldkeriilnek az értékeket
Osszefoglalo tablazatok. Ezek a tdblazatok is alkalmasak tobb fontos tulajdonsag
szemléltetésére, igy szereplk lehet a fogalomkiépitésben is. Lathatjuk példaul, hogy
milyen {litemben valtoznak az egyes fliggvények ¢értékei, s leellendrizhetjik a
hegyesszogek szogfliggvényei kozotti kapcsolatokat is, mint példaul azt, hogy
sin a = cos (90°-q), vagy, hogy tg a = L
Clg o

Miutan értelmeztiik, elmélyitettiik, és gyakoroltuk a szogfiiggvények hegyesszogekre
vonatkoz6 definicioit ¢és tulajdonsédgait, ratérhetiink a szogfiiggvények altalanos
értelmezésére. Amikor is az a sz0g mar nem csak 0° és 90° kozott mozoghat, hanem

felvehet tetszdleges forgasszoget.

° Sokszinti Matematika - Matematika tankonyv 10, 156. oldal
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A szamkorok bovitése, a miiveletek értelmezési

tartomanyanak Kiterjesztése

Az eloz6 fejezetben, a miiveleteket az alapértelmezett halmazaikon vezettem be. Ez
azért hasznos, mert igy a tanul6 jobban meg tudja érteni a miivelet céljat, mikodését, és
egyébként sem lenne ajanlott mar els@ osztalyban tanitani példaul a valés szamokat,
hiszen a szamfogalom fokozatos ki€pitése, az értelemmel vald egyiitt haladas a cél. Ha
az alapok letisztazodasa utana boviteni szeretnénk a miiveletek értelmezési tartomanyat,
akkor kovetnlink kell a permanencia-elvet, mely szerint a cél, hogy a miiveletek

altalanositasakor az 6sszefliggések, azonossagok, érvényben maradjanak.

A miuveletek tanuldsa, tanitdsa sordn a hangsulyt a miivelet eredményére, a konkrét
hozzarendelésre helyezziik. Késdbb azonban mar a miiveleti tulajdonsagok, az altaldnos
miveletfogalom lesz a vizsgalodas targya. Az effajta absztrakt vizsgalat a tanitds soran
ugyan rejtve, de nagyon sok modon jelen van. Ebben a fejezetben mutatok néhany olyan
szemléltetési modszert, mely latszolag primitivnek tiinhet, azonban szoros analogiaban

van az absztrakt algebraval.

A kovetkezOkben beszélni fogok algebrai struktirakrol, ezért eloszor definidlom is ezt a

fogalmat:

,,Algebrai struktiranak nevezziik az olyan legalabb kéttagh (S; f, g,...) rendszert,
amelynek elsé eleme egy S(#0) halmaz, a tobbi pedig S-en értelmezett valamilyen

(n valtozos(n>0)) algebrai miivelet.”*°

A dolgozatomban megemlitett algebrai struktirak definicidi pedig a kovetkezok:

e Félcsoport: (S; - ) strukturat félcsoportnak nevezziik, ha S nemiires halmaz, -

pedig az S halmazon értelmezett asszociativ miivelet.

e Csoport: (S; -) strukturat csoportnak nevezziik, ha S nemiires halmaz, - az S
halmazon értelmezett asszociativ muvelet, 1étezik neutralis elem,

¢és minden elemnek van inverze.

9 Dr. Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet, 102. oldal
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o Gylri: (S; +, - ) strukturat gytrinek nevezziik, ha S nemiires halmaz (, +
miiveletet 6sszeadasnak, - miiveletet pedig szorzasnak nevezziik).
Az 0Osszeadas kommutativ, asszociativ, létezik neutralis elem
(nullelem), minden elemnek 1étezik e miiveletre nézve az inverze
(ellentettje).
A szorzas asszociativ, és az Osszeadasra nézve mindkét oldalrol

disztributiv.

o Test: (S; +, - ) strukturat testnek nevezziik, ha S nemiires, legalabb
kételemli halmaz (, + miiveletet 6sszeadasnak, - miiveletet pedig
szorzasnak nevezziik).

Az 0Osszeadas kommutativ, asszociativ, létezik neutralis elem
(nullelem), minden elemnek létezik e miiveletre nézve az inverze
(ellentettje).

A szorzas kommutativ, asszociativ, létezik neutralis elem
(egységelem), a nullelemen kiviili 6sszes elemnek Iétezik inverze

(multiplikativ inverze), és az 6sszeadasra nézve disztributiv.

Természetes szamok

Alséban a didkok a természetes szamok halmazan dolgoznak, fokozatosan boviilo tizes,
szazas, ezres, tizezres, millids szamkorben szamolnak. Ha csak az 6sszeadas miiveletét
nézziik, akkor a természetes szamok halmazanal meg is allhatnank. Hiszen barmely két
természetes szam Osszege is halmazbeli. Mivel az Osszeadds asszociativ, igy a
természetes szdmok az Osszeadas miveletére nézve félcsoportot alkotnak. A csoport
léthez kellene még a halmazba egy neutrdlis elem, és a miivelet invertalhatd
tulajdonsaga. Epp ezek az igények meriilnek fel a természetes szamok korében a

kivonas kapcsan.
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Egész szamok

A kivonast, ¢ miivelet bevezetésekor csak olyan szamparokon végezziik el, ahol a
kisebbitend6 nagyobb, mint a kivonand6. Egy id0 utdn azonban mar beszélhetiink a
nulla és a negativ szamok Iétezésérdl. Bevezetésiik talan nem is olyan nehéz, hiszen
szamtalan példat taldlunk a mindennapokban, ahol hasznaljuk a negativ szdmokat, és
ezek kapcsan a céljukat is szemléltetni tudjuk. Példaul, a negativ magassag azt jelenti,
hogy a tengerszint alatti dologrol van sz6, €és azért beszEéliink minusz 10°C-rol, mert

ezzel érzékeltetjiik, hogy fagypontnal is alacsonyabb, kisebb a homérséklet.

A negativ szamok bevezetésénél a kivonas elvégezhetéségét algebrailag s
megfogalmazhatjuk: azt szeretnénk ha a b + x = a tipusu egyenleteknek mindig lenne
megoldasa adott a, b természetes szamok esetén. A cél eléréséhez sziikséges 1j tipusu,
(p — q) alaka szamokat bevezetni, ahol p és q is természetes szam, és az egyértelmiiség
kedvéért megallapodni, hogy (p — ) akkor egyenld (r —s)-sel, hap + s = q + r.** Mivel
P, g, I, S természetes szamok, igy az utobbi egyenldséget konnyen ellendrizhetjiik a

megszokott médon.

A gyerekek mar harmadik osztalyban ismerkedni kezdenek az egész szamokkal. Ekkor
a fenti képlet sz6 szerinti tanitdsa még korai lenne. A 1ényegét azonban az ¢ nyelviikon

is konnyen elmagyarazhatjuk.

e Példa: Oldd meg a kovetkezd nyitott mondatot: 7 + [ = 13! {rj még olyan nyitott

mondatokat, amelyeknek ugyanez a megoldasa.

A tanulok ilyenkor ugy szamoljak ki a [J értékét, hogy 13-bol elvesznek 7-t. Majd
tovabbi olyan szamparokat keresnek, ahol 6 a kiilonbség. Példaul (5,11), (14,20), (1,7).
Ekkor elmondhatjuk, hogy minden szamnak sok neve van, hiszen a 6-ot hivhatjuk ugy
is, hogy (13-7), (11-5), (20-14), (7-1).

Ezek utan irjuk fel példaul a 9 alakjait:
9=(10-1) = (11-2) = (12-3) = (13-4) = (14-5) = (15-6) = (16-7).
Eszrevehetik, hogy minden szomszédos szamparnal a kisebbitendd és a kivonando is 1-

gyel valtozik. Ha a sorban 3-at ugrunk eldre, akkor a szdmpar mindkét tagja 3-mal nd.

1 D.E.Mansfield, D.Thompson: Matematika uj felfogasban, Mésodik kétet, 24. oldal alapjan

24



Ebb6l mar maguk is rdjohetnek, és kiprobalhatjak, hogy ha a kivonandéhoz és a
kisebbitend6hdz ugyanazt a szamot adjuk (bdvitiink), vagy ugyanazt vonjuk le
(egyszertisitiink), akkor is az eredeti szam egy masik alakjat kapjuk. Azaz két (a - b)
alaku szam akkor egyenld, ha egyszerisitéssel vagy bovitéssel az egyikbdl a masikba

eljuthatunk.

A fentiek folytatasaként elmondhato, hogy barmely x természetes szam felirhaté a
b + x = a egyenléségnek eleget tevo a-k és b-k segitségével (a - b) alakban. Ha azonban
a < b, akkor minden (a,b) szamparra van egy olyan X pozitiv egész szam, amelyet
elvéve b-bél megkapjuk a-t. Eszrevehetjiik, hogy rogzitett x esetén az a = b — X
egyenletet kielégitd a, b parokra az (a - b) alakti szamok most is ugyanazt a szamot
jelentik. Ezt nevezziik el —x-nek. Ez mar nem egy pozitiv egész szam. Ezeket negativ

egészeknek, a = b esetén pedig nullanak nevezziik.

Az adbsag-vagyon modell az elobbi matematikai konstrukcioval szoros analdogiaban all,
de a gyerek szadmara is jOl érthetOen, jatékosan szemlélteti a negativ szamokat. A
modellel kapcsolatos feladatokat tobbek kozott az Apaczai kiadd 6todikeseknek szant
tankonyvében is talalunk. Itt 1 Ft kézpénzt, azaz +1-et szimbolizalo piros korongokkal
¢s 1 forintnyi addssagnak, azaz -1-nek megfeleld kék cédulakkal dolgozunk. Tisztdzni
kell, hogy egy korong és egy cédula kiiiti egymast, azaz 1+(-1) =0. Ez lesz a csoportban
a neutralis elemiink. Az eszk6zok segitségével a 4 + (-3)-at a kovetkezé modon tudjuk

szemléltetni:

Ekkor latszik az is, hogy 4 + (-3) =4 -3 = 1.

Gondoljuk csak meg, hogy a 7 — (-5) hogyan abrazolhato! Ha felvesziink 7 piros
korongot, akkor abb6l nem tudunk elvenni 5 darab adosag cédulat. Ezért ugy kell
eljarnunk, hogy a 7 piros korong mellé tesziink még 5 cédulat és 5 korongot, hiszen igy
nem noveljiik az értéket, de mar el tudunk venni 5 adésag cédulat. igy marad 12 piros

korongunk, ahogy azt a kdvetkezd abra is mutatja:

TITT
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Ezen modszer segit szemléltetni az egész szamok korében végzett Osszeadas
kommutativ és asszociativ tulajdonsagat is valamint segiti a negativ szdmok beépitését

az ismert szamhalmazba és a hasznalt miveletek kozé.

Most mar kényelemesen mozoghatunk az egész szamok korében mind az &sszeadas,
mind a kivonas tekintetében. Ezen ismeretek mellett mar elmondhatjuk, hogy az egész
szamok csoportot alkotnak az Osszeadasra nézve, hiszen az Osszeadds asszociativ, van
neutralis elem, a nulla, és minden egész szamnak van egész inverze, melyekre igaz,
hogy Oket 6sszeadva a nullat kapjuk. Ha figyelembe vessziik, hogy az 0sszeadds most

kommutativ, akkor azt is elmondhatjuk, hogy ez egy Abel-csoportot alkot.

Lépjiink eggyel tovabb a miiveletek listajaban. A szorzas asszociativ tulajdonsagu az
egész szamok korében, €s az is igaz, hogy barmely két egész szam szorzata is egész,
azaz a halmaz zart e miveletre nézve. Ezen kiviil mindkét oldali disztributivitds is
teljesiil, hiszen a (b + ¢) = ab + ac és (b + ¢) a = ba + ca barmely a,b,c egész szamra.
fgy, minden axiéma megvizsgalasa és teljesiilése mellett kimondhatjuk, hogy az egész

o

szamok az Osszeaddsra €s a szorzasra nézve gyurit alkotnak.

Racionalis szamok

Ahhoz, hogy még a gyiiriinél is komplexebb algebrai strukturat, testet kapjunk, sziikség
lenne az egységelem meglétére, és arra, hogy minden nullelemen kiviili elemnek legyen
multiplikativ inverze a halmazban. Az el6zéekben a kivonas volt az a miivelet, amely
segitségével eljutottunk a szamok ellentettjéhez, most ennek analdgidjara az 0sztas
miiveletével, kaphatjuk meg a szamok multiplikativ inverzét. Azt szeretnénk, ha bx = a
egyenletnek lenne megoldasa minden a, beZ esetén. Ha a = 1, akkor a szorzas

asszociativ tulajdonsaga miatt X éppen a b inverze lesz. Ahhoz, hogy az egyenletnek

minden esetben legyen megoldasa, be kell vezetniink uj, (B) alaktl szdmokat, ahol p és

q tetszéleges egész szamok, azzal az egy kikotéssel, hogy g nem veheti fel a 0 értéket,

hiszen a nulldval valé osztast nem értelmezziik. Most is meg kell emliteni, hogy mely
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tortalaku szamokat tekintjiik egyenl6knek. (ap) = (L) abban az esetben, ha ps = qr,
S

ahol p,q,r,se Z, de q és s nem nulla.*?

A tort szadmokat a negativ szdmokhoz hasonldan vezethetjiik be az iskolaban, csak most

a szamparok tagjainak nem a kiilonbségét, hanem a hanyadosat kell venniink.

e Példa: Oldd meg a kovetkezd nyitott mondatot: [*5 = 20! {rj még olyan nyitott

mondatokat, amelyeknek ugyanez a megoldasa.

A tanulo ilyenkor gy gondolkodik, hogy mit vegyiink Otszor ahhoz, hogy huszat

kapjunk. Azt, amit ugy kapunk, hogy a hliszat 6t egyenld részre osztjuk. Azaz [ = ?0 .

Ezek utan olyan szamparokat keres, ahol a hanyados értéke szintén 4. Igy talalja példaul
a (6,24), (10,40) parokat. ElImondhat6, hogy a 4 egy masik alakja a % vagy a % A

szemléltetésben most is segit, ha egy konkrét szamnak példdul a 12-nek felirjuk néhany

hanyados alakjat: 12=—=—= — = — = —.

A szemléltetésbol jol latszik, hogy ha az osztandot €s az osztdt ugyanazzal a szammal
szorozzuk (bdvitiink) vagy ugyanazzal a szammal osztjuk 6ket (egyszerisitiink), akkor

az eredeti szam egy-egy masik alakjat, nevét kapjuk meg. Ezek alapjan észrevehet6 az,
hogy most is akkor lesz egyenld két (%) alaka szam, ha az egyiket a masikbol

egyszerlsités, vagy bvités utjan megkapjuk.

Ezek alapjan barmely egész x szam felirhaté a bx = a egyenldségnek eleget tevé a és

b (#0) egész szamok segitségével (B) alakban. Az osztas tanitasakor eleinte csak

olyan szamparokon végezziik az osztast, ahol a tobbszorose a b-nek, és igy egész

eredményhez jutunk. Hamar ra kell jonni azonban, hogy rengeteg olyan szituaci6 van,

amikor az osztandonk nem tobbszordse az osztonknak. llyen esetekben az (B) alakt

12 D.E.Mansfield, D.Thompson: Matematika j felfogasban, Masodik kétet, 19-20 oldal alapjan
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szamunk nem egész szamot takar. Az Gsszes (B) alakban felirhatd szamunk tehat az

egész szamoknal egy bdvebb halmazt jelent, és ezt a racionalis szdmok halmazanak
nevezziik. Ebben az j szamhalmazban tovabbra is fenn allnak a kovetkez6, gyiiriiléthez
sziikséges tulajdonsagok: az &sszeadds asszociativ, kommutativ, 1étezik a nullelem és
minden elem ellentettje halmazbeli, valamint a szorzas asszociativ tulajdonsagt. Ezek
mellett a halmazban most mar megtaldlhaté minden nem nulla elem multiplikativ
inverze, ¢és a szorzas egységeleme, az 1 is halmazbeli, amelyre igaz, hogy minden
racionalis a szamra 1*a = a*1 = a. Tehat elmondhatjuk, hogy a racionalis szdmok testet

alkotnak.

A racionalis szamokkal valo ismerkedést segiti a “torta-modell’(Apaczai kiadd
otodikeseknek szant tankonyvéhez kiegészitd eszkoz). Itt teljes korrel és kiillonb6zo
nagysagu korcikkekkel szemléltetjiik a torteket, a név is egy egész torta felszeletelésére

utal. (Lasd az alabbi abrat!)

AN AALLA A

L 1 L

1 1 1 1
2 6 7 9
A kivagott szeletekre rairhatjuk az értékeket, igy az egyes korcikkek osszeillesztésekor
le tudjuk olvasni a mennyiségek tortértékét, és algebrailag is le tudjuk jegyezni a

muveletet.

A készlet eldnye tobbek kozott, hogy segitségével a tanuldk konnyen

Osszehasonlithatjak az egységtorteket. Most az * a szemlélet keriil eldtérbe, és

oo

b
. . 1

igy a tort alak vegyes tortté valo atvaltasa is gyakorolhato, hiszen ha vesz a db b értékll

tortet, akkor meg tudja vizsgélni, hogy hany egész kort tud beldliik kitenni, és mennyi

1
B értéki tort maradt hatra.
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Az eszkOzzel szemléltethetd a bovités €s egyszeriisités kérdése is. (Példa az alabbi

abran.)

ANZA

4
8

N |-

2
4

A kiilonboz6 nevezoji tortek dsszeadasa is megoldhato, és igy bevezethetjilk a kdzos

nevezoOre hozast. Hiszen ha példaul egymas mellé illesztiink egy % és egy % értéki
korcikket, akkor a kapott teriilet megfelel 5 darab % érteklt szeletnek. (Lasd a

A tortek tanitdsakor egy masik nagyon jo szemléltetd eszkoz az el6zd fejezetben mar

kovetkezd abran!)

emlitett szines rudkészlet. Ennek elénye most is, hogy mi vdalaszthatjuk meg az
egységet. Igy ha példaul a 12-es rudat tekintjiik az egy egésznek, akkor kénnyen tudjuk

szemléltetni az %, %, %, %, % részét. Valamint ez az eszkoz is alkalmas a fent

emlitett tortekkel végzett miiveletek gyakorlasara.
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Valos szamok

Hatvanyozas természetes €s egész kitevore

A négy alapmiivelet segitségével a természetes szdmoktdl eljutottunk a racionalis
szamokig. Ha azonban tovabb haladunk a miveletek listajaban, akkor hamar
radobbentink, hogy még mindig vannak olyan szamok, amelyekre sziikségiink lehet, &m
a racionalis szamok halmazaban nem szerepel. A fenti felsorolasomban soron kdvetkezd
miivelet a hatvanyozas. a" eredeti értelemben, azaz természetes alap és kitevé mellett
egy n tényezds szorzatot jelent, ahol a hatvany is természetes szam, mivel a halmaz zart
a szorzasra nézve. Ha megengedjiik, hogy az alap egész szdm legyen, akkor természetes
kitevd mellett egész eredményt kapunk, hiszen itt még mindig ismételt szorzasr6l van

sz0. Ekkor kdnnyen bizonyithatdak a kovetkezd azonossagok:

11 am ., an - am+n
am

2, —=a",m>na#0 ( aholaegészszam, m, n természetes szamok
a

3’ (an)m — am n

De mi a helyzet, ha a kitevd is egész? 0 kitevO esetén a 2, azonossdg érvényben

m

. a N
maraddsa miatt o = a™™ = a° esetrdl beszélhetiink, ahol a baloldal egyenld 1-gyel, igy

a’-t is 1-nek definidljuk, persze a tort miatt tovabbra is fel kell tenniink, hogy a # 0.

0 0
. . ..oa § n o, . 1, . 1
Negativ kitevé esetén pedig: — = %" = a" és mivel — = —, igy -t —-nek
a a

a a"’
definialjuk. Igy 0 kitevé mellett egész eredményt kapunk, negativ egész kitevd mellett
azonban mar nem csak szorzdst, hanem osztast is kell végezniink, igy az eredmény

kivezet az egészek korébdl a raciondlis szamok halmazaba.

Hatvanyozas racionalis kitevire

Nézziik, mi torténik tort kitevo esetén. Természetesen a hatvany kiterjesztését most is a
permanencia-elvnek megfelelden tehetjiikk csak, azaz ugy, hogy az eddigi egész kitevore

érvényes azonossagok tovabbra is fenn alljanak. Igy pozitiv alap és racionalis kitevd
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mellett igy gondolkodhatunk: a 3, azonossag érvényben maradasa érdekében

m n
(a” ] =a". Definici6 szerint pedig Y/a™ az a szam, amelynek az n. hatvanya egyenld
m
a"-nel. Ezért raciondlis kitevé esetén a hatvanyt tigy definialjuk, hogy a" = Y/a™ , ahol
a (> 0), m egész szamok, n pedig 1-nél nagyobb természetes szam. Errél a

kiterjesztésr6l be lehet latni, hogy valdoban megérzi a korabbi miveletei

tulajdonsagokat.

Az alap pozitivitasat azért kell kikotniink, hogy minden raciondlis kitevd esetén

w

érvényben maradjon a definicio, azaz ne allhasson fenn példaul a (-4)2 = 3/(-4)% =

-7
3-64 vagya 05 =307 = 5‘/0% = i/% eset, amelyeket eddig sem értelmeztiink.

Most nézziik, hogy megengedett racionalis alap és raciondlis kitevd mellett milyen

értékeket kapunk. Vannak olyan esetek, amelyeknél az eredmény racionalis, példaul

-1 1

3
227 3 . De ott van példaul a 2 2, ez ugye a definicio szerint egyenld V2 -vel, amely

4
nem racionalis szam, hiszen nem irhat6 fel két egész szdm hanyadosaként. Valosziniileg
a tanuloknak ez nem lesz olyan egyértelmti, és nem latjak rogton, hogy egy "j tipusu”

szamrol van most sz6. Ezt azonban konnyen bebizonyithatjuk a szadmukra indirekt

modon. ,,Tegyiik fel, hogy V2 = Ep , ahol p,q € Z" és relativ primek: (p;q) = 1.

Z-2,
q

N

o)

2q° = p°.
|

2lp°=>2p => 4Jp’,

ha 4|p? 2|g° 2|q.
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Azt kaptuk, hogy p és q is paros. Ez ellentmond annak, hogy relativ primek.”*® Az

indirekt bizonyitas végén ellentmondasra jutottunk, azaz sikeriilt belatnunk, hogy

\/5 nem racionalis szam.

Az irraciondlis szamok “létezését” mas modon, szemléletesebben is bizonyithatjuk. Két
szakaszt Osszemérhetonek neveziink, ha Iétezik egy olyan egység, amely mindkét
szakaszon egész szdmszor felmérhetd. Megmutathato, hogy két racionalis hosszusagu
szakasz mindig 0sszemérhetd, az egység megkeresését pedig az euklideszi algoritmus

mintajara végezhetjiik. Nézziink is erre egy példat:

, 5 9 T , . . I
Keressiik az 24 és a T racionalis szamok esetén azt az egységet, amely mindkét

tortben egésszer van meg. Kihasznaljuk, hogy ha a torteknek osztdja ez az egység,

akkor a kiilonbségiiknek is osztdja lesz. Hozzuk a torteket k6z6s nevezdre, > - % ;
i = 2, majd kezdjiik el az algoritmust:
16 8

27 10 7

22 4 L

48 48 48

10 7 3

_ = — 4+ —

48 48 48

l =2. i + i

48 48 48

i =3 i +0

48 48

igy a keresett egység az % . Eszrevehetjiik, hogy az az egységtort, amelynek nevezéije

a tortek nevezdinek legkisebb kozos tobbszorose, mindig megfeleld egység lesz. Igy

valoban barmely két racionalis szam 6sszemérhetd.

13 Sokszinti Matematika - Matematika tankényv 10, 36. oldal
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Szakaszok 0Osszemérhetdségének vizsgalatakor hasonléan jarunk el. A hosszabbik
szakaszb6l visszamérjik a rovidebb szakaszt, ahdnyszor csak tudjuk. Majd
megvizsgaljuk, hogy az igy keletkezett kiilonbség () egésszer mérheto-e fel az eredeti
szakaszokra, ha igen akkor a rovidebbik szakaszbol visszamérve | egész szamszorosat,
nullat kapunk. Ha nem akkor folytatjuk az egység keresését tigy, hogy most a
hosszabbik szakasznak az eredeti rovidebb szakaszt vessziik, rovidebbnek pedig az |
hosszusagu szakaszt. A fentiek alapjan racionalis szam hosszisag szakaszok esetén

elébb-utobb megtalaljuk ez egységet.

Most pedig nézziik, Gsszemérheté-e egy négyzet oldala ¢és 4atloja. A fenti modon

vizsgaljuk e szakaszok viszonyat.

D C
d-a
% P
d
d-a
A a B

A négyzet oldala révidebb az atlonal, ez latszik a fenti ABC derékszogii haromszogben
is, hiszen az atfogd mindig hosszabb, mint a befogok. Ezért mérjiik ra a d atfogora az a
oldalt. Csak egyszer tudjuk felmérni az a-t, hiszen az AOB derékszogli haromszégben
jo1 latszik, hogy d fele kisebb az a-nal, igy d Kisebb 2a-nal. Ezt megtehetjiik ugy, hogy
A ko6zéppontbol a sugart kort szerkesztiink. Ekkor az atfogd és a koriv metszéspontja
lesz az az M pont, amely a négyzet atlojat a és d-a részekre osztja. Huzzunk az A
kozéppontu, a sugart korhoz érintét az M pontba, az érintd és a BC oldal metszéspontja
legyen P. Ekkor MP = PB, egy kiilsé pontbol a korhoz hazott érintGszakaszok
egyenldsége miatt. Mivel a négyzet 4tloja szogfelezo, igy a C-nél 1évd A sz0g 45°-0s.
A BMC szog pedig 90°-0s, hiszen a korhoz huzott sugar meréleges az érintére. igy a P-
nél 1évé & sz0g is 45°-0s, azaz PMC egyenldszaru haromszog, tehat MC = MP = PB.

A szakaszok Osszemérhetdségének vizsgalatakor mindig a nagyobbol vontuk le a
kisebbet, majd a kisebbdl vontuk le a kiilonbséget, és igy tovabb, mig nulldhoz nem
jutottunk. Most ezek alapjan a d-bdl vontuk le az a-t, majd az a-bol voltuk le a (d-a)-t.

Ez utobbi kiilonbség a PC szakasz. Most a (d-a) és az (a-(d-a)) szakaszok
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osszemérhetéségének vizsgalata kovetkezik. Eszrevehetjiik, hogy CMP haromszog egy
(d-a) oldalt négyzet fele, ahol az atldo és az oldal, azaz az (a-(d-a)) és a (d-a)
hossziisagu szakaszok viszonyat az ABCD négyzetben végzett vizsgalat mintdjara
folytathatjuk. Igy folyamatosan 0j négyzetek keletkeznek (lasd az alsé 4brat),
amelyekben ugyan az Osszehasonlitott szakaszok tavolsaga egyre kisebb, de sosem
egyenlok, azaz sosem jutunk el a nulldhoz. Tehat nem lesz olyan egység mely az eredeti
szakaszainkra egész szamszor ramérhetd lenne. Ha pedig az oldalt racionalis szdmnak
valasztjuk, és az atlo is racionalis lenne, akkor 6sszemérhetd lenne a két szakasz. De a
fentiek alapjan ez sosem fog bekdvetkezni. Tehat racionalis oldalu négyzet atloja nem

racionalis, azaz nem irhat6 fel két egész szam hanyadosaként.

Igy egy szemléletes geometriai bizonyitas segitségével is belattuk, hogy vannak nem
racionalis szamok is. Azokat a szdmokat, amelyek nem irhatoak fel két egész szam
hanyadosaként irracionalis szamoknak, a raciondlis és irracionalis szamok halmazainak

unidjat pedig valos szamoknak nevezziik.

Hatvanyozas irraciondlis kitevore

A teljesség kedvéért vizsgaljuk meg, mi torténik irracionalis kitevé esetén. Azt
szeretnénk, ha irraciondlis kitevd mellett is érvényben maradndnak a racionalis kitevore
érvényes monotonitdsi szabalyok. Legyen most a >1, x és y irraciondlis szamok. ,,Ha
megkdveteljiik, hogy x <y esetén a* < o’ teljesiiljon, akkor a*-nek ki kell elégitenie az
a' < a* < a° egyenlétlenséget, valahdnyszor s és I olyan racionélis szamok, melyekre
r<x <s " A kdvetkezé tételbdl kideriil, hogy ilyen feltételek mellett a* értéke

egyértelmil.

1 Laczkovich Miklés — T. Sés Vera: Analizis 1., 55. oldal
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»Ha a > 1, akkor tetszéleges X valds szamra sup{a’ : r €Q, r < x}=inf{a’ : s €Q,
s>x}. Ha 0 < a < I, akkor tetszéleges X valos szamra inf{a" : r €Q, r < x} =

sup{a’:seQ, s >x}.°

Ezen ismeretek mellett mar definidlhatjuk az irraciondlis kitevdjii hatvanyokat:

,Legyen a > 1. Tetszdleges X valds szamra a*-szel jeloljiik a sup{a’: r eQ, r < x} =
inf{a® : s €Q, s*° > x } mennyiséget. Ha 0 < a < 1, akkor a* értéke inf{a": r €Q, r < x}

=sup{a’:s €Q, s >x }. Az 1" hatvanyt 1-nek definialjuk minden x-re.”’

Természetesen bebizonyithatd, hogy az eddigi hatvanyozasi azonossagok pozitiv valds
alap, és irracionalis kitevore is érvényben maradnak. Ezek tisztdzdsa utan szoktuk
bevezetni az exponencialis fliggvényt, hiszen a hatvanyozas most mar minden valos

szamra értelmezve van.

Valos szamok teste

Mivel a racionalis szamok halmazat Gigy bévitjiik Ki az irracionalis szamokkal, hogy az
ismert miiveleti tulajdonsagok tovabbra is megmaradjanak, igy a valoés szamok halmaza
is kommutativ testest fog alkotni. Tehat elmondhatd, hogy testbévitést végeztiink, a
valos szamok testét a racionalis szamok bovitésének nevezziik. Igy eljutottunk a
természetes szamoktodl a valdés szamokig. A kozépiskoldkban legtobbszor ez a
legbdvebb szamhalmaz, amelyben szamolnak a didkok. Ennek ellenére, még ha csak
érdekesség szintjén is, de érdemes mesélni a komplex szamokrol, hogy tudjak, a valos

szamoknal nem all meg a matematika vilaga.

13 Javitas: s helyett r szerepelt.
18 1 aczkovich Miklos — T. Sés Vera: Analizis 1., 55. oldal
7 Laczkovich Miklés — T. S6s Vera: Analizis 1., 56. oldal
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Néhany egyéb példa szemléltetésre

Mar az el6z6 két fejezetben is sok szemléltetési modszerrdl irtam. Most azonban azzal a
céllal mutatnék be még néhany szemléltetést, hogy hangsulyozzam, az algebra
tanitasaban milyen kiilonboz6 célokat szolgalhat egy-egy latvanyos abra. Mutatok egy
példat az algebrai azonossagok illusztralasara, az értelmezési tartomany kiterjesztésének
abrazolasara, egyenlet és egyenlOtlenség grafikus megoldasara, tortszamok egy

ekvivalens osztalyozasanak jellemzésére.

Azonossag bizonyitasa

e Példa: Bizonyitsuk be, hogy (a - b) - (a + b) = a>— b?!

Az azonossagot algebrailag konnyll belatni, hiszen ha a baloldalon beszorzunk és
Osszevonunk, akkor valoban a jobboldalt kapjuk. Az ilyen tipusi azonossagok
tanitasakor azonban a bizonyitast gyakran geometriai Uton is szemléltetjiik, hiszen

téglalapok, négyzetek segitségével az egyenldség jol érzékeltethetd, igazolhato.

a b

a-b

a-b b

Az abrarél leolvashato, hogy (a - b) - (a + b) = a kék ¢és a zold téglalapok teriileteinek
Osszege. Az is jol lathatd, hogy a zold és a bordo téglalapok teriiletei egyenlék, hiszen
mind a kett6 a és a-b oldaluak. Az abrardl leolvashatd az is, hogy a kék és a bordd
téglalapok Osszegét ugy kapjuk meg, ha az a oldali négyzetbdl elvessziik a sarga, b

oldali négyzetet. Tehat 6sszefoglalva:

(@-b) - (@+D0) =T+ Tasta = Tuek + Tooras = (Tiek + Toordo + Teirga) — Tsirga = & — b7
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Az effajta bizonyitasoknal kihasznaljuk, hogy a téglalap teriilete az oldalhosszainak
szorzata. Igy az ab-t az a b oldala téglalap teriiletével azonositjuk. Ennek
koszonhetden az azonossag “lerajzolhatd”. Persze tisztazni kell, hogy a és b nem csak
pozitiv szam lehet, illetve azt is, hogy a-nak nem feltétleniil kell nagyobbnak lennie b-

nél. Vagyis az azonossag barmely valos szamparra teljesil.

Ertelmezési tartomany Kiterjesztése

A szogfiggvényeket el0szor csak hegyesszogekre értelmeztiikk, és a feladatnak
megfeleld oldalhosszusagl derékszogli haromszog segitségével abrazoltuk a problémat.
Késébb, amikor a szogfliggvények értelmezési tartomanyat a hegyesszogekrol a
tetszOleges forgasszogekre akarjuk terjeszteni, akkor mar mas szemléltetést kell
talalnunk, mert egy derékszogli haromszognek nem lehet példaul tompaszoge, vagy
negativ szdge. Ezen problémak is kikiiszobolhetdek az egységnyi sugart koron valo

abrazolassal.

E szemléltetés alapja, hogy a derékszogii koordinatarendszer origdjabol az x tengely
pozitiv iranyaba rogzitiink egy i egységvektort, ha tetszéleges pozitiv vagy negativ
szoggel elforgatjuk az i vektort az origd koriil, akkor az elforgatott j egységvektor
végpontja éppen az origd koriili egységnyi sugari koron fog mozogni. Az i és |
vektorok altal bezart szog fogja mutatni az elforgatasnal felhasznalt forgasszoget, az i és
J vektorok végpontjait Osszekotd koriv eljeles hossza pedig a forgasszog radianjat,
azaz az ivmértékét. A Kkoordinatarendszer I. siknegyedében konnyli szemléltetni a
szogek szinuszat és koszinuszat, hiszen itt o hegyesszog lesz, igy berajzolhatjuk az o
szOgli derékszogli haromszoget is. Ennek a haromszognek a befogoi éppen a j vektor

koordinatai lesznek. (Lasd az alabbi abran!)

y 4

sino. ---=

\ 4

v

coso j
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Mivel most a derékszogii haromszogiink atfogoja 1, igy az o szog szinusza a szoggel
szemkozti oldal hossza, koszinusza pedig a sz6g melletti oldal hossza lesz, tehat sin o a

J vektor végpontjanak y koordinataja, cos a pedig az x koordinataja lesz.

Ezen észrevételek alapjan a szinusz, koszinusz fogalmakat tetszéleges forgasszogre
altalanosithatjuk: sin o illetve cos o annak a forgasszognek az y illetve x koordinataja,

mely az i vektorral a forgasszoget zar be.

Ez az é4brazolas a kiterjesztés utan is nagyon praktikus eszkdz, hiszen segitségével
konnyen szemléltethetéek az 9sszefiiggések, kapcesolatok. Jol latszik példaul a szinusz
¢és koszinusz fliggvény 2m szerinti periodikussaga, hiszen ha lerajzoljuk az a-val és az
o+2n-vel elforgatott vektorokat akkor éppen ugyanazt az abrat kapjuk. Ez nyilvanvalo,

hiszen o és a+2m kdzott éppen egy teljes, 360°-0s kort tesziink meg.

E szemléltetési lehetdséggel konnyli abrdzolni negativ forgasszoget is. Ilyen esetben
megegyezes szerint az adott szog abszolut értékét az x tengelyhez képest az eddigiektdl
eltéréen, az Oramutatd jardsaval megegyezd iranyban mérjiikk fel. Ezek utan mar
konnyen abrazolhatjuk azt az 6sszefiiggést is, hogy sin(-a) = -sina, valamint hogy cos(-
o) = cosa. (Lasd az alabbi abrakon!) Eszerint a szinusz fliggvény paratlan, a koszinusz

fliggvény pedig paros.

NI

cos al

cos(-P)
|

| /—1

\ 4

x V
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Egyenletek, egyenlétlenségek algebrai és grafikus megoldasa

Grafikusan sok algebrai miivelet, kapcsolat, tulajdonsag abrazolhato. Bar a fliggvények
rajzolasaval, és elemzésével foként az analizis foglalkozik, de ezek az ismeretek az
algebra tanulasa soran is hasznosak lehetnek. Gyakran ugyanis, az egyes egyenleteket,
egyenlotlenségeket grafikusan is megoldjuk, amellyel nem csak ellendrizni tudjuk az
algebrai megoldasunk helyességét, de azt is szemléltetheti, hogy egyes algyokok, miért

esnek ki a j6 megoldasok koziil.

e Pé¢lda: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan:

3J/x—1 = /x+2+1

Ha az egyenletet algebra Uton szeretnénk megoldani, akkor a legtobben valdsziniileg

ezen az uton haladnanak:
Kikotés:
a) a gyokvonasok miatt:

X-1>0 — x>1

és x+2>0 —_— x>-2

b) az egyenlet globalis vizsgalata miatt:

VX+2+1>0 — X+2 >-1 Ezteljesiil minden x-re.

és 3x-1-1>0 /+1
3vx-1>1 /()? (mindkét oldal pozitivitisa miatt ekvivalens

atalakitas)
x-9>1 /+9

9%>10 —» XZ%ZI,II'

Osszegezve: (x > 1) és (x > -2) és (x > %) — Azalaphalmaz: {xeR| x> %}
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A megoldaés folytatasa:

3x—-1 = /x+2+1 10?

OX-9=x+2+2x+2+1 I-(x + 3)

8x -12 = 2/x+2 10)?
64x% — 192x +144 = 4x + 8 /-(4x +8)
64x% — 196x +136 = 0 I:4

16x2 — 49x +34 =0

_ 49+~/492 —4.16-34 4915
2-16 32

64
X X1 = — =2 e alaphalmaz
1,2 1 3 p

Xp = % =1,0625 ¢ alaphalmaz

Mivel x = 1,0625 nem eleme az alaphalmaznak, igy az egyenletnek csak az x =2 a

megoldasa. Visszahelyettesitéssel ellendrizhet;jiik.

Az egyenletek grafikus megoldasakor az egyenlet két oldalan allo kifejezést
fliggvényként abrazoljuk, és azok viszonyat vizsgaljuk. Most egy olyan példat mutattam
be, ahol ez a diakok szamara konnyen kivitelezhet6. (Lasd a kdvetkezé abran!) Ezek
utan azt kell megnézniink, hogy a két grafikon hol metszi egymast, a metszéspontok
ugyanis azt jelentik, hogy ezeken az x helyeken a fliggvények ugyanazon y értéket

veszik fel, azaz teljesiil ez egyenlOség.
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Gyakori hiba a tanuloknal, hogy megfeledkeznek a kikotésrol, és az eredmény
leellendrzésérodl, igy szamolasi hiba nélkiil is hamis gyokhoz juthatnak. Ha azonban

grafikusan is szemléltetik az egyenletet, akkor hamar rajonnek, hogy jelen esetben csak

egy megoldas létezik. Az is lathatd, hogy a fliggvények az x = % helyen nem metszik

egymast, igy ha a kikotésbol ki is felejtettiik volna az egyenlet globalis vizsgalatat, most
gyanut foghatunk, hogy keletkezett egy hamis gyokiink.

A grafikonok rajzoldsdhoz ma mar nagyon sok fliggvényabrazolé program all
rendelkezésiinkre. Ezeknek eldnye a pontos €s gyors rajz mellett, hogy olyan dsszetett
fiiggvényeket is képesek abrazolni, melyeket egy kozépiskolds gyerek transzformaciok

utjan nem tudna. Nézziink egy feladatot, melynél ez a szituaci6 all fenn.

e Pé¢lda: Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenléitlenséget:18

log, , (x2—4x+3)
151"
2

Kikotés: logzb esetén a > 0; a # 1; b > 0 feltételeket ellendrizniink kell.

o a>0 miatt:
2-x>0 — 2>X
o a# 1 miatt:

2—-x#1 —> x#1

'8 Sokszinti matematika - Matematika tankonyv 11, 114. oldal (feladat kitiizés)
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o b >0 miatt:
X>—4x+3>0

XX —4x+3=0 / keressiik a gyokoket /

4++/4* -4.1.3 4+2

2 2 : b>0 miatt

x>3 vagy x<1

N | o

Osszegezve: (x <2) és (x # 1) és (x> 3 vagy x < 1)— Az alaphalmaz: {xeR| x < 1}

A megoldas folytatasa:

1 log,_, (x2—4x+3) 1
1> (Ej | az (Ej nulladik hatvanya 1
1 0 1) 10gzx (X*~4x+3)

(5] > (Ej / 0 és 1 kozotti alap esetén az
exponencialis fliggvény szigor monoton
csokkenése miatt elég a  kitevoket
Osszehasonlitani, a relacié megfordul

0<log,  (x*—4x+3) / 10g21=0 minden a > 0, a#1 esetén
log, 1 <log, , (x> —4x+3) / logaritmus  fliggvény  szigoru

monotonitdsa miatt elég az 1 és az (x° —

4x + 3) Osszehasonlitasa
I. eset: 0 <alap <I esetén a logaritmus fliggvény szigoruan monoton csdkkend
0<2-x¢és2-x<1 —>» 1<x<2
Ez nem eleme az alaphalmaznak, igy nem is kell tovabb vizsgélni ezt az 4gat.
II. eset: 1 <alap esetén a logaritmus fliggvény szigorian monoton ndévekvo
1<2-x —> x<1

Ez megfelel a korabbi kikotéseinknek.
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Ezt az esetet tovabb kell vizsgalnunk:

log, , 1 < log,  (x*—4x+3) / a szigoru monoton ndvekedés miatt
nem fordul meg a relacié

1<x?—4x+3 /-1
0<xX’—4x+2 / keressiik meg a gyokoket
0=x*—4x+2
44442 -4.1.2 4+48 4448
X12 = = X1 = 23,41
2 2 \ 2
xz:ﬂzo,w
2
0 < X2 — 4x + 2 miatt: x < 4_2\/5 vagy 4+2\/§ <X

Ezt 6sszevetve a 1. eset feltételével, és az alaphalmazzal azt a megoldast kapjuk, hogy

. . 4—-8
az egyenl6tlenség teljesiil minden olyan valds x-re, amelyre x < 2\/_ :

Az algebrai tton kiszamolt megoldasunkat ellenérizni tudjuk a szamitogép altal megrajzolt
grafikonokon.(Lasd az alabbi abrat!) Persze ne felejtsiik el, hogy a gép is, és mi is a koordinata
rendszer csak bizonyos kiragadott tartomanyat tudjuk abrazolni. gy mindig figyelembe kell

venniink a fiiggvények monotonitési, folytonossagi és egyéb tulajdonsagait.

10ly
g —+
8+ 1) log, . (x*~4x+3)
7+ g(x) =15
' 2
6 —+
S —_
4 —+
fx)= 1
3 —+
2 —+
=
T T T T : T i T T I I I I I
- -5 -7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 4 1 2 3 4 ]
24
2l
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A racionalis szamok ekvivalencia osztalyainak abrazolasa

Az el6z6 fejezetben volt arrdl szo, hogy egy-egy racionalis szamnak tobb neve is van. Azokat a
racionalis szamokat, melyeket egymasbol megkaphatunk egyszeriisités vagy bovités utjan, azaz
egy racionalis szam kiilénb6z6 alakjait egy ekvivalencia osztalyba soroljuk. Ezzel kapcsolatos
kovetkez6 feladatomat Dr. Szendrei Janos kényve ™ ihlette.

e Feladat: Abrazoljuk koordinitarendszerben az egyes ekvivalencia osztalyba tartozo
racionalis szamok tortalakjat, gy hogy az X tengely értékei a szamlalét, y tengely
értékei pedig a nevezét jelentsék. Milyen Osszefliggést veszel észre az ekvivalencia
osztalyok kozott? Tegyél fel még néhany kérdést az abraval kapcsolatban, és

probald is azokat megvalaszolni.

v

A tanulok konnyen észrevehetik az dsszefliggést az ekvivalencia osztalyok abrazolasa kozott: az
azonos értéki torteket Osszekotve mindig egy origon atmend egyenest kapunk. (Lasd a fenti
abran!) Ennek oka, hogy ha az egy ekvivalencia osztalyba tartozé tortek esetén fliggvényként

irjuk fel a szamlalo és nevezd allandd viszonyat, akkor egy raciondlis egyiitthatds, origon

2
athalado, linearis fliggvényt kapunk. Hiszen példaul a 2 = I kiilonb6zo alakjaiban a szamlalo

9 Dr. Szendrei Janos: Algebra és szamelmélet, 429. oldal
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. 1 .
mindig kétszerese a nevezének, azaz X = 2y, amibdl f(X)= > X. Fontos, hogy az x tengelyt, mint

origdén atmend egyenest nem tekintjiikk egy ekvivalencia osztalynak, hiszen ekkor y = 0, és a 0-

val vald osztast nem értelmezziik.

A felmeriil6 lehetséges kérdéseknél a kovetkezékre gondoltam példaul:
Kérdés 1: Leolvashatd-e kiilonb6zo ekvivalencia osztalybeli tortek kozos nevezdje?

Valasz 1: Igen, egy olyan x tengellyel parhuzamos egyenest kell talalnunk, amely racspontban
metszi a kérdéses tortekhez tartozd egyeneseket. Hiszen a talalt y=a egyenes
racspontjain az a nevezdjii tortek vannak, és ha ez az egyenes racspontokban metszi az
adott tortekhez tartozo egyeneseket, az azt jelenti, hogy minden adott ekvivalencia

osztalynak van a nevez0jii reprezentansa.
Kérdés 2: Mit kapunk, ha egy ekvivalencia osztalyt definialé egyenest parhuzamosan eltolunk?

1
Valasz 2: Nézziink egy példat, toljuk el (3,0) vektorral az E altal reprezentalt egyenest. (Lasd az

el6z6 abran!) Ekkor a pozitiv x értékekhez tartozd racspontok képei a kovetkezok

lesznek:

1+ 31 = 4; g+ 3l = 2,5; E+ 3E =2; ... @+ 3i = 1,03, és igy tovabb.
1 1 2 2 3 3 100 100

, 1
Eszrevehetjiik, hogy pozitiv végtelen felé tartva az i_hez egyre kisebb szamokat

+ — éshan —>» +o00, akkor

n 3
adunk, az n. racspont képe éppen az — + 3 —
n n

S|
S

3 1 3 1
— —» 0, azaz I+_ —> E Tehat igy az Osegyenes altal képviselt tortértékhez
n n

konvergalo sorozatot kapunk.

Nézziik meg mi a helyzet a negativ X értékekhez tartozo racspontok estén! Haladjunk a
0 feldl a -oo iranyaba. Ekkor a negativ X értékekhez tartozé racspontok képei a

kovetkezok lesznek:

P -2; 2,51 -0,5; S 0; LY S 0,25...;
-1 -1 -2 =2 -3 -3 -4 -4

~100 5 1 =0,97, és igy tovabb.

-100 -100
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, -1
Eszrevehetjiik, hogy a negativ végtelen felé tartva a —1-b61 egyre kisebb szamokat

. e -n 1 1 3,
vonunk le, az n. racspont képe éppena — + 3—= I - — ¢éshan —» ©,
-N —-N n
3 1 3 1 , : . . o
akkor — —p 0, azaz 1 -— —» 1 Tehat most is az Gsegyenes altal képviselt
n n

tortértékhez konvergald sorozatot kapunk.

A fentiek altalanositasaként megvizsgalhatjuk, hogy mi torténik, ha tetszéleges P

alakban felirt racionalis szam 4altal reprezentalt ekvivalencia osztalyhoz tartozé
egyenest eltolunk egy olyan (A,B) vektorral melynél A és B egész szamok. Ekkor a
(p,q) racspont képe a (p + A, Q + B) racspont. S barmely, az eredeti egyenesen 1évo
np+A

(np,nq) racspont képe pedig az (np+A, nq+B ) racspont lesz. Ez utdbbi az B
ng +

tortet szimbolizalja. Ha a tortet n-nel egyszerisitjiik, akkor a tort alakja

A B .
Ha n-nel 1-t61 tartunk a +oo felé, akkor — és — s tart a 0-ba.

n n
p+ A
. n +0 A B
Igy L P =£. Ha n-nel -1-t6l a -co felé tartunk, akkor — és —
B q+0 ¢ n n
qg+—
A
. Py -0 p
most is tart a 0-ba. Igy N 5 ==L Tehat Osszefoglalva, pozitiv és
g+ B q-0 g
n

negativ n-ekre is, n abszolutértékének novekedése szerint sorba allitva a
racspontokhoz tartozo tortértékeket, az eredeti egyenes megadott P reprezentansakoz
konvergal6 sorozatot kapunk.

Ez a feladat nagyon latvanyos, és segit megérteni a raciondlis szamok viszonyat. Ezen feliil

fontos elonye, hogy tovabbkérdezni tanitja a gyerekeket, ez pedig nélkiilozhetetlen képesség a

folyamatos fejlodéshez.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban olyan szemléltetési lehetdségekrdl, modszerekrdl irok, melyek az
algebra tanitasa soran segitségiinkre lehetnek. Az eszkozoket két altalam kivalasztott
algebrai témakor feldolgozasa kapcsan mutatom be. Eldszor a miiveletek fogalmanak
kiéplilését segitd szemléltetési modszerekrdl irok, melyeket az egyes miveletek
bevezetése soran alkalmazhatunk. [gy lathatunk példdkat az alapmiiveletek, a
trigonometrikus miiveletek, a hatvanyozas és gyokvonas szemléltetésének lehetdségeire.
Ekozben folyamatosan szem el6tt tartom a miiveletek egymasra épiilésének,

kapcsolatainak hangsulyozasat.

Ezutan a szamkorbovités problémajaval foglalkozom, hiszen ez az ¢l6z6 témakorrel
nagyon szoros kapcsolatban all. Itt a természetes szamok halmazat az el6z6 fejezetben
szereplé miiveletek segitségével fokozatosan bdvitem, egészen a valds szamok
halmazaig, tigy, hogy kozben folyamatosan vizsgalom, hogy az egyes szamhalmazok a
rajtuk értelmezett miiveletekkel milyen algebrai struktarat alkotnak. Valamint kiilon
kitérek a hatvanykitevd Kkiterjesztésének problémajara is. Ebben a fejezetben szintén
kiilonb6zé abrakkal, moédszerekkel illusztralom az egyes, 0j szdmkordkben valo
jartassag eldsegitését, valamint kétféle modszert is mutatok az irracionalis szamok

létezésének bizonyitasara.

A harmadik fejezetben 6sszegylijtottem még néhany olyan szemléltetési példat, melyek

az algebra tanitdsanak mas-mas teriileteit szolgaljak.

A dolgozatom soran probaltam folyamatosan figyelni arra, hogy minél tobbféle eszkozt
bemutassak, igy szerepel enaktiv (jatékos), ikonikus (tablazatos, rajzos, grafikus) és

szimbolikus modszer is.

A szakdolgozatommal kapcsolatos kutatomunkat nagyon €élveztem, mert sok uj otlettel,
modszerrel talalkoztam, melyekrdl ugy gondolom, valdban nagy segitséget jelentenek a
matematika tanitasaban. Ezek arra inspiraltak, hogy egy eszkdzt magam is kitalaljak
(Masodik fejezetben a logaritmalasnal leirt osztogatés modszer). Azt hiszem ezeket a

szemléltetési lehetdséget valoban alkalmazni tudom a jovOben.

Dolgozatom befejeztével szeretnék koszonetet mondani Szeredi Evanak, aki sok

szakirodalommal, tapasztalattal, és jotandccsal segitette a munkamat.
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