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El6szo:

A matematika és a fizika nem létezik egymas nélkil, szamtalan terileten fonddnak
O0ssze. Dolgozatomban az integralszamitas alkalmazasat vizsgdlom a mechanika egyes
agaiban, a klasszikus és a kvantummechanika egyes folyamatainak leirdsdaban. A
tomegpont mozgdsanak leirdsa soran ramutatok a matematika kapcsolatra a mozgast
leir6 mennyiségek kozott. Kitérek a mozgas kiilonb6zé fajtaira és a kvantummechanika
fébb Osszefliggéseire, a munka és az energia fogalmara, fajtaira, végil a kvantumfizika
legfontosabb egyenleteire. A dolgozat elején par mondatban kitérek az integralszamitas

kialakulasara és fontosabb fogalmaira.



1. A hatarozott integral ( Riemann-féle integral )

1.1 Az integrdlszamitas kialakuldsa:
Gottfried Wilhelm Leibniz (Lipcse, 1646. julius 1. — Hannover, 1716. november 14.)

polihisztor volt: jogasz, diplomata, torténész, matematikus, fizikus és filozofus egyszerre.
Nagy Frigyes azt mondta réla ,,6nmagaban egy akadémia”.

Leibniz a XVII. szdzad vége és a XVIIl. szazad eleje kozott alkotott, egyike volt a
német felvildgosodds alapitdinak. Newtontdl fliggetlenll |étrehozta a matematikai
analizist. Hozzajarult a formalis logika megteremtéséhez, az univerzalis, tudomanyos
kalkulus bevezetésével. Descartes-hoz hasonldan az altaldanos megismerési maddszert
kereste.

Apja a Lipcsei Egyetem erkélcstanprofesszora volt. Kivald kapcsolata volt a fiaval,
nagy gonddal és szeretettel nevelte, de 1652-ben bekdvetkezd haldla miatt szellemi
hagyatékként fiara mar csak oridsi konyvtarat hagyhatta. Leibniz tehetsége mar koran
megnyilvanult,15 éves koraban mar egyetemi tanulmanyait is megkezdte. Kezdetben
Lipcsében jogot, majd Jéndban matematikat hallgatott, majd az egyetem befejezése utan
Nirnbergben élt, ahol a francia és holland természettuddsok munkadit tanulmanyozta.
1668-t0l a mainzi valasztéfejedelem vette partfogasdba, s igy kiilfoldi tanulmanyutra
indulhatott: 1672-1676 kozt Parizsban Descartes, Pascal és a természettuddsok munkaival

ismerkedett.

Matematika:
Leibniz széles korben publikalta is eredményeit, és a svajci Bernoulli csalad

segitségével az analizis fokozatosan kezdett terjedni Eurépaban. Szamoldgép
konstrualasaval is foglalkozott. Leibniz neve fémjelezte igen hosszu ideig a
kombinatorikat, kutatta a tizedes torteket.

Alkalmazta a sorfejtések mddszereit is. Newtontdl fliggetlenil felfedezte a
differencial- és integralszamitast. A mai jelolések f6ként Leibnizt6l szarmaznak. (1686) A
ma hasznalatos matematikai jelek kozil t6le szarmazik az egyenl6 (=), a szorzas (.), a
hasonlésag (~), az egybevagdsag (=), a differencidlhdnyados (dy/dx), az integral ([) jele.
O hasznalta elészor a ,fliggvény”, a , koordinata”, a ,calculus differentialis”

(differencialszamitas), a ,calculus integralis” (integrdlszamitas) elnevezéseket.



Fizika:

O volt az elsé kiilfoldi tagja a Francia Tudomanyos Akadémianak. Hozzjarult az
impulzus, a mozgasi és helyzeti energia fogalmdanak kialakitasahoz. Leibniz szerint:
értelmetlen abszolut térrél és abszolut id6rél beszélni, mint ahogy azt Newton gondolta.
Ugy gondolta a tér nem mas, mint két egyidejlleg létez8 targy kozotti tavolsag, az id6
pedig két esemény kozti tavolsdg. Hasonlé moddon, értelmetlenség abszolut id6rél
beszélni, mert az id6 fogalma az ,,események egymast kovets rendjét” fejezi ki. Az id6
fogalma reldcids fogalom: az események kozti viszonyokra vonatkozik.

Newton és Leibniz egymidstdl fliggetlenil dolgoztak ki a differencial és
integralkalkulust, egymastol eltéré szemlélettel. Mig Newton, akarcsak Galilei, a fizika
(kinematika) fel6l kozelitette meg a derivalt fogalmat, addig Leibniz a Fermat és Pascal
maodszeréhez hasonldéan a gorbéhez huzott érinté egyenes fel6l kozelitette meg a
differencialszamitast. Bar Newton a fluxiomodszert Leibniz el6tt dolgozta ki, az utdkor
mégis Leibniz modszerét valasztotta, és ez valt elsGdlegessé a matematikaban. Habar
Newton a kora egyik legnagyobb tuddsa volt, életének utolsé huszondt évét
megkeseritette az altala plagiummal vadolt Leibnizcel folytatott vita, ami nem csak a két
tudds életét keseritette meg, hanem sajnos valaszfalat emelt a brit és az eurdpai
kontinensen él6 matematikusok kozé, és haladluk utan is folytatédott. A szigetorszagi
matematikusok csak a 19. szazadban tértek at a joval praktikusabb leibnizi irasmddra, ami

jelent6s hatranyba hozta a brit matematikai analizist.

1.2 A hatarozott integrdl definicidja:
A hatdrozott integral fogalma — a differencidlhanyadoshoz hasonléan — szamos, a

matematikaban, fizikdban és a természettudomany egyéb terlletein alkalmazott

gondolatmenet koz0s altalanositasaként sziletett meg.

Riemann (1826-1866) vezette be a fliggvénygorbe alatti terllet els6 preciz
definicidjat. Ordla nevezzilk ezt Riemann-integralnak. Altaldban erre hasznéljuk a
hatarozott integral megnevezést. Az integral jellemzGi az integralandd f(x) figgvény és az
[a,b] intervallum, amelyen integralunk. Az a-t az integrdl alsé hatdrdnak, a b-t az integrdl

felsé hatdrdanak nevezzik.



Integrdlhatd (azon beliil folytonos) fiiggvény.

Osszuk fel az intervallumot n részre valamilyen Fy = {2, 21,13, , 2} halmazzal,

ahol @ =xg < Ty <---<Tp =0 Ezt az F, halmazt az [a,b] intervallum egy
felosztdsdanak nevezziik. A felosztas finomsdgdnak nevezzik a felosztas leghosszabb

részintervallumanak a hosszat. Ennek a jele: d(F,)

"\

x

Taf, Bi ;T G b=x;

Az integraldsi intervallum egy harom részintervallumbdl alld felosztdsa

Mindegyik [x;.1, x;] részintervallumbdl (1 < i < n) kivalasztunk tetsz6legesen egy &; elemet.
Allitsunk f(§) magassagu téglalapokat a részintervallumokra, majd osszegezziik ezek

teriletét, igy megkapjuk az adott felosztassal adddd teriletet, amit kézelité ésszegnek

nevezlink:

o(Fy) = z F(E) (@i — 31 1)

Ez a Ax; = (x; — xi—1) jeloléssel a igy is felirhato:
o(Fo) = Y (&) Az = f(&1)Azy + f(E)Dza+ -+ + f(&n) Az
i=1

A felosztasokbodl az intervallumok szamanak noévelésével készithetiink végtelen
sorozatokat: 1#n} = Fi, F3, Fu, . .. Ezeket felosztdssorozatoknak nevezziik . Ha egy olyan

felosztassorozatot vesziink, melyre a {d(F.)} =d(F1),d(F2),... sorozat a nulldhoz tart,



akkor a felosztassorozatot normdlis felosztdssorozatnak vagy minden hatdron tul

finomodo felosztdssorozatnak nevezziik.

Ha a kozelit6 0Osszegek sorozata minden normadlis felosztassorozat esetén
konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a fliggvény Riemann-integrdlhaté az [a,b]

intervallumon, és az hatarértékét a fliggvény Riemann-integrdljanak nevezzik.

b
d
Jele: /:f(I) . vagy roviden: fa.f.
d(F,) = 0= o(F,) — ff
Osszefoglalva az eddigieket:

[ f@yde = Jm Y E) - (@ - i)
a i=1
ahol

Aa=Tp<r) <---<Tp_1<x,=~h
IR SR

lim max{r; —z;41[]1<i<n}=0
TL—30

Fontos megjegyezni, hogy minden szakaszosan folytonos fliggvény Riemann-integralhato.

Az also- és a felsd integralkozelitd 6sszeg:

Legyen:
m, == az[xk_l, xk] intervallumbeli fuggvényértékek infimuma (folytonos fliggvényre

minimum)
M, = az[xk_l, xk] intervallumbeli fliggvényértékek supremuma (folytonos fliggvényre

maximum)



n n
S, = z m, (X, = X,) = z m, AX, als6 dsszeg
k=1 k=1

n n
SYi= z M, (X, = X,) = z M, AX, felsS dsszeg
k=1 k=1

Ha megnézzik az Osszes lehetséges felosztast, észrevehetd, hogy mindegyikhez
tartozik egy also ill. egy fels6 Osszeg. Amennyiben az alsé 0Osszegek halmazanak
supremuma megegyezik a fels6 dsszegek halmazanak infimumaval, akkor az f figgvényt
az [a,b]-n integrdlhatdnak nevezziik, a fenti kozos értéket az f fliggvény [a,b]-re vonatkozo
integraljanak nevezziik.

Jele:

jz f (Xdx (:= sudS.} =inf {SD}) (Riemann-integral)

Legyen S=)" f(&)AX, S,£S<S"
k=1

(Leibniz latin bet(ikre cserélte a gorog abc betdiit.)

%1 S X

b
e . , 5p < < S, . . ie s s
Ha létezik az /a f integral, akkor ’ j:f . Ekkor az integralt ,két érték

kozé tudjuk szoritani”. Ezt nevezziik (Darboux-féle) integralkozelité 6sszegnek.

1.3 A primitiv fiiggvény fogalma és a Newton-Leibniz-formula:

Az | (véges vagy végtelen) intervallumon értelmezett f flggvény primitiv
fiiggvényének nevezziik az F fuggvényt, ha F'(x)=f (x) teljesil minden T & Tesetén. (Azaz

ha F derivaltja az eredeti f fliggvény.)



Ha egy F(x) fuggvény primitiv fliggvény, akkor F(x)+C is az, ahol C tetsz6leges valds
szam, mivel a konstans hozzdadasa a derivaltat nem valtoztatja meg. Egy fliggvénynek
végtelen sok primitiv fliggvénye van, de ezeket konstans hozzdadasaval megkapjuk
egymasbdl. Ezt grafikusan is egyszerlien be lehet |atni: derivalt a fliggvény ,valtozasi
gyorsasagat” jelenti, azaz a grafikonjanak a meredekségét. Ha hozzdadunk egy konstanst,
akkor a fliggvény képe fliggblegesen eltolddik. Természetesen ezzel minden pontban

ugyanaz marad a meredeksége, igy a figgvény derivalt fliggvénye ugyanaz marad.

Példaul: Az f(x) legyen a cos x figgvény. Ennek egyik primitiv fliggvénye a sins x fliggvény,
hiszen (sin x)' = cos x, de a sin x +8 fuggvény is primitiv fuggvény. Altaldnosan azt
mondhatjuk, hogy egy fliggvény pontosan akkor primitiv fliggvénye a cos x fliggvénynek,

ha felirhato sin x +C alakban, ahol C valds szam.

Bebizonyithatdé, hogy a hatarozott integral a kovetkez6képpen szamolhatd:

]; " ) de = [F)]

b

Newton—Leibniz-formula: o, ahol az F fliggvény az f figgvény egyik

b
F(x
primitiv fliggvénye, a [ (T}L pedig egy Uj jelolés az F(b)-F(a) kifejezésre.

1.4 A Riemann-integrdl alkalmazdsai a matematikaban:

Gorbe alatti teriilet:

b

Az /{1 f(z) de hatarozott integral geometriai jelentése: azx=a,x=b,y=0
egyenesek és az y = f(x) fuggvénygorbe altal hatarolt sikidom elGjeles teriilete (abban az
értelemben, hogy az x-tengely ala esé teriiletrészt az integral negativ elGjellel szamolja).
Ebbdl kovetkezik, hogy az f(x) és g(x) fliggvénygorbék, valamint az x = a és x = b egyenesek

altal hatarolt sikidom terulete:

[1#) - (@) da

Az x =x(t), y = y(t), t € [a. ] paraméteres alakban megadott gorbe alatti terilet:



b
f (D (t) dt

Atlagszamitds:
Legyen f az [a,b]-n folytonos, ekkor az f  atlaga az [a,b]-n:

'—ib _:
f—b_alf(x)dx (= f(ab)

Tetszbleges, az [a,b]-n intervallumon folytonos f fliggvényhez létezik olyan ¢ (a,b) hely,

1 b
ahol f(c) = —I f (X dX. (Az integralszamitds kozépértéktétele)

Szektorteriilet:

Azx=x(t),y=y(t), t€ [a, b] paraméteres alakban megadott gorbéhez az origdbadl

huzott szektor terulete:

5 w0 — 20y a

Az r=rlp), v€la,f] polarkoordinatas alakban megadott gérbéhez az origdébdl huzott

szektor terilete:

ivhosszszamitas:

Ha az f(x) figgvény az [a,b] intervallumon differencidlhatd, és f'(x) ugyanitt

folytonos, akkor a fliggvénygorbe hosszusaga az adott intervallumon:

[T @R

Az x=x(t), y = y(t), t € a8 paraméteres alakban megadott folytonos iv hossza:



f: \/[mf(t)]z - [y’ (1)]2 dt

Az T=1(p) ¢€la, 0] polarkoordinatas alakban megadott folytonos iv hossza:

3
fa V@R + [ (0))P dp

Térfogatszamitas:

Ha az x tengelyre forgasszimmetrikus test palastjanak a tengellyel parhuzamos ivét
a folytonos f(x) fliggvény irja le, akkor a forgastestnek a tengely [a,b] szakaszara es6

térfogata:

Az x=x(t), y=y(t), t € [a._, b] paraméteres alakban megadott folytonos iv x-tengely

koruli megforgatasaval nyert forgastest térfogata:

:'r/byzlit)x’(t)dt

a

Felszinszamitas:

Ha az x tengelyre forgasszimmetrikus test palastjanak a tengellyel parhuzamos ivét

a folytonos f(x) fliggvény irja le, akkor a tengely [a,b] szakasza koriili palast felszine:
b .
zﬁf f@1+[f(2)Pdz
a

Az x=x(t),y=y(t), t € [a._, b] paraméteres alakban megadott folytonos iv x-tengely

korili megforgatasaval nyert forgastest palastjanak felszine:



o [ y) I (OP + wOP dt

il

Sulypontszamitads:

Az f(x) figgvénygorbe a és b abszcisszaju pontok altal hatarolt ivének a sulypontja:

_ ff:rw/‘l +[f'(x)]? dx B fabffl“)yfl +[f'(z)]?dr
EH PP AP

Ugyanezen iv alatti lemez sulypontja:

_ [Pxf(z)dx e f(x)dr

J2 f(x)dr *T 2P f(2)dx

Az ivet az x-tengely koril megforgatva, a kapott forgastest sulypontjanak abszcisszaja

pedig:

L) de
T Pl d

Aog

2. Klasszikus mechanika és kvantummechanika:

A mechanika két f6 aga a klasszikus mechanika és a kvantummechanika. Bar
ezeket alkalmazasi teriiletik kozotti kilonbségek miatt kilon targyaljuk, a klasszikus

mechanika a kvantummechanika részének, ugynevezett specialis esetének tekinthetd.

A klasszikus mechanika tudomanyagat gyakran az ugynevezett egzakt tudomany,
(angolul exact science) példaképének tekintjiik. Kilonos jellemzéje tételeinek (kisérleti)
megfigyeléssel valé megalapozdsa és algebrai képletekkel vald leirdsa, tovabba a

megfigyelés helyességének bizonyitasa.



A klasszikus mechanika Galilei majd Newton &ltal kimunkalt megfogalmazasa
alapvetéen a "témegpont" absztrakciojara épil. Ennek keretében egy nagyobb test
mozgasanak leirasa ugy képzelhet6 el, hogy gondolatban a testet sok apré elemi
témegpontra bontjuk. A mechanika ezen teriilete a makroszkopikus fizikai targyak
mozgdsat irja le a rajuk hatd er6k hatdsara, azonban csak a mult szazad elején kifejlesztett
kvantummechanika képes leirni az anyag molekuldkndl kisebb atomok és szubatomi
részecskék viselkedését er6k hatasara, mig a kvantummechanika targya ezzel szemben

hagyomanyosan az elemi részecskék fizikajanak elmélete.

A klasszikus (newtoni) mechanika részteriiletei:

A klasszikus vagy newtoni mechanika a testek mozgasanak leirdsaval és az azokat

okozo torvényekkel foglalkozik.

Fo6 teriiletei:

« Kinematika (mozgastan): feladata a testek mozgasanak leirasa;
« Dinamika (erGtan): a testek mozgasat okozd torvényszeriségeket vizsgalata;

- Statika: a testek erGhatas alatti egyensulyanak feltételeivel foglalkozik.

Tovabbi részteriiletei: Newtoni mechanika, Hamilton-féle mechanika, Lagrange-féle
mechanika, égimechanika, asztrodinamika, szilardtest fizika, akusztika, folyékony
anyagok (angolul”’fluid”’) mechanikdja, talajmechanika, kontinuum mechanika, hidraulika,
folyadékok statikaja, alkalmazott mechanika, vagy mérnoki mechanika, biomechanika,
biofizika, statisztikus mechanika, Einstein-féle mechanika és univerzalis (altalanos)

gravitacio.

A vizsgdlt objektumok lehetnek pontszerliek, illetve kiterjedtek, merevek, vagy
rugalmasak, halmazdllapotuk szerint pedig szilardak, folyékonyak és gaznem(ek

(hidrodinamika és aerodinamika).



A kvantummechanika részteriiletei:

A kvantummechanika a természet, a fizikai rendszerek jelenleg érvényesnek gondolt
elmélete, amelyik tullépett a klasszikus fizika fogalmain. Megallapitasai a klasszikus
fizikaétol fbleg kis méretek, energidk és hémérsékletek esetén kilonboznek. A
kvantummechanika kisérletileg ellenérizhetd joslatokat szolgaltat olyan jelenségekre,
amikre a klasszikus mechanika és a klasszikus elektrodinamika nem képes, mint példaul a
kvantdlds, a hulldm-részecske kettésség, a hatarozatlansagi elv és a kvantum-
Osszefonddds. A  kvantummechanika egy rendszer pillanatnyi allapotat a
hulldmfliggvénnyel abrazolja, ami a mérhet6 tulajdonsagok - masképpen megfigyelhetd

mennyiségek - valdszinliségi eloszlasat irja le.

Résztertiletei:

« Részecskefizika: részecskék szerkezete, mozgasa és koztiik el6alld reakciok

« Magfizika: atommag mozgasa, szerkezete és reakcidik

« Kondenzatumfizika: gazok, szilard anyagok, folyadékok és gazok fizikaja.

« Statisztikus kvantum mechanika: részecskekomplexumok, aggregatumok

2.1 Pontszerti test kinematikdja:
2.11 Pontszerii test sebessége és gyorsulasa:

A sebesség egy pontszer(i test (vagy egy kiterjedt test egyik pontja) mozgasanak
jellemzésére szolgdld fizikai fogalom. Szokasos jel6lése: v, a velocitas (latin) = sebesség
sz6 alapjan.

As  ds(t)

= mae e W

A definiciobdl latszik, hogy az elmozdulds meghatarozhaté a sebesség
integraljabdl, legyen barmilyen fajta a mozgds. A sebesség-id6 fliggvény és a

helyzetvektor kezdeti értéke ismeretében meghatarozhaté a hely-id6 flggvény.



Abrazoljuk a sebesség x komponensét az id§ fiiggvényében és osszuk fel a t; és t,
idépontok kozotti tartomanyt keskeny At szélességl intervallumokra. Az i-edik téglalap
V, (t)At teriilete a t; és t, + At id6pontok kdzotti elmozdulds x komponensének, AX; -
nek kozelité értékével egyenlS. Ezért a At szélességl téglalapok teriletének 6sszege jo
kozelitéssel az elmozdulds vektor x komponensének értékét adja meg a t,- t; id6tartamra.
A sebességkomponens elGjeles mennyiség, ezért a teriilet is elGjeles lesz: a t tengely

feletti terilet pozitiv, az alatta |évé pedig negativ. Tehat

X(t,) = X(t) = 2, v (DAL

A At felosztast finomitva az 6sszeg hatarértéke a v, (t) gorbe alatti teriilethez tart. igy a

t; és t, id6pontok kozotti elmozdulds vektor x komponensét a
t
X(t,) = X(t) = [ v, (9 dt
t

hatarozott integral adja.

Egy gbrbe vonall palydn mozgd anyagi pont sebességének altaldban mind a
nagysaga, mind az iranya valtozik. A sebesség irdnya azért valtozik, mert a sebesség érint6
iranyu, és ahogy a palya gorbil, valtozik az érint6 irdanya. .A sebesség vektor id6beli

valtozasi sebességének jellemzésére szolgdl a gyorsulas vektor.

dv
t)=—
alt)=—;

A gyorsulds a v sebességvektornak az id6 szerinti differencialhdanyadosa, tehat az r

helyzetvektornak az idé szerinti masodik derivaltja.

A gyorsulds-id§ fliggvény és a sebességvektor kezdeti értéke ismeretében
meghatarozhatd a sebesség-id6 flggvény. Az el6z6ekhez hasonldéan abrazoljuk a

gyorsulas x komponensét az id6 fliggvényében és osszuk fel a t; és t, id6pontok kozotti



tartomanyt keskeny At szélesség(i intervallumokra. Az j-edik téglalap a, (t,)At terilete itt
a sebességvaltozas x komponensének a t, és t, + At kozotti idSintervallumhoz tartozé

kozelit6 értékével egyenl6. A At szélességli téglalapok teriletének Osszege a
sebességvaltozas x komponensének kozelité értékét adja meg a t,- t; id6tartamra. A
gyorsulaskomponens elGjeles mennyiség, ezért a teriilet is elGjeles lesz: a t tengely feletti

terilet pozitiv, az alatta 1év6 pedig negativ. Tehat

v,(t) - v,(t) = Y a({)at .

A At felosztast ismét finomitva az Osszeg hatdrértéke az a (t) gorbe alatti

teriilethez tart. igy a t; és t, id6pontok kozotti sebességvaltozas x komponensét a
t
v, (t) = v, () = [a () dt
41

hatarozott integral adja.

2.12 Kiilonb6z6 mozgasok sebessége és gyorsulasa:

Egyenes vonalu egyenletes mozgds:

Az egyenes vonalu egyenletes mozgds a kinematika targykorébe tartozd
legegyszer(ibb mozgasforma. JellemzGje, hogy a test egyenes palyan, valtozatlan irdnyban
ugy mozog, hogy egyenl6 id6k alatt egyenld utakat fut be, barmilyen kicsik is ezek az
id6kozok. A test altal megtett s Ut és a megtételéhez sziikséges t id6 egyenesen

aranyosak, azaz hanyadosuk allandé:

ds
vit)=—=v
(t) "
Atrendezés utan:
renaezes utan dS:th

Integralva az egyenlet mindkét oldalat:

jds:jvdt



Innét:

Tovabba:
s=vt+C

S, =VvI0O+C

At id6 alatt allando sebességgel megtett Ut tehat:

S=Vt+s,

Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgds:

Egy test egyenes vonalu egyenletes mozgast végez, ha a mozgas palydja egyenes
és a sebességvaltozas nagysaga egyenesen aranyos a kdzben eltelt idével. A mozgast

végz{ test sebessége valtozik az id6ben.

A test gyorsulasa:

dv
alt)=—=
t)=4,
dv
—_— a
dt
Atrendezés utan: dv=adt
Integrdlva az egyenlet mindkét oldalat: J’dv: Iadt
Innét:
v=at+C
) v, =al0+C
és
v, =C

Innét megkapjuk a test sebességét:

v=at+y,




A sebesség definiciojat felhasznalva:

ds
— = V(t)
dt
Beirva a fenti dsszefliggést: ds
dt
Atrendezve az egyenletet: ds= (at ny )dt
0
2
Ahonnét a test altal megtett ut: S= at_ +vit+C
0

s, =alb+v,[0+C

[ds=(at+v,)dt

$=C

A levezetés szerint:

t2
S=a3+vot+so

v=at+ Vo
és
t2
S= a.E‘F Vot+ %

Ha a t = 0 id6pontban a sebesség nulla, a mozgast pedig az s = 0 ponttdl kévetjiik, akkor

1
o

és v,

wn
S
1
(@)



Egyenletes kérmozgds:

Ha egy pontszer( test kdrpalyan mozog ugy, hogy a kor kozéppontjabdl a testhez huzott
helyvektor elforduldasanak sebessége (a szogsebesség) allandd, akkor egyenletes

kérmozgdst végez.

dt
Atrendezés utan: a=a
A megtett Ut pedig: s=rat
A test sebessége: ds
est sebessége M:—:rw
dt
A sebesség x ill. y irdnyu komponense:
dx 2 d
v, =X és v, =
dt dt
Ahonnét az x ill. y iranyba megtett ut:
X =rcosa =r codat) y =rsina =rsin(at)

A derivalasokat elvégezve:

v, = -rwsin(at) v, = ra)cos(cd)



A sebesség nagysaga:

v = V2 +v2 =r?a’ sin?(at) + r2e? cos? (at) =

Bar a tomegpont kerileti :séﬁ&/s%iéﬁr(é‘é)rﬁa%?ég%‘)éﬁﬁé%, de a sebesség irdnydnak

valtozasabadl azonban mégis adddik egy gyorsulasvektor, a mindenkori sugariranyban a
_ 2

kor kozéppontjaba mutato, Gg — 7@ nagysagu centripetalis gyorsulds. A test gyorsul,

mivel valtozik a sebesség iranya. A gyorsulas is vektor, komponensei:

dv

X —

%70 T (~rosin(a)), = -ra? codat)

d
a, :% = (I’CL)COS(C(I)); = —raf Sin(aI)

Nagysaga:

d=\a?+a2 =yr’w'(cos(at)+sin*(at)) =ra?

Ferde hajitds:

A kezdeti feltételek t=0-nal:

Xo= Yo=20=0;

Vyo = VoCOSO ; Vo =0; Vy0=Vesind



A sebesség komponenseit a megfeleld gyorsulas komponensek id6 szerinti integrdljaként

kapjuk:

t
v, (1) =V, +jax(t)dt =v,cosa +0 =V, cosa
0

t
v, 0=V, +[a,(0dt=0
0

t t oL
v, (t) =V, +jag(t)dt :vosina+j— g(t)dt =v, sina - gt
0

0

X

Azaz:
V, =V, C0sqa; v, =0;

Vv, =V, Ssina — gt

A helyvektor koordinatafliggvényei pedig a sebesség megfelel6 komponenseinek id6

szerinti integraljaként adédnak:

t t
X(t) =%, +jvx(t)dt = O+-[v0 cosadt =0+ Vvt cosa =v,tcosa
0 0

YO = vy + v, (Dclt =0

t t
2(t) = 2, + [V, (Ddt = 0+ [ (v, sina - gt)ei :votsina—% ot
0

0

2

X =Vt cosa y

I
o

. 1
z=vtsina > gt




Mintafeladatok:

I. Egy lejté tetejérél nyugalombdl indulé pontszerli golyo helyét az X = 2;l6t2 és
y = -125% +10 koordindta-idé fliggvények adjdk meg az dbradn feltiintetett koordindta
rendszerben, méterben mérve. Adjuk meg a golyo sebességének és gyorsuldsanak Vv, Vy
és a, ay koordindtait, mint az eltelt idd fiiggvényét. Mekkora a golyo sebességének és
gyorsuldsanak nagysdga az indulds utdn 1,5 s-al.

Megoldas:

A sebesség Vy, Vy koordinatdi az x, y koordinatdkbdl id6 szerinti derivalassal kaphatdék,

azaz:
[} M 2 m
V= x= (216%) = 2216 = (432)
vy =y = (-1262+10) = 23-125 = (- 2,5t)?

A gyorsulas ay, ay koordinatai a sebességV,, Vy koordinatdibol id6 szerinti derivalassal

kaphatdk, azaz:

= vy = (432) = 432 3

ay

L] L] m
vy = (- 250)=-257

Azindulas utdn 1,5s-al: v, = (4320005)) " = 648"
S S

v, = (- 25(5) " = - 375
S S

a= 432?




A sebesség és gyorsulds nagysdga Pythagoras tételével szamolhato:

V= 1/vxz +vy2 = 7,48m
S

Il. Egy homogén mdgneses térbe I6tt toltétt részecske spirdlis palydn mozog.

Térbeli helyét az idé fiiggvényében az X =2cos@t), y =2sin(2t), z=>5t koordindtdk
hatdrozzak meg méterben,egy alkalmasan vdlasztott koordindta rendszerben.

a., Hol van a részecske a megfigyelés kezdetétdl szamitott 5s elteltével az adott
koordindta rendszerben?

b.,Mekkora ekkor a sebessége?

c.,Mekkora ekkor a gyorsuldsa?

Megoldas:
a., A részecske helye 5s elteltével: x = 2cos@[5) = —1678m

y =2sin(2[(5) = -108m

z=5[5=25m
b., A sebességv,, Vy, V, koordinatai az x, y,z koordinatakbdl id6 szerinti derivalassal
kaphatok, azaz:

v, = X = (2[£0SQL)) = —2[2sin(2t) = (~4sin(2t)) ™

S

vy =y = (2sin(2t)) = 2[2cos@t) = (4coth))m
— ¢
v, = (5t) =5
S
5s elteltével: v, = —4sin(2 (%) = 217@
S

vy = (4cos@ [5))? = —3,35?



c., Agyorsulas a,, ay, & koordinatai a sebesség v, ,V,,,V, koordinatdibol idd szerinti

yl

derivalassal kaphatdk, azaz:

8, =y = (- 413in(2) = ~2cos@t) = (-8cos)
— "¢

a, =V, = (4cos@t)) = ~2@sin(2t) = (~8sin(2t)) 5
= §
: m
a,=0®)= 0_2
)
5s elteltével: a, = (—8cos@ [5)22 = 6,7122
) S

. m m
ay = (-8sin(2 [5))? = 4,35¥ a,=0—

m
A gyorsulas nagysaga: a= \/axz + ay2 + az2 = 7,95—2
S

2.2 A Newton térvények:

A klasszikus mechanika megteremtdjének Isaac Newtont, az angol polihisztort
tekintik. Egyike volt az angol Kirdlyi Tarsasdg, (Royal Society) egykori elndkeinek.
Felfedezte, hogy a fehér fény Osszetett; ezzel a szinek jelenségét beépitette a fény
tudomanyéba és lefektette a modern fizikai optika alapjait. O fogalmazta meg az anyag
mozgasara vonatkozd harom toérvényt (pontosabban axidma), melyet a 1687-ben
megjelent harom kotetes Philosophiae Naturalis Principia Mathematica cim( kényvében
tett kdzzé. A Principia mechanikdja a lathato testek mozgasanak egzakt, kvantitativ leirasa

volt, amely Newton harom mozgastdrvényén alapult:



(1) a testek megtartjak nyugalmi allapotukat vagy egyenes vonalu egyenletes mozgasukat,

amig egy rdjuk hato erd az allapot megvaltoztatasara nem készteti 6ket;

(2) a mozgas megvaltozasa (a sebességvaltozas és a test tomegének szorzata) aranyos a

testre hato erével;

(3) minden hatashoz azonos nagysagu, ellentétes iranyu ellenhatas tartozik.

Konyvében szamos test mozgasat leirta megfigyelésekkel alatamasztva, tovabba
azt is megmutatta, hogy a gravitacid térvényével hazasitva milyen mdédon haszndlhatok

torvényei a bolygdk Kepler torvényeinek megfelel6 mozgdsanak leirasara.

A harom torvényt tobb mint 200 éven keresztil megfigyelésekkel és kisérletekkel
igazoltak, egészen 1916-ig, amikor Albert Einstein relativitaselmélete, a mindennapokban
ritkdn el6forduld jelenségek pontosabb jellemzésével kivaltotta. Newton torvényei a
gravitacio  torvényével, valamint a fliggvényanalizis (differencidlszamitas és
integralszamitas) terén elért eredményeivel parositva els6ként tették lehet6vé a fizikai
jelenségek tobbségének rendkiviil preciz leirdsat. llyen jelenség példaul a merev testek
forgdsa, testek mozgdasa folyadékban, a ferde hajitasok, az ingak lengése, az arapaly, vagy
a Hold és a bolygdk mozgasa. A masodik és harmadik torvény kévetkezménye, a lendilet-

megmaradas torvénye volt az els6ként felfedezett megmaradasi torvény.

A Newton térvények a nem atomi méret( testek, nem extrém koérnyezetben valo

mozgasanak leirasara mind a mai napig kivaléan alkalmazhatok.

2.21 Newton masodik térvénye - a dinamika alaptérvénye

Newton Il térvénye szerint a tdmegpont a gyorsuldsa egyenesen ardnyos a testre
haté er6k ered@jével, és az aranyossagi tényez8, a test tehetetlenségének mértéke,

éppen a test tomegével egyenl6:

ahol: Faz er6 vektora



m a gyorsitandd tomeg

a a gyorsulas vektora

Az Osszefliggés megmutatja, hogy minél nagyobb egy testre hatd erék ereddje,
annal nagyobb a test gyorsuldsa. A torvény definialja tovabba a témeg fogalmat, amely a

testek allando jellemzéje, az erd és a gyorsulas aranyanak meghatarozdja.

Fontos megjegyezni, hogy Newton Il. térvénye az altaldnosan érvényes
megfogalmazas esetén azt mondja ki, hogy egy pontszerili testre haté erék ereddje
egyenld a test mozgasmennyiségének idGegység alatti megvaltozasaval: £ = difdt p
klasszikus mechanika vizsgdlataiban azonban (tehat amikor a fénysebességet meg nem
kozelit6 sebességli mozgasok Osszefliggéseit vizsgaljuk), a testek tomege allanddnak

tekinthet6, igy az

Ezgzd(mv) .r:iv

df efs fs

by

Osszefliggések egymassal egyenértékliek.

Altaldnos esetben mind a sebesség, mind a tomeg id6td| fliggd mennyiség, tehat

L S PR SN SN
= n = @ mv)=m + v =ma-+t+ v

K dt dt dt

Az F = ma alakkal ellentétben ez az 6sszefliggés akkor is érvényes, ha a tomeg
idével valtozik (példaul egy rakéta esetében). Az egyszerlibb alakot kapjuk, ha

feltételezziik, hogy a témeg allando, igy a dm/dt tag nulldval helyettesithetd.

2.3 A mechanikai munka:

A mechanikai munka (szokdsos jele: W vagy A; work <angol> = Arbeit <német> =
munka szavakbdl) az az energiamennyiség, amely egy anyagi pontot (vagy merev testet)
erd segitségével adott tavolsagra elmozdit. Amikor egy testre vagy tdmegpontra kifejtett

erG hatasara a test elmozdul, mechanikai munkavégzés torténik. Abban a legegyszeribb



esetben, amikor az eré az elmozdulds filiggvényében dllandd, a végzett munkdt az erd és

az erd irdnydba esé elmozdulds szorzataként definidlhatjuk, vagyis:

W=F.s=F-.-5-cosc
ahol

« Fazerd,

+ s atest dltal megtett ut,

+ Féssazer6- és az elmozdulas(vektor) nagysaga,

« o azer6 és az elmozdulas iranya altal bezart szog. (A munka nagysaga e két vektor

skalaris szorzata.)

A munka skalaris mennyiség, de felvehet negativ értéket is, akkor, ha az eré és az

elmozdulas vektor egymassal tompaszoget zarnak be.

Altaldnos esetben természetesen az er6 - elmozdulds F(s) fliggvény nem allandd, a
munkat azonban ekkor is definidlhatjuk. Nézziink példaként egy tetszGleges térbeli
palyagorbén végzett, A és B végpontok kozott végbemens mozgast, és tételezziik fel,

hogy a palyagorbe tetszGleges pontjahoz tartozd erévektort ismerjiik.

A palyagorbe A és B végpontok kozoétti szakasza felbonthatd olyan, Eielmozdulés

vektorokkal jellemezhetd n darab kis szakaszra, amelyeken belil a testre haté ers, Fi,



allanddnak tekinthetd. Ezekre a szakaszokra az allandd erénél megadott definicié alapjan

a végzett munka meghatarozhatd, vagyis az i-edik szakaszon:

AW, = Fyi by = B sy cos e

. o . - Foroose, -
Ha a munkat meghatdrozé szorzat tényezdit felcseréljik, akkor az ~: ! mennyiség

éppen az erGvektornak a palyagorbe érintGjének irdnyaba esé (tangencialis)

komponensének nagysagat adja, vagyis:
MF, = Fi o = B b cosey = By A,

Ezeket a végzett elemi munkakat Osszegezve megkaphatjuk az A és B pontok
kozotti 0sszes munkavégzés értékét. Akkor kaphatunk pontos értéket, ha n értékét
nagyon nagyra, és ennek megfelel6en az elemi elmozdulasok értékét igen kicsire,
csaknem nullara valasztjuk, vagyis ha a felosztast minden hataron tal finomitjuk:

i=1

. B
Wy =lim > F, - As, =}[F,{s}.:fs

A képletbdl latszik, hogy csak akkor tudjuk a munkat meghatarozni, ha ismerjiik a

mindenkori tangencidlis erd értékét az elmozdulds fliggvényében, és hogy az igy

meghatarozott munka értéke az () fiiggvény alatti, A és B pontok kozott meghatarozott

terilettel aranyos.

Tekintslink egy rugdé adott mértékd megnyujtasdhoz sziikséges munkat. A rugd
megnyujtasahoz szikséges er6 a rugd megnyulasanak flggvénye, és ezt az erd -
elmozdulas fuggvényt a rugd karakterisztikajanak nevezzilk. A rugderé a rugod
megnyuldsaval egyenesen aranyos, vagyis el6feszités nélkili esetben karakterisztikaja egy

az origon atmend egyenes:



-

Ennek az egyenesnek a D=dFids meredekségét, a differencidlhanyadost szokas a rugo

rugddllanddéjdnak nevezni.

Ha a rugd egyik vége rogzitett, akkor a masik végének elmozduldasa megegyezik a

rugd megnyulasaval, vagyis a végzett munka a fliggvény alatti teriilettel egyenld:

W, = JF{S)cf.S‘= J‘D- Sds=%ﬂsn2

7

ami éppen a fliggvény gorbéje alatti terilettel, az dbran jelolt haromszog teriletével

egyenld.

A mechanikai munka egyenletes vagy egyenletesen valtozo kérmozgds esetén (a

testre haté nyomatékok ereddje, és ezaltal a tangencialis erd értéke allando) :

in in Fe Fr
Wan = ‘I‘F,{S].:fs=F,"|‘ds=F,' ‘I‘r".:f:p=F,'r' ‘I‘.:f:p=M'{:p& —g ) =M A
i n Fa Fd

7

vagyis a végzett munka a testre haté nyomaték és a munkavégzés kézben bekovetkezett

szégelfordulds szorzata, pontosabban a legaltalanosabb esetben:

Fr
Wae = IM(E?ME?
Fo

7



amely a nyomaték - szogelfordulds figgvény gorbéje alatti terilet.

2.31 Néhany ismert er6 munkaja:

a. A nehézségi erd ( G= -mg) munkéja ( WZ,Z") a felfelé (za=0, zg=h) repiil6 m témegi

tomegpont esetében a kdvetkezéképpen szamolhato:

W =-mgh

b. A rugalmas erd (£ “=-Dx=-maw’x ) munkéja ( W, ), mikézben az m témegii TP az

egyensulyi helyzett6l (xa=0) tavolodik (Xg=X,), a kovetkez6képpen szamolhaté:

g | 221 2
o,xa_-z ma xo_ -szO

C., Térfogati munka

Ha egy rendszerben — amelyben p nyomds uralkodik — barmilyen halmazallapotu
anyagnak megnd a térfogata, a nyomas ellenében munkat kell végeznie, vagy ha csdokken
a térfogata, akkor a kils6 nyomas végez munkat. Ezt a munkat nevezzik térfogati
munkanak. A térfogati munka tehat az 6sszenyomast kisérd bels6 eregia valtozast okozd

munkavégzés.

E=1[lim X(p,4V)

AV

| F=pA

dl”



A térfogati munka definiciéjabol kovetkezik, hogy a p-V allapotsikon a gorbe alatti
terilet adja meg. A termodinamika elsé f6tétele szerint a térfogati munka a gazon a kilsé
erék altal végzett munkaellentettje. Ha a gdz kitagul, akkor a térfogati munka pozitiv,
ellenkez6 esetben negativ. Fontos megjegyezni, hogy a munka nem csak a
térfogatvaltozas nagysagdatdl flgg, hanem a munkavégzés korilményeitél is. Pl.:
ugyanakkora AV térfogatvaltozds esetén mds-mas nagysagu lesz a munka szamszerU
értéke, ha a folyamat soran a nyomas allandd, vagy a h6mérséklet allandé. Ez azt jelenti,

hogy a munka nem allapotfliggvény, mint példaul az entrépia.

A véges valtozasra vonatkozo6 térfogati munkat a V; kezdeti és a valtozas végén

betdltott V, térfogat kdzotti integraldssal szamithatjuk ki:

=
[y

Aw=— | pdV

d., Munkavégzés gravitacids er6térben:

Newton univerzalis gravitacids torvénye (az altalanos tomegvonzas torvénye) a

kovetkez6ket mondja ki:

A vilagegyetem minden objektuma kolcsénhatasban van egymassal egy erdvel,
amely a két objektum tomegkdzéppontjat 6sszekdtd egyenesen helyezkedik el. Ez
az erG aranyos a két objektum tomegének szorzataval és forditottan aranyos a két

objektum tomegkozéppontjanak tavolsaganak négyzetével.

Ha precizen nézzlk a torvényt, akkor elmondhatd, hogy csak pontszer(
objektumokra vonatkozik. Ha a targynak térbeli kiterjedése van, az er6t

integralszamitassal kell megadni.

®om mm " 1 1 1 1
WAﬂB:'[V FT) dr:[_mi)} =-)ymm r__r_ J-_Zdr:_F
A A

A



Gravitacids erGtérben két tetsz6leges pont kozotti munkavégzés csak a pontok
helyzetétdl - azok gravitacids er6centrumtdl valod tavolsagatol - flgg, de fliggetlen attdl,

hogy milyen Utvonalon jutottunk el egyik pontbdl a masikba.

Wpq = mgh
Nemkonzervativ erék (pl. surlédds) esetén, a munka fligg az uttdl, tehat:

W, ;=

—

(- F)dr—j—F(r>$dr:j—F(r>dr=[—f(r)]i=—(f(B)—f(A))

A

> — W

Ha a gravitacids er6térben egy tetsz6leges gorbe mentén A pontbdl a B pontba
megylink, majd onnan valamilyen masik Uton visszatériink A-ba, akkor az m tomegpontot
egy A-bdl induld, és ugyanott végz6dd zart gorbe mentén mozgatjuk kdrbe, amelynek

soran a végzett munka zérus, hiszen:

WAqA=§(—F)dr:JEE(—F)dr+f(—F)dr:{-ymr+[_ym -0

A B r 6
Itt érdemes megemliteniink EGtvos Lordndot, akinek precizids méréseit ﬂ
kévetden - melyek mindenben aldtdmasztottdk Newton eredeti

megdllapitdsdt - az dltaldnos relativitdselmélet einsteini kidolgozdsdaban
jutott meghatdrozo szerep.

2.4 A harmonikus rezgémozgads:

Harmonikus rezg6mozgas, rezgés keletkezik, amikor olyan er6 hat a testre, amely
aranyos az elmozdulassal (uttal) és mindig az egyensulyi, a nyugalmi helyzet felé iranyul.
Mivel nincs csillapitéerd, igy a mozgast leird differencidlegyenlet (linearis esetben

és az x tengely mentén):

mXx =—-Dx azaz X+ a)gx =0 ahol w, :\F a korfrekvencia
m



kitéres
1 peridodusidd

it

L 3

ampligido
Egyensilyl helyzet
Idd

A differencialegyenlet megoldasa pedig:
X(t) = Aysin(apt + @)

az Ap a maximalis kitérés, az amplitudo, a ¢ a fazisszog, amit sok esetben 0-nak veszlink).

A harmonikus rezgémozgds jellemzdi:

A frekvencia: V:ﬂ :i\/@
2t 2r\m
A periddusidé: T::L:zqﬁn
vV D

A sebesség : V =X = w,A, cos(w,t +@,)

akkor a legnagyobb, amikor a kitérés x(t)=0. EbbSl a mozgasi energia a t iddpillanatban

(x(t) kitérés esetén):
1 1 2
EKIN = E m\; = E mc‘é'% Cog(%t + ¢0)

A potencialis energia, azaz a —Dx er6vel szemben 0 és x kozott végzett munka:

N

W= j Dxdx = D[(X'z)z} - DA, sin?(ayt + @,)

0



A teljes energia az el6z6 kett6bdl (felhasznalva a az;zzD/m és a sin“0+ cos’0=1

Osszefliggéseket):
1 .. .
E=E, tW= 3 DA; = allando

Ez az energia (mechanikai) megmaradds térvénye.

2.41 Csillapitott rezgések:

A rezgést végz6 test amplituddja folyamatosan csokken. Specidlis esetben ez a
csokkenés lehet exponencialis. A csillapitatlan rezgés fenntartasahoz megfeleléitemben

potolni kell az elveszett energiat.

Csillapitéerd: surlédasi er (belsé surlédas), kozegellenallds aranyos a sebességgel, azaz
K =-kv=-kx

Ez alapjan felirva a mozgas differencialegyenletét:

X+ 20X+ wfx=0 ahol 0=—

Ay
j A= Ae™ i
V” Amelynek megoldasa :

X(t) = A€ * cos(d + )

> E
2




2.5 Fourier analizis:

A Fourier-sorok elméletének kialakuldsdban is két fizikai probléma jatszott
fészerepet: a rezg6 hur problémdja, és a hbévezetés egyenlete. A Fourier analizis egy

tetsz6leges periodikus rezgés harmonikus rezgések 6sszegeként allit eld:
X(t) =A +_Asina +) B cosut
n=1 n=1
ahol A és B a Fourier egy(itthatok.

A Fourier egylitthatok a kbvetkezd6k:

12” 1 2 . l 21
== =— | x@t)sinnatdt B_. =— | x(t) cosncudt
A ﬂgx(odt, A, Zﬂj t) , B, 2ﬂ£ (t)

Példa a négyszogrezgés Fourier sorba fejtése:

)= 4, +ﬁ(sinax+%sin3ax+...)
b
A, rakozépérték

44 .
—sinagd az alaprezgés
T

:—Asin 3ad az elsd felharmonikus, et.c.
T

1. felharmonikus i

alaprezgés




2.6 A hovezetés egyenlete:
A h@vezetés egyenlete skalar mennyiségek, mint a h6mérséklet viselkedését irja

le, jellegzetessége, hogy ha egy helyen magasabb a hémérséklet, mint a kérnyezetében,
akkor a magasabb hémérséklet szétarad, amig el nem ér egy allando értéket.

Legyen adva egy homogén rud, ami a kdrnyezetétdl el van szigetelve, és elhanyagolhatd
vastagsagul a hosszusagahoz képest. Megprdobaljuk leirni a rad hémérsékletének idébeli

valtozdasat. Ezt a problémat nevezik egydimenzids hévezetési feladatnak.

Egy test dltal tarolt h6mennyiség a test tomegétdl és hémérsékletétdl fligg: minél
nagyobb a hd&mérséklet, anndl nagyobb a hdémennyiség. Egy m tomegl test

hémennyisége: cx - 11 - 1, ahol a egy konstans és T a hémérséklet.

A rdd homogenitasa azt jelenti, hogy a rdd barmely [a,b] szakaszanak a tomege
b (E‘ - '5'), ahol y egy konstans. igy az [a,b] szakasz h6mennyisége d-(b—a)-T Haa
szakasz mentén a hémérséklet valtozik (az x pontban a hémérséklet T(x)), akkor

belathato, hogy az [a,b]

b
) f §-T(z)dx
szakasz h6mennyisége : a .

Tegyiik fel, hogy a rid hémérsékletét a e(t) - f(z) fuggvény irja le Ekkor egy t

idépontban az [a,b] szakasz hémennyisége

H= §-c(t) - flz)dr =6-cft
[lo-ctr-ston=sec- [ son

Fourier feltételezte, hogy a b pontbeli hdaramlas sebessége aranyos a
P . e s . Py . , . ¢ '
hémérséklet b pontbeli derivaltjaval, aza itt a h6aramlas sebessége i - e(t) - f( ), ahol k

egy pozitiv konstans. Az a végpontban a h&aramlds ellentétes, igy itt a sebesség

- c(t) - f(a)

igy azt kaptuk, hogy a H h6mennyiség valtozasanak sebessége:



Azaz: a

Itt b-a-val leosztva, majd b-vel a-hoz tartva azt kapjuk, hogy
5-¢(t)- fla) = r-c(t) - f(a)

Ez minden a-ra igaz, tehat d(t)- flz)=p-ct)- f'(z)

minden x-re, ahol p > 0 konstans.

Tegylik fel, hogy a rid végpontjaiban a h6mérséklet 0 fok. Ha a rad hossza L, akkor
az azt jelenti, hogy c(t) - f(0) = c(t) - (L) =0 minden t-re. Feltehetjlk, hogy ¢ nem

azonosan nulla, igy
fl0)=f(L)=0

Az egyenlet megolddsa a kovetkezG:. rogzitsiink egy olyan t-t, amelyre C(t) # 0,

Ekkor az f kielégiti az f(x)=b- f(x) differencialegyenletet minden Z € [0. L] -re,

ahol p-clt),

Ha b = 0, akkor f linearis, tehat a kezdeti feltételek alapjan azonosan 0. Ezt az

esetet (ami annak felel meg, hogy a rdd hémérséklete folyamatosan azonosan 0)
2

kizarhatjuk. Ha b > 0 és b = a° , akkor a differencidlegyenlet megoldasa:
flz)=a- e+ 8- g4 megoldas a kezdeti feltételt csak a o = B = 0 esetben
elégiti ki, tehat szintén kizarhatjuk. igy sziikségképpen b < 0 és b = - a*. Ekkor a

differencialegyenlet megoldasa a kévetkez6:
f(x) = asin(azx) + Beos(az)

Mivel f(0) = 0, ezért B = 0, tehat f(0) = L alapjan L. = 77T, ahol n egész szam. Azt kaptuk

tehat, hogy ha a rdd hémérsékletét egy e(t) - f(z) alaku kifejezés irja le,



n

f(z) =sin —=zx

akkor L " és c kielégiti a c(t) = (—Pﬂz) : l'3(t)differencié|Iegyenletet.

Ebbdl Fourier arra kovetkeztetett, hogy a rud hémérsékletét altalanos esetben

s =
. nw
> en(t)sin —=z
n=1 alaku fuggvények irjak le, akarcsak a rezgé hur problémajanak esetében.

Ezért Fourier Bernoulli véleményét osztva azt allitotta, hogy minden 2m szerint periodikus

o
> (a, cosnz + b, sinnx)
fuggvény el6Gdllithatd  »=o0 alakban.

2.7 Az energia fajtdi, a mechanikai energia megmaraddsdnak elve:
Az energia sz6 a gorog evepyela kifejezésbdl ered, ahol az ev- jelentése ,be-" az

€pyov-¢é pedig ,munka” az -ta pedig absztrakt fénevet képez. Az ev-epyeia Gsszetétel az
O0gorogben ,isteni tett”-et vagy ,blivos cselekedet”-et jelentett, Arisztotelész kés6bb
Jténykedés, mivelet” értelemben hasznalta, Diodorosz Szikulosz pedig egy ,,gép ereje”-

ként.

Valamely test egy megadott allapotaban munka végzésére képes, azt mondjuk,
hogy a test adott szintl energiaval rendelkezik. A test energidja tehdat az adott test adott

dllapotban érvényes munkavégzé képességével egyenlé.

Az energianak szamos ismert fajtdja van, a mozgassal a mozgasi (kinetikus)
energiat asszocialjuk; egy erGtérben, mint példaul Foldink gravitacidos erGtere, a test
helyzetébdl addéddan helyzeti energidval is rendelkezik. A mechanikai energian kivil a
hével is tarsithatd energia, amelynek megnyilvanulasi formaival a hétkdznapokban
gyakran talalkozunk. Kozismert tovabba a kémiai, az elektromos és magneses energia,

valamint legujabban a nuklearis energia

2.71 Mozgasi energia:
A testek mozgdsabodl szarmazd energiat mozgdasi energianak nevezziik. A test

gyorsitasara forditott munka a test mozgasi energiajat noveli, mig ha a felgyorsitott test

végez munkat, az mozgasi energiajat csokkenti. Egy test mozgasi energidja egyenld azzal a



munkaval, amit nyugalmi allapotbdl kell kifejtsen hogy elérje a kivant sebességet és

forgast.

Ek=fv-dp

A képlet azt mondja ki, hogy a mozgasi energia (Ex) egyenl6 a sebesség (v) és az
impulzus (p) skaldris szorzatanak az integraljaval.

A mozgasi energiat el6szor Leibniz vezette be 1686-ban, de akkor még az mv?
szorzatként, csak késGbb tértek da %mv? kifejezésre. Eredetileg "eleven erének™ nevezték

el, mely meglehetdsen félrevezetd, hiszen itt nem erd jellegli mennyiségrél van szé.

A mar korabban targyalt dinamika alapegyenletének (m.f(f) = F(1,1,T) mindkét
oldalat skalarisan r-rel megszorozva a kovetkez6 egyenletet kapjuk, mely a

mozgasegyenlet egyik elsé integralja:
t
1
Emrg(tj - f F(r(t))dr(t) = konst.

to

A bal oldali megmaradd mennyiséget nevezték mechanikai energianak, amelynek
elsé tagja nyilvanvaléan a mozgdsi energia (mert csak a test sebességétdl fligg), masodik a
helyzeti energia (mivel az er6 konzervativ, igy munkaja csak a helytél fligg). Az el6bbi
egyenlet tehat a mechanikai energia megmaradasat fejezi ki.

A most meghatarozott egyenletet szavakkal a kovetkez&képpen fogalmazhatjuk
meg: a testre hatd er6k ereddje altal végzett munka egyenls a test mozgasi energidjanak
az adott munkavégzés soran létrejott megvaltozasaval, és ez a fizikai torvény
természetesen altalanosithatd tetsz6leges haladd mozgas esetére is.Ezt a torvényt
torvényt munkatételnek nevezik, és altaldnosan azt mondja ki, hogy tetszéleges halado
mozgads esetén a testre hato erék ereddje dltal végzett munka egyenlé a test mozgdsi

energidjanak ezen munkavégzés hatdsdra létrejott megvaltozdsdaval.



2.72 Gravitacids energia:

A gravitacios (mas néven helyzeti vagy potencidlis) energia, az az energia, amellyel
egy test rendelkezik potencialos er6térben. A potencidlis energia nagysagat mindig
valamilyen nulla energia szinthez viszonyitjak. Egy test gravitacios potencialis energidja Uy
egyenld a munkdval amelyet az allandd gravitacios er6 F = mg végez amikor a testet egy

adott helyzetbdl egy masikba mozgatja h magassagba, és kifejezhet6 a

Uy =mgh
ahol m a test tdmege, g a nehézségi gyorsulas, h a magassag.

Ez az egyenlet j0 kozelitéssel hasznalhatd a Fold felszinén, ahol kis magassagok
esetén a nehézségi gyorsulds allanddnak vehetd. Urhajok esetén vagy csillagdszati
szamitdsokndl a nehézségi gyorsulas g nem allandd, hanem a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, igy a képletet integral formajaban kell felirni. Egyenletes s(irliségl
gomb esetén (kozelit6leg ilyen egy bolygd is) a felszint6l h magassdgra szamitva az

integrdl a kovetkez6 format kapja:

htho Gml Mo
U, = T g
ho r2

ahol, hy a gdmb sugara, m, a gdmb tomege és, G a gravitacids allando.
Ertelmezhetiink ezen beliil rugalmas és elektrosztatikus potencialis energiat:

= rugalmas potencidlis energia: Egy rugalmas hurban vagy rugdban tarolt rugalmas

potencialis energia, ha rugdmerevsége k, x megnyulas esetén a Hooke-torvény

integrdlasabdl szamithato:
] 1,
U, = / krde = S

= elektrosztatikus potencidlis energia: Egy elektromosan toltott test elektrosztatikus
potencialis energidja az a munka, melyet ahhoz kellene végezniink, hogy a testet egy
végtelen tavoli pontbdl jelenlegi helyzetébe mozditsunk, akkor, ha nincs jelen mas

(nem elektrosztatikus) er6 a mivelet folyaman. A W munka, mely sziikséges ahhoz



hogy Aj;-et a végtelenbd8l A,-t61 d tdvolsagra mozgassuk a kovetkez6képpen

szamithato:

_ kqiq

W
I d

’

1

ahol k a Coulomb-éllandd, vagyis 4m€q

A kilonb6z6 energiafajtak atalakulhatnak egymasba, az energia mennyisége
azonban ekézben semmiképpen nem novekedhet. Az energia megmaraddasanak elvét
el6szor Julius Robert Mayer mondta ki 1842-ben fizikai rendszerekre és bioldgiai

jelenségekre.

2.8 Termodinamika:

A termodinamika (ma mar ritkan hasznalt magyar nevén hétan) a fizika energia-

atalakulasokkal foglalkozé tudomanyteriilete.

Egy magara hagyott termodinamikai rendszerben az intenziv allapotjelz6k
eloszlasa homogénné valik, vagyis a rendszer egyensulyi allapotba keril. Az egyensulyi
allapottal a termosztatika foglalkozik. Minden pontjadban ugyanakkora nyomas,
hémérséklet stb. lesz. Termodinamikai elveken alapszik tovabba példaul az idGjaras-

el6rejelzés, robbandmotorok, repilégép-hajtdmivek, hiitészekrény, kuktafazék, kémény.

A kovetkez6 pontok megértéséhez mindenképp emlitést kell tenniink az egyesitett
gaztorvényrdl. A gdztorvények az idealis gaz (fizikai kémidban célszerlien a tékéletes gdz
kifejezést hasznaljak) abszolit hémérséklete (T), nyomdsa (p) és térfogata (V) — un.
allapotjelz6k — koz6tti matematikai 6sszefliggések. A harom gaztérvényt: Boyle—Mariotte-
torvényt, a Gay-Lussac-torvényt és a Charles-torvényt Osszevonva az egyesitett

gaztorvényt kapjuk:




Ebbél a torvénybdél megkapjuk mindegyik dllapotvaltozdsra jellemzé dsszefiiggéseket,
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ha a kiilobnb6z6 dllapotjelzéket dallandonak valasztjuk:

2.81 Izoterm allapotvaltozas:

Az allandé hémérsékletld (T=konst.) allapotvaltozas a nyomas-fajtérfogat diagramban

egyenldszaru hiperboldval abrazolhatd, mivel az egyetemes gaztérvénybdl irhatd:
p-v=R-T = konst. (Boyle-Mariotte torvény)

Az allapotvaltozas két végpontjan mérhetd allapotjelz6k kozotti 6sszefliggés:

P
p2 v
A folyamat abraja:
F'y
?
21N IO— n, T allando
P2

Izoterm allapotvaltozas esetén az entalpia és a belsé energia nem valtozik. Ez ugy
lehetséges, ha a gaz taguldsakor a terjeszkedéshez sziikséges munkaval azonos

mennyiségl hét kozliink a rendszerrel.

Az izoterm térfogati munka:
Ha a hémérséklet allandd, a belsé energia is allandd, vagyis dU = 0, az |. f6tétel
alapjan a rendszerrel kozolt, vagy a rendszer altal leadott h6mennyiség teljes mennyisége

térfogat-novekedésre forditodik, vagy a térfogatcsokkenésbél szarmazik, vagyis:



d@) + dw =0,
és

0Q =d@Q =pdV .
Ekkor a térfogati munka a kovetkez&képpen irhaté fel:

Va

f,f e
do = —]pdV — _RTIn (Lj) — _RTI (&) .
W P2

i

Aw=—

._-a____‘:w

2.82 Adiabatikus allapotvaltozas :
Adiabatikus allapotvaltozas akkor kdvetkezik be, ha a kdzeg és kérnyezete kozott

nem lehetséges hGaramlas: a kozeg kornyezete felé hészigetelt. Ekkor dQ = 0, a rendszer
és a kornyezet kozott semmilyen hécsere sem lehetséges. A termodinamika |. f6tétele
alapjan és az éllandd térfogaton vett molaris hékapacitdas definicio Osszefliggését
felhasznalva:

dU = —pdV = CydT .

A folyamat abraja:

F 3
P
21 n, O allando
izoterma
p2
YA ;
[ Vs I

Ha ideadlis gazrél van szé, amikor a nincs bels6é surlddds, a folyamat egyben

izentropikus is, azaz a folyamat sordn a gaz entrépidja nem valtozik.

Véges valtozas esetén 1 mol tokéletes gaz adiabatikus térfogati munkaja:



T
Aw = AAU = /C1dT = Ci,(Tg - 'Tl).

il

A kifejezésb6l azt a kovetkeztetést lehet levonni, hogy az adiabatikusan
o0sszenyomott gaz félmelegszik (pl.: a biciklipumpa, a dizelmotorok mikodése stb.),
adiabatikusan kitagulod pedig lehlil. (példaul a kiszurt szddavizes patron jegesedése, gazok
cseppfolydsitasa stb.).

Felhasznalva a tokéletes gazok allandd nyomadson és allandd térfogaton mért molaris
h6kapacitas kozotti

R = ;'r-p - jl )
Osszefliggést, valamint az adiabatikus kitevd definicié egyenletét:

C

p

H-:C—V,

Az adiabatikus térfogati munka az aldbbi médon is szamithato:

Th

R R
AU'IZ/."‘..—IJT_.'{.—I( 2 =Th) .

il

Kiindulva a —rdV = CvdT , gsszefliggésbdl, és behelyettesitve az altaldnos gaztorvénybél a

RT
nyomas '~V kifejezését, az allapotjelz6k kdzétti Poisson-egyenletekhez juthatunk.

Adiabatikus folyamatot szigoruan véve a gyakorlatban nem lehet megvaldsitani,
mert a rendszer tokéletesen nem szigetelhetd el a kdrnyezetétdl. Ugyszintén nem létezik
tokéletesen izoterm folyamat sem. A gyakorlatban végbemend folyamatot politropnak
nevezzik és a két allapotvaltozas ,kozott” zajlik, ennek megfelel6en a politrépa
egyenlete:

Lf“"‘ — . . . . , .
P —dallandd ,amelyben 1 < m < k ,vagyis a politrépa az izoterma és az adiabata
,k0z0Ott” halad. A politrop valtozas soran végzett térfogati munka a kovetkez8képp

szamithato:



T

Au;=/ R dT = d (T —T1) .

m— 1 m — -

i3l

Megfelel6éen valasztott kitevével minden dllapotvaltozas leirhatd a politropikus

allapotvaltozas egyenleteivel:

« n=0;izobar allapotvaltozas,
« n=1;izotermikus allapotvaltozas,
« n=k; adiabatikus allapotvaltozas,

e n=oo;izochor allapotvaltozas.

2.83 Izochor allapotvaltozas:

77 rr

Allandod térfogatu dllapotvdltozdsndl a kézeg stiriisége és igy fajtérfogata dllandd:
v=const. llyen dllapotvdltozds csak akkor jon létre, ha a kézeggel hét kézliink vagy a

kézegbdl hét vonunk el.

A folyamat abraja:

F 3

n, 7 allando

Aw =0

T = allando
pz [ I -

T, = allando

v

Az egyetemes gaztorvénybdl kovetkezik, hogy az allapotvaltozas két pontja kozott

a h6mérséklet és nyomas kozott az alabbi 6sszefliggés all fenn:

pe T3 (Gay-Lussac Il. torvénye)



Izochor allapotvaltozas soran a rendszer térfogata allandé: dV =0,

vagyis:

Va
Aw = —/pdV= 0.
Vi

Tehat izochor allapotvaltozas soran nincs térfogati munka. A rendszerrel kozélt hé
a rendszer bels6 energiajanak novelésére forditddik, vagy a rendszer altal leadott hé a

bels6 energia csokkenésébél szarmazik:

Th

AU = AQy = /CydT =Cv(T, -T7) .

T

2.84 Izobar allapotvaltozas:

lzobar folyamatoknal a gaz nyomasa nem valtozik. A gdz térfogata és
hémérséklete kozotti kapcsolat az allapotegyenlet segitségével hatdrozhatjuk meg. Az
allandé nyomasu allapotvaltozashoz (p=const.) h6kozlésre vagy héelvonasra van sziikség.

Az el6z6ekhez hasonldan irhato:

Vg T

v T (Gay-Lussac I. térvénye)

A folyamat abrija:

n, p allando

719

1= P2

T, = allando

T, = allando

A 4

I I I



Az izobdr allapotvaltozas soran a nyomas allandd: dp = 0, vagyis az integralas

egyszerlien elvégezhet6:

=
)

Aw = — [ pdV = —p(Va — V1) = —pAV .

Ha tehat allandé nyomason noveljiik a rendszer hémérsékletét, akkor a térfogata
nd, a rendszer munkat végez a kdrnyezetén, vagy forditva, a hémérséklet csokkentése

esetén a kdrnyezet végez a rendszeren munkat.

2.9 A Maxwell-egyenletek:

James Clerk Maxwell a XIX. szazad legnagyobb elméleti fizikusa — Faraday zsenialis
kisérletei alapjan, melyben az 6sszes addigi elektromossagtani jelenséget megvizsgalt —
felirta a Maxwell-egyenleteket. Ebben egyesitette az elektromos és magneses
jelenségeket és a fényt is, mint elektromagneses hullamot irta le. Maxwell elméletét
aztan a szintén zsenialis Albert Einstein még tovabb szintetizalta, de ez mar a specidlis
relativitaselmélet. A Maxwell-egyenletek az elektrodinamika témakoréhez tartoznak. Az
elektromos és magneses jelenségek mar az odkorban is ismertek voltak, de valddi
természetiket felismerni és tulajdonsdgaikat matematikai formaba onteni csak az
Ujkorban sikeriilt. Maxwell 1864-ben el&szor irta fel a négy torvényét egylitt. Az Ampere-
torvényt kiegészitette az id6ben valtozd elektromos tér keltette magneses térrel, és a
tovabbi egységesitésként Coulomb elektrosztatikus potencidlja mintajara bevezette a
vektorpotencial fogalmat.

Maxwell megmutatta, hogy az egyenletek szerint |étrejohetnek elektromagneses
hullamok, amiket késGbb Hertz fedezett fel. Ezek olyan hullamok, melyekben az oszcillalé
elektromos és magneses mez6 halad vakuumban. Maxwell 1865- ben ezt irta:

»,Ez a sebesség olyan kozel esik a fényéhez, hogy erds okunk van feltételezni, hogy

a fény maga (beleértve a h@sugarzast és a tobbi sugarzast ha létezik) elektromagneses



zavar, mely hulldm formadjaban terjed az elektromagneses térben az elektromagnesesség
torvényei szerint.”

A maxwelli elektrodinamika felfedezése nagy hatassal volt a fizikdra, olyan Uj
elméletek néttek ki bel6le, mint példaul a specialis relativitaselmélet. Az elektrodinamika
kvantalt elmélete, a relativisztikus kvantumelektrodinamika a mai fizikai elméletek
legpontosabbika. Szamos gyakorlati felhaszndlasa gazdagitja mindennapi életiinket a

mikrohulldmu sit6tdl a [ézerkésen at egészen a modern tavkozlési rendszerekig.

A Maxwell-egyenletek leirjdk, mind az elektromos, mind a magneses tér

viselkedését, valamint kélcsonhatasukat az anyaggal.
Maxwell négy egyenlete a kovetkez6ket mondja ki:

« 1. Az elektromos tér forrasos, azaz elektromos toltés jelenlétében erGvonalak
indulnak a pozitiv toltésekrél, melyek a negativ toltéseken végzédnek. (Gauss-
torvény)

« 2. A magneses indukcid valtozdsa elektromos teret indukal, melynek iranya
ellenkez6 mint az 6t létrehozé valtozas. (A Lenz-torvény és Faraday indukcids
torvényének egyesitése)

« 3. A mdgneses tér forrasmentes, azaz a mdagneses tér er6vonalai 6nmagukba
zarédnak. (Gauss magneses torvénye),

« 4. Az elektromos daram, illetve a folytonossdgi egyenlet kielégitésébdl adddd

eltolasi aram magneses teret hoz létre. (Ampére-térvény)

) fD@A:/p@V=Q
Gauss-torvény A v

d
, fEm:_—/B@A
Faraday-Lenz-torvény L dt J 4

, L f B-dA =0
Gauss magneses térvénye A




d
o j{H-dl=/J-dA|—/D-dA
Ampeére-torvény L A dt J4

A Maxwell-egyenleteknek két formaja van: ezek a mikroszkopikus és a
makroszkopikus egyenletek. A mikroszkopikus egyenletek alapvet6é mennyiségei E
elektromos térerGsség és B magneses indukcié. A makroszkopikus egyenletek a
mikroszkopikus egyenletek atlagoldsaval addédnak. Az alapveté makroszkopikus
mennyiségek E elektromos térerGsség, D elektromos eltolds vektor, B magneses indukcid

és H magneses térerdsség.

Az egyik legérdekesebb tulajdonsaguk, hogy ezeknek az egyenleteknek van
hulldmmegoldasuk is.
A Maxwell-egyenletekbdl tobb mas fizikai fogalom, dsszefliggés levezethetd, mint

példaul a toltésmérleg és —megmaradas, a Poynting-vektor és az energiamérleg.

2.10 Hataselv:

Torténeti dttekintés:

A legkisebb hatas elvét el6sz6r Maupertuis fogalmazta meg 1746-ban, majd 1748-
tél kezd6dben Euler, Lagrange, és Hamilton fejlesztették tovabb. Maupertuis abbél az
érzésb6l vezette le az elvet, hogy az Univerzum tokéletessége megkivan egyfajta
gazdasagossagot, és nem fér 0ssze semmilyen energiapazarlassal. A természetes mozgas
olyan kell legyen, ami valamilyen mennyiséget minimalizal. O ezt a vis viva-ban, vagy
éléerében taldlta meg, amit ma mozgasi energidnak hivunk. Euler elfogadta a legkisebb
hatds elvét, és a mennyiséget ,er6feszitésnek” hivta, amely a helyzeti energidnak felel
meg.

A fizikdban a hataselv a mozgas természetérdl tett allitas, amibél egy er6hatds
alatt all6 test palyaja meghatarozhato, illetve a kolcsonhatas és atalakulds egyenletei
levezethet6k. A befutott palya olyan, amelynek mentén szamitott hatas stacionadrius, azaz
a palya kis odébb tolasara nem valtozik, ezért a palyat nem az er6hatasokra bekovetkez6
gyorsulasok alapjan prébaljuk felépiteni, hanem a staciondrius hatas alapjan probaljuk

kivalasztani a lehetséges palyak kozil.



Az elvet a stacionarius hatas elvének vagy Hamilton-elvnek is hivjuk. Szintén
hasznalatban van a kevésbé altalanos és torténetesen helytelen legkisebb hatds elve
elnevezés is. A hatds egy skalar mennyiség (egy szam), energia x id6 mértékegység
dimenzioval. Az elv egyszerl, altaldnos és hatasos elmélet a klasszikus mechanika
mozgasainak leirdasdara. A hatdselv Kkiterjesztése leirja az elektrodinamikat,

relativitaselméletet és kvantumelméletet.

A hatdselv a klasszikus mechanikdban:

A hataselv a klasszikus mechanikaban egyenértékli a Newton torvényekkel, amely
tobbféle maddon is felirhatd. Az egyik kozalik a Lagrange-formalizmus vagy Lagrange-
mechanika.

Ha egy részecske palyajat a t id6 fuggvényében x(t)-vel, sebességét E(t) -vel jeldljik, akkor

a Lagrange-flggvény valdszinlleg ezek fliggvénye, beleértve az explicit id6fliggést is:
Llz(t), (1), (]

Az S hatasintegral a Lagrange-fliggvény idGintegralja t; idGbeli x(t;) pont és a t, idGbeli

x(t,) kozott fennall:
ta
3:/ Liz(t), (¢). 1] dt.
tH

Ebben az esetben egy részecske pdlydjat ugy talalhatjuk meg, hogy az erre vett S
hatasintegral stacionarius (minimum vagy nyeregpont). A hatasintegral egy funkcional
(egy flggvénytdl fligg6 fluggvény). Ha a rendszerben konzervativ er6k hatnak, akkor a
mozgasi energia és a helyzeti energia kiilénbségeként megvalasztott Lagrange-fiiggvény a

helyes Newton-torvényekhez vezet.

Az Euler-Lagrange-egyenletek:
Az Euler-Lagrange egyenletek kdzvetlenil nem interpretalhatdék geometriailag, ez

bizonyos hatranyt jelent a kezelhet6ségben, de a Legendre transzformacio segitségével



ezekbdl jol attekinthet6 mozgasegyenletek nyerhet6k. Az adott konkrét fizikai rendszer
y,bonyolultsaga” bes(irithet6 egyetlen egy fliggvény, a Hamilton fliggvény
»,bonyolultsagdba”.

Egy palya menti integral stacionarius pontja ekvivalens differencidlegyenletek egy
egylttesével, amiket Euler-Lagrange-egyenleteknek hivunk.

Tegylik fel, hogy van egy S hatasintegralunk L-en ami az id6fliggé koordinatatdl és

id6fugg6 idéderivaltjatol fligg (x(t) és dx(t)/dt):

ta
AST - L(.’]’J,.’f?)(it.

(5]

Tekintslink egy masik x;(t) gorbét (palyat), ami ugyanabban a pontban kezdddik és
végzBdik, mint az elsé gorbe, és tegylk fel, hogy a két gérbe kozotti tavolsag mindenhol

kicsi: g(t) = x;(t) — x(t) kicsi. A kezd6- és végpontban g(t;) = £(t,) = 0.

......

fa fa
65 = [ [La+e,i+8) — Lz )] de = [

t1

(E?—L | "@) dt

€4
dx o

ahol L-et € és € szerint els6 rendben fejtettiik ki. Végrehajtva a parcialis integralast a

masodik tagon és kihasznalva, hogy &(t;) = (t;) =0 :

: t (9L  doL
65 = [ [e52 —e 220 dt.
°= 1, (Cfir;r: "“afta:fc)

S minden pontban stacionarius, azaz 6 S = 0 minden &-ra.

A 6 S =0 minden e-ra, akkor és csak akkor, ha:

oL d AL
oz, dtox, (Euler-Lagrange egyenletek)




Ahol x-et x,-val helyettesitettiik (a = 0,1,2,3), mivel a kapott eredménynek minden
koordinata esetén igaznak kell lennie. Ezeket az egyenleteket a variacids probléma Euler-
Lagrange-egyenleteinek hivjuk. Az egyenleteknek egy fontos egyszer( kovetkezménye,

hogy ha L nem fiigg explicit médon x-t6l (azaz x un. ciklikus koordindta), azaz:

oL _, oL
ha o« , akkor @i allandd.

A g_i—nak konjugdlt impulzus a neve és ez megmaradd mennyiség. Ha gdmbi
poldrkoordinatdkat hasznalunk (t, r, ¢, 3) és L nem fligg ¢-t6l, akkor a konjugdlt impulzus
a megmaradoé impulzusmomentum.

A funkcionalanalizis formalizmusaban az Euler-Lagrange-egyenletek egyszerlien igy

fejezhet6k ki:
(5&9

=0

Példa: Szabad részecske polarkoordinatakban

Tegylik fel, hogy egy m tomeg(i szabad részecske az Euklidészi-térben egyenes
vonall egyenletes mozgast végez v sebességgel. Ez a kovetkez6 mddon irhatéd fel
polarkoordinatas alakban. Mivel nincs potencidl, a Lagrange fliggvény egyszer(ien a

mozgasi energiaval egyenl§:

ortonormalt (x,y) koordinatakban, ahol a pont a gorbeparaméter (altaldban a t idG)

szerinti derivalast jelol.

Polarkoordinatakban (r, ¢) a mozgasi energia és igy a Lagrange-fliggvény:

Az r sugar és a ¢ polarszog Euler-Lagrange-egyenletei:



%(@) O

or or
d (0L oL .2,
JR— —_ — =:. o — e ] .
at (a@) p " ot =0

A két egyenlet megoldasa pedig:

reosip =at + b

rsing =ct + d

ahol az g, b, ¢, d konstansok értékét a kezdeti feltételek hatarozzak meg. A megoldas

tényleg egy egyenes vonal, polarkoordinatakban.

A hatdselv néhdny alkalmazdsa:

Legnagyobb szerepe a kvantummechanikdban van, a Richard Feyman dltal
kidolgozott utintegral megfogalmazasa a stacionarius hatas elvén alapul, valamint a mar
emlitett Maxwell-egyenletek is szarmaztathatok ebbdl.

A fizika tovabbi sok problémaja allithaté fel és oldhatdé meg a hatdselv formajaban,
mint példaul megtaldlni a legrévidebb utat a parthoz, hogy elérjiink egy fuldoklot. A
dombrdl lefutd viz a legnagyobb lejt6t keresi, a leggyorsabb utat, egy medencébe folyd viz
ugy teril szét, hogy a felszine a lehet6 legalacsonyabban legyen. A fény a leggyorsabb
utat koveti egy optikai rendszeren keresztiil Egy test palydja gravitdcios mezében a
hataselv segitségével hatarozhaté meg, valamint a szimmetriak is jobban kezelhet6k a

hataselvvel és az Euler-Lagrange-egyenletekkel.

A hataselv alkalmazasa sokszor egyszerlibb, mint a Newton-torvényeké, mivel a

hatdaselv egy skalar elmélet, aminek alkalmazasai kizardélag elemi szamitasokat igényelnek.

2.11 A Schrodinger-egyenlet:

Erwin Schrédinger Nobel-dijas osztrak fizikus 1887. augusztus 12-én szlletett
Bécsben. Klasszikus és modern nyelveket tanult, a bécsi egyetemen Friedrich Hasenéhrl

és Franz Exner tanitvanya volt. O az atomelmélet Gjrafogalmazdja, a hulldmmechanika



megteremtdje, az anyaghullamok terjedését leiré egyenlet kidolgozdja, a kvantumbiolégia
megalapozdja. Foglalkozott termodinamikaval, a fémek fajhGjével, az atomi
spektrumokkal s a szinek fizioldgiajaval, megjelent egy angol-német verseskotete is. 1920-
ban Max Wien asszisztense lett Jénaban, majd Stuttgartban és Breslauban (ma Wroclaw)
tanitott. 1926-ban a zlrichi egyetemre ment, itt jelent meg az Annalen der Physikben A
kvantalas, mint sajatértékprobléma cimdl cikke a hulldmmechanikarél, ezt nevezik ma
Schrédinger-egyenletnek. E  cikkben id&figgetlen rendszerekre értelmezte a
hulldmegyenletet s kimutatta, hogy a hidrogénszer(i atomok esetén helyes energia-
sajatértékeket ad. Ez a 20. szazad egyik legnagyobb eredménye, amely forradalmat
idézett el6 a fizikdban és kémidban. A Schrodinger-egyenlet leirja a részecskék
mozgasanak valdszinlségi hullamat s a kiils6 hatdsok mdédositasait - ezzel feloldotta a
Bohr-atommodell ellentmondasait. Tovabbi cikkeiben tdébbek kozott megmagyarazta a
harmonikus kvantumoszcillatort, a merev rotort, a kétatomos molekuldt s Uj levezetést
adott a Schrodinger-egyenletre, bemutatta az idében valtozd rendszerek, igy a szérds
kezelését.

A hulldamfliggvény id6beli valtozasa determinisztikus abban az értelemben, hogy
adott id6ben, adott hulldamflggvénybdl kiindulva hatarozott el6rejelzést kapunk arra,
hogy barmely kés6bbi id6ben milyen lesz a hullamfliggvény. Nem relativisztikus esetben
ezt a folytonos id6fliggést irja le a Schrédinger-egyenlet, amit relativisztikus esetben a
Dirac-egyenlettel kell helyettesiteniink. A kvantummechanika valdszinliségi jellege tehat a
mérés folyamataban rejlik.

A mikrorészecskék viselkedésének két igen jellegzetes megnyilvanulasa az, hogy:
a) a kotott részecske csak meghatdrozott, diszkrét energiaértékeket vehet fel, és b) a
részecskéknek hulldamszer( tulajdonsagaik vannak, és leirasuknal igen fontos szerepet
jatszik egy a korilmények altal meghatarozott hullamfiggvény.

A Schrodinger-egyenlet egy energia sajatérték-egyenlet. Létezik id6fliggetlen és

id6fuggd formaja is.
h2 2
Y V) =Ew
2m  dx

p= [y px
\%

Az egy dimenzids Schrédinger egyenlet:



V(%)= 0,hax<0
B Vg ;hax>0

d?p, 2mE
+—,; =0
dx? h2
d*y, , 2m(E-Vo)
dx? h?

Schrédinger egyenlet potencidl lépcsével:

¥, =0

A Schrodinger-egyenlet irja le a részecskék hulldmszerl viselkedését a
nemrelativisztikus kvantummechanikaban. Az egyenlet megoldasai hullamfiiggvények,
amik a részecske valdszinlségi amplitudojat irjak le. A kvantummechanika leirja mas
hullamok — mint példaul a fény és a hang — részecsketulajdonsagait is atomi szinten és az

alatt.

2.11.1 A Schrodinger-egyenlet megoldasa:
Az egyenlet megolddsai hulldamfliggvények, amik a részecske valdszinliségi

amplitudadjat irjak le. A kvantummechanika leirja mas hullamok — mint példaul a fény és a
hang — részecsketulajdonsagait is atomi szinten és az alatt.

Egy térdimenzidoban:

192 &*u
Az egy dimenzids 2 at2 922 hulldmegyenlet altaldnos megolddsanak alakja:

ult,z) = flz+ ct) + g(z — ct)

ahol f és g kétszer differencialhaté. Az elsé 6sszeadando a balra, a masodik 6sszeadandd a

jobbra futé hullamot irja le.

Az f és a g fuggvények kifejezhet6k koszinuszos fliggvények linearis kombinaciojaként is:
cos(kr — wt + )

vagy a komplex exponencialis figgvénnyel:

Ei{kz—w!]

u(t,z) = Re/dk a(k)elkz=wt)



A frekvencia pedig: w = lk|c,

A (k) fazisszoget az a(k) komplex amplitudd foglalja magaban.

Adott kezdeti feltételekkel

Legyen U a)=flz+cd)+glz—d) 4 egy dimenzids hullamegyenlet

megoldasa. Adva legyenek még az u(0,2) =é(z) és az

kezdeti feltételek.

Ekkor:

u(0,2) = f(z)+ g(x) = ¢(x)
u (0,7) = c(f'(z) — g'(z)) = P(z)

A masodik egyenletet integralva kapjuk:

Megoldva pedig:

igy a kezdeti feltételes megoldas:

r—ct

Két térdimenzioban:

Két dimenzidban az egyenlet alakja:

T+t

% (0,2) = u(0,2) = ¥(x)
) e
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Megoldasanak altalanos alakja:

_ 1 ¢(z+&y+mn)
u(t, x,y) = Dre /[D V()2 — & _ngﬂfd’ﬂ.

Ez a megoldas a magasabb dimenzids egyenletek megoldd képletébdl is levezethetd.

Hdrom, vagy tobb térdimenziéban

Az altaldnos megoldds magasabb dimenzidban is kifejezhetd sikhulldamok linearis

kombinacidjaként:
'l ahol w = |k ¢
és egy ilyen sikhullam c sebességgel mozog a k iranyban.

A megoldas altaldnos alakja:
u(t,x) = Rﬂfdﬂka_{k)ei{kx—|k|cf)

Harom dimenziéban a megoldas elGall a kezdeti értékek kbzépértékeként: legyen u(t, x)

a fliggvény, ¢ és P adott fliggvények

[

u(0,x) = o(x), %u{[},x) = P(x).

Ha most feltessziik, hogy c=1, akkor a kezdeti értékhez tartozd megoldds megadhato a

kozépértékek linearis kombinacidjaként:
, 0 _
u(t,x) =t My [¥] + a(tMi,x[qb]}

Itt:



1 2 sin cos
Mix[x] = in /1d 00519£ dyg y(x+tn(?, v)) ahol n(d, )= | sindsinyg

cos 1

a x fuggvény kozépértéke az x kozéppontu |t| sugard gombon. Kiemelendd, hogy

Mox[x] = x(x).

A kezdeti érték feladat megoldasa folytonosan fligg a kezdeti értéktél, és a t
id6pontban az x-beli érték csak azoktdl az y pontokban felvett értékektdl fligg, amely y-
okbodl a c=1 sebességgel haladd hulldm elérhetett x-be. Azaz, a hulldm c=1 sebességgel

halad, és eleget tesz a Huygens-elvnek.

Alacsonyabb dimenzidkban azonban nem teljesil a Huygens-elv, az x-beli érték
azoktdl az y pontokban felvett értékektdl is fligghet, amely y-okbdl a c=1 sebességnél
lassabban haladd hulldam elérhetett x-be. Paros dimenzidkban hasonléan nem teljesil a

Huygens-elv.

2.11.2 Peremérték-feladatok:
Egy térdimenzidban:

Egy x=0 és x=L kozott kifeszitett hajlékony hur eleget tesz a hullamegyenletnek

minden t>0 és 0 < x < L-re. Kilénb6z6 peremfeltételek adhatdk:

—u(t,0) + au(t,0) = 0,
u,(t, L) + bu(t, L) =0,

ahol a és b nem negativ. Ha azt akarjuk, hogy a hatarpontokban u nulla legyen, akkor a-

nak és b-nek a végtelenbe kell tartania.

A valtozdk szétvalasztasaval: u(t, x) = T(t)v(x).

AR
Kévetkezik, hogy 2T »
A A\ sajatérték a

v + A =0,
—v'(0) 4+ av(0) =0, o'(L)+ bv(L) =0.



rendszer nem trividlis megoldasa, ami az altalanosabb Sturm-Liouville-tétel specialis
esete. Ha a és b is pozitiv, akkor az Osszes sajatérték pozitiv lesz, és megoldasként
trigonometrikus flggvények addédnak. Az u-ra és urre adott négyzetesen integralhato
kezdeti feltételekre adott megoldas ezek szerint a fliggvények szerint trigonometrikus

sorba fejthetd.

Magasabb dimenzioban:

Tekintsik a D tartomanyt az m-dimenzidos X térben, és jeldljik a hatarat B-vel.
Ekkor a valtozdkra a kovetkez6knek kell teljestlnitk: x D-beli, és t > 0. D hatdran az u

megoldasra kikotjik, hogy

3u+ 0
— I = .
on '
ahol n a B-rél kifelé mutaté normalis egységvektor, és a a B-n definidlt nem negativ

figgvény. Ha u-nak nullanak kell lennie a hataron, akkor a-nak a végtelenbe kell tartania.

A kezdeti feltételek:

uw(0,z) = f(z), w = g(x),

ahol f és g a D-n értelmezett fliggvények. A feladat megoldhato f és g sajatfiggvények

szerinti sorfejtésével.

Ezek a sajatfliggvények eleget tesznek ezeknek az egyenleteknek:

v . V‘U —+ ./\'U = D_. D-ben,

dv
— +av =10,

és on B-n.

Ha D korlap, akkor a sajatfiiggvények el6allnak, mint egy csak a 0 szogtél fliggh
szogfliggvény, és egy, csak a kozépponttdl vald tavolsagtdl fliggé Bessel-fliggvény
szorzata. Harom dimenzidban, ha a hatar gombfelllet, akkor a két tényez6 kozil az egyik

egy harmonikus gdémbfliggvény, a masik egy félegész Bessel-fliggvény.



2.11.3 Egy dimenzios (linearis) harmonikus oszcillator:
A fizika sok teriiletén hasznaljak a harmonikus oszcillator modelljét kiilonféle

rendszerek leirdsara. A harmonikus oszcillator olyan rendszer, amelyben a visszahuzo er§
egyenesen ardnyos a rezg6 rész kitérésével. llyen rendszer lehet egy kis tomegpont,
amelyet két vizszintes rugé tart, vagy az ugynevezett matematikai inga, amelynek kitérése

elég kicsi, és a rajta fliggd suly jo megkdzelitésben pontszerlinek tekinthetd.

Az m tomegl egy dimenzids harmonikus oszcillatorra F = — kx rugalmas eré hat,
ey s s s o F:_Bl .« s . 'V(:{;)zlkxE s
ahol k pozitiv dllandé. Mivel "=~ ~az, a potencialis energia: 2" . Ha a potencialis

energiat

(V(x)) a hely (x) fliggvényében abrazoljuk, parabolat kapunk.

A harmonikus oszcillator Schrédinger-egyenlete: 2m da? + 2 e ¢

A Schrodinger-egyenlettel meghatarozhatdak a lehetséges energia-sajatértékek
(En), és a hozzajuk tartozo sajatfliggvények ({,). Az egyenletet a Sommerfeld-féle polinom

modszerrel lehet megoldani.

. e i Bn= (g )= (nt ) b
Az energia lehetséges értékei a sajatértékek: 2 2 , ahol
&
{k = Q?Tu = III_ . ’ Ve 7 Ve e ’ ’
’V m korfrekvencia, és n=0,1,2,... nemnegativ egész szam. Ezzel a sajatértékek
teljes rendszerét megkaptuk. Az oszcillator energia-sajatértékei tehdt nem vesznek fel
tetsz6leges értékeket, hanem hv kvantum egész szamu tobbszorosei.

hu
Az n = 0-hoz tartozo 7 2 sajatértéket az oszcillitor zéruspont-energidjanak

nevezzik.

A szomszédos energiaszintek kozti kilonbség: E, - E,_1 = hv

2
T 4 i}

Y . . 20 gon , Iﬁl"nNHn(_)e_E =, .
Az E, sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény: a , ahol “ me, €s H,az n-dik

Hermite-polinom.

Az ardnyossagi tényez6 egy normalé tag, mivel | U | 2 = 1-nek teljesulnie kell.



Alkalmazas:

+ Kétatomos molekuldk vibrdcids szinképének értelmezése

A kétatomos molekuldkban az atomokat kozelitGleg rugalmas erék tartjak egymas
kozelében. A molekula ezek hatdsdra rezgéseket végez, amelyek lehetséges

energiaértékeit a fenti energia sajatértékek adjak meg.
« Szildrd testek Einstein-modellje

A modellben a szilard testet ugy képzeljik el, hogy az atomjai a kristalyracs
racspontjaiban helyezkednek el, és egyensulyi helyzetik koril kis amplitiuddval
rezegnek. A test minden atomja azonos amplitudoval rezeg, és a koztik Iévé
kdlcsonhatastél eltekintink. Ekkor az atomokat elemi oszcillatorokként
vizsgalhatjuk, igy jo kozelitéssel meghatarozhatjuk a szildard anyag molaris

hékapacitasanak értékét.

Kétségteleniil a kvantumelmélet irja le pontosabban az inga viselkedését, azonban a
klasszikus leirds sokkal praktikusabb ebben az esetben, hiszen a mindennapi életben sosem
tudjuk az inga helyzetét (vagy energidjat) ilyen pontosan mérni. A kvantumelmélet mintegy
magaban foglalja a klasszikus elméletet. A makroszkopikus vildagban altaldban teljesen
megfelel6 a klasszikus megkozelitést alkalmazni, az elemi részecskék és a mezdk vilagaban

azonban sok esetben egyediil a kvantumelmélet ad hasznalhato eredményt.

A természetben el6forduld rendszereket altalaban nem lehet egyetlen — adott
paraméterd — harmonikus oszcillatorral modellezni. Gyakran azonban a ranézésre
Osszevissza rezgl rendszer leirhatd néhdany, esetleg végtelen kilonb6z6 paraméterd
harmonikus oszcillator 0Osszegével. llyen, viszonylag egyszer( rendszer egy idealis
zongorahur. Minden mddusnak megfelel egy adott rezgésszamu, amplitudoéju és fazisu
oszcillator. Ha elég sok mddust gerjesztlink, a teljes hur igen bonyolult mddon rezeghet, a
har egy kivalasztott pontjanak idébeli kitérésfliggvénye szabalytalannak tlnik. A klasszikus
elmélet szerint a hur teljes energiaja a gerjesztett oszcilldtorok energidjanak osszege, a
nem gerjesztett (nulla amplitdddji) médusok energidja zérus, vagyis azokat nem is kell

figyelembe venni



2.11.4 Schrodinger macskaja:
A tudds ezzel a neves kisérlettel kivdnta szemléltetni a mikrovilagban uralkodé

torvények hétkoznapi szemlélet szamara meghokkent6 idegenszer(iségét, azt, hogy
részecskék egyidejlileg tobb helyen, kilonféle allapotokban lehetnek. a kisérlet csak egy
fikcio volt, a valdsagban nem végezték el.

A fizikusok régota toprengenek azon, vajon hol huzodik az a hatar, ahol a kvantum-
szuperpozici6 mindenképpen Osszeroppan, azaz az egymassal keveredd allapotok
dekoherenssé valnak. Ez az allapotvaltozas egyuttal a mikro- (a kvantumfizika térvényei
altal irdnyitott) és a makro- (klasszikus fizika torvényei érvényesiilnek) vildag kozotti

hatarvonalat hatarozza meg.

Teller Ede egy 1996. oktdber 21-én, a Debreceni Akadémiai Bizottsag el6tt tartott

el6adasaban igy irja le a kisérletet Schrodinger szemsz6gébdl:

»Tegyiik fel, hogy van egy macskdm. Ezt beteszem egy ketrecbe, és a ketrec
mellé odateszek egy radioaktiv készitményt, amely percenként 50%-os
valdszinliséggel bocsat ki egy alfa-részecskét. Egy szamldlot is odateszek, ami
egy percre bekapcsol. Ha ez alatt a perc alatt jon egy alfa-részecske, akkor a
szamlaléo megindul, kinyit egy kis ajtot, bejon egy kémiai méreg, amitél a
macska meghal. Ha pedig nem jott alfa-részecske ebben a percben, a macska
életben marad. En ezt nem figyelem. A kisérlet végén a macska dllapotfiiggvénye
olyan, hogy a macska egy fél valosziniiséggel él, és egy fél valdsziniiséggel
halott. Heisenberg szerint - mondja Schrédinger - ha most hirtelen ranézek a
macskdra, attél a tekintettél a macska tényleg meghal, vagy a macska tényleg
megél. Hat kérem szépen - mondta Schrédinger -, én ebbél egy szot sem hiszek.
Ez igy nem lehet.”

Schrodinger macskaja tehat élet és halal kvantummechanikai szuperpozicidjaban lebeg,

mivel sorsa 0sszefonddott egy potenciadlisan macskagyilkos a-részecskéével.

Vagyis ugyanakkora esélye van annak, hogy a macska él, mint annak, hogy mdr

elpusztult, esetleg kéztes dllapotban van, élet és haldl k6zétt.
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