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1. Fejezet
BEVEZETO

Szakdolgozati témavalasztdsnal probaltam olyan témat vdlasztani, ami késobb a
tandri palyan felhaszndlhat6. Egy adott feladatra, ha tobb megoldast adunk, azzal egyrészt
ellendrizhetjiik, hogy j6 eredményt kaptunk, masrészt motivdlni is lehet vele a didkokat.
Az ismeret elmélyitését is segitheti, hogy kiillonbozé témakoroknél a kiilonbozo
részismeretek hogyan épiilnek fel, illetve, hogy az aktudlis tananyag €s a kordbban tanult
tananyag hogyan fliggnek 0Ossze. Ezen kiviil egy feladat kiillonb6z6 megolddsai sordn
gyakran tapasztaljuk, hogy az adott feladatot nemcsak egy korosztdlynak lehet feladni,
hanem kiilonboz6 évfolyamokon is meg lehet probédlni a megoldast.

Ha egy adott feladatra tobb megoldast is adunk, azzal fejleszteni lehet a logikus
gondolkoddst €és mivel a didkok kiilonboz6 képességgel rendelkeznek az sem
elhanyagolhaté ebben az esetben, hogy az egyik az egyik megoldast érti meg el0szor
konnyebben, mig egy masik didk egy masik fajta megoldast.

Ha egy feladatra minél tobbféle megoldast adunk, azaz minél tobb szempontbdl
kozelitjiik meg, azzal jol lehet fejleszteni a kiilonbozé matematikai kompetencidkat' is,
aminek fontossdgardl ma gyakran hallunk.

Ha kiilonb6zé megolddsokat adunk egy feladatra, azzal segithetjiik azt is, hogy a

kiilonbozo részismereteket jol dsszehangoltan tudjdk alkalmazni.

' A matematikai kompetencia a ,,matematikai tantdrgyi ismeretek, a matematika-
specifikus készségek és képességek, dltaldnos készségek és képességek, valamint

motivumok és attitiidok egyiittese” (Viddkovich Tibor, 2004).



A DOLGOZAT SZERKEZETE

A dolgozatban a feladatokat, témakoronként rendeztem. A feladatokat kiillonbozd
kozépiskolds tankonyvekbdl valogattam Ossze, figyelve arra, hogy mindenféle témakorbol
legyenek koztiikk. Ezek fOként kozépszinten haszndlhatéak a kozépiskoldban de vannak
kozottik emelt szintliek is. Ilyen feladatok példaul, amelyeknél kiilonféle bizonyitasi
modszereket alkalmaztam.

Ebben a témaban késziilt mar olyan szakdolgozat (T6th Enikd, 2009) amelyben
féleg emelt szintii csoportok illetve szakkori feldolgozds szdméra vannak feladatok. Ugy
gondoltam, hogy meg lehetne mutatni, hogy a k6zépszintli kozépiskolai feladatok kozott is
vannak olyanok, amelyeket tobbféle képpen is meg lehet oldani, ezért fdleg ilyen
szintlieket tettem dolgozatomba.

Arra torekedtem, hogy feladataimmal minél jobban meg lehessen mutatni a
matematika sokszintiségét és azt, hogy a kiilonb6z0 matematikai teriiletek hogyan
kapcsolédnak 6ssze.

A feladatok kozott vannak ,.klasszikusok™ is, amelyek kiilondsen alkalmasak arra,
hogy bemutassam egy feladat tobb oldalrdl is megkozelithetd. Mindegyik feladat mellett
jeloltem, hogy melyik irodalomban taldltam meg, illetve honnan vettem.

A feladatok megolddsandl jeloltem azokat a megolddsokat, amelyek megtaldlhatok
a konyvekhez tartozé megoldékulcsban. Az Egységes Erettségi Feladatgyiijteménynek van
olyan megoldokotete, amelyben megtaldlhatok az egyes feladatok megoldasai. A
Matematikai Feladatgylijteményhez, illetve a 2000 feladat az elemi matematika korébol
ciml konyvekben csak eredmények taldlhatdak, illetve otlet a megoldashoz. A Sokszinli
Matematika cimi tankonyvekhez taldlhaté megoldasi dtmutatd, de azokhoz a feladatokhoz,

amelyek a dolgozatba szerepelnek, csak eredményeket irtak..



2. Fejezet
FELADATOK TOBBFELE MEGOLDASSAL

KOMBINATORIKAI FELADATOK

1. feladat
Hény olyan kiilonb6z6 szamjegyekbdl all6 négyjegyli szam van, melyben két paros és két

paratlan szamjegy szerepel. (Matematika Feladatgylijtemény 1999, 355/183)

1. megoldds

Nézziik meg, milyen esetek vannak akkor, hogy egy négyjegyli szamban, amelyben 2

paros és 2 paratlan szam legyen. Zardjelbe jeloljiik, hogy az adott helyre hanyféle szamot

tehetiink.

paratlan (5) paros (5) paratlan (4) paros (4) 5:5-4-4=400
paratlan (5) paros (5) paros (4) paratlan (4) 5-5-4-4=400
paratlan (5) paratlan (4)  paros (5) paros (4) 5-4-5-4=400
paros (4) paros (4) paratlan (5) pdratlan (4) 4-4-5-4=320
paros (4) paratlan (5) paros (4) paratlan (4) 4-5-4-4=320
paros (4) paratlan (5) pératlan (4) péros (4) 4.5-4-4=320

Osszesen: 2160
Ha 0Osszeadjuk az Osszes lehetséges esetnek a szamdt, akkor megkapjuk, hiny olyan

négyjegyll szam van, amelyben 2 paros és 2 pératlan szdm szerepel.

2. megoldds

El6szor kiszamoljuk az Osszes esetet, azokat is amelyek 0-val kezdddnek. A két darab

paratlan szamot (ZJ -féle képpen tudunk kivalasztani, és a két darab péaros szdmot is
5 féle képpen tudjuk kivdlasztani. Az igy kapott 4 jegyet 4!-féle képpen tudjuk sorba

5 (5
tenni. Az 0sszes eset széma(zj'[zJ 4!,



Ezutan szamoljuk ki hany olyan lehetdség van, ami 0-val kezdédik. A paratlan szdmokat

5
[J -féle képpen tudjuk kivalasztani. Mivel az els6 helyen 0 all igy a mdsik paros szdm 4-

féle lehet és a kapott szamokat 3! képpen tudjuk sorba 4llitani, gy hogy az els6 helyen a 0

5) (4
all. Tehat az 6sszes olyan lehetdségek szama amelyik 0-val kezdddik (2] . (1 ] -3!

. 5)(5 5) (4
Igy az Osszesen (2)(2)4!_(2)(1].3!: 2160 olyan 4 jegyli szdm van, amelyben 2

paros és 2 paratlan szam van.

3. megoldds

Mivel a feladatban a nehézséget az adja, hogy 0-val kezd6dd szam nincsen, ezért nézziik
meg mennyi azoknak az eseteknek a szdma, amelyben szerepel a 0, és mennyi azon
lehetdségeknek a szama melyben nem szerepel a 0.

Eldszor szamoljuk Ossze azokat a lehetdségeket, amelyekben szerepel a 0. A két darab

5
paratlan szdmot [ZJ -féle képpen tudjuk kivalasztani. A 0 mellé 4-féle paros szam johet.

Az els6 helyre 3 szamot tehetiink, mert 0-val nem kezdddhet szam. A maradék 3 helyre 3!-

féle képpen tehetjiik a szdmokat. Igy az 6sszes olyan lehetéség szdma, amely tartalmaz O-t

(Sj
3431
2

Most szamoljuk ki azokat az eseteket, amelyekben nem szerepel a 0. A paratlan szdmok

5 4
kivalasztasanak lehetdsége (2], a paros szamok kivdlasztdsanak a lehetdsége (zj, hiszen

a 0-t nem szdmoljuk. Ezeket Gsszesen 4! —féle képpen tudjuk rendezni. Igy Gsszesen

( j ( j 4! darab olyan lehet6ség van, amelyikben nem szerepel a 0.
A

megoldast megkapjuk ha a két részeredményt Osszeadjuk,

(oo



4. megoldds

Kiszamoljuk az 0sszes négyjegyll szdmot, amelyek csupa kiilonb6zd szamjegyekbol

|
% _4536. Szamitsuk ki

9) (9
allnak. Ezeknek a lehetdségeknek a szdma| || [3!1=9-————
1 31(9-3)!

3
azoknak a lehetdségeknek a szamat, amelyekben nem két paros €s két paratlan szdmjegy
szerepel.

Rossz lehetdségek
3 pératlan és 1 paros szam

5) (4) (5
- elso helyen paratlan szam 4ll: (J . (2] . {1] -31=900

5

4
- elsO helyen péros szam all: (1 J : [3

]-3!= 240
3 péaros €s 1 paratlan szdm:

5) (5
- elsO helyen pératlan szam all: (1 j . (3J -3!=300

) 4\ (5) (4
- elsd helyen péros szam all: e -31=720

4) (4
Mindegyik szamjegy paros: (1 J . (3] -3!=96

5
Mindegyik szdmjegy paratlan: {4} -41=120

A megoldasok szdmat megkapjuk, ha az 0Osszes lehetdségbdl kivonjuk a rossz
lehetOségeknek a szdmdt. Az Osszes lehetOséget mar kiszamoltuk, 4536. A rossz
lehetdségek szdma pedig 2376. Tehdt az olyan négyjegyll szamok szdma, amelyekben két

paros és két paratlan szdm all 4536-2376=2160.

2. feladat

Hanyféleképpen olvashaté ki a kovetkezd tablazatbol a

BUDAPEST sz6, ha a tablazat bal fels6 bet{ijébdl indulunk,

és az egyes lépeseket csak jobba vagy lefelé tehetjiik?

> Tl | =
o > U C
m| v »>| O
w»| o o >
—H| «»n m o

(Matematika Feladatgy(jtemény 1999, 345/90)

1. Tablazat



1. megoldds
Ahhoz, hogy a BUDAPEST sz6t ki tudjuk olvasni, dsszesen 7 1€pést kell megtenni, ebbdl

3 1épés lefelé, 4 1épés pedig jobbra. Az 6sszes megoldast ugy kapjuk meg, hogy a jobbra és
a lefelé torténd 1€pések Osszes lehetséges sorrendjeit megadjuk.

Megadhatjuk példaul, hogy 7 1épés koziil mely esetekben volt lefelé 1épés. Ezeknek a

7
szama: [ jz 35
3

Tehat 56 kiilonb6z6 médon tudjuk kiolvasni a BUDAPEST szét.

2. megoldds

Minden mezének megfeleltetiink egy szdamot, ami azt jelenti, hogy az adott mezdbe

hanyféle médon tudunk eljutni

2. Tablazat
Egy adott mezdbe balrdl és feliilrdl érkezhetiink, azaz a mez6

1 1 1 1 1

»ertékét” ugy szamitjuk ki, hogy 0sszeadjuk a tdle balra levd
1 2 3 4 5

értéket, €s a mez0 feletti értétét. Ha igy kitoltjiik a tablazatot,
1 3 6 | 10 | 15

akkor megkapjuk, hogy a bal fels6 sarokbdl a jobb alsé
1 4 | 10 | 20 | 35 . (o o

sarokig dsszesen 35 lehetséges uton tudunk eljutni.

3. feladat

Egy dobozban 15 kiilonb6z06 targy van. Taldlomra kivesziink a dobozbdl néhanyat (lehet,
hogy mindet, lehet, hogy egyet sem). Hany kiilonboz6 eset johet 1étre?
(Matematika Feladatgy{ijtemény 1999, 359/208)

1. megoldds

Nézziikk meg kiilon-kiilon, milyen lehetdségek lehetnek, majd adjuk Oket Ossze. Ha O

darabot vélasztunk ki azt (15] -féle képpen tehetjiik meg. Ha egy tdrgyat valasztunk ki azt
0

[15j -féle képpen tehetjiik meg. Ha 2 targyat valasztunk, akkor a lehet0ségek szdma: (1 5]'
| 2

Ha mind a 15 targyat kivessziik a dobozbdl, akkor azt (lsj -féle képpen tehetjiikk meg. Ha
15

Osszeadjuk az Osszes esetet, akkor megkapjuk, hany kiilonb6zé eredmény van.

8



Kiszamoljuk tehdt kiilon-kiilon, hogy mennyi a (15} (15}(15} s (15) és ezek
0 1 2 15

eredményét Osszeadjuk. Tehat osszeadjuk az 1, 15, 105, 455, 1365, 3003, 5005, 6435,
6435, 5005, 3003, 1365, 455, 105, 15, 1.

Ezeknek a szdmoknak az 6sszege 32768, tehit ennyiféle eset lehetséges.

Megjegyzés
Azt is megtehetjiik, hogy az el6z6 megolddshoz hasonléan, kezdjiilk el megoldani a

feladatot, csak a sok szdmolas helyett felhasznaljuk, hogy

o e o + =
0 1 2 n—1 n
Ennél a feladatnal: (15}(15}(15}“_{15 }{ISJ: 215 — 32768 -
0 1 2 14 15

Tehat a 15 kiilonboz0 targyat 32768-féleképpen vehetjiik ki a dobozbdl.

2. megoldds

Mivel a 15 targybdl néhanyat vélasztunk ki, igy nézziik meg kiilon-kiilon, hogy az adott

targyat kivessziik-e a dobozbdl vagy nem.

1. targy kivessziik nem vessziik ki 2 lehetdség
2. targy kivessziik nem vessziik ki 2 lehetdség
3. targy kivessziik nem vessziik ki 2 lehet6ség
14. targy kivessziik nem vessziik ki 2 lehetdség
15. targy kivessziik nem vessziik ki 2 lehetdség

Mivel 15 targy van, és mindegyik targyndl két lehetéségiink van, ez alapjan az Osszes

lehetség 2'°, ami 32768.



ALGEBRAI FELADATOK

4. feladat
Ot szog egyiitt teljes szoget alkot. Tudjuk tovdbb4, hogy mindegyik szog az el6z6nél 15°-
kal nagyobb. Mekkordk a szogek?
(Sokszinli Matematika 2005, 236/3)

1. megoldds
A teljes szog 360°. A legkisebb szoget jelolje « .

A szogek: a, a+15", a+30" a+45 a+60° a+15".

Egyenlettel felirva, megkapjuk mennyi a & .

a+a+15 +a+30" +a+45 +a+60° =360°

a=45

A keresett szogek: 42°, 57°, 72°, 87°, 102°.

Megjegyzés:

Ennek a megolddsnak egy vdéltozata, ha a kozépsé szog lesz «, ekkor a

szogek: & —30, a—15, a, ¢ +15, ¢+ 30. Ekkor -30+a—-15+a+a+15+a+30=360".

Innen megkapjuk, hogy 5 =360°,azaz 5Sa =72. Azaz a keresett szogek: : 42°, 57°, 72°,
87°,102°.

2. megoldds

Szamtani sorozatként is felirhatjuk a feladatot. Ekkor tudjuk, hogy a sorozat elsd tagja 4, és
a kiilonbség 15°. Tudjuk még azt is, hogy a teljes szog 360°, azaz az elsé Ot tag Osszege
360°

aj=4,d=15°,Ss =360°

S :(a1+an)‘n
! 2
360° = (2A+4-15°-5

360°=(A+30°)-5
42° =

10



5. feladat

Hatirozzuk meg az m-et (me R) gy, hogy a 2x* —11x + m = Oegyenlet gyokei kozott a

kovetkez6 Osszefiiggés alljon fenn: 2x, —x, =2.

(Matematika feladatgyiijtemény 1999, 202/549)

1. megoldds

Kezdjiik el megoldani a masodfoku egyenletet x, -re és x,-re.

11+£+/121-8m . 11-+/121-8m
Xy = . Innen  megkapjuk,  hogy X, = és
4 4
X, = I+ 121—8m. Azt tudjuk, hogy 2x,—x, =2, ebbe behelyettesitve x -t és x,-t
4

megkapjuk mennyi az m .

o (1=V121=8m ) _(11+4i21-8m ) _,
4 4

[22_2. 121_8mj{11+ 121—8m]_2 /4
1 4

22-2-4121-8m —11-+/121-8m =8
11-3-4/121-8m =8
-3-4121-8m =-3

J121-8m =1

120 =8m

I5=m

Tehat m-nek 15-nek kell lennie, hogy a megadott feltétel igaz legyen a gyokokre.

11++/121-8m

Megjegyzés: ha x,= 2 , ebben az esetben a behelyettesités utdn a minimalis

kiilonbség is nagyobb lenne mint 2, mert ha a diszkrimindns egyenlé nulldval, akkor a

Z-E—E:E , ami nagyobb mint 2. Ellendrzés: 2x”> —11x+15=0 a mdsodfoki

4 4

(9]
)]

egyenletet megoldva megkapjuk, hogy a két gyok: 3és > és 2. ——3=2.

[\

11



2. megoldds

Irjuk fel az egyenletet gyoktényezds alakban. 2(x — X )(x=x,)=0. A zar¢jeleket
felbontva ezt kapjuk:
2(x* =X, X=X, X+X,:X,)=0

2x7 =2%, X —2%, X +2x,-x, =0

Irjuk 4t a kapott egyenletet ilyen alakban: 2x7 +(—2x, —2x,)x +2x, -x, =0. Ebbdl
latszik, hogy a —2x, —2x, =—-11ésa 2x, -x, =m.
Tudjuk, hogy 2x, —x, =2 és —2x, —2x, =—11. Ezek segitségével fel tudunk irni egy

két egyenletbdl all6 két ismeretlenes egyenletrendszert, melybdl megkapjuk x, -t és x,-t.

-2x, —2x, =-11 ) 5,
Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk, hogy x, =— és x, =3.
2X, =X, =2 2

Tudjuk, hogy m=2-x, - x, =2'%-3=15.Tehét m=15.

EllenOrzés: 2- % -3=2

3. megoldds

. . ) 11
Hasznaljuk fel a gyokos és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket. Ez alapjan x, +x, =3

. 11
és X, X, 2%. Ha megoldjuk az x, +x, :? és 2x, —x, =2 egyenletrendszert, akkor

. . 5 : .
megkapjuk a két gyokot, ami a 3és —. Innen fel tudjuk irni, hogy x,-x, :%, azaz

\9)

3.2-™ ehdt m=15.
2 2

Ellendrzés: hasonldan, mint az elsé megoldasnal.

12



6. feladat

Bizonyitsuk be, hogy 51" +2" +3" +4" pontosan akkor, ha 4 nem osztja n-et, ne N

(2000 feladat az elemi matematika korébol 2003, 40/430)

(a felhasznalt irodalomban nem ezek a megolddsok szerepelnek)

1. megoldds

Erdemes a feltétel alapjan kiindulni: n=2k+1 vagy n=2k ahol k egész, és eszerint rendezni

a megoldast.

(1" +4" )+ (2" +3"). Haszndljuk fel a kovetkezs

Parositsuk tagokat a kévetkez6 moédon: 5

azonossagot: a+bja" +b", ha n=2k+1. Ebbdl kovetkezik, hogy 51" +4" és 52" +3",

ha n=2k+1.

Nézziikk meg azt az esetet, amikor n paros. Ekkor az 1" +2" +3" +4"kifejezésben az n
dtirhat6 2k alakra, 126 2% 3% 4 4% ezt dtalakitva
@) +2) +B) +(@*) =1 +4* +9" +16*. Nézzik meg, hogy a 1*+4*+9*+16*
milyen maradékokat ad 5-tel osztva.

Hasonl6an felhasznélhaté, hogy ha k paratlan a+bla* +b", ekkor 51" +9* és 5/4* +16° .
Tehat mar csak azt az esetet kell megnézni, amikor k paros (ilyenkor
n=2-2-k=4-kalakd) . Az eredeti kifejezésbe irjuk be, hogy n=4-k, azaz
1% 42" 43" 1 4% =1 +16" + 81" +256" . Ez a kifejezés 5-tel osztva mindig 4 maradékot
fog adni, hiszen az 1 barmelyik hatvanyédnak az utols6 szamjegye 1, hasonléan a 81-nek is.

Al6-nak és 256-nak az utolsé szdmjegye hatvdnyozdskor 6, azaz 5-tel osztva 1 maradékot

adnak.
Azaz 5-tel osztva mind a 4 kifejezés 1 maradékot ad, tehat az 0sszegiik a maradékoknak 4

lesz, ami nem oszthat6 5-tel. Tehét ha n 4-k alakd, akkor az 1" +2" +3" +4" nem oszthat6

5-tel.

13



2. megoldds
Nézziik meg milyen maradékokat ad az 1" +2" +3" +4" 5-tel osztva. A tablazat legfelso

sordban a lehetséges n értékek szerepelnek.

1 1 1 1 1 1 1

—
—_
p—
—
p—
—_
—
p—
—_

2k 21 4] 3 1 2 | 4 3 1 2 | 4 3 1 2 4 3
3 3 4 1 2 1 3 4 | 2 1 3 4 2 1 3 4 2
4* 4 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4
z o000 | 4]0]|]O0]O0]|4]O0 0 0 4 0 0 0

3. Tablazat

Latszik a tdbldzatbdl, hogy az 5-tel vald osztisi maradékok periddikusak. A tdbldzat
alapjan megfigyelhetd, hogy a 5|I"+2"+3"+4", minden n-re, kivétel, ha az

n=2-2-k=4-k alaku.

3. megoldds

(A konyvben teljes indukcidval ajanljék a feladat megoldasat, de nem vezetik le)

Teljes indukcidval latjuk be, hogy 5[1" +2" +3" +4", ha n nem 4k alakd. Harom esetre

bontjuk a feladat megoldasat, n = 2k+1 alaku, vagy n=4k+2, vagy n=4k ahol k egész szam.

1. eset: n=4k+2

Ekkor S[1#2 4 2%%% 1 3%%2 1 442 3 bizonyitand6 4llitas.

Az allitas k=1-re igaz, mert 5|1+ 64+ 729+ 4096 =4890.

Tegyiik fel, hogy k=t-re igaz az allités.
Azaz:

Lassuk be a feladatot t+1-re, azaz 5|14“+”+2 4 QM2 a2 g4EDR2 A alakitva:
S[IAO 4 240 4 340 4 g0 Tovabbalakitva megkapjuk, hogy

(1402 4242 4 3492 £ 4402) 1152492 1803472 4 255.4%"2 A zdr6jelben 16v6 Kifejezés
az indukciés feltevés miatt oszthat6 5-tel, be kell még latni, hogy

S[15- 2% +80-3""2 + 25542, ez viszont igaz hiszen
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5[5-(3-2%%2 #1632 +51.4). Tehdt t+l-re igaz az dllitds, ezért S[I" +2" +3" +4"

igaz, ha n=4k+2

2.eset: ha n=2k+1 alaku

Ekkor 51" +2" +3" +4" = 1?4+ 22" 4 321 1 421 3 bizonyitand6 4llités.

Nézziik meg k=1-re, 1’ +2° +3° +4° =100, azaz k=1-re oszthat6 a kifejezés 5-tel.

Tegyiik fel, hogy k=t-re-re igaz, bizonyitsuk be t+1-re.

S[1PDH g ROy AT g gD Ezt tovabb tudjuk alakitani:

PP 42222 13732 47 47 =P 127 443704 47 6.

frjuk 4t ilyen alakra: (1> +22% +32% +47)13.22% 48.32% 4 15.4°% | Ekkor az
indukcios feltevés szerint a zaréjelben 1évo kifejezés oszthat6 5-tel. Meg kell még mutatni,
hogy 5[3-2°"" +8-3*"" +15. 4>,

Ebben az dsszegben az utolso tag oszthat6 5-tel, bizonyitandd, hogy az els6 két tag 0sszege
is oszthat6 5-tel.

Alkalmazzuk a kovetkezd atalakitast:

3.27% 4+8.3% =83 +2°*") = 5.2 mivel a zdr6jelben levd kifejezés oszthaté 5-

tel ( azonos, pdratlan kitevdjii hatvdnyok Osszege oszthaté az alapok Osszegével), és a

kivonandé is oszthat6 5-tel, a kiilonbség is oszthat6 5-tel. Ezzel az allit4st bebizonyitottuk.

Tehat S[[2H0H 4 221D L 32D+ L f2DH Cas&rt S[1° + 2" +3" +4" . Ha n=2k+1 alakdi.

3. eset: n=4k
Ekkor az 1"+2"+3" +4" =1 + 2" +3% +4* =1 +16" +81" +256" . Mindegyik tag 1
maradékot ad 5-tel osztva. Tehdt az egész kifejezés 5-tel osztva 4 maradékot ad, azaz ha

n=4k, akkor az 5 nem osztja az 1" +2" +3" +4".
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7. feladat
Bizonyitsuk be, hogy 6 | n’—n
(Egységes Erettségi Feladatgy(ijtemény 51/269)

1. megoldds
Az n’-n kifejezést atalakitva kapjuk, hogy 6In(n + 1)(n - 1). Ennek kell teljesiilnie. Mivel,

n,(n+1),(n—1) harom egymast kdvetd szam, ekkor van kozottiik, ami oszthaté harommal
és van olyan is, ami oszthatd 2-vel. Tehat az allitds igaz. (ez a megoldas szerepel a

megoldaskotetben)

2. megoldds

Nézziik az n hattal valé osztas sordn keletkezett maradékait. Ez O, 1, 2, 3, 4, 5. Ha ezeket

behelyettesitjik a n® —n - be, és az eredmény minden esetben oszthaté hattal, akkor az

allitast bebizonyitottuk.

n n*-n
0 0°-0=0 6[0
1 F-1=0 60
2 2'-2=6 66
3 3¥-3=24 624
4 £-4=60 660
5 5-5=120 6120

3. megoldds

Teljes indukciéval.
n =1 esetén az allitds igaz
n =2 esetén is igaz az allitds

Tegyiik fel, hogy 6ln” —n igaz. Nézziikk meg n +1-re.
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6(n+1)° —(n+1)

6|n3 +3n*+3n+1-n-1

6|(n3 —n)+3n°+3n

Az indukcids feltevés szerint 6|(n’ —n), azt kell beldtni, hogy 63(n*+n), 3(n”+n)
kifejezés lathatéan oszthaté harommal, n® +n =n(n +1), két egymads utani szdm szorzata.

gy oszthaté az n® +n 6-tal.

8. feladat
Igazoljuk a kovetkezd allitast 6117° - 11°

(Egységes Erettségi Feladatgy(ijtemény 71/444)

1. megoldds

A megoldés sordn a 178 - 11%-¢ felbontjuk szorzattényezdkre.

617* =112)-(17% +112)- (17* +11%)

Ezutdn a kapott kifejezésben az elsd, azaz a (17> —11%) zar6jelet tovabb bontjuk. Ekkor azt
kapjuk, hogy (17-11)A7+11)17> +11*)(17* +11*), és ebbdl tudjuk, hogy a 17-11 egyenld
6-tal, azaz 6|6(17 +1DA7* +115)A7* +11%).

(ehhez a megolddshoz hasonlé megoldas szerepel a feladathoz tartoz6 megoldéaskotetben)

2. megoldds

Felhasznalhatjuk azt az Osszefiiggést, hogy a—bla" —b" tetszéleges n természetes szdm

esetén.
17—11\178 118

Ez alapjan:
o[17° ~11°
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9. feladat
Egy autébusz 30 perc alatt teszi meg az utat a kiinduld allomdstl a végallomasig. A
kiindulé allomdsrél 2 percenként inditjak az autébuszokat. Egyik autobusszal egy idoben
indul a kiindul6é allomasrél egy autd, amelynek sebessége négyszer akkora, mint az
autébuszé. Hany autébuszt el6z meg az auté a végallomasig?
(Matematikai Feladatgyljtemény 1999, 174/171)
Megjegyzés: A feladat kimondatlanul feltételezi, hogy mindkét jarmii egyenletes

sebességgel halad, ezért dolgozhatunk a kovetkezé modellekkel.

1. megolddas

A kiindul6 allomds és a végallomas kozti utat az autdbuszok 30 perc alatt teszik meg.
Tudjuk, hogy 2 percenként inditanak autObuszokat a kiindulé allomasr6l. Abban a
pillanatban mikor egy busszal egyiitt elindul egy auté is 0sszesen 16 darab busz taldlhat6
az uton. Tudjuk hogy az auté négyszer olyan gyorsan megy, mint a buszok, igy 6 a
kiindul6 allomdstdl a végédllomasig tartd utat 7,5 perc alatt teszi meg. Tehat elég megnézni,

hogy abban a 7,5 percben hany busz ér be a végallomadsra.

Az aut6 induldsanak idépontjdban az A busz mdr bent van a végallomdson, a kdvetkezd 2
percben érkezik a B jelll busz, Gjabb 2 perc milva C jelti busz és utdna 2 percre a D jelil
busz, igy 6 perc alatt bent van a végallomason 4 busz. Az E jelli busz méar a 8. percben

érkezne be, igy azt mar meg fogja eldzni az auto.

Azaz a 16 buszbdl 4-et nem fog megeldzni az autd, igy megkapjuk, hogy 0sszesen 12 buszt

fog megeldzni.
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2. megoldds

2. abra

Az 2. buszt, amikor utolért az auté akkor megtette a teljes ut kétharmincadat plusz még

valamennyit (amennyit ezalatt a busz ment). Ebbdl fel tudjuk irni, hogy

£+t'v=0+4't-v
30

3—20 =3-t-v ahol, a t id0 alatt éri utol a 2. buszt és v sebessége van az autonak.
2 1
90 45

A 0+4- t -v az autd utjanak a hossza.

Ebbdl tudjuk, hogy az elsd buszt a teljes ut A részénél 2 +l = 6+2 = a éri utol. A
45 30 90 90

masodik buszt az ut % részénél, a harmadik buszt az 1t % részénél éri utol. Igy folytatva

) 44 . P .
a 11. buszt a teljes ut 4—5részénél éri utol. Igy Osszesen 11+1 buszt el6z meg, hiszen az

els6t mar a kiindulé dllomésnal megelézte. Igy osszesen 12 buszt eléz meg.

3. megoldds
Oldjuk meg a feladatot grafikusan. Az u 4 [

auto és a buszok sebességét abrazoltuk . //

az i1d6 és az ut segitségével. A kék

egyenesek mutatjdk a buszoknak a
sebességét, ezek egymassal
parhuzamosak, mert ugyanakkora a
sebességiik, és latszik az abrarol, hogy

2 perc kiilonbséggel indultak el. A zold

egyenes pedig az autd sebességét >
abrazolja. Létszik, hogy mig a buszok egy 3. 4bra

x sebességgel haladnak, addig az autd 4x sebességgel, azaz a zold egyenes négyszer
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meredekebb, mint a kék egyenes. Az dbrardl latszik, hogy a kék és a zold egyenes
metszéspontja mutatja meg hol tortént elézés. Az abrardl leolvashatd, hogy Osszesen 12

elozés tortént.

10. feladat

I 1 1 .
Oldja meg az egész szdmok korében: —+— = P (Egységes Erettségi Feladatgyljtemény
Xy

146/1029)

(Nem ezek a megoldasok szerepelnek a feladathoz tartozé megoldaskotetben.)

1. megoldds
A megadott egyenletet at tudjuk irni, 7x +7y = xyalakban. Ezt &4t tudjuk alakitani

szorzattd: (x—7)(y—7)=7". Nézziik meg a 7° osztéit, a 7 osztéi: 1,7,49, -1, -7, -49.
Tehat az x —7 lehetséges értékei: 1, 7, 49, -1, -7, -49. Ekkor az y — 7 értékei: 49,7,1, -49,
-7, -1. Tehdat x lehetséges ért€kei a 8, 14, 56, 6, -42, az ezekhez tartozd vy

lehetségesértékek rendre: 56, 14, 8, -42, 6. (megolddsnak megkapjuk azt is, hogy x=0 és

y=0, de ez nem lehet, hiszen x és y nem lehet O a feladat alapjan.)

2. megoldds

1 1 1 .
A megadott egyenletet dtrendezziik: — =———. K6z0s nevezdre hozva megkapjuk, hogy

x T 'y

1 l—l. Osszevonva megkapjuk, hogy i:}’_—7 Ezt az egyenl6séget tovibb

X:7y Ty X Ty

alakitva megkapjuk, hogy x = ——. Ha dtalakitjuk a jobboldalt a ~Y =1 *49

lakra,
y=7 y=7

-nek is

. 4 . )
akkor megkapjuk, hogy x =7 +—97. Mivel x ésy is egész szam, ezért a 5
y-— y=

egész szamnak kell lennie. A 49 oszt6i 1,7,49, -1, -7, -49. Azaz y—7 lehetséges értékei
1,7,49, -1, -7, -49. Tehdt a j6 x és y parok: (8 ; 56) (56 ; 8) (14 ; 14) (6 ;-42) (-42; 6)
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11. feladat

x-1 _Vx-1,
Jx +1 2

Oldjuk meg az egész szamok halmazdn a kovetkez6 egyenletet: 4

(Matematikai Feladatgylijtemény 1999, 225/868/a)

1. megoldds
A négyzetgyok miatt x = 0.

Rendezve az egyenletet, a kovetkezdt kapjuk: 2-(x —1) = (\/_ —1)- (\/; +1)+8- (\/; +1).

A zardjeleket felbontjuk és rendezziik az egyenletet, akkor —x + 8- JX49=0 kapjuk,. Ez

egy mdsodfoku egyenlet Jx -re nézve. Mésodfoki egyenlet megold6 képletével

megkapjuk a keresett értékeket.

—-8*++64+36 —-8%10
\/;1/22

5 = 5 Az egyik lehetséges megoldas: Jx, =9, azaz

x, = 81. Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe, ez j6 megoldds. A mdsik lehetséges

megoldas: \/;2=—1 lenne, de ez +/x >Omiatt nem jon széba. Tehat az egyenlet

megoldésa az x =81

Ellenorzés: 81-1 =E+4 ,azaz 8 =8.
9+1 2

2. megoldds
Kikotés: x =0.

frjuk at az (x—1)-et (\/; —1)- (\/; + 1) alakra. Ekkor az egyenlet:

Wx=D-Wx+1)  x-1)
= +4.
(Wx +1) 2

Egyszerlsitve a baloldali kifejezést:

Wx—p=&x=D

2

+4, 2-vel szorozzuk, és rendezziikk az egyenletet, ami utin a

kovetkezot kapjuk: Jx -1=8,azaz x =81.

Ellenorzés: 81-1 = E+ 4 ,azaz 8 =8
9+1 2
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GEOMETRIAI FELADATOK

12. feladat
Egy négyzet kozéppontja egy madsik négyzet csicsa. Mekkora a két négyzet kozos

részének teriilete, ha mindkét négyzet oldala 2 egységnyi? (Varga Tamds Matematika

Verseny, 1991/92, 7.0. 2. fordulo)

1. megoldds

Az OTAM négyszoget tartalmazza az OTAP négyszog,
és az OSAM négyszog is. Be kell latni, hogy az OTS
haromszog egybevagd az OPM haromszoggel, ugyanis
akkor a jelzett teriilet egyenlé az OTPA négyzettel, ami
éppen a negyede az eredeti négyzetnek. Tudjuk, hogy

|0T|=|0P|=1, és, hogy az OPM £ megegyezik az

OTS szoggel, mindketté 90°. Meg kell mutatni, hogy SOT £ egyenlé POM Z.

SOP £ =SOT £ + TOPZ =POM Z +MOS £

Az MOS szog egyenld a TOP szoggel, mindketté 90°, tehdat az SOT szog egyenlé a POM
szoggel. Ezért a POM haromszog egybevagd a TOS haromszoggel. Tehat az allitds igaz.

2. megoldds

Ennél a megolddsndl azt mutatjuk meg, hogy az
OSAM négyszog dtdarabolhaté az OCA hiromszogbe.
Ezt azért érdemes megtenni, mert ez utobbi teriilete
éppen az eredeti négyzet negyede. Az OMAS
négyszog teriilete egyenld6 az OMA héiromszog

tertiletével plusz az OAS hdromszog teriiletével. Az

OAC héaromszog teriillete pedig egyenlé az AOS
haromszog plusz az OSC haromszog teriiletével. Elég azt megmutatni, hogy az OAM

haromszog teriilete egyenlé az OSC hdromszog teriiletével. Az OCS £ egyenl6é az OAM

22



Z - gel, hiszen mindkettd 45°. Tudjuk, hogy az |0A| =|0C

, €s hogy az OSC Z egyenld

az OMA /- gel, mert ezek merdleges szari szogek.. Kovetkezik, hogy a COS ZLis
egyenlé az AOM £ is fenndll. Igy a jelzett hiromszogekben 1-1 oldal és a rajta fekvé két-

két szog egyenld. Tehdt az 4llitas igaz.

3. megoldds
Az ACDO négyszoget két hdromszogre tudjuk

felbontani, ACOA és OCDA-re. Ennek a két
haromszognek a teriilet egyiitt megadja a keresett

tertiletet. Tudjuk, hogy mindkét haromszog magassaga 1,

mivel OB = OFE =1. A keresett teriilet igy alakul:

A keresett kozos rész teriilete:

AC-1 CD-1

=t

T +
OACA ODCA 2 2
1
‘ =—(AC+CD)
OACA ODCA 2
Az AC és CD szakasz 0Osszege 2, mivel CD=GA (ez kovetkezik példaul a négyzet

negyedrendll forgdsszimmetridjabol) és GA+AC=GC=2 , igy %(AC +CD)=—-2=1

N | —

Megjegyzések:

A jelzett irodalomban nem ezek a megolddsok szerepelnek.

Ez a feladat 9. osztalyban egy jol hasznalhato feladat, hiszen jol ,,gyakorolhat6” rajta a
geometriai bizonyitds. A k6z0s rész nagysagdnak vizsgalatdhoz j6l hasznalhatok kiilonféle
dinamikus geometriai programok is. Pl.: Cabri geometria. Szakkori illetve emelt szintii
feladatként jol vizsgdlhat6 a négyzetek egymdshoz viszonyitott méretének véltoztatdsa a

feladatban.
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13. feladat
Egy haromszog oldalainak felezOpontjai P(-2 ; 3), Q(2 ; -1),
R(4 ; 6). Szamitsuk ki a haromsz6g magassagainak hosszit, a
haromszog teriiletét és belsd szogeinek nagysagat. (Sokszinii

Matematika 2004, 224/10)

1. megoldds.

Elészor az oldalfelezd pontokb6l meghatdrozzuk a

haromszog csucsait.

A (aj;az), B(by;ba), C(ci;co)

a, +b, _ a,+b, _3
2 2

a, +c, _» a, +c, __1
2 2

b1+C1:4 b2+c2:6
2 2

ai+b =4 a+b=6

a1+01:4 a2+02:—2

by +c; =8 by +cr=12

Innen:

a]=-4 32=—4

b =0 b, =10

c1=8 cr=2

Azaz: A( -4;-4), B(0;10), C(8;2)

Mivel ismerjiik az A, B, C pontokat meg tudjuk hatdrozni a pontok kozti tdvolsagot.

IABI =+/16+196 = 14,56
IBCl =4/64+64 = 11,31
IAClI =+/144 +36 = 13,41
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Ebbdl Heron képlettel megkapjuk az A, B, C pontok daltal meghatarozott haromszog

teriletét.
K=14,56 + 11,31 + 13,41 = 39,28
S = 5: 19,64

2

T =/s(s—a)(s—b)(s—c)

T= \/19,64 -5,08-8,33-6,23 = 71,95

A teriiletképletet mashogy is fel lehet irni, igy megkapjuk a haromszog belsd szogeit.

|AC|-|AB|-sina
71,95 =

Kiszamolva, megkapjuk, hogy a = 47,4°, vagy o = 132,6°
Hasonl6an

7105 IBC|-|AB|-sinp

Ebbél tudjuk, hogy B = 60,91°, vagy p =119,09°

71952 BC|-|AC|-siny

Innen y=71,56", vagy y=108,44°

Megjegyzés: a y szoget szamithatjuk 180° — (o + ) segitségével is.

A haromszog szogei: 71,56°, 47,4°, 60,91°. ( A kapott 6 kiilonb6zo érték esetén csak ennél
a harom szognél kapjuk meg, hogy a haromszog belsé szogeinek 0sszege 180°.)

A haromszog magassdganak a hosszait szintén a teriiletképletbdl tudjuk megadni.

~ |AC|-m,

7195 = my=10,7
|BC| ‘m,

71,95 =—— m,= 12,72
|AC| “m,

7195=——— m:=9,88

Tehdt a hdromszog magassdgainak a hossza: 9,88 12,72 és 10,7. A haromszog teriilete

71,95, a belso szogei pedig: 60,91° , 71,56°, és 47,4°.
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8. abra

2. megoldds
A P, Q, R felezOpontok is meghatdroznak egy

haromszoget. Az a haromszog hasonlé az ABC
haromszoggel, hiszen a PQ, QR, PR egyenesek

kozépvonalak az ABC hdaromszogben. Tudjuk azt

is, hogy 2-|PR|=|AC]
2:|QR|=|AB|
2/Qpi=[cB

Mivel a |QP|,[PR

RQ| szakaszok hosszat ki

b

tudjuk szdmolni, igy ezzel meg tudjuk hatdrozni az ABC haromszog oldalainak a hosszét.

[QP|=+/16+16 =+/32 BC|=24/32 =1131
[PR|=+/36+9 =+/45 ¢ innen tudjuk, hogy |AC| =245 =13,41

QR|=/4+49 ~/53 |AB|=2-/53 = 14,56

Mivel az ABC haromszog hasonld, a PQR haromszoggel, igy ha meghatidrozzuk a PQR
haromszog szogeit, akkor tudni fogjuk az ABC haromszog szogeit is . A keresett szogeket

skalaris szorzattal kapjuk meg. Az A csucsndl 1€vo szog a . A C cstcsndl 1év0 szog pedig

Y.

QPR sz6g (o) meghatdrozasa, a (6 ; 3) és (4 ; -4) vektorokbodl skaldris szorzat segitségével

V45 4/32 -cosa =12
37,94 -cosa =12
coso,=0,3162
a=7156°

Hasonl6an PQR szogre (7 ), csak itt a (-4 ; -4) és (2 ; -7) vektorokkal kell meghatarozni.
V32 /53 - cos v=20
Y =60,94°

oa+pB+y=180°
71,56° + 3 +60,94° =180°
B =475°
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PRQ szog 47,5°

A PQR hiromszogben a magassdgvonalak fele akkordk, mint az ABC haromszogben. A
szamitds végezhetd oly mddon, mint az ABC hdromszdgben. Most egy mdsik mddszert
hasznédlunk.

P(-2;3)

R (4:6)

Eldszor hatarozzuk meg a P, R ponton dthaladé egyenes egyenletét. Az egyenes egy irdny
és egy normalvektora:

v (6;3)

n (3;-6)

P(-2;3)

Tehat az egyenes egyenlete: 3x — 6y = -24, azaz x - 2y=-8.

Vegyiik azt az egyenest, ami merdleges a P, R pont dltal meghatdrozott egyenesre, Ggy
hogy az athaladjon a Q ponton. Ez az egyenes lesz a PRQ hdromszogben a P, R oldalhoz
tartozé magassdgvonal.

A magassiagvonal egyenlete: 2x +y =3

A két egyenes metszetével megkapjuk Q’ pontot, amibdl majd ki tudjuk szdmitani a
magassdagvonal hosszdt. Ehhez meg kell oldani a kovetkez6 egyenletrendszert:

2x+y=3

X—2y= —8}

Az egyenletrendszert megoldva, megkapjuk Q’ koordinatdit. Q’=(-0,4 ; 3,8),

Felhaszndlva, hogy Q(2 ; -1)

|QQ'| = \/(—0,4 -2’ +(3.8+1)" = \/5,76 +23,04 = \/28,8 =5,366
Tehat az ABC hdromszogben az AC oldalhoz tartoz6 magassdg my = 2|QQ’| =10,73

P(-2:3),Q2;-1),v(4;-4),n(4;4)
A P, Q ponton 4thalad6 egyenes egyenlete 4x + 4y =4, azazx +y = 1.
Erre az egyenesre merdleges egyenlete, ami dthalad R ponton: x —y =-2

. x+y=1
R’ pontot megkapjuk a
X

} egyenletrendszerbdl. R’(-0,5; 1,5)

A PRQ hdromszogben a P, Q oldalhoz tartoz6 magassagvonal hossza a R és R’ pont

tavolsdga. [RR|=+/(-0,5-4)* +(1,5-6)* = /20,25 +20,25 = 6,36
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Tehdt a BC oldalhoz tartozé magassdg: ~ m,=2|PP|=2-6,36 =12,72

Ugyanigy meg lehet hatarozni Az R, Q oldalhoz tartozé magassidgvonal hosszat.
R(#4:6),Q(2:-1),v(-2:-7),n(-7;2)
Az R Q ponton athalad6 egyenes egyenlete: -7x + 2y = -12

Erre az egyenesre merdleges a 2x+7y=17, ami 4thalad a P ponton. Itt is a két egyenes

egyenletének a metszetébdl lehet ki szamolni P’ pontot, ami (2,75 ; 1,64).

Az RQ oldalhoz tartozé magassdgvonal hossza:

[PP| = /(2,75 +2)% +(1,64—3)* = /22,56 + 1,84 = /24,4 = 4,93

Azaz a AB oldalhoz tartoz6 magassagvonal hossza me=2 |PP'| =987

Az ABC teriiletének a meghatarozdsahoz is elég meghatdrozni a PRQ haromszog teriiletét,

mivel a PR, RQ, QP kozépvonalak, igy a 4 Tpor =Tasc

Mivel megvannak a PQR haromszog szdgeinek €s oldalainak a nagysédga igy a teriiletet ki
AR [PR| QR -sinB
tudjuk beldle szamolni, példdul a T =
[PR| =~/45
QR|=+/53

képlet segitségével.

PRQ szog (B ) =47,5°

V45 -4/53 -sin47.5°
2

= 18,002

Tpro=

Tehat az ABC haromszog teriilete 4-18,002 = 72,008

Természetesen mivel ismerjiik a magassdgait is a PRQ haromszognek, azok segitségével is

ki lehet szamolni a teriiletet.

RQ|[PP| /53,24,
Tro=— =",

=1798

Tapc=17,98-4
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14. feladat
Bizonyitsuk be, hogy egy paralelogrammdban e* +f*=2-a’>+2-b>.
Fitos, 1984, 9/T12)

1. megoldas

Pitagorasz tétel segitségével oldjuk meg a feladatot. Huzzuk be a paralelogramma
magassdg vonaldt (m). Ekkor a két atlot atfogdként tartalmazé megfeleld derékszogl

haromszogekben alkalmazhatjuk a a

_ el =(a-x)+m’
Pitagorasz tételt. ,
f2=(a+x) +m’ pom

Az m-t is fel tudjuk {rni hasonldan:

m’+x°=b’. Azaz m’=b>-x>
Visszahelyettesitve:
+f2=(a+x)+b>—x>)+(a—x)] +(p*-x?) 9. dbra

Rendezve megkapjuk, hogy e’ +f>=2-a° +2-b*, azaz az allitds igaz.

2. megoldds

A feladat megolddsdhoz alkalmazzunk

koszinusz tételt. Irjuk fel a két atlét a
kovetkezdképpen:.
e’=a’+b*—2-a-b-cosa
f2=a’+b>—2-a-b-cos(180" — 1)

2 _ .2 2
f°=a"+b"+2-a-b-cosa 10. abra

Osszeadva megkapjuk, hogy e*+f*>=2-a*+2-b>. (Ez szerepel a megadott

irodalomban)

Megjegyzés:
Maishogy is meg tudjuk oldani koszinusz
tétel segitségével. Ha az o szoget a két 4tlo

metszéspontjdhoz tessziik. Ezen kiviill még

a felhasznaljuk, hogy a paralelogramma atl6i

11. abra
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felezik egymast. Ekkor felirhatd, hogy

2 2
32: E + £ _2. E . £ -COS QL
2 2 2)\2
2 2
b’ = % - g -2- % : % -cos(180°—0c)
. R 2 2 R
b =|—| +|—] +2 — || — |-cosa
2 2 2)\2

f

2 2
A kettét Osszeadva megkapjuk, hogy a2+b2:2-(§J +2-(§J, ami rendezve

2-a°+2-b*=e’+f2.

3. megoldds

12. abra

Megjegyzés:

Vektorok segitségével masképpen is

megoldhatjukna feladatot. Most az atlok

metszéspontjabol induljanak ki az %és

£ vektorok. Ezek

az hosszusigu

segitségével irjuk fel az a oldalhoz

Vektorokkal oldjuk meg a feladatot.
Vezessiikk be a kovetkezd vektorokat

az 4bra alapjan: az a oldalhoz

tartozzon az a vektor a b oldalhoz a b
vektor. Ezek felhasznéldsaval irjuk fel

az e és f atlokhoz tartoz6 vektorokat,

ami az abran az eés az f vektor.

e=a—-b é f=a+b. Négyzetre

emelve megkapjuk, hogy
e’ +f*=2-a’+2-b’

(Ez szerepel a megadott irodalomban).
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tartozé a vektort és a b oldalhoz a b vektort. Ekkor: a=

oo |

—\2 —\2
Négyzetre emelve: (5)2 = [gj +(%] +2-

és rendezve megkapjuk, hogy e’ +f*=2-a"+2-b>.

15. feladat

A nagy téglalap teriilete 1200cm®. A vizszintes sdv 240cm’, a

fiiggbleges sdav 120cm’ teriiletii. Mekkora a kozéps6 kis _

(zold) téglalap tertilete? (Egységes Erettségi
Feladatgy(jtemény 295/1789)

14. abra

1. megolddas

A fiiggoleges (sdrga) sav teriilete120cm?, az egész téglalapé pedig 1200cm?. Igy Gsszesen
10db 120cm” teriiletii fiiggSleges sdvra tudjuk osztani.

Hasonl6an a vizszintes sdv pedig 5szor fér bele a nagy téglalapba. Igy 6sszesen 50db zold

. . . . . . 1200cm® . 2
tertiletre tudjuk osztani a nagy téglalapot. Tehat a megoldas: 0 ami 24cm”. (Ez a
megoldas szerepel a feladathoz tartozé megolddskotetben)

2. megoldds d
—

A feladatot meg lehet oldani dgy is, hogy egyenletekkel

felirjuk az ismert teriileteket, és ezek segitségével ki _ I
c

tudjuk fejezni a keresett tertiletet. a
_ 2 b

ab =1200 cm 15. 4bra
cb = 240 cm?
ad = 120 cm?
dc=7?

120cm? 240cm* 1200cm?
d = Cc= b =

a b a

120cm®  240cm’
a

Azaz: dc = = 24cm?
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3. megoldds

Itt felhasznaljuk a megadott teriileteket, és hogy a szorzas asszociativ
(dc) (ab) = (cb) (ad)

(cd)(ad) _ 240-120
(ab) 1200

=24 cm?

Innen megkapjuk a keresett teriilet (dc) =

4. megoldds e

A sarga és kék savot eltoljuk az abran lathaté moédon a

nagy téglalap mellé, ekkor egyenletrendszerrel
megtudjuk hatdrozni a zold teriilet nagysagat. Tudjuk,

hogy a fehér teriilet 1200cm?, a kék teriilet 240cm’, a

sdrga teriilet pedig 120cm’. b

A sdrga és fehér teriilet 6sszegét fel tudjuk frni, a(d +b) =1320cm’

hasonléan a kék és fehér teriilet Osszegét is fel tudjuk irni, 16-dbra
b(a+c) =1440cm”. A keresett zold teriilet nagysagat jeloljiik x-szel. Az kék és sdrga sav

eltoldsa soran kapott nagy téglalap tertiletét.

(c+a)-(d+b)=ab+ad+cb+cd=1200cm* +120cm* + 240cm” + x
(144Ocm2 ] ' (13200m2

] =1560cm” + x

b a
2
—190080§°m = 1560cm? + x
a .

Tudjuk, hogy a - b =1200cm”
1584 =1560+ x

X = 24cm?

Tehit a keresett teriilet 24 cm?.
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16. feladat
Mutassuk meg, hogy a szinezett rész teriilete
egyenld a jeloletlen részek teriiletével.(2000

feladat az elemi matematika korébol 2003,

103/1291)

1. megoldds

s Ki lehet szdmitani a 17. dbra

megadott teriileteket

s

példaul a kovetkez6 moddon:. Mivel szabdlyos nyolcszdg van

r  megadva igy ki tudjuk szdmitani a BFHI téglalapot. Ehhez meg kell
hatdrozni a|BI| szakasz hosszat. Tudjuk, hogy a BIJD négyszog egy
szimmetrikus trapéz, ennek segitségével hatdrozzuk meg a keresett

|BI| szakasz hosszét. Tudjuk, hogy a DBP £ 45°-0s,a BDJ £ 135° -

Q
X os, tehat a BDP £ 45° -o0s, a BPD £ 907 -0s. Tehat a BPD haromszog
| egy derékszogli egyenlOszari haromszog. Legyen a |BD| szakasz (a
18. abra X

sokszog oldala) hossza a, |BD|: . Innen megkapjuk, hogy

sin 45

N

X :Ta. A DPQJ négyszog egy téglalap, ezért a |PQ| =a. Tehdt a |BI| szakasz hossza,

2-(g-aj+a = (1+\/§)-a. Tehat a BFHI téglalap teriilete (1+\/5)-a2. A nem szinezett
teriilet egyenld a BIJD trapéz teriiletének kétszeresével. A BIJD trapéz teriilete:
(1+x/§)-a+a [Q J (1+x/§)-a2

2

5 5 a |=-—————. Tehat a nem szinezett teriilet:. (1+\/5 )-az. Azaz a

két teriilet megegyezik
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2. megoldds
Huzzuk be a DG és JE szakaszokat, ekkor latjuk

azt, hogy a BFHI téglalap és a GEJD téglalap
egybevagodak, tehat teriiletiik megegyezik. Mivel
szabdlyos a nyolcszog, ezért a DGJE téglalap a
BFHI téglalapnak a 90°-os elforgatdsa a
nyolcszog kozéppontja koriil. Kozos részik a
RTKP négyzet. A BFTR téglalap egybevigo6 a
DRPJ téglalappal, és hasonl6an a PKHI téglalap

a TGEK téglalappal  Tehat azt kell még
megmutatni, hogy a BRD,

- FGT, KEH, 4s a JPI haromszogek ,,beledarabolhatéak” az RTKP

négyzetbe. Ez viszont kovetkezik abbol, hogy ezek olyan

egyenldszari derékszogli haromszogek (a nyolcszog belsd szogei

135° fokosak és 135°-90°= 45° lesz barmely kis hdromszog

derékszogtél kiillonbozé két szoge), amelyeknek 4tfogdja a

20. abra hosszisagu.

Tehat a szinezett €s nem szinezetett teriiletek egyenlok.
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ANALIZIS FELADATOK

17. feladat
Adott keriiletli téglalapok koziil melyiknek legnagyobb a teriilete?
(Egységes Erettségi Feladatgytijtemény 92/611)

1. megoldds
Adott a téglalap keriilete, ez alapjan felirhaté a két oldal. Az egyik oldal legyen x, akkor a

masik oldal K X.
2
A tertiletet fel tudjuk irni a két oldal segitségével. T = x 5 X[, 0<x< bR
Keressiik a T(x)=x- (3 - xj fliggvény maximumat. A fiiggvény egy lefelé nyitott

: 7 . P o, 2, , K .
parabola, amelynek a maximumat keressiik. A parabola széls6érték helye igy X=Z. Mivel
lefelé nyitott a parabola, ezért a maximuma van itt.

Ha X=§ a masik oldal is ennyi lesz. Azaz a keresett téglalap egy g oldald négyzet.

2. megoldds

Az egyik oldal legyen x, a mésik oldal pedig %— x . A téglalap teriilete T = (% — xj X .

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést az x és 5 x értékekre. . Ez

alkalmazhat6, mert a X, és a E —x pozitiv szamok. Ekkor:
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Vagyis T SZ. Mivel mindkét oldalon pozitiv mennyiségek édllnak a reldcidjel irdnya
KZ
négyzetre emelés utdn sem valtozik, T SE' A jobboldali konstans értékhez képest a T

akkor maximadlis, ha az egyenldség teljesiil. Ekkor x :E_X’ vagyis X :Z' Azaz a

o K
maximadlis teriiletli téglalap a 1 oldald négyzet.

(Ez a megoldés szerepel a feladathoz tartoz6 megoldaskotetben)

3. megoldds

Az el6z6 megoldasokhoz hasonléan a teriiletet fel tudjuk {rni T = (%—XJ-X alakban.

K
Vizsgdljuk a f(x)=—x—x"-t. Az f(x) fiiggvénynek keressiik a maximumat. Derivalds

segitségével meg tudjuk adni a szélséértéket. Ha f'(a)=0 és f''(a)<0 , akkor az

f fliggvénynek a helyen maximuma van.

K K
fx)=—x-x> f'(x)=—-2x
(x) 5 (x) 5

K K
Szélséérték ott lehet, ahol f'(a) =0, azaz 0 = 3 -2Xx, X :Z.
f'(x)=-2 f"(Ejz—Z

K K
Tehat "(Zj <0. Azaz a fiiggvénynek az x = " helyen maximuma van, €s a maximum

2
(%] . Azaz adott keriilet mellett a legnagyobb téglalapot akkor kapjuk, ha a téglalap

négyzet.
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18. feladat

+3 :
X oo figgvényt (x,ae R, Xx #a). Az a paraméter mely értékei

2
Tekintse az f(x) = x -4

esetén illeszkednek egy egyenesre a fliggvény grafikonjanak pontjai?

(Egységes Erettségi Feladatgytjtemény 160/1104)

1. megoldds
Mivel olyan a-t keresiink, hogy egyenest kapjunk, ezért az f(x) fiiggvénynek mx+b

2 - 7
alaktnak kell lennie,. Tehat X Zaxds =mx +b. Atalakitva az egyenletet azt kapjuk,
X—a

hogy x°—-4x+3=(x—a)-(mx+b). A zirdjeleket felbontva ezt kapjuk:
x’—4x+3=mx’ +(b—am)x —ab. Az egyenldség két oldalan 4ll6 polinomok akkor
egyenldk, ha m =1, ezenkiviil, ha b—am=-4, azaz a—b=4,és —ab=3. fgy kapunk

a-b=4

egy kétismeretlenes két egyenletbdl allé egyenletrendszert. b } , ebbdl meg tudjuk
ab=—-

hatdrozni az a értékét. b=a—4, behelyettesitve a masodik egyenletbe, a(a—4)+3=0.

Zardjel felbontdsa utan egy mdsodfoki egyenletet kapunk a-ra. a’—4a+3=0. A

4+16-12 442

2 2

mdsodfoku egyenletet megoldva megkapjuk az a értékeit. a,,, =

Tehat a=3 vagy a=1. Az els0 dbra mutatja azt az esetet, amikor az a=1, ekkor az f
fliggvény az y=x —3 egyenes kivéve az (1;-2) pont.. A masodik 4bra, az a=3 eset, ekkor az
f fiiggvény az y=x-1 egyenes, kivéve a (3;2) pont. A emlitett pontok az eredeti fiiggvény

értelmez€si tartomanya miatt nem tartoznak a fliggvényhez .

21. abra
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2. megoldds

2
Adott az f(x)= ﬂﬁiggvény. Alakitsuk 4t szorzattd az x’ —4x +3-at. Ehhez
+.416 —
keressiik meg a gyokeit, x,,, = #, ez alapjan a két gyok a 3 és az 1. A két gyok
(x=3)-x=D

segitségével 4t tudjuk irni a fliggvényt alakban. Tehat a fiiggvény

X—a

grafikonja akkor lesz egyenes ha a=3 (ekkor az f(x) = x —1 fliggvényt kell dbrdzolni x #3
értelmezési tartomdannyal) vagy a=1 (ekkor pedig az f(x) = x —3 fliggvényt kell dbrdzolni
x #1 értelmezési tartomannyal). (Ez a megoldds van a feladathoz tartozo

megoldéaskotetben.)

19. feladat
Az ,,Orokzold” faiskoldban 7000 fenyéfa van. Evente kivagjak a meglevd dllomany 12%-
at, de ugyanakkor 600 uj fenyot is iiltetnek. A fokertész ugy latja, hogy ez egy j6 gondolat,
¢és igy soha nem fogy el a készletiik. A kertészet konyveldje viszont aggddik, szerinte ebbdl
elobb-utébb probléma lesz, és elfogynak a fenydk. Kinek van igaza?

(Késziiljiink az érettségire matematikabdl emelt szinten, 2005)

1. megoldds
A kezdeti évben (0. év) a fenydk szama 7000.

Az 1. évben a fk szdma: 700 — 0,12 - 7000 + 600= 7000 - (1 - 0,12) + 600
A 2. évben a fak szama: [7000 - (1 - 0,12) + 600] - 0,12 - [700 - (1 - 0,12) + 600] +
600 =

=7000 - (1 - 012)* + 600 - (1 - 0,12) + 600
A 3. évben a fak szdma: 7000 - (1-0,12)° + 600 - (1 - 0,12)* + 600 - (1 - 0,12) + 600
Az n. évben a fik szdma: 7000 - (1 - 0,12)" + 600 - (1 - 0,12)"" +...4+ 600 - (1 - 0,12) +
600
Azaz az n. évben sem lehet 0 a fdk szdma, hiszen barmely n-re a 7000 - (1 - 0,12)" + 600 -
(1- 0,12)“'1 +...4 600 - (1-0,12) + 600 pozitiv lesz. Tehat a fokertésznek van igaza.

(Részben ez van az irodalomban.)
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2. megoldds

Szamolas nélkiil is meg lehet oldani, hiszen volt eredetileg 7000 fank és minden évben ott
marad legalabb 600 fanak a 88%-a Tehat nem fognak elfogyni.

Megjegyzés:

Az mas kérdés, hogy milyen id6s fat érdemes kivagni, de ezt a feladat nem vizsgalja.

Ha a fak szama eléri az 5000 darabot, akkor a fadllomany stabilizdlédni fog, hiszen az
5000-nek a 12%-a pont 600, tehat 600 fat vagunk ki és annyit iiltetiink hozza. Tehat a
fadllomany 5000db fanal fog stabilizalodni.

Ha az n. évben a, darab fa van. Ekkor a_ felirhat6: a, =0,88-a,_, +600. Ez a sorozat

soha nem meg 5000 al4, tehat a fak nem fognak elfogyni.

3. megoldds
Azt éllitjuk, hogy nem fogynak el a fak.

Bizonyités: indirekt médon.

Indirekt, tegyiik fel, hogy az n. évben fogynak el eldszor a fak. Jeldljiik t-vel az (n-1).
évben a fak szamat. Ekkor fel tudjuk irni, hogy a kovetkezd évben a feltétel szerint a
fadllomdny 0,88 - t + 600 = 0, azaz a t = -528, ami azt jelenti, hogy az (n-1). évben a fak
szdma -528. Mivel els6évben pozitiv szamrdl indult a fak szdma, és az (n-1). évben -528 a
fak szdma, ezért a kozte levd idében, valahol el kellett, hogy fogyjanak a fdk. De ez
ellentmond annak, miszerint az n. évben fogynak el eldszor a fak. Mivel ellentmondasra
juttottunk, ezért az allitas igaz.

Megjegyzés: Ha figyelembevessziik, hogy t csak nem negativ lehet, akkor a t=-528 érték

eleve ellentmond4st jelent.

20. feladat
Egy kabeltelevizids tarsasdg jelenleg 3500 eldfizetd van, az évi elofizetési dij 25000 Ft. A
legutébbi felmérésiik szerinte minden egyes 1000 Ft-os dijcsokkentés haromszdz uj
eldfizetést hozhat. Mennyi legyen az 1j el6fizetési dij, hogy a tarsasadg bevétele maximalis
legyen? (Késziiljiink az érettségire matematikabol emelt szinten, 2005)
Megjegyzés: feltételezziik a feladat megolddsa sordn, hogy 1000 Ft-os eldfizetési dij

csokkenése esetén 300 uj eldfizetd lesz.
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1. megoldds

Hatdrozzuk meg mennyi a bevétel, ha véltozik az el6fizetési dij. A bevételi fiiggvényt
megkapjuk, ha a fogyasztok szdmat szorozzuk az eldfizetési dijjal, azaz
(3500+300-x)-(25000—1000-x). A zirGjeleket felbontva egy mdsodfoki fiiggvényt
kapunk, —300000-x”+4000000-x +87500000. Derivaldssal megkapjuk mennyi a
maximuma ennek a fiiggvénynek. f (x)=-600000-x +4000000. Szélséérték ott lehet,

ahol az f (x)=0. Azaz x =6,7, és mivel f (x)=-600000 < 0, tehit a fiiggvénynek a

maximuma 6,7-nél van. Mivel x=6 esetén a bevétel 19000-5300 =100700000 , x=7 esetén
a bevétel 18000-5600 =100800000 , az uj elofizetési dij 18 000 Ft legyen.

2. megoldds

Hasonl6éan mint az el6z6 megoldds sordn felirjuk a bevételi fiiggvényt. Ekkor a

—300000-x* +4000000- x +87500000 egy paraboldnak az egyenlete. Tudjuk, hogy a

paraboldnak a szélséérték helyét megkapjuk a parabola egyenletébdl. Ha a parabola

egyenlete a-x> +b-x+c, ennek alapjan szélséérték helye a —23 helyen van. Ebben az
a

4000000

esetben a szélsdérték hely a ————
(-600000)

. Ez egy lefelé nyitott parabola, tehat a

szEIsoérték ekkor a maximum, ami koriilbeliil 6,7.

Az 1. megoldasndl leirt meggondoldsok miatt az 4j eldfizetési dij 18 000 Ft legyen.
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3. Fejezet
NEHANY FELADAT ALTALANOSITASA

Az alabbi feladatok koziil egyes feladatokat konnyen lehet altaldnositani. Nézziik meg

néhany példat erre.

A 3. feladatot konnyen lehet dltalanositani, ekkor a feladat sordn n darab targy koziil

vélasztunk taldlomra k darab tirgyat. Altaldnositva is meg lehet oldani a feladatot kétféle

modszerrel. Egyik megolddsnak felhasznalhatjuk, hogy
(nj+(nJ+[nj+__,+( n j_{nJ: 2", vagy pedig, hogy kiilon-kiilon megnézzilk a
0 1 2 n—1 n

targyaknal, hogy vagy kivessziik, vagy nem. Ezekre mindegyikre 2 lehetdség van, igy az n

darab targyra konnyen kijon, hogy 2" lehet6ség van, hogy taldlomra kivdlasszunk k

darabot.

A 8. feladat 4ltalanositdsa lehet példdul a kovetkezd: bizonyitsuk be, hogy 6‘17n —11" . Ezt

a" —b" . Innen

a bizonyitast konnyl bizonyitani. Annyit kell hozz4 felhaszndlni, hogy a—b
gyorsan kijon, hogy 17-11]17" —11", azaz 6‘17n —11".
Ez az altaldnositott feladat a binomidlis tétel felhaszndldsaval is bizonyithato.

Alakitsuk 4t a kifejezést a kovetkezd képpen 6‘(18 —1)" =(12-1)" . Mindkét tagot fejezziik

o (n
ki a binomidlis tétel segitségével, azaz (a+b)" = Z(kj a" bk

k=0

2 n n n n n-1 n n 24 2 . z
Tehit a (18—1)" = 0 18" — X 18" 14...4+(=D)"-1". Ebbél latszik, hogy az utolsé
tagon kiviil minden tag oszthat6 6-tal. Hasonldan

n n
(12-1)" =(0J-12“—(1].12“‘1-1+...+(—1)“ 1", itt is az utolsé tagon kiviil minden tag
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oszthat6 hattal. Tehat azt kell még megmutatni, hogy 6/(—1)" -1" —(=1)" -1", ami pedig igaz,

hiszen 6|0 .

A 10. feladatot is lehet éltaldnositani, példaul, lehet a feladat az, hogy mely x és y egész

. - I 1 1
szamra teljesiil, hogy —+—=—.
X n

A kifejezés atalakithaté: (x—n)-(y—n)=n" alakra. Innen ldtszik, hogy az n”-et osztja az
(x—n) és a (y—n). Az n’osztéi lehetnek egyenldk az (x—n)-nel. Innen meg tudjuk

hatdrozni a keresett x-et és y-t
Példaul:

- n =1, ekkor l+l=1. Az 1 osztéi a *£1, hozzaadva mindkettohoz 1-et,
Xy

) 1 1 )
megkapjuk hogy a lehetséges x érték, a 2. Tehiat az —+—=1-nek egy jo
Xy

megoldasa van, ez az %+% =l,azazx=y=2

- n=23, ekkor l+l=l,hasonléana3oszt(’)iai3 ésa *1.
X Yy

x lehetséges értékei: 6 4 2
y lehetséges értékei: 6 12 -6
1 1 1 1

A j6 megolddsok: l+— ==, A
6 6

11 1 1
— 4+ =—, —_t——=—
3 4 12 3 2 (-6) 3

Nagyobb szdamokra is ki tudjuk igy szdmolni a j6 megoldasokat, de ahhoz sokat kell

szamolni, illetve az 6sszes 0sztét nehéz meghatdrozni nagyobb szamoknal.

Megjegyzés
A feladathoz tovabbi altalanositasok is készithetok:
1 1 1 1 1

1 1 . .
Példaul: —+—+—=1, —+—+—+—=1 stb. Milyen x, y, z, ... egész szdmokra teljesiil.
X y z Xy z

42



A 18. feladatot is lehet altalanositani. Lehet példaul a kovetkezd:: egy faiskoldban n darab
fa van, minden évben kivdgjdk a d szazalékat és iiltetnek még ¢ darab fat. Elfogynak-e a
fak?

Ekkor is lathatd, hogy a fak soha nem fognak elfogyni, hiszen minimum 7 darab fa mindig

lesz. Ha a k. évben a, . Ekkor a, = (1-k)a,_, +t, mivel minden tag pozitiv, ezért a fak

nem fognak elfogyni.
Meggondolhaté az is, hogy héany szdzalékat kell kivagni a faknak, hogy ha még

hozzaiiltetiink ¢ darab fak, akkor elfogyjanak. TetszOleges lehet igy a d értéke, hiszen ha az

Osszes fat kivagjuk, akkor is megmarad az, amit utélag iiltetiink ¢ darab fa.
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4. Fejezet
OSSZEGZES

Szakdolgozatomban kiilonboz6 témdju feladatokat oldottam meg tobbféleképpen.
Szerettem volna bemutatni, hogy a matematikdban mennyi féle kiilonboz6 eszkozt lehet
haszndlni. A kiilonféle feladatok szerintem j6l mutatjdk, hogy egy feladatnak nagyon
sokféle képpen hozzd lehet dllni. Ugy gondolom elég sok eszkozt sikeriilt bemutatni, egy-
egy feladat megolddsainal. Latszott az is, hogy egy feladot nem csak azokkal az
eszkozokkel lehet megoldani, amelyeket éppen akkor tanulnak a didkok, hanem lehet, hogy

egyszeriibb megoldésa is 1étezik egy feladatnak.

A szakdolgozat irdsa sordn akadtak kedvenc feladataim is. Az egyik a /0. feladat, ennél a
feladatndl egy megolddsra viszonylag gyorsan rdjottem, a mdsik megolddson viszont
napokig gondolkoztam. A masik kedvenc feladatom a 19. feladat. Ez a feladat azért tetszett
meg nagyon, mert napjaink egyik fontos témajaval kapcsolatos, mobiltelefon és a
nyeres€g maximalizalds, ami szerintem érdekes dolog. Az ilyen feladatokkal lehet jol

megmutatni, hogy miért j6 matematikat tanulni.
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