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El6szo

Mindig is szerettem a grafokat. Bonyolult problémakat egyszerlien lehet veliik
szemléltetni. Erdekes, hogy a gimnaziumban nem sok szé esik réluk. Sok helyen csak éppen
megtanuljak a fogalmakat, megoldanak par feladatot és mennek is tovabb a kovetkezé
anyagrészre. A sikbarajzolhatdsag pedig tobb gimnaziumi tankdonyvben egyaltalan nem is
szerepel. Mivel matematikatanar szeretnék lenni, gondoltam utdnajarok, hogyan is lehetne
intenzivebben bevinni az iskoldkba a grafokat és megszerettetni a didkokkal az ilyen jellegl
feladatokat. Olyan problémadkat vetettem fel leginkabb, amiket még gimndziumban meg
lehet tanitani, de vannak olyanok is, amiket egyetemen lehet igazdan megérteni.
Mindenesetre a dolgozat egy kis alapot ad, és belatast enged a sikbarajzolhaté grafok
témakorébe.

Célkitlizésem az, hogy a dolgozat attanulmdanyozasa utan az olvasé jobban megértse a
sikbarajzolhatd grafok fogalmat és gyakorlati alkalmazasat. Ha valaki tanarként szeretne
tobbet adni a témabdl didkjainak, az 6 szamara is hasznos legyen, és ha az olvasd netaldn
didk, szamara is tartalmazzon olyan feladatokat, melyek felkeltik érdekl6dését a
sikbarajzolhatd grafok irant. Gyakran tapasztaljuk, hogy a gyerekek szeretnek rajzolgatni,
kilonféle (sikbarajzolhaté grafokhoz hasonléd) abrdkat készitgetnek, szinezgetnek.
Természetesen nem tudatosul bennik ennek matematikai hattere, de ha sikeril ezt
megvilagitani, talan szivesebben foglalkoznak majd ezzel az érdekes matematikai

problémaval.

Kdszénetnyilvanitds

Szeretném megkdszonni témavezet6mnek, Sz6nyi Tamas egyetemi tanarnak, a sok

segitséget és tamogatast, amit a félév folyaman a szakdolgozat megirasahoz nyujtott.



1. Alapfogalmak

A grdfokrdl altalanossagban

Az alapfogalmakat, vagyis a grafok megértéséhez sziikséges alaptételeket, definiciokat
gyljtottem Ossze ebben a pontban. El6szor egy rovid bevezetd kovetkezik, ami utan
rendszerezve kovetkeznek a pontos matematikai leirasok. Ezeket jorészt az elsé féléves
véges matematika el6adas jegyzetébdl, illetve az irodalomjegyzékben szereplé konyvekbdl

gy(ljtottem ki. Az el6adast a [6] kdnyv egyik irdja, Recski Andras tartotta.

A grafokat kolcsonds kapcsolatok szemléltetésére hasznalhatjuk. Ezen kapcsolatok
lehetnek ismeretségek egy tarsasagban, kézfogas, koccintas, levelezés, fénykép
adomdnyozdsa. (Itt figyelni kell arra, hogy ha egyik ember a mdsiknak ad képet, az nem
ugyanaz, mint forditva. Ezt az ugynevezett iranyitott grafokkal lehet jol és pontosan
szemléltetni.) Idetartoznak még a sportmeccsek és bajnoksagok, a konyvespolcon levd
konyvek (amiknél azt nézzik, hogy melyek vannak egymds mellett) vagy barmilyen
targyakndl adott elhelyezésében az érintkezés. Tehat él6 és élettelen dolgok kapcsan is
el6fordulhatnak. Tovabba egy halmaz részhalmazainak vizsgalata oly moddon, hogy a
metszetilk nem Ures, pontok vagy alakzatok kozott a tavolsag viszonya (kisebb, nagyobb,
egyenld) az adott értékhez. Grafokkal rendkivil jél lehet szemléltetni csaladfat, kozlekedési
utvonalakat, vizhaldzatot, aramkorok kapcsoldsi rajzat, 2-t6l n-ig a nem relativ primek
kapcsolatat.

Szemléletesen a graf fogalmat a kovetkezGképpen lehetne leirni: legyenek megadva a
sikon bizonyos pontok, mas szdval csucsok. Ezek azok a dolgok, amik kdzétt a kapcsolatot
abrazoljuk. Ahol van kapcsolat, ott a pontok legyenek 6sszekotve. Az ilyen 6sszekot6 vonalat
élnek nevezziik. Az élek mds csucson nem mehetnek 3at, csak azokon, amelyeket
0sszekotnek. Egy él tehat két csucsot kot 6ssze, mely csucsokat az él végpontjainak hivunk. A

pontok és élek ezen rendszerét hivjuk grdfnak. Az, hogy hogyan vannak lerajzolva a pontok



és élek, egyel6re nem lényegesek, csak az a fontos, hogy melyek vannak 6sszekdtve. Vagyis
még lényegtelen, hogy az élek metszik-e egymast. Ha majd sikbarajzolhato grafokroél
beszéllink, ott fontos lesz, hogyan van lerajzolva a graf. Ugyanis nem lesz mindegy, hogy az
élek metszik-e egymast, vagy sem, illetve, hogy van-e olyan sikba rajzoldsa a grafnak,
amelyben nem keresztezik egymast az élek. Egy graf sikbarajzolhatd, ha lerajzolhato a sikba

keresztezd élek nélkul.

Definiciok, tételek, dllitasok

Most ratériink a pontos definiciok, tételek és allitasok kimondasara, melyek nagyrészt
az elsé féléves véges matematika el6adas jegyzetébdl és az irodalomjegyzékben szerepl6 [6]

konyvbél valdk.

1.1. Definicié. Az grdf egy rendezett par. Jelolése: G = (V, E), ahol V egy nem-iires
halmaz és E a V halmazbdl képezheté parok egy csalddja (azaz egy elem tobbszor is

el6fordulhat).

Jelolések: G(V,E) a G graf. V(G) ={A; B; C; .. D; F; H} a graf pontjainak vagy
csucsainak halmaza. E(G) = {{A ; B}, {A; C} ... {F; H}} a graf éleinek halmaza, ahol egy-egy
parbdl tobb is szerepelhet a felsorolasban, illetve el6fordulhat {A ; A}, {B ; B} stb is.(Ezek

lesznek a parhuzamos élek, illetve a hurokélek, 1asd 1.2. és 1.3. Definicid.)

1.2. Definicio. Egy e élt hurokélnek neveziink, ha egyetlen végpontja van.

1.3. Definicid. Pdrhuzamos vagy tobbszords élekrdl van szd akkor, ha két kiilonb6z6
élnek a végpontjai azonosak.

Egy graf egyszerli, ha nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos élt, azaz egyik
pont sincs 6sszekdtve dnmagaval és barmely két pont kozott legfeljebb egy él fut.

1.4. Definicié. Teljes grdfnak nevezziik az olyan egyszer( grafokat, ahol minden pont

minden ponttal 0ssze van kotve. Mas szdval: a graf tetsz6leges két pontja szomszédos.

n
Jeldlés: K, , ahol n a pontok szama. A K, élszama: (2] .



A pontok szamat v(G) —vel, az élek szamat e(G) —vel jeloljik. Az élek szama egy n pontu

n
egyszer( grafban maximum (J és minimum 0.

Szomszédos éleknek neveziink két élt, e-t és f-et, ha e, f € E végpontjai {v1 ; v,} illetve
{w1 ; wy}, tovabba {vi ; vo} N {wy; wy} # @. A szomszédos pontoknal hasonléan. Szomszédos
pontnak neveziink két pontot, v; —t és v, —t, ha {v; ; vo} € E. Megjegyzend6 még az

illeszkedés, amit ugy hatarozhatunk meg, hogy v; illeszkedik e-re, ha annak egyik végpontja.

1.5. Definicid. A G graf X pontjabdl kiinduld élek szamat, az X pont fokszdmanak

nevezziik. Egy G-beli X pont foka: d(X).

1.1. Allitas. Zd(X) =2 |E|, tehat az élszam kétszerese.

xeV
1.1. Allitas bizonyitasa:
A fokszam 0Osszegezésénél megszamoljuk minden pontra a hozza illeszkedé élek
szamat, majd ezeket Osszeadjuk. Mivel minden élnek két végpontja van, igy minden élt

pontosan kétszer szamoltunk meg. o

Ebbdl kovetkezik, hogy a fokszamok Osszegének parosnak kell lennie. A hurokél
kettGvel noveli a fokszamot. A maximalis és minimalis fokszam jele: A illetve 6. Egy graf k-
reguldris, ha minden pont foka k.

1.6. Definicio. Egy pontot izoldlt pontnak nevezzik, ha nem illeszkedik egyetlen élre
sem, azaz d(X) =0, ahol X € V(G).

1.7. Definicié. A séta egy v;, €1, Vo, €2, ..., Vs, €5, Vsy1 SOrozat, ahol v; € V(G), e; € E(G)
és az e; él két végpontja éppen v; és vi;. A v; -et a séta kezdGpontjdnak, a v, —et a
végpontjanak nevezziik. A kdrséta egy olyan séta, amelyben v; = vs1 (s = O lehetséges). A
vonal egy olyan séta, amelyben az élek paronként kilénbdz6ek. A kdrvonal egy olyan
korséta, amelyben az élek paronként kilonboz6ek. Az ut olyan séta, amelyre v; # v; , e # e,
Megjegyzend§, hogy ez azt is jelenti, hogy semelyik Ut kezd6pontja és végpontja nem lehet
azonos. Az s szamot, vagyis az ut éleinek szamat pedig az Ut hosszanak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy elegendé lenne a pontok kiilonb6z6ségét megkivanni. A kér egy olyan



korséta, amelyben v; # v, ha i, j # s + 1 (tehat e; # e)). Vagyis kor esetén a kezd6pont és
végpont azonos, de mas egyezés nincs a sétaban. Az s a kor hossza. Az s = 1 esetén a kor egy
csucsbdl és egy hozza kapcsolddd hurokélbdl all. Az s = 2 esetén két csucs és két parhuzamos
él van. Az s > 3 esetén a kor az s-szognek felel meg.

1.8. Definicid. Egy G egyszer( graf komplementerén azt a G grafot értjik, amelyet
akkor kapunk, ha G —t a Ky(g), teljes graf részgrafjanak tekintjik, és G —ben pontosan azok a
pontparok vannak 6sszekotve, amelyek G —ben nincsenek.

1.9. Definicio. AG’ = (V' ; E’) grdf a G = (V ; E) gréf részgrdfja, haV' cV, E' c E valamint
egy pont és egy él pontosan akkor illeszkedik egymasra G’ —ben, ha G-ben is illeszkeddk.
Implicit médon ez azt is jelenti, hogy (V' ; E’) maga is graf, vagyis minden E’ —beli él
végpontjai V —ben vannak. Oly mdédon kaphatunk részgrafot, hogy az eredeti grafbol
elhagyunk pontokat a hozza illeszkedé élekkel egyiitt, valamint esetleg még néhany élt is.
Feszitd részgrdfnal az eredeti graf 6sszes pontjat tartalmaznia kell a részgrafnak. A feszitett
részgrdfnak az Osszes olyan élt tartalmaznia kell, amelynek a végpontjai a részgrafban
vannak.

1.10. Definicid. A G egyszer( grafot dsszefliggének nevezzik, ha tetszéleges két pontja

kozott vezet Ot.

1.1. Megjegyzés: A teljes graf nyilvan osszefligg6, ugyanis a definicid szerint minden

pont minden ponttal 6ssze van kétve.

n
1.2. Megjegyzés: Ha egy grafnak (2}1 éle van, akkor még biztosan 6sszefliggé marad.

n
Ha (zj-z éle van, még akkor is 6sszefliggé lesz. Azonban, ha csak ( j éle van, akkor mar

nem biztos, hogy 6sszefliggs lesz, hiszen elképzelhetd, hogy a grafban lesz egy izolalt pont és

egy Kn.1 teljes graf.

1.11. Definicid. Elvdgo pontnak nevezilink egy pontot, ha elhagyva a grafbdl, a graf mar

nem lesz 6sszefliggo.



1.12. Definicid. Elvdagd élnek nevezziik egy Osszefliggd grafnak olyan élét, amelynek
elhagydsa két 6ssze nem fligg6 részre bontja a grafot.

1.13. Definicio. Egy G graf k-szorosan 6sszefiiggd, ha legalabb k + 1 csucsa van és k —nal
kevesebb csucsat elhagyva még mindig 0sszefliggé marad. Egy graf k-szorosan élGsszefiiggd,
ha k —nal kevesebb élét elhagyva még mindig 6sszefliggd marad.

1.14. Definicié. Egy nem 0Osszefliggd graf szétesik kisebb 0Osszefligg6 részgrafokra,
ezeket komponensnek nevezziik. Precizen megfogalmazva elmondhatjuk, hogy a komponens
maximalis 6sszefligg6 részgraf. Maximalis, hiszen sem pont, sem él nem vehet6 hozza.

1.15. Definicié. Az irdnyitott grdf egy olyan rendezett par, amelynek élei nem {vi, v,}
hanem (v3, v,) alakd, tehat rendezett parok. Vagyis fontos, hogy az él melyik pontbdl melyik
pontba mutat. Egy ilyen (v1, v,) élnek v; a kezdGpontja és v, a végpontja. Rajzban ez ugy
nyilvanul meg, hogy az élt egy v; b6l v, —be mutatd nyillal helyettesitjik. Az olyan pontot,
mely egyetlen élnek sem végpontja, forrdsnak nevezziik. Ha pedig egyetlen élnek sem

kezd6pontja egy pont, akkor nyelének hivjuk.

Figyelntnk kell arra, hogy iranyitott grafok esetében akkor parhuzamos két él, ha

kezdd és végpontjuk is azonos.

1.16. Definicié. Legyen G egy egyszer(i graf. Az A  V(G) fiiggetlen halmaz, ha A elemei
nincsenek 6sszekotve.

1.17. Definicid. Legyen G egy egyszer( graf. A K < V(G) egy klikk, ha K tetsz6leges két
eleme Gssze van kotve. A G —ben taldlhatd maximalis méretl klikk pontszdmat w(G) —vel
jeloljik és a graf klikkszamanak nevezziik.

1.18. Definicié. Az 6sszefliggd és kormentes grafokat fdnak nevezziik. Egy fa lehet
példaul ut vagy csillag (minden él egy csucsbdl indul), de sok mas fa is van.

1.19. Definicid. A kérmentes grafokat erdének nevezzik. Az erd6 tehat olyan graf,
amelynek komponensei fak.

1.20. Definicio. A G graf feszitéerddje egy F graf, ha F erd6 és minden komponense
feszit6faja G megfelel6 komponensének.

1.21. Definicio. A G graf feszitéfdja az F graf, ha F feszité részgrafja G —nek és F fa

(feszitéfaja csak 6sszefliggd grafnak van).



1.1. Tétel. Egy legalabb két pontu faban létezik legalabb kettd elsé foku pont.

1.1. Tétel bizonyitasa:

Megkeressik a leghosszabb utat a faban és megvizsgaljuk az elsé pontjat.

Ha ennek a pontnak lenne mas, nem az Uton levé szomszédja, akkor azzal a ponttal
egyUtt hosszabb utat kapnank, és ez ellentmond annak, hogy a leghosszabb utat valasztottuk
ki.

Ha az Ut egy kés6bbi pontjaba vezet él, akkor kort kapnank, és ez ellentmond a fa
definicidjanak.

Ugyanezt az Ut utolsé pontjardl is be lehet latni.

Tehat talaltunk kettd els6 foku pontot a leghosszabb Ut elején és végén. o

1.2. Tétel. Minden faban a pontok szama az élek szamanal eggyel nagyobb, vagyis:
V] =|E| + 1.
1.2. Tétel bizonyitasa:

A tételre két bizonyitast is adunk.

1. Bizonyitas: Teljes indukcidval.

n = 2 trividlis, hiszen két pont van és egy él.

Egy elsé foku pontot és a hozza illeszkedd élt elhagyok, igy a graf marad kérmentes és
Osszefliggs, azonban egy ponttal kisebb fa lesz bel6le. Az indukcids feltétel szerint ennek

eggyel tobb csucsa van, mint éle, tehat az eredetinek eggyel tébb csicsa van, mint éle. o

2. Bizonyitas: Szemléletesen.

Képzeljik el az utakat, mint utcdkat és a pontokat ugy, mint tereket. Minden térre
allitsunk egy rendért. Az egyik rendér legyen 8rmester, aki ha flittyent, mindenki elindul felé.
Egy perc alatt tudnak megtenni a rend6rok egy utat. igy tehat, ha az Srmester fiittyent és fél
perc utan megnézzik, melyik rend6r hol all, akkor minden utcan lesz egy rendér. Viszont az
6rmester a helyén maradt, igy eggyel tobb tér van, mint utca, vagyis eggyel tébb pont van,

mint Ut. O

1.2 Allitds. Osszefuggs grafban barmely kor egy tetsz6leges élét elhagyva a graf

Osszefliggd marad.

10



1.2. Allitas bizonyitasa:

Az Osszefligg6séghez kell, hogy tetsz6leges két pont kozott vezessen ut. Csak ott
sérilhet az 6sszefligg6ség, ahol elhagytam az élt. Mivel korrél volt sz6, ezért biztos, hogy lesz
ut azon két pont kozott is, melyek mar nincsenek kdzvetlen szomszédsagban, hiszen a masik
iranyban el tudok jutni egyik pontbdl a masikba.

Nézziik meg ezt pontosabban. Vegyiink egy tetszG6leges x és y pontot a grafban, illetve
egy e élt a grafban 1év6 C korben. Ha G —ben x —bél vezet Ut y —ba és ebben az dtban nem
hasznaljuk az e élt, akkor ezt az élt elhagyva a graf 6sszefliggé marad, ugyanuigy el tudok
jutni x —bdél y —ba. Ha viszont benne van az e él az x —et és y —t 6sszekdts Utban, akkor az e él
helyére egy alkalmas sorrendben beflizve (C — e) —t egy x és y pontok kdzotti sétat kapunk.
Azt pedig tanultuk, hogy az x és y kozti sétat roviditve x és y kozti utat kaphatunk.

Szemléletesen is meggondolhatjuk az alabbi allitas bizonyitasat. A Margit hid felujitasa
éppen aktualis probléma, de ettdl fliggetlenlil még a koruton el tudok jutni mindenhova,
hiszen csak egy részt zartak le, amit6l viszont még el lehet jutni barmelyik pontbdl

barmelyikbe, ha keriliink egyet és korbemegyiink a Kérdton. o

1.3. Tétel. Minden 6sszefliggd graf tartalmaz feszitéfat.

1.3. Tétel bizonyitasa:

Ha G-ben van kor, akkor hagyjunk el a korbdl egy tetsz6leges élt. Nézzilk meg a
maradék grafot, és ha ebben van kor, akkor annak ismét hagyjunk el egy tetsz6leges élét. Az
eljarast folytassuk addig, ameddig még taldlunk kért. Most nézziik meg, mit kaptunk. Ez a
graf 6sszefliggé és mar kormentes, tehat fa és nem mas, mint G egy feszit6faja. Valéban, az
eljaras soran pontokat nem hagytunk el és nem sérilt az 6sszefliggdség, hisz mindig egy kor

egyik élét hagytuk el (lasd 1.2. Allitas). o

1.22. Definicié. Egy G grafot pdros grdfnak neveziink, ha a G pontjainak halmaza két
részre oszthatd aszerint, hogy minden élének egyik végpontja az egyik, masik végpontja a
masik halmazbeli. Ha a pontok két halmazat A —val és B —vel jel6ljiik, akkor a pdros graf
jelolése: G = (A ; B).

1.23. Definicié. Azt mondjuk, hogy két egyszer( graf izomorf, ha létezik ponthalmazaik

kozott kolcsonosen egyértelml és illeszkedéstartd leképezés. Ha a két egyszerU graf G; és
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G,, akkor jelolésben: G1(V1 ; E1) = Gy(V, ; Ey). Vagyis létezik egy f : V(G1) = V(G,) bijektiv
leképezés, hogy u és v akkor és csak akkor 6sszekotott, ha f(u) és f(v) is 6sszekotott.
Egy megfelel§ bijekcidt talalni, vagy bebizonyitani, hogy nincs ilyen, nem kdnny(

feladat.

1.1. Példa. Izomorfak-e a kdvetkez6 grafok?

Lathatd, hogy mind a hdarom graf 6 pontbdl és 9 élbdl all, tovabba 3-3 fokszdmuak a
pontjaik. Mégis csak az els6 és a harmadik graf izomorf egymassal. Megfeleltetem az 1 —et az
o —nak. Ekkor a 2, 4 és 6 lesz sorra a §, €, és {. A 3 —as Ossze van kotve a 2 —essel, 4 —essel és
6 —ossal. Vagyis a masik abran ez azt jelenti, hogy a 8 vagy a y lehet. Vélasszuk 8-nak. Es
maradt az 5 —6snek a 6. Ha ellendérziink, lathatjuk, hogy ez tényleg j6 megoldas.

Az is megfigyelhet6é az 1.1. dbrédn, hogy mig az elsé és harmadik grafban nincsen
haromszog, addig a masodik grafban vannak haromszogek. Ez azt is jelenti, hogy a k6zéps6
graf nem lehet izomorf a masik két graffal. Az elsé és utolsé graf nem tartalmaz

haromszoget, hiszen benniik minden kor paros hosszu.

4 D

1.1. dbra: Az 1.1. —es példahoz
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2. Sikbarajzolhato grafok

Sikbarajzolhato grdfok bevezetése

A sikbarajzolhatd grafok bevezetéséhez sziikséges alapfogalmakrodl, tételekrdl az
irodalomjegyzékben szerepl6 [4], [6] és [9] konyvekbdl olvastam. Innen gydjtéttem Gssze,

persze kiegészitéseket még irtam hozza.

2.1. Definicié. Egy graf sikbarajzolhatd, ha lerajzolhaté a sikba ugy, hogy élei ne
keresztezzék egymast. A sikbarajzolhato graf a sikot tartomanyokra osztja.
Ez alapjan a gdombre vagy mads fellletre (példdul a téruszra) rajzolhatéd grafok

definicidoja ugyanigy torténik.

Az Osszefliggd sikbarajzolhatod graf lapjai a tobbfélék lehetnek, mint ahogy azt az alabbi
2.1. dbra is mutatja. Az a, esetben egy ,,megszokott” grafot latunk, esetlinkben egy 5 hosszu
kort. A b, esetben van egy nyulvany, és nincs kor, vagyis fat l[athatunk. A ¢, esetben pedig egy
olyan graf tekinthet6 meg, ahol van egy kor és még nyulvanyok is. Ez ne zavarjon meg
minket, ett6l még mind a harom eset sikbarajzolhatd és 6sszefliggb lesz. A lapok szama az
alabbi esetekben sorra 2,1 és 2 lesz. A tartomanyokat hatarolé élek szama rendre:

5,5-2=10, 4+4-2=12. Ha sokszogeknek tekintjik 6ket, akkor sorban 6tszdg, hatszog és

tizenkétszog az alabbi harom eset.

2.1. dbra: Osszefiiggd sikbarajzolhaté graf lapjainak tipusai
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2.2. Definicié. Akkor neveziink egy grafot sikbeli grdfnak, ha van olyan vele izomorf
graf, amely lerajzolhatd Ugy a sikban, hogy élei ne messék egymast.
2.3 Definicid. Hdromszégelt sikgrdfoknak nevezziik az olyan sikgrafokat, melyeknek

minden lapja haromszog.

2.1. Tétel. Egy G graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha gdmbre rajzolhaté.

2.1. Tétel bizonyitdsa: Sztereografikus projekcid segitségével.

Vesziink egy gombot és egy sikot ugy, hogy legyen kdzods pontjuk. Az egyszer(iség
kedvéért valasszuk 6ket oly mddon, hogy csak egy kozds pontjuk legyen, de egyébként
lehetne akdr tobb is. A kozos pontot nevezziik Déli-sarknak. A gdmbon jeldljiik ki az Eszaki-
sarkot a Déli-sarokkal éppen atellenben. A gdmboén 1évé pontok levetithetéek a sikba az
Eszaki-sarkon atmend egyenesek segitségével. Ezen egyenesek beleddfnek a gombbe, majd
tovabbhaladva a sikot is elImetszik. A megfeleltetés kélcsondsen egyértelm(, szogtartd, de a
tavolsagot nem tartja. Minden pontot egyértelmiien le tudtunk vetiteni, kivétel ez aldl az
Eszaki-sark.

Ha a gdmbre rajzolt grafban nincs benne az Eszaki-sark, akkor a gdmbén 1évé graf
csucsai egyértelmiien levetithetGek a sikba.

Ha az Eszaki-sark éppen a graf cstcsa, akkor forgatunk egy kicsit a ggmbon oly médon,
hogy az Eszaki-sarkra ne essen cstics. Ez utdn mar ez a graf is egyértelm(ien levetithetd lesz a

sikba.

2.2. abra: A sztereografikus projekcio
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2.1. Allitds. Ha G sikbarajzolhaté graf és T egy konkrét sikbarajzolas valamelyik
tartomanya, akkor létezik olyan masik konkrét sikbarajzolas is, hogy T kiilsé tartomany lesz.

2.1. Allitas bizonyitasa:

Felvetitem a gdmbre a sikba lerajzolt G grafot. Elforgatom a gdmbdot agy, hogy felllre
keriiljon a T, majd Ujra levetitem a sikba. Fontos, hogy az elforgatas utan T tartalmazza az

Eszaki csucsot. O

Euler-formula

Az Euler-formula 1. bizonyitasaban szerepl§ ,gatrobbantds” a véges matematika
el6adas jegyzetében szerepelt. A témakorben elhasznaltam még az irodalmak kozil a [6]

és[9] konyveket.

2.2. Tétel. Ha egy G 6sszefliggd sikbeli grafnak n csucsa, e éle és t tartomanya van,
akkor igaz rd az Euler-formula. Vagyis: n + t = e + 2. A tartomanyok szamdba beletartozik a
kils6, nem korlatos tartomany is.

2.2 Tétel bizonyitasa:

1. Bizonyitas: ,Gatrobbantas” moddszerével, ami az aldbbi 2.3. abran nyomon
kovethetd. Tobb mas megoldas is van, én csak egyet kbvettem nyomon.

Tekintslik a grafot egy térképnek, ahol az orszagok a véges tartomanyok és a nem
korlatos, kuls6 tartomany az &écean. Az orszaghatarok taldlkozasi pontjaiba 6rtornyokat
épitettek. Jon egy terrorista, aki felrobbantja az orszaghatarokon lévé gatakat, ezaltal az
orszag viz ald kerul. A terrorista hatékonyan dolgozik. Minél kevesebb robbantassal az 6sszes
orszagot viz ala szeretné juttatni. Vagyis olyan gatakat nem robbant fel, aminek mar amugy

is mind a két oldala viz alatt van.
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2.3. dbra: A ,gatrobbantas” folyamata

Mikor a végére ér a munkajanak, akkor a maradék gatak éppen egy feszit6fat fognak
alkotni. A maradék gatak alkotta graf kérmentes lesz, hiszen akkor a bels§ tartomanynak
szaraznak kellett volna maradnia. A maradék gatak alkotta graf 6sszefligg6 is, mivel nem
robbantott fel olyan gatat, aminek mind a két oldala szaraz, vagy mind a két oldala vizes lett
volna. Az 6rbodékhoz nem nyult senki, igy tényleg minden pontot tartalmaz. Jel6ljik e; —gyel
a felrobbantott éleket, amik az abran sotét vonallal szerepelnek, e, —vel a megmaradt éleket.
Tudjuk: e; =t —1 és e, = n— 1. Ha 0sszeadjuk a két egyenletet, pont a bizonyitandé formulat

kapjuk meg, mert a felrobbantott és megmaradt élek szama éppen kiadja az 6sszes élek

szamat. O

2. Bizonyitas: teljes indukcioval az élek szama szerint.

Ha egy él van, akkor trivialis.

Tekintsiuk a graf egy C korét (ha van) és ennek egy a élét. A C kor a sikot két részre
osztja, melyeket egyéb élek még tovabbi tartomanyokra osztanak, de mindkét részben van
egy-egy olyan tartomany, amelynek az a él a hatdra lesz. Ha elhagyjuk a —t, akkor a két
tartomany egyesll, vagyis a tartomanyok szama eggyel csokken, mig a csucsok szama
valtozatlan marad. Az élek szama is csokkent eggyel, hiszen a —t elhagytuk. Ezaltalazn +t—e
érték valtozatlan marad. Tehat az indukcids feltétel szerint az eredetiben is egyenl&ség volt a

két oldal kozott.
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Ha a grafban nincsen koér, akkor az 1.2. Tétel alapjan kénny(iszerrel megoldhatd, hiszen

t=1ése=n-1. 0

2.1. Megjegyzés: A 2.2. Tétel nem csak egyszer( grafokra érvényes, hanem hurokéleket
és parhuzamos éleket tartalmazé grafokra is, mert ezeket ,tovabbosztva” egyszer( grafot

kapunk. A ,tovabbosztast”, mint soros bdvitést nézziik, 1asd a 2.3. Megjegyzést.

2.2. Megjegyzés: Erdemes megnézni, hogy az Euler-formula k komponens esetén
hogyan valtozik meg. A kovetkez6t lehet mondani: n+t=e+k + 1.

2.2. Megjegyzés bizonyitasa: teljes indukciéval k — 1 —r6l k-ra.

Ha a k —adik komponensnek n’, t’, e’ cslcsa, tartomanya és éle van, akkorc’ +t' =¢e’ + 2

az Euler-formula alapjan. Ezt hozzavesszik az eddigi kK komponenshez.

n+t=e+k+1 eddigi k komponens( graf
nN+t'=e"+2 k + 1 —edik komponens
(n+n)+(t+t)=(e+e’)+k+3 a fentebbi két egyenletet 6sszeadva

Legyen n*, t* e* az Uj k + 1 komponens( graf pontjai, tartomdnyai és élei. Ebben az
esetben n* = (n + n’) és e* = (e + €’), dm vigyazni kell, mert t* # (t + t’), hanem t* =t + t' — 1,
mert a (k + 1) —edik komponenst az eredeti k komponensU graf egy lapjara rajzoltuk. Azaz
ezen lap és a (k + 1) —edik komponens kiilsé lapja azonos lesz.

Tehat az Uj grafra felirva az eddig ismerteket: n* +t* + 1 =e* + k + 3.

Ezt egyszerUsitve: n* + t* = e* + k + 2. Ez pedig tényleg k + 1 komponensre az Euler-

formula. o

2.3. Tétel. Ha G egy egyszer(, sikbarajzolhatd graf és pontjainak szama legaldbb 3,
akkor: e £3n -6, ahol e az élek szdma és n a csucsok szama a G grafban.

2.3. Tétel bizonyitasa:

Osszefliggd grafokra elég beldtni a tételt, de ha ezt nem akarjuk kihasznalni, akkor a

masodik bizonyitast nézzik.

Meggondolas:
Olyan grafnak, amely sikbarajzolhato és adott n —re a lehet6 legtobb éle van, biztosan

Osszefliggbnek kell lennie.
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Indirekt tegylk fel, hogy tébb komponensbdl all. Kell mindkét komponensbdl egy-egy
csucs, amit 6ssze lehet kotni ugy, hogy eddigi éleket ne keresztezziink. Ezaltal egy tobb éli
Osszefliggd grafot kapok. De be kell még latni, hogy lehet taldlni két ilyen csucsot és egy Gket
0sszekotd megfelels élt. A két komponenst foglaljuk bele egy-egy négyzetbe. Valasszuk a két
csucsnak olyan pontot, ami a komponens kiilsd tartomanyanak hataran helyezkedik el és a
négyzet keriiletéhez huzhatd belGle olyan vonal, ami nem keresztez egy meglévd élt sem.
Most foglaljuk bele a két négyzetet egy nagy téglalapba. Ezutan a két négyzet keriletén
keletkezett metszéspontokat kell ugy 0Osszekotni, hogy a téglalap keriletén fusson az

0sszekotd vonal. Véglil némi rendezgetés utan egy tobb éll, 6sszefliggd grafot kapok.

1. Bizonyitds: 6sszefliggs6 grafokra:

Vegyluk G egy tetsz6leges sikbarajzolasat. Jeloljik az egyes tartomanyokat hatarold
élek szamat hy, hy, ..., hy —vel. Vagyis h; darab él hatarolja az i —edik tartomanyt. Mivel a graf
egyszer(, minden tartomanyat legalabb 3 él hatarolja és pontjainak szama a legalabb 3, ezért
he 2 3. Egy él viszont legfeljebb két tartomany hatarahoz tartozik. Tehat, ha 6sszegezziik a
tartomanyokat hatdrolé élek szamat minden tartomanyra, akkor minden élt legfeljebb
kétszer szamoltunk. Igy felirhaté az aldbbi 6sszefiiggés, amiben az Euler-formulat is
felhasznaltuk:

t
2e>2hi+hy+..+hy= ch >3t=3(e+2-n)
k=1

Meghagyva az egyenlGtlenség két szélét (ezt megtehetjik, hiszen amit felirtunk
minden igaz), azt kapjuk, hogy:

2e23(e+2—n).

Felbontva a zardjelet és rendezve az egyenletet, megkapjuk a keresett 6sszefliggést:

3n-62e.

2. Bizonyitas:
Legyen a grafnak k komponense és legyenek a csucsok rendre ny, ny, n;, ..., ng.
Ha egy komponensben n; = 1 csucs van, akkor e; =0 < 3n — 3 éle lehet.

Ha n; = 2 csucs van, akkor ;<1 <3n;-5 éle lehet.

18



Ha n; 2 3 csucs van, akkor az 1. Bizonyitds szerint 3n; — 6 él van. Ha van olyan
komponens, amelyre n; > 3, akkor 6sszesen legfeljebb 3(n; + n + ...+ n ) —6-...<3n -6 él
lehet. A kipontozott résznél minden komponensnél harmat, 6t6t vagy hatot vonunk le.

Ha minden komponensre n; < 2, de van legalabb két komponens, akkor legaldabb

kétszer vonunk le harmat, igy ekkor is3n—6. O

2.4. Tétel. Ha G egy egyszerd(, sikbarajzolhatd graf és minden koérének hossza legalabb
4, tovabba pontjainak szama is legaldbb 4, akkor e < 2n — 4. Itt is e az élek szama, n a csucsok
szama a G grafban.

2.4. Tétel bizonyitdasa:

Nyilvanvaléan minden tartomanyt legaldbb 4 él hatarol. A 2.3. Tétel bizonyitasahoz
hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy 4t < 2e.

Alkalmazva az Euler-formuldt: 4(e + 2 — n) < 2e. Ebbdl pedig megkapjuk a keresett

allitast: e<2n—-4. O

2.5. Tétel. Ha G egyszerd, sikbarajzolhaté graf, akkor a minimalis fokszama, 6 legfeljebb
5. Formalisan: 3x : d(x) <5.

2.5. Tétel bizonyitasa:

Feltehetd, hogy a G graf pontjainak szama legalabb 3.

Indirekt mdédon tegyik fel, hogy min d(x) = 6, azaz d(x) 2 6,V x € V(G). Tudjuk, hogy a
fokszamok 6sszege megegyezik az élek szamanak kétszeresével, igy 6n < 2e. Viszont a 2.3.
Tétel miatt igaz, hogy 2e < 6n — 12. Ez pedig ellentmonddsra vezet, hiszen 6n > 6n — 12 és

nem kisebb vagy egyenl6. o

A Kuratowski-grdfok

A Kuratowski-grafok bevezetéséhez az irodalomjegyzékben szereplé [4] és [6] kdnyvet

forgattam legtobbet.
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2.4. Definicid. A Ks és a K33 grafokat Kuratowski-grafoknak nevezziik. A Ks az 5 pontu
teljes graf. A K33 grafot szokds hdrom hdz — hdrom kut grafnak is nevezni. Az elnevezés
onnan ered, hogy a graf csucsai olyanok, mint harom haz és (veliik szemben) harom kut. Az
élei pedig az utak, melyek minden hazat 6sszekdtnek minden kuttal. Lathatjuk, hogy az
utakat keresztezd8dések nélkil nem lehet lerajzolni. Tehat a grafban lesznek egymast
keresztez6 élek. Azt, hogy a K33 és a Ks esetében sem lehet az éleket keresztez8dés nélkiil

lerajzolni a sikba, a 2.6. —os tétel mondja ki és bizonyitja.

Ty B

2.4. abra. A két Kuratowski-graf: a Ks és a K33

2.6. Tétel. A Kuratowski-grafok nem rajzolhatdak sikba.

2.6. Tétel bizonyitasa:

a, eset: a K5 —re bizonyitas: indirekt modon.

Indirekt tegylik fel, hogy a K; sikbarajzolhatd. Ekkor teljesiil ra a 2.3. Tétel. Azonban a
Ks pontjainak szdma 5, éleinek szama 10, és ez ellentmond az e < 3n — 6 —nek, ugyanis 10 > 9.
Tehat a Ks nem sikbarajzolhatd. o

b, eset: a K33 —ra bizonyitas:

A K33 minden korének hossza legalabb 4, mert K;; paros graf. Ezért ha Kjs;
sikbarajzolhato lenne, akkor teljesilnie kellene ra a 2.4. Tételnek. Azonban a K33 pontjainak
szama 6, éleinek szama 9 és ez ellentmond az e < 2n — 4 —nek, ugyanis 9 > 8. Tehat a K33 nem

sikbarajzolhaté. o

2.3. Megjegyzés: Egy graf sikbarajzolhatésagat nem befolydsolja, ha egy élt egy 2
hosszu uttal helyettesitiink, azaz egy élt egy uj 2 foku csucs felvételével két élre bontunk,
vagy ha egy 2 foku csucsra illeszkedd éleket egybeolvasztjuk, és a csucsot elhagyjuk. Az els6t

nevezzik soros bévitésnek.
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2.7. Tétel. (Jordan-tétel). Ha egy grafban létezik olyan kor, hogy a belsejében van az A
pont, de kivil esik a B pont, akkor az A —t és B —t 6sszekot6 él metszi a kor valamelyik élét,

vagyis a graf nem lesz sikbarajzolhaté.

A Kuratowski-tétel

A Kuratowski-tételt és Fary-Wagner-tételt az irodalomjegyzékben szereplé [8] konyv
alapjan bizonyitottam, de az itt szerepl6 bizonyitas részletesebb. Térekedtem munkdm soran

a kdnnyebb attekinthetGségre, érthetGségre.

2.8. Tétel. (Kuratowski-tétel). Egy G graf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nem

tartalmazza részgrafként a Ks és a K3 3 grafokat, sem ezek soros bévitéseit.

Miel6tt a Kuratowski-tételt bizonyitanank, kimondjuk és bizonyitjuk a Fary-Wagner-
tételt, illetve egy allitast. Tovabba kimondunk még egy definiciot, ami a bizonyitashoz még

szikséges.

2.9. Tétel. (Fary-Wagner-tétel). Ha G egyszerU, sikbarajzolhato graf, akkor létezik olyan

sikbeli dbrazolasa is, amelyben minden éle egyenes szakasszal van lerajzolva.

2.9. Tétel bizonyitdasa:

Teljes indukciot alkalmazunk a pontok szamara.

Ha a pontok szdma legfeljebb 3, akkor a tétel trividlis, hiszen 0, 1, 2 vagy 3 éle lehet a
grafnak. igy pedig legfeljebb haromszoget kaphatunk, ami egyenes szakaszokkal és
keresztezd élek nélkiil egyszerdlen lerajzolhatd a sikba.

ElGszor azt mutatjuk meg, hogy ha G tetsz6leges sikbarajzolhato graf, akkor Gjabb élek
behuzasaval minden lapot haromszoggé tehetlink anélkil, hogy parhuzamos éleket kapnank.
Hiszen hudzzunk be mindaddig uj éleket, mig nem keletkeznek parhuzamos élek. A kapott G’

grafban nincsen elvagd pont. Mert ha az Uj G’ grafban lenne elvagd pont, akkor nézzik azt a
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két részgrafot G; —et és G, —t, melynek az egyetlen k6z6s pontja ez az x elvdgd pont, vagyis
V(G1) N V(G,) = {x}, és a két részgraf egyltt az egész G’ —t adja. Ekkor vegyik G; — x egy x;
pontjat, illetve G, —x egy x, pontjat annak a lapnak a hataran, mely G; — x —szel és G, — x —szel
is érintkezik. Viszont ebben az esetben x; és x, egy tovabbi éllel 6sszekothets lenne. Vagyis
G’ —ben nem lehet elvdgd pont, tehat G’ kétszeresen 0Osszefliggd. Ebbdl kévetkezik, hogy
minden lapnak kornek kell lennie. Tegyik fel, hogy C egy legalabb 4 pontu lap hatara. Legyen
a, b, ¢, d a C kor négy egymast kovetS pontja. Az {a ; c} és a {b ; d} élek kozll valamelyiknek
hidnyoznia kell, hiszen mind a két élnek a C —n kivil kellene futnia (mivel C egy lap), és igy
keresztezniik kellene egymast a 2.7. Tétel miatt. Feltehetjik tehat, hogy mondjuk a és c nem
szomszédosak, tehat nem koti 6ssze 6ket él. Ekkor viszont egy C —n belll elhelyezked6 éllel
Osszekothet6ek lesznek az a és ¢ pontok, ami azt jelenti, hogy a hdaromszogelést
folytathattuk volna. Vagyis G’ —nek tényleg minden lapja haromszog.

Ezek utan elég a tételt haromszogelt sikgrafokra bizonyitani. Talalhatunk olyan {x , y}
élt, melyet csak két haromszog tartalmaz. Hiszen legyen x valamely T haromszog belsejében
levé pont (minden olyan pont, amely nem a legkiils6 haromszogon van, rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal, tudniillik a legkiilsé haromszdgben benne van) és valasszuk x —et és T —t ugy,
hogy a T belsejében levé pontok szama minimalis legyen. Valasszuk tovabba az y -t az x
barmely szomszédjanak. Ha {x ; y} harom haromszognek is éle lenne mondjuk (x ; y; z1)a —
nek, (x;y; z2) o —nek és (x; y; z3) » —nek, akkor ezen haromszogek, mind T belsejének valodi
részei lennének, és példaul (x; v ; z1) » a belsejében tartalmazna z; —at. Ez pedig ellentmond
azzal, hogy a T belsejében levé pontok szamanak minimalisnak kell lennie.

Vagyis valasszunk egy olyan {x ; y} élt, melyre ez az {x ; y} él csak a vele szomszédos két
haromszognek az éle, az (x ; y ; z1) ao-nek és az (x ; y ; z2) o -nek. HUzzuk 6ssze az {x ; y}-tap
pontba. Ez azt jelenti, hogy két pontbdl egyet csindltunk, mikézben lgyeltiink arra, hogy az
éleket ne bolygassuk meg. Ami eredetileg 6ssze volt kdtve x —szel és y —al, azt p —vel is
osszekotjik. Ezaltal keletkezett két parhuzamos élpar, melyekbdl hagyjunk el egy-egy élt. igy
egy Uj, egyszer(i, haromszogelt Gy sikgrafot kapunk. Az indukcids feltevés szerint pedig van
olyan G’y hdromszogelt sikgraf egyenes élekkel, hogy Gy és Gy’ lapjai egymdsnak

megfeleltethet6k. Ezen lépéssort abrazoltam az 2.5. dbran.
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G G G'
’ = Z3 I

2.5. dbra. Egyenes élekhez val6 eljutds

Azt kell még bizonyitani, hogy tényleg széthuzhatd p —bdél x és y egyenes szakaszokkal.
Tekintslik Gy graf {p ; z1} és {p ; zo} éleit, majd nézzilk meg a Gy’ —ben az ezen éleknek
megfeleld éleket. Ezen élek a p koriili szoget két szogre osztjak. Ezek egyike tartalmazza azon
éleket, melyek el6-képei G —ben szomszédosak x —szel, mig a masik azokat, melyek el6-képei
szomszédosak y —nal. Ezek alapjan x —et és y —t széthuzhatjuk és G egy megfelel§ egyenes

élekkel rendelkez6 G’ reprezentaciojat kapjuk. o

2.2. Allités: Legyen G egy minimalis nem sikbarajzolhatd graf (ez azt jelenti, hogy G
minden valédi részgrafja sikbarajzolhatd lesz) és minden fokszama legyen legalabb 3.
Tovabba:

a, G haromszorosan 6sszefliggd,

b, G tartalmaz egy kort harral.

2.2. Allitas bizonyitasa:

a, El6szor azt [atjuk be, hogy G kétszeresen 6sszefliggd.

A kétszeres osszefligg6séget bizonyitjuk, szintén indirekt bizonyitassal.

Legyen G; és G, két komponense a G grafnak. Egyetlen koz0s pontjuk legyen x. Az x
pont legyen a legkiils6 tartomanyon (ezt sztereografikus projekcidval (2.1. Tétel
bizonyitasaban szerepelt) konnyedén megtehetjik). A Fary-tétel (2.9. Tétel) miatt le lehet
rajzolni egyenes vonalakkal, igy ez is sikbarajzolhatd graf lenne, de eredetileg G nem volt

sikbarajzolhatd. Tehat ellentmondasra jutottunk.
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Most ratérink annak bizonyitasara, hogy a G graf haromszorosan 6sszefliggé.
Tegyik fel, hogy G=G,UG,, V(G,)NV(G,)={x ;y} és [V(G))|23 is teljesil. Ez

szavakkal megfogalmazva annyit tesz, hogy G -t felbontottuk két olyan részgrafra,
melyeknek csak két kdzos pontja van, x és y. llletve minden pont foka legalabb harom.
Legyen P; egy (x ; y) Ut G; —ben és P, egy szintén (x ; y) ut, de G, —ben. Legyen tovabba
Hi = Gy + P, , illetve H, = G, + Py . Ekkor H; és H, sikbarajzolhatd. Most agyazzuk a sikba H; —
et és H, —t ugy, hogy a P; és P, a végtelen tartomany hataran helyezkedjen el. Ez a
sztereografikus projekcid segitségével nem lesz nehéz feladat ( a 2.1. Tétel bizonyitasaban
szerepelt a sztereografikus projekcid). Mindezek utan huzzuk Ossze az x és y pontokat és
toroljik el a P; és P, utakat. Ezt mutatja a 2.6. abra. Igy a G egy sikbadgyazasahoz jutunk, ami

viszont ellentmondas, hiszen az allitasban az szerepelt, hogy G nem sikbarajzolhato graf.

2.6. dbra: Az ellentmondas szemléltetése

b, A G —beli leghosszabb utat jeldlje a kovetkez6: (xg ; X1 ; ... Xm). Az els6 pont, x, foka
legalabb 3, hiszen G haromszorosan 6sszefiiggd. Ezt lattuk be az a, esetben. Es xo nem lehet
szomszédos ezen az Uton kivili mas ponttal, ugyanis azt a pontot hozzavéve az eredeti
leghosszabb Uthoz, ez lenne a leghosszabb ut, ami pedig ellentmondas. Tehat kell két
szomszédnak lennie x; —nek és x; —nek melyekre fennall, hogy j > i > 1. Vagyis x; és x; mar
szerepel a leghosszabb Utban, és kilonb6z8 pontok. Ekkor biztosan (xo ; X1 ; ... X)) egy kor

hurral, nevezetesen az xgx; hurral. o

2.5. Definicio. Egy G; részgrafhoz tartozd hid egy olyan 0sszefliggé B részgraf, melyre B

vagy egyetlen él, amelynek mindkét végpontja G; —beli, vagy pedig a G; részgrafot elhagyva a
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G grafbdl, vagyis G — V(G;) —nek egy 0Osszefliggé komponense azokkal az élekkel egyiitt,

melyek ezt a komponenst G; —hez kotik.

2.8. Tétel bizonyitdasa:

Tegylk fel, hogy G sikbarajzolhat6. Ekkor G nem tartalmazhatja Ks —6t, K33 —at vagy
ezek soros bdvitését, hiszen mar ezek sem rajzolhatdak sikba. (Lasd 2.6.Tétel.)

Megforditas: tegyik fel, hogy G nem sikbarajzolhaté. Ekkor G tartalmaz egy minimalis
nem sikbarajzolhatd G’ grafot. Vegylk ki G’ —b6l a masodfoku pontokat. Ezt oly mddon
tessziik meg, hogy elhagyjuk a masodfoku pontot és a két szomszédjat egymas utan kotjiik,
Osszekotjiuk. Ez éppen a forditottja a soros bdvitésnek (2.3. Megjegyzésben definidltuk a
soros bévitést és forditottjat). Ezaltal kevesebb pontu lesz a grafunk és egy Gjabb minimalis,
nem sikbarajzolhaté grafot kapunk. De most olyat, amelyben minden pontnak a foka
legalabb harom lesz. Belatjuk, hogy ez a graf pedig vagy Ks vagy K33, tehat G” a Ks, K33 vagy
ezek soros bévitése az alabbi tovabbgondolas miatt.

Be kell tehat még latni, hogy a fenti minimalis nem sikbarajzolhaté graf miért K5 vagy
K3 3. Legyen a C kor egy hurja az (x ; y). (Az, hogy létezik kor és annak egy hurja, belattuk a
2.2. Allitas b, részében.) Vélasszuk C—t ugy, hogy G — (x ; y) —t a sikba lerajzolva a C —n beliili
tartomanyok szama a lehetd legnagyobb, vagyis maximalis legyen. ElGszor is észrevehetd,
hogy nincsen C—n kivili pont. Lassuk ezt be:

Legyen Gp a G — V(G) egy komponense, és indirekt tegyik fel, hogy Gy a C —n kivilre
esik. Mivel G -nek haromszorosan 6sszefliggének kell lennie (a haromszoros-6sszefliggéséget
a 2.2. Allitas a, részébdl tudhatjuk), a € kérnek van 3 olyan pontja, ami G, —lal szomszédos.
Jel6ljik ezeket u —val, v —vel és w —vel. Vizsgdljuk ennek a 3 szomszédnak az elhelyezkedését.
Két lehet6ség all fenn: vagy mind a 3 pont x és y kdzott helyezkedik el, igy egyik sincs x és y
altal elvalasztva, vagy a masik lehetGség, hogy a 3 pont kozil legaldbb 2 nincsen elvalasztva
az x és az y altal. Ekkor ezt a sem x —et és sem y —t nem tartalmazdé (u ; v) ivet
helyettesithetjik egy Gy —on keresztilmend (u ; v) uttal. Ezaltal viszont egy (x ; y) hurral és
tobb belsé lappal rendelkezé C’ kort kapunk, ami ellentmondas, ugyanis feltettiik, hogy a

lapok szama a lehet6 legnagyobb volt.
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Ugyanebbdl az okfejtésbdl az is kdvetkezik még, hogy C —nek minden kivil futd hadrja a
Ckét (x; y) ivének belsé pontjait koti 6ssze.

Nézziik meg a C kdrnek azon hidjait, amelyek C —n belil vannak. Nevezziink egy ilyen
hidat billenthetének, ha a hid végpontjai nem valasztjdk el C egyetlen kilsé hurjanak
végpontjait sem. Tudjuk, hogy ezek a hidak mind atbillenthet6ek C —n kivilre. A megmaradd
hidak kozott kell lennie olyannak, ami C —nek mind a kett6 (x ; y) ivébdl tartalmaz belsé
pontot. Ha nem igy lenne, akkor x —et és y —t a C koron belil is 6sszekdthetnénk, ami miatt
viszont G sikbarajzolhatd lenne. Tehat van olyan B hid C —n belil és olyan (a ; v) hir C —n
kivil, hogy a B végpontjai C —n elvalasztjak egymastdl az a —t v-t6l és az x —et y —tdl. Tovabba
{a; v} és {x; y} szintén elvdlasztjdk egymast. Ez tobbféleképpen lehetséges, mely grafikusan

is megtekinthet6 a 2.7. dbran, illetve pontokba szedve aldbb lathato:

a, b, c,

2.7. abra. A harom lehetGség x, y, a és v —re

a, eset: a B hid tartalmaz belsé pontokat az (x ; a) ivbél és az (y ; v) ivbél is (avagy
szimmetrikusan az (x ; v) és (y ; a) ivbdl).

b, eset: a B hid tartalmazza v —t, az (x ; a) iv egy bels6 pontjat és még az (y ; a) iv egy
pontjat, ami a —tdl kilonboz6 (itt is taldlhatd hasonld szimmetrikus elrendezés).

c, eset: a B hid tartalmazza x —et, y —t, a —t és v —t.

A lentebbi, 2.8. abrabdl az is jol kitlinik, hogy az g, esetben a K3 3 egy felosztasardl van
sz6. Ez megkonnyiti ennek az esetnek a beldtasat, ugyanis G minimalitdsa miatt nem

lehetnek mas élek vagy osztopontok, azaz G = Kj 3. Tehat ezt az esetet bebizonyitottuk.
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A masik két eset kicsit bonyolultabb lesz. A ¢, esetet szét is kell bontani alesetekre.

Vegyunk egy P utat, mely 6sszekoti B két emlitett végpontjat. A b, esetben vegylink egy
utat, mely P —t 6sszekdti egy harmadikkal. A ¢, esetben vegyiink két utat, melyek P —t a masik
két végponttal kotik 6ssze. Ha ez a két ut taldlkozik, akkor legyen egy k6z6s kezd6 szakaszuk.
igy a ¢, esetet két alesetre bonthatjuk attdl fliggSen, hogy az emlitett utak B —ben H vagy X

formajuak-e. Ez a két forma az 2.8. dbran jdl latszik.

leYehele

2.8. abra. Az utak alakja.

A b, és a c;, esetben a graf valddi részként tartalmazza K33 egy felosztasat. Ez
lehetetlen, mivel feltétellink szerint G minden valédi részgrafja sikbarajzolhatd. A c,, esetben

pedig latjuk Ks egy felosztasat és igy G minimalitasa miatt G = Ks. O

Példak nem sikbarajzolhato grdfokra:

A Petersen és a Grotzsch graf szerepelt a [4], [6], [8], [9] konyvekben és a [11]

internetes oldal dbrai alapjan késztettem el sajat abraimat.

Annak eldontése, hogy sikbarajzolhaté-e egy graf a kovetkez6t mondhatjuk el. Ha egy
graf sikbarajzolhato, akkor le kell tudni rajzolni. Ahhoz, hogy szépen lassuk a |épéseket vagy
az eredményt érdemes szamokkal ellatni a csucsokat, igy majd az izomorfiat kdnnyebb latni,
igazolni. Ha nem sikbarajzolhato, akkor pedig talalni kell benne olyan részgrafot, ami Ks, K33

vagy ezek soros bdvitése.
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A Petersen graf nem rajzolhaté sikba, ugyanis meglelheté benne a K3 ; soros bdvitése.
Jeloljik az abran (2.9. abra) a fekete pontokkal a kutakat, sziirkével a hazakat. Ami fehéren
maradt, az a soros bdvités pontjaihoz tartozik. Mivel taldltunk K3 ; —nak egy soros bdvitését

benne, belattuk, hogy nem sikbarajzolhaté.

A ?
g6 7

N

2.9. dbra. A Petersen graf

A Grotzsch graf sem lesz sikbarajzolhat6. A belatashoz ugyancsak Ks —6t, K33 —at vagy
ezek soros bdvitését keressiik a grafban. A K5 —6t nem talalunk, de a remény még megvan a
K33 —ra, vagy soros bévitésére. Ezt meg is talaljuk és a 2.10. dabran meg is nézhetjuk. A
kutakat jelolhetjiik megint fekete pontokkal, a hazakat szilirkékkel. A fehéren maradt pontok
pedig most is a soros bévitést jelentik. Mivel megtalaltuk a harom haz — harom kut graf soros

bGvitését, nem lesz sikbarajzolhatd a Grotzsch graf sem.

2.10. dbra. A Grotzsch graf
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3. Szinezéses problémak

Bevezeté a szinezéses problémadk témakorébe

A grafok szinezésének bevezetésével kapcsolatban a véges matematika jegyzetbdl és

az irodalomjegyzékben szerepl6 [6] konyvbél olvastam.

A grafok szinezésének problémajat két részre oszthatjuk. Az egyik rész, amikor a
pontok szinezésérdl van sz, a masik részben az éleket szinezziik. Ebben a fejezetben nem

fogok minden tételt bizonyitani, a legtébbet csak kimondom.

3.1. Definicid. Egy G hurokélmentes graf k szinnel kiszinezhets, hogyha minden csucsot
ki lehet szinezni k db szin felhaszndlasaval ugy, hogy barmely két szomszédos csucs szine
kiilonboz6 legyen. A G kromatikus szadma X(G) = k , ha G csucsai kiszinezhet6k k db szinnel, de
k — 1 szinnel mar nem. Egy ilyen szinezésnél az ugyanolyan szint kapott pontok halmazat

nevezzik szinosztdlynak. (Tehat a szinosztalyok fliggetlen ponthalmazok.)

3.1. Megjegyzés: Ha hurokél csatlakozna egy csicshoz, akkor azt a csucsot nem lehetne
kiszinezni. Masrészt a szinezés szempontjabdl a tobbszords élek nem jatszanak szerepet,
ezért elég a tovabbiakban csak egyszeru grafokkal foglalkozni.

3.2. Megjegyzés: x(G) < |V(G)|, hiszen ha minden csucsot kiilonbozére szineziink, az
biztosan jo szinezés lesz. A K, —et ennél kevesebb szinnel pedig nem is lehet kiszinezni, vagyis

X(Kn) =n.

3.1. Tétel. Legalabb egy élt tartalmazo G graf akkor és csak akkor paros, ha x(G) = 2.
3.1. Tétel bizonyitdasa:
Ha a graf paros, akkor az egyik oldalon Iév8 pontokat pirossal, a masik oldalon Iév&ket

kékkel szinezve 2 szinnel szineztlik a grafot.
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Ha a grafnak van legaldabb egy éle, akkor ennek két végpontjat nem szinezhetjiik
ugyanolyan szindre, igy x(G) = 2.
Ha x(G) = 2, akkor a két szinosztdly éppen a paros graf definicidéjaban szereplé

felbontasnak megfelel6 két halmaz lesz. o

3.2. Definicio. Egy G graf élei k szinnel kiszinezhet6k, hogyha minden élét ki lehet
szinezni k db szin felhaszndlasaval ugy, hogy barmely két szomszédos él szine kilonb6z6
legyen. G élkromatikus szama X.(G) = k , ha G élei k szinnel kiszinezheték, de k — 1 szinnel

mar nem.

3.3. Megjegyzés: Az élkromatikus szam megegyezik a graf élgrafjanak kromatikus
szamaval. Az élkromatikus szam nem lehet kisebb a maximalis fokszamnal, hiszen az egy
pontra illeszked6 éleket mind kiilonb6z6 szinekre kell szinezni.

3.4. Megjegyzés: Ha van a grafban egy klikk, akkor ennek semelyik két pontja nem

lehet azonos szin(. Ebbdl kovetkezik, hogy minden G grafra x(G) 2 w(G).

Miycielski konstrukcio

Az irodalomjegyzékben szereplé [6] konyv alapjan irtam le a konstrukciot, illetve a

konyv irdja altal tartott 6ran irt jegyzetbdl készitettem el az abrakat, kiegészitéseket.

3.2. Tétel. (Mycielski tétel). Minden k > 2 egész szamra létezik olyan G graf, hogy az
w(Gy) = 2 és x(Gy)= k.

3.3. Tétel. (Brooks) Ha G egy egyszer(, dsszefliggd graf, de nem teljes graf és nem egy
paratlan hosszusagu kor, akkor x(G) < max d(X). Vagyis ekkor a kromatikus szdm nem

nagyobb, mint a maximalis fokszam.

3.4. Tétel. (Vizing). Ha G egyszerl(i graf, akkor max d(X) < Xe(G) < (max d(X)) + 1.
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3.5. Tétel. (Shannon). Ha G nem egyszerd, akkor ¥.(G) < %max d(X).

3.1. Példa. Shannon-tételre lathato egy jellegzetes példa a 3.1. dbran.
Lathatd, hogy a maximalis fokszam 4. Ezaltal a jobboldal 6 lesz, mig a baloldalon is 6

fog szerepelni, hiszen minden élt mas szinnel kell megszineznink.

3.1. dbra: Shannon-tételre példa
Ezen tételek koziil terjedelmi okokbdl itt csak a 3.2. Tételt bizonyitom.

A Mycielski konstrukcié leirasat és a 3.2. abrat az allitdsok megértésének
konnyebbsége végett készitettem el. Az dbran a G; szerepel, amit megfeleltethetiink egy 5
hosszu kornek. Erdekességként megjegyezném, hogy a G, pedig a Grétzsch graffal izomorf
graf. (Ennek ellendrzése j6 feladat lenne akar a 3. Blokkban.)

A G —nek nyilvan megfelel a két csucsot és egy élt tartalmazd graf. Tegylk most fel,
hogy mar megkonstrualtuk G, —t ugy, hogy w(Gy) = 2 és x(Gk)= k. Ebbdl konstrualjuk tovabb
Gys1 —et. Jeloljuk Gg pontjait vy, vo, vs ..., v, —nel. Ezutan vegylink fel n + 1 db Uj pontot,
amiket jeloljink v, u>, us ..., u, és w —vel. llletve Uj éleket is fel kell venniink. Minden u; —t
kossiik 6ssze v; minden Gy —beli szomszédjdval, de magaval v; —vel ne. Végil w —t kossiik
O0ssze minden u; —val, de a vy, v, vs3, ..., v, pontokkal ne. Az igy kapott Gi.; graf kielégiti a

3.2. Tételt, vagyis a Mycielski tételt.
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vy Wy

u; ug

3.2. dbra: Mycielski konstrukcié

3.1. Allitas. w(Gs1) = w(Gy) = 2.

3.1. Allitas bizonyitasa:

Indirekt bizonyitast hasznalunk, melyben haromszogeket keresiink.

1. eset: A w szomszédjai egymassal sosem lesznek szomszédok, hisz mind u —beliek,
amelyek nincsenek 6sszekotve. Tehat a haromszogben nem lesz benne w.

2. eset: Nem lehet mind a 3 pont v —bdél, mert akkor eddig is lett volna haromszog.

3. eset: Az u —beliek koziil maximum egyet hasznalhatok fel. Marad az a lehetGség,
hogy egy u —beli pont és két v —beli pont alkot haromszdget, azonban ez sem lesz jo, hiszen
egy u —beli pont nem lesz szomszédos ezzel a két v —beli ponttal, vagy akkor eleve haromszog

lett volna Gy —ban. o

3.2. Allitas. x(G xs1) = k + 1.

3.2. Allitas bizonyitasa:

Szinezziink ki minden v; pontot ugyanolyan szinnel, mint G, egy k db szinnel vald
kiszinezésében. Ezutan minden u; pontot szinezziink ugyanolyan szinlire, mint v; —t. Végiil
szinezziik ki w —t a k + 1 —edik szinnel. igy Gi.; —et j6l szineztiik k + 1 szinnel. Ez azt mutatja,
hogy x(G k1) < x(Gi) + 1.

Tegyiik fel indirekt, hogy k db szinnel is meg lehet szinezni Gy.; —et (a k —nal kevesebb
szinnel biztosan nem, mert Gy az szinezéséhez is k db szin kellett). Jeldljiik az x pont szinét
c(x) —szel, a szineket pedig 1, 2, 3, ..., k —val. Feltehetjik még, hogy c(w) = k. Mivel w minden

u; ponttal 0ssze van kotve, ezért az u; pontok mindegyikére c(u;) € {1, 2, 3, ..., k - 1}.
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Megadunk egy ¢’ szinezést a v; pontok altal feszitett részgrafon (ez éppen Gy —val izomorf
részgraf). Ha c(vi) = k, akkor legyen c’(vi) = c(u;), killonben c’(v;) = c(v;), vagyis a k szinlieket
szinezzlk at a parjuk szinére.

Belatjuk, hogy ¢’ egy k — 1 szinnel valo j6 szinezése Gy —nak. Ez viszont ellentmondas,
hiszen k — 1 < x(Gk). Az olyan élekkel, amelyeknek egyik végpontja sem volt k szin(i, nem
lehet probléma, hiszen ezek végpontjainak szinét nem valtoztattuk meg. Tegyik fel, hogy
c(vi) = k és v; —nek létezik egy olyan v; szomszédja, amelyre c’(vj) = c’(vi). A c(v;) # k, mert az
eredeti szinezés jo volt. Viszont emiatt ¢’(v;) = c(v;) és c’(vi) = c(uj). igy c(vj) = c(uj), ami pedig

ellentmondas, ugyanis v; és u; szomszédosak Gi.; —ben, ha v; és v; szomszédosak G, —ban. o

5-szin tétel

Az 5-szin tétel és bizonyitasa a [6] konyvben hasonldéan szerepelt. Némi mddositast

eszkozoltem rajta a kdnnyebb érthetfség miatt.

3.6. Tétel. (5-szin tétel). Ha G sikbarajzolhato graf, akkor x(G) < 5.

3.6. Tétel bizonyitdasa:

A csucsok szama szerinti teljes indukcidval torténik a bizonyitas.

Mar a 3.1. Megjegyzésben is megbeszéltiik, hogy a parhuzamos élek nem befolyasoljak
a szinezést, igy feltehetd, hogy a graf egyszerd.

n = 2 pontra a tétel nyilvanvaldan igaz, hiszen 2 < 5.

Alkalmazzunk teljes indukciét. Most nézziik 2-nél tébb pontu grafra. A 2.3. Tételben
belattuk, hogy G éleinek szdma legfeljebb 3n — 6, ahol n = |V(G)]. igy biztosan van olyan x
pont, amelynek foka legfeljebb 5, hiszen ha nem igy lenne ellentmondast kapnank a 2.3.
Tételben. Ha x foka legfeljebb 4, akkor az indukcids feltevés miatt x —et elhagyva kiszinezhet6
a graf 5 szinnel. Majd x —et a 4 szomszédjatdl eltérd 6todik szinnel szinezzik ki.

Tegyiik fel most, hogy d(X) = 5. Ha x —nek barmely két szomszédja kozott van él, akkor
a grafban egy K részgraf szerepel, de ez ellentmond a G sikbarajzolhatdsaganak. Vagyis x —
nek van két olyan szomszédja, y és z, ami nincs 0sszekodtve. Hlizzuk dssze egy ponttd az x, y

és z pontokat ugy, hogy kdzben figyellink arra, hogy éleket ne hagyjunk el. Az igy kapott G’
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graf az indukcids feltevés miatt kiszinezhetd 5 szinnel. Az ennek megfelel§ szinezés G —ben
viszont nem lesz jo, mert x, y és z egyszinlek. A G —ben x —nek 3 szomszédja van y és z —n
kival, melyek legfeljebb 3 szint foglalnak le és a maradék két szomszéd, y és z egyszind.

Marad tehat az 6todik szin, amellyel kiszinezhetjiik x —et. Tehat G kiszinezhet§ 5 szinnel. o

4-szin tétel

Az internetes oldalak kozil a [10], [12], [13] oldalt, és a kbonyvek kozil az [5] kbnyvet
hasznaltam a 4-szin tételhez. A dudlis grafokrél pedig a [6] konyvben olvasottakat

hasznositottam.

3.7. Tétel. (4-szin tétel). Ha G sikbarajzolhato graf, akkor x(G) < 4.

A 4-szin tétel bizonyitasa nagyon nehéz feladat, ezért ezt nem is targyaljuk. Par szo6t
viszont megemlitiink a tételrdl.

Eddig a grafok szinezésénél olyan problémakkal foglalkoztunk, ahol a graf pontjait,
esetleg éleit kellett megszinezniink. Most attériink a tartomdanyok szinezésére. A
tartomanyok megszinezése, avagy a térképszinezési feladatot konnyen atfogalmazhatjuk.
Minden sikbarajzolhaté G grafhoz gyartsunk egy G* grafot oly modon, hogy G
tartomdnyaihoz (az orszagokhoz) rendeljink az Uj G* graf pontjait (févarosokat). A G*
grafban akkor kosslink 6ssze két pontot éllel, ha a megfelelé G —beli tartomanynak van koz0s
hatarvonala. Az igy gyartott G* grafot nevezzik a G graf dudlisdnak. Mivel a G* is
sikbarajzolhato és tartomanyai épp a G pontjainak felelnek meg, igy szokds G —t és G* -ot
egymas dudlisanak nevezni.

A Négyszin-tétel allitasa szerint minden térkép kiszinezhet6 négy szinnel ugy, hogy
barmely két egymas mellett elhelyezkedd tartomany ne kapjon azonos szint. A tartomanyok
akkor szomszédosak, ha él mentén érintkeznek.

A sejtést el6szor Francis Guthrie fogalmazta meg 1852-ben, amikor észrevette, hogy
Anglia térképének kiszinezéséhez elegendd négy szin. Az elsd publikacié Arthur Cayley

nevéhez fliz6dik. Szamos sikertelen prébalkozas volt a sejtés bizonyitasara, majd 1977-ben
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Appel és Haken bizonyitotta be a tételt el6szor. A bizonyitas hatalmas, toébb szaz oldalas és
szamitégépes modszerek is szerepet jatszanak benne.

A bizonyitas fogalmi részében az allitast visszavezették majd kétezer darab olyan
specidlis térképre, melyekre teljesiilnie kell bizonyos matematikai tulajdonsagnak. A
térképeket szamitogép hasznalata nélkul talaltak, de a tulajdonsdag megvizsgalasat mar a
szamitogép végezte el. Ez volt az els6 olyan nevezetes matematikai sejtés, amit szamitégép
hasznalataval sikerilt bizonyitani.

Kés6bb tobb hibat is felfedeztek a bizonyitasban, melyeket Appel és Haken
szisztematikusan kijavitott és kategorizalt is. A kdvetkezs |épcs6fok az volt, mikor 1996-ban
Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour és Robin Thomas megalkotott egy négyzetes

idejd algoritmust a térképek 4 szinnel vald szinezésére.
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4. Feladatok a tandrakra

Elmondhato az dsszes feladatra, hogy az irodalomjegyzékben szerepl6 [1], [2], [3], [7],
[9] és [11] oldalakon szerepelhetnek. Azonban van olyan feladat, aminél csak otletet adtak és

sok sajat feladat is szerepel.

1. Blokk: a fokszamokrol

Az elsd 6t feladatban a fokszamrdl van szd. A kapcsolddd definiciok és allitasok az 1.1.,
1.4. és 1.5. Definicid, illetve az 1.1. Allitas. A megolddshoz az 1.3. Definicid is sziikséges. Ezek
a feladatok nem nehezek. Matematikadran bemelegit6, rdahangoldé feladatoknak

megfelel6ek.

A fokszamokrél kimondanék két allitast, amelyekbdl az els6t bizonyitom is. Ezek
elmondhatdak, megbeszélhet6ek a matekdrakon. A cél, hogy adott d; < d, < ... £ d, nem
negativ egész szamokhoz mikor van olyan graf, amelyben pontosan ezek a fokszamok.
Legyen V = {1, 2, ..., n} és el szeretnénk érni, hogy az i csucs foka d; legyen. ElGszor, a 4.1.
Allitasban még hurokéleket és tobbszords hurokéleket is megengediink, majd a hurokéleket
megtiltjuk és a 4.2. Allitdsban mar az egyszerii grafok esetét vizsgaljuk. Ha a hurokéleket
megtiltjuk, akkor nem lehetnek tul nagy foku pontok, hiszen ha egy pontban nem lehet
hurokél, akkor az innen kiindulé élek masik végét a tobbi pontnak képesnek kell lennie

befogadni.
4.1. Allitds: Ha a d4, d,, ..., d, sorozatra teljesiil, hogy di + d, + ... + d,, paros (tehat a

fokszamok Gsszege pdros), akkor létezik olyan (akar tobbszords) hurokéleket is tartalmazé

graf, melyben a fokszamok d4, d, ..., dy.
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4.1. Allitas bizonyitasa:
Minden csucsba berajzolunk annyi hurokélt, amennyit csak lehet, igy még minden
csucsban 0 vagy 1 él hianyzik. Mivel a d; —k Osszege paros, paros sok egyes marad. Ezeket

tetsz6legesen Osszekotve paronként, a kivant tulajdonsagu grafot kapunk. o

4.2. Allitas: Akkor és csak akkor létezik olyan hurokél nélkiili graf, melyben a fokszamok
ds, ds, ..., d,, ha a d; —k Osszege paros és minden d; legfeljebb akkora, mit az Gsszes tobbi
fokszam 6sszege. Nyilvan ezt elég a legnagyobb fokszamra megkdvetelni. Ha d,, a legnagyobb

fokszam, akkor feltételink d; + d, + ... + d, paros és d; + d, + ... + d,.1 2 d,, ezen alakba irhaté.

4.1. Feladat: Egy tdrsasagot megkérdeztiink, ki hany emberrel fogott kezet és a
kovetkez6 eredményeket kaptuk télik: 3, 4, 6, 7, 6,9, 5, 8, 7, 4. Szemléltessiik grafon az
esetet!

A 4.1. Feladat arra mutat ra, hogy a fokszamok 6sszegének parosnak kell lennie.

4.2. Feladat: Rajzoljunk 7 csucsu, ne feltétleniul egyszer( grafot, ahol a csucsok
fokszama: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6!
A 4.2. Feladatban a fokszamok ismeretében kell megrajzolni egy grafot. Ebben a

feladatban még meg vannak engedve a hurokélek és parhuzamos vagy tobbszoros élek is.

4.3. Feladat: Lehet-e egyszerl az a graf, melynek fokszamai rendre: O, 1, 2, 3, 6?
Indokolj is!

4.4. Feladat: Van-e olyan egyszer(i graf, amelyben a pontok foka: 8, 8,7, 7,5, 4, 3, 2, 2?

A 4.3., 4.4. Feladatok mar egyszer( grafokra vonatkoznak és megint csak a fokszamok

ismertek.

4.5. Feladat: Hany csucsu az a konvex sokszog, amelynek egylttesen 136 oldala és
atléja van?

A 4.5. Feladat kapcsan a teljes graf fogalma is el6kerdl, illetve a teljes graf éleinek a
szama. A fokszamok nincsenek egyértelmlien megadva, mint a fentebbi esetekben. A feladat

emiatt is jO. Szoveges feladatokat a didkok mindig nehezebben oldanak meg, mint ha mar az
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adatok ki vannak gyljtve és nincs felesleges informacid. Tovabba a sokszogek kapcsan

teljesen mas témakorben is el6vehetd a feladat.

2. Blokk: az dsszefiiggoségrol

A hatodiktol a kilencedik feladatig hasznaltuk az Osszefliggéséget (1.10. Definicid).
Tovabba az élszam, a fa, az erd§, a feszit6fa, a kor, fokszdm definiciéjaval kell tisztaban lenni

(1.19.,1.20.,1.22., 1.7., 1.5. Definicid).

4.6. Feladat: Hanyféle egyszer(, 6sszefliggd graf adhatd meg 4 csucson?
A 4.6. Feladatban az egyszer(iség, Osszefligg6ség és izomorfia definicidja kerdl

el6térbe. A 4 csucs még pont idealis egy Osszefliggdségrél sz6l6 bevezets feladatban.

4.7. Feladat: Igazoljuk, hogy ha egy 5 pontu grafban minden pontbdl legaldabb 2 él
indul, akkor a grafban van kor! Igaz-e, hogy minden csucs benne szerepel egy kérben?

A 4.7. Feladatban a fokszam és kor definicidjara is emlékezni kell. Igazolni kell egy
allitast, igy a bizonyitast is gyakoroltatja. A bizonyitasok fajtajanak tanitasanal is el lehet
mondani, igy kapcsoldodhatunk mdasik témakorhoz is. A masodik kérdéshez pedig egy kis

szemfllesség kell.

4.8. Feladat: Igazoljuk, hogy ha egy 6 pontu grafnak legfeljebb 4 éle van, akkor a graf
nem 0Osszefliggd!

A 4.8. Feladatra adtam egy olyan megoldast is, ami az Euler-formulat alkalmazza (2.2.
Tételben van kimondva), de van egyszer(ibb megoldas is. Ha tobb megoldast tudunk adni egy
feladatra, akkor az a didkok kreativitasat noveli, illetve nem vagyunk egyformak, és mas-mas

diakhoz mas-mas megoldas all kozel.

4.9. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy legalabb 2 csucsu 6sszefliggé grafban létezik

olyan csucs, melyet a ra illeszkedé élekkel egyitt elhagyva a graf 6sszefliggé marad.
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A 4.9. Feladathoz nagyon szorosan kapcsolédik az 1.2. Allitas, amit a tanéran lehet,

hogy érdemes ennek kapcsan megvizsgalni.

3. Blokk: az izomorfiarol

A lentebbi feladatok az izomorf grafokrél (1.23. Definicid), megértésikrdl,
gyakorlasukrol szélnak. Figyelni kell arra, hogy nem volt kikétve az 6sszefliggdség, tehat itt
Ujra felelevenedik az 1.10. Definicid. Az izomorf grafokrdl még mashol is sz6 van a feladatok
soran, illetve a dolgozatban példaul az 1.1. Példaban, a Mycielski-konstrukcidban a Gg

kapcsan, ezért nem targyalunk itt még tobb hasonlo jellegli feladatot.

4.10. Feladat: Rajzoljuk le az 6sszes legfeljebb 4 pontu egyszer(i grafot! Es szamoljuk
meg, hogy mennyi van!

A 4.10. Feladat egy kis 6sszefoglald, ugyanis 6ssze kell gy(jteni az dsszes legfeljebb 4
pontu egyszerl grafot. Ezzel egy kis ralatast kapnak, illetve ez alapjan mar folytatni tudjak

tobb pontu grafokra is a keresést.

4.11. Feladat: Rajzoljuk le az 6sszes legfeljebb 5 csucsu fat!

A 4.11. Feladat is 6sszefoglald, csak ebben az esetben fakrél van szé. Ez is arra jé, hogy
a kilonb6z6 megoldasok keresése kozben megnézziik, mely grafok izomorfak egymassal,
melyek nem. Itt is folytathatjuk tobb pontu fakra a keresést, amelyet megkdnnyit, ha mar 5

pontig megtaldltuk a keresendé fakat.

4. Blokk: a sikbarajzolhato grafokrol

Az alabbi ot feladat a sikbarajzolhaté grafokkal kapcsolatos. A 2.1., 2.4., Definicid, a
2.7. Tétel (Jordan tétel) elengedhetetlenil szikséges a feladatok megértéséhez és

megoldasahoz.
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4.12. Feladat: Rajzolhaté-e az alabbi graffal izomorf sikbeli graf? Mas széval:

sikbarajzolhato-e az aldbbi graf?

4.1. dbra: a 4.12. Feladathoz
A 4.12. Feladatban izomorfia is el6keriilt, amire mar példat (1.1. Példa) és feladatot is
[attunk. Ez nagyban megkdnnyitheti a megoldast. Konnyités a feladatban, hogy a csucsok

mar eleve meg vannak szamozva, ami sugallja, hogyan is kell elindulni, mit is kell csinalni.

4.13. Feladat: Lerajzolhaté-e a 4.2. abrdn szerepl§ graf a sikba ugy, hogy csak egyenes

élek szerepeljenek benne? Amennyiben lehetséges, adjunk ra példat!

4.2. dbra: a 4.13. Feladathoz a sikbarajzolhato graf

A 4.13. Faladatban a Fary-Wagner-tételt alkalmazzuk. Mas, akar itt szerepl6

feladatoknal is meg lehet nézni, hogy egyenes élekkel lerajzolhatd-e az aktualis graf és

alkalmazhaté-e a Fary-Wagner-tétel. Mivel tobb esetben, mas feladatnal is lehet hasznalni
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ezt a tételt, ezért gondoltam, hogy kiilon feladatba is beteszem. Ezzel adva esetleg otletet,

hogy mas feladatokat is tovabbgondoljunk, tovabbvigyink.

4.14. Feladat: Tekintsiik a kovetkez6 testek élvazat grafnak: tetraéder, kocka, oktaéder,
hatszég alapu gula, hatszég alapu hasab. Rajzoljunk a sikban a fenti grafokkal izomorf,
keresztezé él nélkiili grafokat. Ezek utan rajzoljuk meg a grafokat egyenes szakaszokkal,
amennyiben lehetséges.

A 4.14. Feladatba egy kis geometria is bele van csempészve. Ez azért is j6 lehet példaul,
mert igy a grafok témakore el6kerilhet mas anyagrésznél az év folyaman. Ezt mar tobb
feladatnal is lathattuk, hogy mas témakornél elSkeriilhetnek a grafok. Minél tébb ilyen
feladatot talalunk, ahol kiilonb6z6 témakorok kapcsolddnak egymashoz, annal tébbet lehet a

grafok témakorével foglalkozni a tandrakon.

4.15. Feladat: Sikbarajzolhatdk-e a kovetkezd grafok? A Ks —bdl egy él elhagyasaval
keletkezett graf, a K33 —bol egy él elhagyasaval keletkezett graf és a Petersen graf?

A 4.15. Feladat kapcsan a Kuratowski-grafokrél mindent meg lehet beszélni. A Petersen
grafrol mar volt szé a dolgozat soran. A didkoknak érdemes talan a harom haz — harom kut

problémaval kezdeni, esetleg ravezetni Gket és ezutan megnézni a feladat kérdéseit.

4.16. Feladat: Négy szomszéd mindegyike ugy épitett utat a masik harom hazhoz, hogy
azok nem keresztezik egymast. Vazoljunk egy lehetséges uthdaldzatot! Egy 6todik ember
Ujabb hazat épit. Tud-e ugy utakat épiteni hazatél a masik négy hazahoz, hogy az
uthalézatban ne legyenek keresztez6dések?

A 4.16. Feladatot be lehet vezetni ugy is, hogy el6szor csak két, majd harom
szomszédot néziink meg. Vagy jarm(ivekkel tessziik fel a feladatot és akkor a negyedik jarm(
ki tud lépni a sikbdl, ha hajokrél tengeralattjarordl van szé, esetleg léghajordl. Ezzel csak
annyit szeretnék érzékeltetni, hogy a feladat tobb iranyban tovabbgondolhaté. A Jordan-

tétel (2.7. Tétel) alkalmazasara mutat ra egyébként az eredeti feladat.

41



5. Blokk: a grafok szinezésérol

A grafok szinezésével kapcsolatos feladatok kovetkeznek. Az els6 két feladatban még a
sikbarajzolhaté grafok is széba kerlilnek (2.1. Definicié). Az 6sszefliggbség, a fokszam
definicidjat sem szabad elfelejteni (1.10., 1.5. Definicid), hiszen a 4.15. Feladathoz sziikséges.
llletve még a kromatikus szam és a komplementer definicidjat is ismerni kell (3.1., 3.2. és 1.8.

Definicid) az utolsé feladat megoldasahoz.

4.17. Feladat: Vegylik az aldbbi tiz csucsu sikbeli grafot, melyre igaz, hogy minden
csucsanak fokszama paros (a 4.3. abran lathatd a graf). Tekintsik ezt a grafot egy sziget
térképének. Szinezzik ki (a korilotte 1éve tengert is beleértve) a tartomanyokat két szinnel

ugy, hogy egy-egy él mentén a szomszédos tartomanyok szine kilénb6zé legyen.

4.3. dbra: a 10 csucsu sikbeli graf a 4.13. Feladathoz

A 4.17. Feladat a tartomanyok megszinezésérdl szél. A szinezés viszonylag élvezetes a
didkok szamdara, amivel meg lehet szerettetni ezt a témakort. Ez a feladat is tovabbflizhetd,
és ha felkeltette a didkok érdekl6dését, akkor 6k is tovabbgondolhatjdk a problémat. A

parkettazas fogalomkorét is meg lehet emliteni.
4.18. Feladat: Rajzoljuk meg a ceruzank felemelése nélkil a sikon az alabbi két zart

gorbét (4.4. abra), mely tobbszor is metszi onmagat. Szinezzik ki az igy keletkezett

tartomanyokat két szinnel!
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4.4, dbra: a két zart gorbe

A 4.18. Feladatban szintén szinezni kell. Ez mégis annyival tobb, hogy itt az eredeti
abrat is nekik kell megrajzolni. A masodik eset kicsit nehezebb, pont azért, hogy lassuk, lehet

bonyolitani az abrakat.

4.19. Feladat: Mennyi a 4 és 9 hosszu kér kromatikus szama?

A 4. 19. Feladat a kromatikus szamokra egy bevezetd példa. Ezt még viszonylag
egyszerlien meg tudjak oldani a didkok. Ha nem vessziik el a kedviiket rogton a tanuléknak,
akkor talan tobbet fognak foglalkozni a témaval. A szinezés kozel all hozzajuk és a konnyebb

feladatokkal sikerélményt érhetnek el, ami altal lelkesek lesznek.

4.20. Feladat: Mennyi a kromatikus szdma egy k-hosszu kérnek? Es a k-hosszu kor
komplementerének?

A 4.20. Feladat az el6z6 feladat altalanositasa és kiegészitése. Latszik, hogy egy-egy
feladatbdl lehet daltalanositani, kovetkeztetéseket levonni, illetve tovabbvinni. Ugyanis itt

mar a komplementerrel is foglalkozunk.
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5. Megoldasok, segitségek, iranymutatasok a feladatokhoz

A feladatok nagyon kis hanyadanal szerepeltek megoldasok. En sem minden feladatnal
irtam le a teljes megoldast. Sok helyen iranyt adtam, merre érdemes elindulni, vagy
segitséget irtam, hogy mire kell odafigyelni. A felhasznalt irodalmak az [1], [2], [3], [7], [9] és

[11] konyvek, illetve internetes oldal az irodalomjegyzékbdl.

1. Blokk: a fokszamokrol

5.1. Megoldas:

Egy kézfogasban két ember vesz részt, ezért ketten szamitjdk be a kézfogasaik
szamaba. Tehat a fent leirt kézfogdsszamok Osszegének kétszeresének kellene lennie a
kézfogasok szamanak, ezért ez nem lehet paratlan. A felsorolt szdmok Gsszege viszont

paratlan, tehat ilyen grafot nem tudunk rajzolni.

5.2. Segitség:

Lesznek t6bbszords vagy parhuzamos élek is a grafban.

5.3. Megoldas:

A fokszdmok Osszege pdros, ezzel nem lesz baj, viszont nem lehet egyszer(i egy ilyen
fokszamokkal rendelkez6 graf. Az indoklas a kovetkez6 lehet: a legnagyobb fokszamu csucs
éppen annyi élt ad, amennyi a tébbi csucs fokszamdanak 6sszege. Ez azt jelenti, hogy az
osszes, nem 0 fokszamu csucsbdl az 6sszes él a legnagyobb fokszamu csucsba fog futni.
Tehat a grafban a 2 és 6 fokszamu, illetve 3 és 6 fokszamu csucsok kdzott parhuzamos vagy

tobbszoros élek lesznek.
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5.4. Megoldas:

A grafban 9 db csucs van, ami miatt a két 8 fokszamu cslcsot minden mas csuccsal
dssze kell kdtni. igy a maradék 7 db pont foka 2 lesz. Ezzel négy cstcs kész, ugyanis két 2
fokszamu és két 8 fokszamu pontunk volt. A 7 fokszamu csucsok mar két-két élt
tartalmaznak. A 9 pontbdl maradt 5. Onmagaba nem huzhatunk élt, mivel egyszer( grafot
szeretnénk kapni, igy csak 4 masik csucsba mehet él, ami pedig kevés, mert igy maximum 6

lehet a foka, és nem 7.

5.5. Irdnymutatas:

A feladatra kétféle megoldast is adunk azért, hogy lathatd legyen, hogy tdbb
témakornél is el6hozhaté a feladat.

1. Megoldas:

Teljes grafrol van szé. Elei szama: (gj =@, ami jelen esetben 136. Az igy felirt
masodfoku egyenlet meg fog egyezni a masodik megoldasban megkapott masodfoku
egyenlettel.

2. Megoldas:

n(n-3)

Az atlék szdma: , ha a csucsok szama n. A csucsok szamdnak és atlék

oldalainak Osszegére, tovabba, hogy tudjuk, hogy ez 136, felirhatunk egy masodfoku
egyenletet. A két gyokbdl természetesen csak az egyik lesz jo, hiszen nem lehet negativ a

csucsok szama.

2. Blokk: az dsszefiiggoségrol
5.6. Segitség:

Erdemes szisztematikusan valamilyen rendszer szerint megkeresni ezeket a grafokat,

amik példaul az ut vagy a csillag.
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5.7. Iranymutatas:

Indirekt bizonyitsunk. Tegyik fel, hogy nincs koér, ekkor fardl vagy erdérél beszéliink,
amiben viszont van legalabb kett6 elsé foku pont, ami ellentmondasra vezet.

Nem igaz, hogy minden pont benne van egy korben. Ugyanis 0sszekothet két kort is

egy masodfoku pont.

5.8. Megoldas:

1. Megoldas:

Tudjuk, hogy az n csucsu fa élszama n — 1, ennek felhasznalasaval meggondolhato,
hogy a graf nem lesz 6sszefliggé.

2. Megoldas:

Felhasznalva az Euler-formuldt: n + t = e + 2, ahol most nekiink n = 6, t legaldbb 1 és e
legfeljebb 4. Beirva a formulaba ellentmondast kapunk, ugyanis a baloldal legfeljebb 6 lehet,
a jobb oldal pedig legaldbb 7. (Megoldhatjuk a feladatot a k komponensre alkalmazhaté

Euler-formulaval is.)

5.9. Segitség:
Nézziik a leghosszabb Ut valamely végpontjat. Segit az 1.1. Tétel is. Egyébként, a

feszit6fa két levelét elhagyhatjuk. (Levélen értjiik a fa elsé foku pontjait.)

3. Blokk: az izomorfiarol

5.10. Irdnymutatas:

1 pontubdl csak 1 eset lehetséges.

2 pontubdl kett6 eset van, amikor nincs él, és amikor van egy él.

3 pontubdl mar 4 esetet nézhetlink, amikor az élek szama: 0, 1, 2 és 3.

4 pontunal mar figyelni kell, mert tobb lehet8ség is van a kilénbdz6 élszamok
esetében. Osszesen 12 lehet&ség van.

Tehat 1+ 2 +4 +12 =19 esetet kell rajzolni.
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5.11. Segitség:
Azokban az esetekben, mikor csak 1, 2 és 3 csucs van, akkor egyféle fa adhaté meg. Ha
4 pontunk van, akkor kétféle fa lehetséges, mig 5 csucs esetén haromféle lehet8ség van

kiilonboz6 fak lerajzoldsara. Nem nehéz feladat, csak az izomorfiara kell odafigyelni.

4. BloKkk: a sikbarajzolhatoé grafokrol

5.12. Megoldas:

Természetesen mashogy is ki lehet ,,bogozni” az abrat, ez csak egy megoldas.

5.1. dbra: A megoldas folyamata

5.13. Megoldas:
A megoldas folyamatat nem abrazoltam, de a végeredmény szerepel az 5.2. dbran. Ez
egy lehetséges lerajzolds, de van mas megoldas is. A csucsokat beszamoztam, hogy le

lehessen ellendrizni a végeredményil kapott grafot.

5.2. abra: a graf egyenes élekkel vald sikbarajzolasa
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5.14. Segitség:

Nézziink a testekre alulrdl vagy fellilrél és jo is lesz, mert igy keresztezd élek nélkil le
tudjuk rajzolni. Az oktaédernél ne pont felllrdl vagy alulrél néziink a testre, hanem dontve,
hogy a kritériumnak megfelel6 grafot kapjunk. Egyébként mindegyik graf sikbarajzolhatd
lesz. A feladat arra irdnyult, hogy kihegyezzlk a sikbarajzolhato és sikbarajzolt grafok kdzotti
kiilonbséget. A tetraéder, kocka és oktaéder élvaza keresztez6 élek nélkiil és egyenes élekkel

az 5.3. abran tekintheté meg.

5.3. dbra: A tetraéder, kocka és oktaéder élvaza

5.15. Megoldas:
Sikbarajzolhatdk lesznek a Kuratowski-grafokbdl egy él elhagyasaval keletkezett grafok.
Nem nehéz megrajzolni 6ket. A Petersen-graf viszont nem sikbarajzolhaté, ami mar

korabban, a 2.9. abran szerepelt.

5.16. Megoldas:

Négy szomszéd még tud keresztezd utak nélkil épitkezni. Az 6todik szomszéd viszont
mar nem tud ugy hazat épiteni, hogy ne keresztezze valamelyik masik szomszéd utjat. A
Jordan-tétel (2.7. Tétel) segitségével ez szépen Iatszik is. Egy lehetséges megoldast

szemléltettem is az alabbi dbran. A sotét élek mutatjak a kort a Jordan-tételhez.

5.4. dbra: Egy lehetséges uthaldzat
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5. Blokk: a grafok szinezésérol

5.17. Megoldas:

Egy lehetséges megoldas taldlhato az 5.5. dbran.

5.5. dbra: Jo szinezésre egy megoldas

5.18. Megoldas:

Az 5.6. abradn egy-egy lehetséges megoldds lathaté a szinezésre. Mind a két graf
megrajzolhaté a ceruza felemelése nélkiil. Néhany probalkozas utan sikerilhet is. Fontos,
hogy sok legyen a paros fokszamu pont, hogy fel tudjuk flizni egymas utan a pontokat és ha
egy pontba egy élen befutottam, akkor ki is tudjak bel6le indulni. Mind a két grafban két

paratlan foku pont van, tehat az egyikbdél induljunk és a masikba fogunk megérkezni.

AN

h

TN

5.6. dbra: egy-egy lehetséges szinezés
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5.19. Megoldas:
Az 5.7. abran lathatd a 2 és 3 hosszu kor egy lehetséges megszinezése. Az elGbbi
esetben elég két szin, ha felvaltva szinezziik a graf pontjait, viszont a masodik graf esetén

mar nem elég a két szin, kell egy harmadik is.

5.7. abra: a 2 és 9 hosszu kor

5.20. Segitség:
2 esetet kell vizsgdlni, amikor k paros, és amikor k paratlan. Els6 esetben a megoldas 2,

a masodikban 3.
A masik kérdésre a valasz, hogy ha k paros, akkor elég — szin, ugyanis valasszunk ki

egy pontot és nevezziik el A —nak . Az A nincs 6sszekotve azzal a két ponttal, amik el6bb
szomszédjai voltak, legyenek B és C. Az egyik megkaphatja A szinét, a masiknak viszont Uj

szin kell, mert B és C szomszédok. Ez az okfejtés elmondhaté az 6sszes pontrél. Tehat a

pontok parokba rendezhet6ek, két-két pont lehet azonos szind. Parokbdl pedig % darab van.

. k+1 | s A .
Ha k paratlan, akkor T szinre lesz szikség. A gondolatmenet hasonld, mint a k paros eset.
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Befejezés

Dolgozatommal szerettem volna elérni, hogy akar tanar, akar didk olvassa el, kedvet
kapjon a sikbarajzolhaté grafok témakorében jobban elmélyilni. Igyekeztem el6bb az
elméleti alapokat megerGsiteni a definiciokkal, tételekkel és allitdsokkal, valamint a
bizonyitasokkal. Ahol lehetett, tobbféle bizonyitast is irtam. Tettem mindezt a teljesség
igénye nélkil, hisz a téma rendkivil sokrétl és egy ilyen szakdolgozatban csak izelit6t lehet
adni beléle, illetve a dolgozat keretei is adottak. A témara vonatkozé legfontosabb irodalmat
attanulmanyoztam és annak alapjan igyekeztem megirni dolgozatomat.

Erdekes feladatokkal (melyek koziil vannak kdnnyebbek és nehezebbek egyarant)
probaltam felkelteni az érdekl6dést és a megoldasokkal segiteni az dnkontrollt.

Szamomra a sikbarajzolhatd grafok egy rendkivil érdekes témakor. Dolgozatommal
remélhetdleg sikerll elérnem, hogy azok a gyakorld, illetve leendé tanarok, akik elolvassak, a

matematika drakon esetleg bévebben foglalkozzanak ezzel a problémaval.
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