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Bevezetés

Témavalasztasomat a  mindennapi  ¢letben  el6forduldé  matematikai
problémakdorok, sportok iranti érdeklodésem, fizikas mellék-szakiranyom, valamint az
egyetemi évek folyaman legjobban megkedvelt analizis targya inspiralta. Utobbi
eszkozei a fizika szamos teriiletén, igy tobbek kozott a mechanikéban is nagy segitséget
nyujtanak a kiilonféle mozgasok leirdsaban, szemléltetésében. Szakdolgozatom célja,
hogy a fentebb emlitett két természettudoméanyban hasznalt 6sszefiiggések segitségével
racionalizdljam a sportpalyakrol kiragadott, némileg idealizalt szituaciokat, melyeket
akar egy kozépiskolai emelt szintli szakkor alkalmaval be lehet mutatni az iranta
érdeklédoknek.

Tapasztalataim alapjan — s ezt a kiilonb6zo felmérések is aldtdmasztjak —
kijelenthetem, hogy a kozépiskolai didkok tudasa nem elég gyakorlatias. Emiatt
elsddleges szempontként tekintettem arra, hogy olyan feladatokat keressek, illetve
talaljak ki a problémak szemléltetésére, amelyek kozel allnak a wvalds életben
tapasztaltakhoz, ugyanakkor jol modellezhetéek a matematika nyelvén. Ezen
perspektivat szem eldtt tartva szeretném eldsegiteni azt a folyamatot, hogy a
matematikat az irdnta kevésbé fogékonyak szamara is érdekessé tegyem, egyuttal
megmutatni szamukra azt, hogy ennek a tudomanyéagnak a mindennapi szituaciokban is
hasznat vehet;jiik.

Szakdolgozatomat  igyekeztem  kovetkezetesen — felépiteni, az  egyes
témakorokben talalhato feladatokat a nehézségi szintjiik alapjan sorrendbe éallitani.
Minden fejezet elején olvashatd egy rovid bevezetd, melyben ismertetem a feladatok
kozos vonasait, valamint mar itt kitérek az Oket idealizaldo koriilményekre —
pontszerliség; kozegellendllas elhanyagoldsa — Ezekre a feladatok szovegeiben mar
nem térek ki wjra, de egy verseny vagy egy kozépiskolai szakkor alkalméval
természetesen ezeket Ujra fel kell tlintetni. Az egyes témakdrben szerepld példak kozott
olyan moédszertani kapcsolatok fedezhetéek fel, mint egy specialis esetrél torténd
altalanositas — a gokartpalyak 6rdoge — ,,n” kords autoverseny —, vagy egy korabbi
feladat soran kiszamolt eredmény értelmezése, forditott alkalmazasa — tavolugras —
kapusg6l — Gimnaziumi élményeimben kdzponti szerepet jatszott a szemléltetés, mint
eszkoz, ezért a mechanikus szdmolasokkal bévelkedé megoldasaimat a Paint-tel, illetve
a Maple 12 programmal készitett abraimmal fiiszereztem meg.
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Koszonet illeti a szakdolgozatomban kitiind segitséget nyajtd témavezetémet,
Gémes Margitot, aki a szakmai részen kiviil a technikai megvalositashoz is otleteket
adott. A nehezebb technikai részek megvaldsuldsaban nyujtott segitségért kdszonet

legjobb baratomnak.

2. Elméleti rahangolas

A sz€lséérték-szamitds a matematika tudomanyanak egy olyan agazata, melyet a
kiilonbozé szakteriileti — fogyasztasi, termelési, pénziigyi, stb. — problémak
megoldasakor hivnak segitségiil a szakemberek. A szamitasok elvégzésekor tobb,
valtoz6 paramétert is figyelembe kell venniiik, igy ilyenkor sokszor a legmechanikusabb
algoritmushoz, a fliggvényvizsgéalathoz és a differencidlas miiveletéhez nytlnak. A
matematika kiilonlegessége azonban abban rejlik, hogy egy konkrét problémara olykor
képes egyszerlibb, rovidebb eszmefuttatdsokat igényld valaszt szolgaltatni. A most
kovetkezd ,,sportos” alkalmazasoknal elengedhetetlen a témakoérhoz kapcsolodo
definiciok, tételek pontos ismerete. Foglaljuk 6ssze dket roviden!

A széls6értékek keresésénél szamunkra fontosak a kiilonb6zé kozepek kozott
fennalld egyenl6tlenségek. Eloszor lassuk a kozepeket kiilon-kiilon, majd pedig
mondjuk ki a kapcsolatukra vonatkozo tételt! A kdzép elnevezést minden esetben az
indokolja, hogy az igy értelmezett szdmok mindegyike az a; szdmok legkisebbike és
legnagyobbika koz¢ esik. Szadmtani vagy aritmetikai kozépértéken barmely aj, ay,.., an
szam atlagat, azaz a szamok Osszegének neZ'-ed részét értjiik. A szamtani kozepet
altalaban Ap-nel jeloljiik:

A, = a1+a2:---+an

Mértani vagy geometriai kozépértéken barmely nemnegativ aj, ap,.., a, szam

szorzatanak neZ*-edik gyokét értjiik. A mértani kozepet altalaban Gy-nel jeloljiik:

Gh=%aj;-a, ..-a,
Harmonikus kozépértékén barmely neZt darab pozitiv aj, a,,.., an szam reciprokabol

szamitott szamtani kozép reciprokat értjiik. A harmonikus koézepet altalaban Hp-nel

jelljiik: Hn = _311—%:..%



Négyzetes kozépértékén tetszéleges neZ* darab a;, ap,.., a, szdmok négyzeteinek

szamtani kdzepébdl vont négyzetgyokvonast értjiik. A négyzetes kozepet altalaban Np-

24,2 2

aft+ajs+---+a

Nn — 1792 n
\’ n

Béarmely neZ* darab pozitiv ay, ay,.., ay szdm esetén a kovetkezd teljesiil:

nel jeloljiik:

Hh<Gn<An<Np

Egyenldség akkor és csak akkor all fenn a fenti képletben, ha a;=az> =...= an.

A kozepek mellett a fliggvényvizsgalat jelentheti szamunkra a legnagyobb
kapaszkodot a széls6értékek keresésénél. El6szor definidljuk azt, hogy mit is jelent egy
A halmazon értelmezett egyvaltozos f fliggvény esetén a széls6érték! Ha az A
halmazhoz tartozo f(A) értékkészletnek van legnagyobb/legkisebb eleme, akkor azt az f
fiiggvény A-n felvett maximumanak/minimumanak nevezziik és maxf(x)-szel/minf(x)-
szel jeloljik. Amennyiben a€A ¢és f(a) = maxf(a) vagy f(a) = minf(a), akkor azt
mondjuk, hogy a az f fiiggvény A-hoz tartoz6 abszolut maximumhelye/minimumbhelye.
Ezeket kdzosen abszolut szélséértékhelyeknek nevezziik. Egy abszolut szélséértékhely
nem sziikségképpen lokalis, mert utobbi esetében megkoveteljiik, hogy a fiiggvénynek
legyen az a egy kornyezetében értelmezve. Ugyanakkor egy lokalis széls6értékhely sem
szlikségképpen abszolut, hiszen f fliggvény a egy kornyezetén kiviil még felvehet f(a)-
nal nagyobb értéket.

Sz¢lsoértékek vizsgalatakor szerencsés esetben egy kozepekkel valod becslés
vagy teljes négyzetté alakitas megkonnyitheti a feladatunkat, maskiilonben a
differencialas miiveletére kell hagyatkoznunk. De honnan is eredeztethetd a derivalas és
a szélséértékek kozotti szoros kapcsolat? 'Torténelmi megkozelitésben mar a XVII.
szazadi eurdpai matematikusok tiizték ki célul maguk elé a mozgasok és altalaban a
valtozasok jelenségeinek matematikai leirasat. Ezt a leirast tobbek kozott olyan, a
gyakorlati ¢élet és a fizika 4ltal szolgaltatott kérdéskorok megvalaszolasa tette
sziikségessé, mint példaul: Melyik gdombbe irhatdé maximalis térfogati henger?
Két elére megadott pont kozott melyik az idében leggyorsabb ut, feltéve hogy a
sebesség az 1d6 fiiggvényében valtozik? Ezen probléma kezelésére 6k dolgoztak ki az

ugynevezett kalkulus elméletét — mas kifejezéssel élve a differencialszamitast —, aminek

! Laczkovich Miklos, T. Sés Vera: Analizis I. (Nemzeti Tankdnyvkiadé — Budapest, 2006) 10-12. oldala
nyoman



harom f6 Osszetevdje volt: a Descartes-féle koordinatarendszer, a valtozé mennyiség
fogalma, és ezen mennyiség derivaltja.

Az elsO Osszetevot a kupszeletek leirasok mar Apolldniosz is hasznalta i.e. 111
szazadban, azonban Descartes mutatott ra el0szor arra, hogy a koordinata rendszer
segitségével geometriai problémak algebraiakka fogalmazhatéak at. A masodik
Osszetevd esetében a XVII szdzadi matematikusok elképzelése szerint a fizikai
jelenségekben szerepld mennyiségek az 1d6tol folyamatosan fliggd valtozok,
amelyeknek értékei pillanatrol pillanatra valtoznak. Ezt az elképzelést a geometriai
problémakra is kivetitették: minden gorbét egy folytonosan mozgd pont palydjaként
képzeltek el, igy a pont koordinatéi szintén az id6tdl valtozdo mennyiségekké valtak. A
harmadik, s egyben legfontosabb alkoténak a valtozd mennyiségek differencialja
szadmitott. Ennek az az intuitiv kép a lényege, amely szerint minden valtozas végteleniil
kicsiny véltozasok Osszefiiggésébdl keletkezik. gy maga az id6 is végteleniil kicsiny
id6intervallumokbol tevodik Ossze. Az X valtozd6 mennyiség differencidlja az a
végteleniil kicsiny mennyiség, amennyivel X megvaltozik egy végteleniil kicsiny
idGintervallum elteltével. Az x differencialjat dx-szel jel6ljikk. Ekkor tehat x értéke egy
végteleniil kicsiny id6intervallum eltelte utan x + dx-re valtozik.

A szélséértékek keresésének az volt a legfobb kulcsa, hogy ha az x-szel jelolt
valtozd mennyiség egy iddpillanatban eléri a legnagyobb/legkisebb értékét, akkor ott a
dx = 0. Egy elhajitott test esetében azt az ,egy pillanatot” jelenti, amikor eléri
palyajanak legmagasabb pontjat, hiszen ott ,,egy pillanatig” vizszintesen repiil. Ezt
haszndlja ki a matematika is, azonban hangsulyozni kell azt, hogy a most kovetkezo

tételek mindegyike sziikséges, de nem elégséges feltételeket szolgaltatnak a keresésben.

l. Tegyiik fel, hogy f differencialhatdo a pontban. Ha f-nek lokalis
széls6értékhelye van a-ban, akkor f'(@) = 0. Az allitas meg nem
fordithatosaga végett itt jegyezziik meg a kovetkezé példat: x° 0-beli
derivaltja ugyan nulla, am a 0-ban a fliggvénynek nem szélséértékhelye,
hanem inflexids pontja van.

Il. Legyen f differencialhat6 az a pont egy kornyezetében. Ha f '(a) = 0 és f ’

szigortian lokalisan ndvekedd (lokalisan csokkend) az a helyen, akkor az a

pont f-nek szigoru lokalis minimumhelye. A szigoru lokalis maximumhely

anal6g modon adodik.



M. Legyen f kétszer differencialhat6 a pontban. Ha f’(a) = 0 és f”(a) > 0, akkor
f-nek szigoru lokalis minimuma van a pontban. A szigora lokalis maximum

anal6g modon adodik.

Természetesen a tobbvaltozds fliggvények esetében is van értelme szélsdértékeket
keresni. A megtalalasukhoz vezetd uton a parcidlis derivaltak segitenek benniinket,
azonban feladatainkban — egyetlen kivételt leszamitva — Kkizarolag egyvaltozos
fliggvények johetnek szoba. Az elméleti bevezetést kdvetden a tovabbiakban mar csak

egy jelmondat vezéreljen kedves Olvasém: Mozdulj veliink!

2.1. Ugyességi verseny a biliardasztalon

Kezdésként egy olyan, az utdbbi idoben a fiatalok korében kozkedveltté valt sportagat
szeretnénk tudoméanyossa varazsolni, amelyben a precizitds elengedhetetlen erénynek
szdmit. A 254 cm hosszu, 157 cm széles téglalap alakt asztalon {iz6tt pool biliard
legfobb célja az, hogy a rendelkezésiinkre allo bilidrddako hasznalataval kizardlag a
fehér golyd meglokésével tiissiik le az ugynevezett teli vagy csikos golyokat az asztal
oldalzsédkjaiba. Jelen esetben egy olyan specidlis biliardasztalrél lesz sz6, amelynek
kizarolag a cstcsaiban talalhatoak ilyen zsdkok. A golydk mozgasa soran fellépd
kozegellenallasi erd elhanyagolhatd nagysaga, valamint a dako-golyo, golyd-fal, golyo-
golyo ltkozések kozel tokéletesen rugalmas volta — a testek mozgasi energidinak
Osszege allandd — miatt ez az egy sikban lejatsz6dd6 mozgas jol modellezhetd
matematikailag. Ebben a leirasban a legfontosabb egyszerisitésnek a golyok
pontszerisége szamit, mivel a kiilonbozd ,,16kési technikaknak™ koszonhetden eltérd
mozgasokat — példaul csavaras — hozhatunk létre. Miutan a golyok a fallal valo titkozés
soran ugyanugy ,.kozlekednek”, mint ahogyan a fény egy 0j kozeg hatardhoz érve
visszaverddik — a beesési ¢és visszaverddési szog megegyezik —, ezért a
feladatmegoldasaink soran a geometriaban tanult tengelyes tiikrozéseket, mint szog- és

tavolsagtarto transzformaciokat hivtuk segitségiil.



2.1.1. Minimalis at egy golyd esetén

Helyezziik el a fehér golyot a téglalap alaku biliardasztal egy daltalunk tetszolegesen
kivalasztott pontjaba! A célunk az, hogy a dakoval valo lokést kovetéen a golyo

visszakeriiljon a kiindulasi helyzetébe. Mi lesz az a legrovidebb utja a golyonak,

mikozben

a) egy falat,

b) ket falat,

C) harom falat,

d) mind a négy falat kell érinteniink vele?
Megoldés:

a) Egyetlen fal érintésekor a beesési és visszaverddési szogek megegyezésébdl az
adodik, hogy a tetszélegesen valasztott P pontbol a fehér golyot merdlegesen kell a
ralokniink a rovidebbik vagy hosszabbik oldal egyikére az 1. dbran lathaté modon.

Most mar csak azt kell

254 cm megvizsgalnunk, hogy a

I fehér golyot elhelyezésétol
) P fliggben melyik falra kell
e etttk 157 cm

merdlegesen ralokniink. A 2.

abran mar ennek a kérdésnek

a diszkutalasa lathato. Zold

1. abra szinnel jeldltik azokat a

teriileteket, amikor a
rovidebbik oldalra 16kjik a golyot, bordd szinnel pedig azokat, amikor a
hosszabbikra. A fekete szinnel jel6lt hatarvonalakon a jatékos dontésén mulik az,
hogy a rovidebbik ¢és
hosszabbik  oldal  koziil

254 cm

melyikre esik a vélasztdsa. A
golyo tetszdleges elhelyezése
157 cm

miatt csak egy esetben tudunk

szamszerli adattal szolgalni.

Ha a golyot az é&bran kék

2. abra



b)

szinnel lathato AB szakaszon — a rovidebbik oldal felezdmerdlegesének egy része —

helyezziik el, akkor a legrovidebb ut 157% - 2 =157 centiméternek adodik.

Két fal érintésekor a legrovidebb tutra vonatkozd kérdést atfogalmazhatjuk a
kovetkezo példara: Adott egy o — esetiinkben 90°-0S — szogtartomany, belsejében
egy P ponttal. Keressiik meg azt a legkisebb keriiletii haromszdget, melynek egyik
csicsa P, masik két csucsa a  szog két  szardn  tartozkodik.
Eldszor is tekintsiik a 3. szamu abran lathaté PBA haromszdget. Ilyen haromszdgbdl
végtelen sokat tudnank rajzolni, ezért is keressiik a minimalis keriiletiit kozottiik.
Tiikrozziik a P pontot mindkét szogszarra. Ekkor a PBA haromszog keriilete meg
fog egyezni a P”ABP’ torottvonal hosszaval. Az igy kapott torottvonal hossza nem
Kisebb a P”P’ szakasz hosszanal, ezért a célunk a torottvonal hosszanak
r minimalizalasa.

a < 90° esetén PP’
B szakasz A ¢és B

P it P pontokban metszi el a

g két szogszarat, s a

N tikrozések

S tavolsagtarto

N tulajdonsaga miatt
)

p" ekkor PAB haromszog

lesz a  legkisebb
3. abra R

kertileti. o = 90
esetén a PP’ szakasz a r, h szogszarakat a kozos cstcsban metszi el, mivel egy
téglalap atloi egy pontban — a 3. abran az O pontban — metszik egymast. llyenkor
egy ugynevezett elfajuld esetet kapunk eredményiil, melynek értelmében a golyd
utja POP lenne. Azonban a biliardozas nyelvén ez annyit jelentene, hogy a fehér
golyot lelokjiik az hozza legkozelebb talalhaté oldalsarokba. Mivel onnan mar nincs

visszaut a labda szamara, igy ebben az esetben szdmszerlien nem tudunk

legrovidebb uttal szolgalni.



c)

d)

Harom oldal érintésekor nyissuk ki a szoban forgd utat Ty, T, és T3 tengelyes
tikrozések segitségével a 4. abran lathatdé modon! A P, P’, P” és P’’’ pontokat

0sszekotd torottvonal hosszat

szeretnénk minimalizalni. Ez

a haromszog-

egyenl6tlenségbdl fakaddan — P
PP’+P'S = PS, lletve 1
SP”+P”P” =SP” — pontosan %
akkor érhet6 el, haa P és P’ /4

pontokat Osszekoté szakaszt

T:
4. 4bra
vessziik. A

tengelyes tiikkrozések tdvolsagtartd tulajdonsagabol az kovetkezik, hogy az
eredményiil kapott zold szakasz P elhelyezésétdl fliggetleniil mind kozil a
legrovidebb lesz. Mivel ezuttal 3 tengelyt kell valasztanunk, ezért felmeriilhet az a
kérdés, hogy a 2 rovidebb és 1 hosszabb, vagy a 2 hosszabb ¢és 1 révidebb oldal
konfiguraciot valasszuk. Azaz a rovidebb vagy a hosszabb oldalra ,.kifizetdd6bb”
tilkrozni? Ezzel az atfogalmazassal az a) részben ismertetett, P elhelyezkedésére

vonatkozo6 diszkusszio — 2. abra — ad valaszt.

Négy fal érintésekor is hasznalhatjuk a ¢) pontban ,,bevetett” modszert: nyissuk ki a
szoban forgd utat! Tiikrozzik a
biliardasztalt sorrendben T1, Ty, Ts

és végil T, tengelyekre! Célunk Ti / >
tovabbra is az, hogy a tiikrozések
altal keletkezett, a P, P’, P, P, : N

P pontokat 0sszekotd \/

torottvonal hosszat minimalizaljuk.

o}

Ez a haromszog-

egyenldtlenségekbdl fakadodan
5. abra

pontosan akkor valosithatd meg, ha

a P és P’ pontokat Gsszekotd egyenest — az 5. dbran zo6ld szinnel lathatdo —

vessziik. Jelen esetben a hossz nagysagardl is szadmszerli adatokkal tudunk szolgalni:

P elhelyezésétdl fiiggetlen a tiikrozések és az eltolasok tavolsdgtartisa miatt a

10



minimalis hossz a biliardasztal atlohossziasaganak kétszeresével egyezik meg. A

Pitagorasz-tétel segitségével ez

254 cm a hossz:

L = 2:/1,57m? + 2,54m? =
157 cm 5,972 méternek adodik.
Itt jegyezzilk meg, hogy a

minimalis utat az ,.eredeti”

) bilidrdasztalon is
6. dbra

rekonstrualhatjuk: az altalunk

tetszélegesen kivalasztott P pontbol indulva a 6. abran lathaté modon hazzuk be a

téglalap megfelel6 atldival parhuzamos egyeneseket!

1. Nehezebb, kitlizhetd feladat: Minimalis ut két goly6 esetén

Ezuttal ket darab, egy piros és eqy fehér szinii golyot helyeziink el a biliardasztalon: a
pirosat eqy dltalunk tetszélegesen kivalasztott pontba, a fehéret az asztal atléinak
metszéspontjaba. Jelenlegi célunk az, hogy a fehér golyo meglokését kovetden a piros
kozvetleniil az altalunk eldre ,, bemondott” sarokban kosson ki. Szdamitsd ki, hogy mi
lesz a fehér golyonak a legrovidebb utja a sarokba taldlasig, ha kozben a pirossal valo

titkozésig harom falat kell megérintenie?

2.2.  Gyorsulasi verseny

Ebben az epizodban a masik nagy precizitast igénylé miifajrol, a technikai sportagakrol
lesz sz6. Minden egyes, versenyzdk altal megtett kor wjabb és wjabb telemetriai
adatokkal szolgdl a mérnokoknek az autdk bedllitdsandl — szarnyak helyzete,
guminyomads, fékkopas —. Ezek segitségével tudjak elérni azt, hogy a kocsi nagy
sebességek esetén is jol tapadjon. A feladatainkban egy kikdtést mindenképpen meg
kell tenniink: a versenyautot és a benne 1l6 pilotat, mint rendszert a mozgasa soran
kezeljik egyetlen tomegpontként! A versenyzoknek a minél jobb helyezés elérése
érdekében azonban sokszor a ,hataron kell autdézniuk”, ami esetenként a tapadas

megsziinésével €s cstszasi surlodas jelenségének megjelenésével jar. Igy az eldzd

11



fejezetben elhanyagolt surlédast most meg kell érizniink, ugyanakkor a 1égellenallassal
tovabbra sem szeretnénk szamolni. Eme hattér mellett eljott az id6, hogy bepillantsunk

a sebesség megszallottjainak vilagaba.

2.2.1. A gokartpalyak 6rdoge
Egy hatkoros — egy kor 3 km hosszu — gokartverseny gyoztes
pilotdja az egyes kordket rendre 18, 20, 24, 15, 20, 26 kTm -S

dllando sebességekkel teljesitette. Szamold ki, hogy mekkora

volt az dtlagsebessége a verseny sordan! Altalanositsd a

kapott eredményt egy n korbdl allo futam esetére!

Megoldas:

Amennyiben nem jut esziinkbe egyetlen Osszefiiggés sem, akkor sokszor a precizen
megtanult definicio jelenti a legfébb kapaszkodot a példa megoldasaban. Jelen esetben
€z a ,,moddszer” a sebességatlag ¢és atlagsebesség fogalmakat Osszekeverni képes
kozépiskolasok miatt hatvanyozottan is fontosnak bizonyul. EIobb ismertessiik Oket

kiilon-kiilon!

Atlagsebességen az adott objektum 4ltal megtett teljes ut hosszanak és az ehhez
sziikséges idonek a hanyadosat értjiik. Véleményem szerint ettél szemléletesebb a
kovetkez0 megfogalmazas: az atlagsebesség annak az egyenletesen mozgo testnek a
sebessége lenne, ami ugyanolyan hosszl utat ugyanannyi id6 alatt tenne meg, mint a
valtozo6 sebességli mozgast végzo test. EQY Vi, Vo, ..., vy dllandd sebességekkel teljesitett
n koros futam esetében a kovetkezd képlettel irhatjuk fel az atlagsebességet:

<> = T o ITRTT o = T 1n T 1)

tasszes R S 7Rl s S e

Most alkalmazzuk (1)-et a példaban szereplé adatokra!

6 6 6936 km
V> =57 T —7T 1 1 1. 1.1 =19,84 —
— = o T RET R 283 h

viva Ve 18120 24715 2026
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Itt jegyezném meg azt, hogy a palya hosszanak ismeretében ki lehetne szdmolni az
egyes koridéket is, azonban a harmonikus kdzéppel valo szamolas technikailag akkor is

kivitelezhetd, ha ismeretlen szamunkra a palya hossza.

A korabban mar pedzegetett sebességatlag fogalman a sebességek szamtani kozepét

értjiik, amit elébb n korre felirva, majd a gokart-versenyzére alkalmazva a kovetkezot

2?:1 Vi

jelenti: Vitlag =

Y0 .vi  18420424+15+20426 _ km
Vitlag = 161 - = 3 = 20,5 T

A két fogalom kozti kiillonbséget immaron szamszerlsitve is érzékeltettiik — vigyazat:
<V> €5 Ve kOzOtti kiilonbség nem feltétlen lesz allando érték, nagyban fiigg a
feladatban szereplé sebességek nagysagatol! — mig a kettdjik kozott fennalld
kapcsolatot a harmonikus és szamtani kozép kozti egyenl6tlenség jelenti.

n i=1Vi

<
_L+;L+q"+j;__ n

vl v2 Vn

Azaz a gyakran Osszekevert atlagsebesség és sebességatlag akkor és csak akkor fog
megegyezni, ha a pilota a futam Osszes korét ugyanakkor sebességgel teljesitette:

Vi= Vo =...= V)

2.2.2. Egyszer fenn, egyszer lenn Suzuka

Spoon curve

Hairpin

A Suzuka Circuit azon érdekes vonalvezetésii

Casino
Triangle

asztfaltesikok kozé tartozik a vildgon, amelynek egy rovid

Dunlop
curve

szakaszan néhany pillanat erejéig egyszerre lathatunk o

lenn az alagutban és fenn a ,feliiliaroban” kozlekedd
5.864 km

8. abra

versenyzoket. Ennek mintdjara vegyiink egy In és I b4
hosszusdgu, egymdsra merdleges egyeneseket, melyek

felezik is egymdst. A ,, keresztezédés” felé egyszerre indul el A és B versenyzo, akik va és
Vg dllando sebességekkel haladnak mozgasuk soran. A starttol, to = 0 idopillanattol
szamitva mennyi id6 mulva lesz a két pilota a legkisebb tavolsagra egymastol, és

mennyi ez a tavolsag?
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Megoldas:

Az atlathatobb megoldas érdekében az egymasra merdleges egyenesek ,.keresztezodési
A pontjat” — a 9. abran lathatd

modon — vegyiik a derékszogi

koordinatarendszer origojanak.

Ez  azért lesz  hasznos

szamunkra, mert az A testnek

csak az y koordinataja, B-nek

i 4

csak az x koordinataja fog
megvaltozni a mozgasuk soran.

Az egyenes vonalu egyenletes

As
At

mozgast leir6 v
9. abra ) ,
Osszefiiggést  mindkét  test

esetében rendezziik 4t a megtett utakra!

ASA: VAAtA ASB: VBAtB

Koordinatageometria ismereteink segitségével irjuk fel a két test kiindulasi koordinatait,

valamint hatdrozzuk meg a kezdeti tavolsagukat! A t; = 0 iddpillanatban A pilota a

0; li), B pilota a (I—B; 0) pontban helyezkednek el, tavolsaguk:
2 PP 2

dt=0)=14BI= [E-02+0-22

At # 0 iddpillanattal — At—to =: t — késébb az A pilétat a (0; I?A — v,t), mig a B pilotat a

I?B —vgt; 0) koordinatakkal jellemzett pontokban talaljuk, melyek egymastol vald

tavolsaga:

d(t) = |AB| = \/(';B — vpt—0)2 + (0 — 2+ vyt)? @)

Mivel a d(t) fiiggvény értéke a gyokjel alatt szerepld id6tdl, egyenesek hosszisagatol és
versenyautok sebességétol fliggetlenlil nemnegativ, igy elegendd a nemnegativ
szamokon a szigori monotonitas tulajdonsagéaval rendelkez6 d*(t) fiiggvény minimumat

vizsgélnunk.

2 2
d2(t) = (I;B — vpt)? + (vpt - I;A)Z = (V3 + v — (vglg+ vAlA)t+1:B+IZA
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Ezzel egy t-ben masodfoku kifejezést kaptunk, melynek legrovidebb tutra vonatkozd

megoldasat a differencialas segitségével hatarozhatjuk meg:
13 2 13
[d*(®O] = 2(1% + Dvit-(a +7)va =0

=vA[2( +1) vpt- <1A+—>]— vallf + 1) §>=t=i

ZVA

@2t =32 = (vF +V3) G2 - (vala+ vl +5 4 B = vy 1o Ly

A nemnegativ szamokon értelmezett d’(t) parabola szigorG monotonitisabol a

kovetkez6 adodik:

_ 1A Al da_ lg la_va
d(t )_(BZ 2):> ZVA_VB'ZZ> lB_VB

Mivel a masodik derivalt minden t > 0 iddpillanatban és v > 0 sebességnagysag esetén
2

pozitiv — [d2(t)]” = 2(:%+ 1)vi > 0 —, igy a d(t)-re kapott eredmény tényleg minimum.
A

Tehat a két versenyz6 akkor és csak akkor tartozkodhat egy iddpillanatban fenn és lenn
a versenypalyan — d(t) értéke ilyenkor lesz 0 —, ha a sebességeik aranya megegyezik a

kiindulési tavolsagaik aranyaval.

2.2.3. Az Indy 500-6riilet

Az  Indianapolisi 500 §

mérfoldes autoversenyt N 4
1917 ota tradicionalisan a A !

haborus hosok \I
emléknapjanak — mdjus I
30. — hétvégéjén rendezik ;’
meg. A 200 korbol allo # N

futamot az abran lathato s 5
L . 10. abra
hosszusagu egyenesekkel és r
sugaru korokkel tiizdelt palyan szoktak lebonyolitani. Szamitsd ki, hogy legfeljebb

mekkora allando nagysagu sebességgel kanyarodjon a pilota ahhoz, hogy ne vagodjon

15



neki a kozvetleniil a kanyarodo aszfaltcsik mellett futo gumifalnak! A kerekek és az

aszfalt kozotti tapadasi surlodasi egyiitthato legyen ug!

Megoldas:

Ezen probléma megoldéasakor sziikségiink lesz arra a feltételre, hogy a versenyaut6t és a
benne 1l6 pilotat egy tomegpontként kezeljiik. A példa egy kényszermozgésrol szol,
hiszen a test — melyre megadott szabad er6 hat — csak az eldirt palyan mozoghat. Jelen
esetben ez két félkort és két egyenes szakaszt jelent, de a maximalis sebesség
szemszogebol csak a félkor — szimmetria miatt elég az egyikre megvizsgalni — bir

jelentéséggel.

Egy dinamikai feladat megoldasakor
mindig a testre hatd  erdk
felrajzolasaval  kell ~ kezdeniink,
ahogyan az a 11. abran is latszik. A
sikba befelé — dbrankon lefelé¢ — mutat
a testre hato gravitacios erd, mig vele
ellentétes irdnyba — a sikbol kifelé, az
abrankon felfelé — hat a fold altal a

testre  kifejtett nyomoerd. Ezek

nagysaga Newton harmadik
torvényének értelmében 11. abra
megegyezo.

m'g=Fg=Fn

A lapra merdleges sikban ez az Osszefliggés biztositja azt, hogy a versenyautdé nem
emelkedik el az aszfaltrol. Itt kell megjegyezniink azt, hogy a valosagban a levegd
aramlasarol és a kozegellenallasi er6rél sem szabadna megfeledkezniink. Ilyenkor az is
eléfordulhat, hogy a kocsi orra hirtelen megemelkedik, azonban ennek elkeriilése végett
szerelnek be szarnyakat az autokba. Esetlinkben a kozegellenallasi eré nagysagat és a

levegd aramlasat is elhanyagolhatonak vessziik.

A lappal parhuzamos sikban a sebesség iranyanak valtozdsa miatt — a nagysag viszont

allandd! — a testnek van gyorsulasa, mégpedig centripetalis. Newton elsé és masodik
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torvényének értelmében, a test ebben a sikban mar nem lesz egyensulyban: ilyenkor a
testre hatd eréket helyettesithetjiik egy ugynevezett ered erével. Ezt az erdt jelen
esetben a fiktiv centripetalis eré szolgaltatja, amely a korpalya minden pontjabol a kor
kozéppontja felé mutat. Az egyetlen nyitott kérdés mar csak az, hogy milyen valosagos
erd szolgaltatja a centripetélis er6t? A tomegpont pontosan addig marad a korpalyan,
amig a tapadasi surlodési erd, Tmax biztositani tudja a test korpalyan maradasahoz
sziikséges centripetalis er6t. Tehat:

Fe = Fcp = Tmax

v2
m— < Hong

2
a

Vmax __
m™ = yymg

Vrznax = HUoI'8 = Vmax = vV Holg

Mivel a futamon megtett 6ssztavolsag és a megtett korok kozott egyenes aranyossag all
fenn, igy a feladat szovege alapjan 2,5 mérfoldet tesznek meg a versenyzok koronként.
Miutan 1 angol szarazfoldi mérfold 1609,3 méterrel egyezik meg, igy a 16. abran

lathato palyan egy teljesitett kor keriilete:
K = 2rm+2s = esetiinkben: r = 222102378

frjuk ezt vissza a maximalis sebességre kapott képletbe!

1,25-1609,3—
Vimax (Ho,8) = y/Horg = Juo (A2 105

Gumi-aszfalt kozegek esetén uy = 0,7. A bal oldali, 12. abran v,,,, (S) fliggvény lathato,

honph.sqm.uaol.3?5-71{)/3.14155:(54»; mel}’fél azonnal leolvashat('), hOgy a

2 7 . 71 r o e r
A maximalis sebességek koziil s = 0 esetén

Vimax

— ekkor a pildta egy korpalyan versenyez

— nyombhatjuk leginkdbb tovig a gazt.

EKKO Vipay = \/0,7 : (—1'25'1609'3) 105~

T

\ m km
B~ 6694957 = 241,018

o

12. abra
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2. Kitlizheto feladat: Teli tank vagy gyorsasag?

hangsulyt helyeznek arra, hogy a tapaddsi surlodasi eréd nagysagat maximalizdljak.
Ebben tobbek kizétt az is kozrejatszik, hogy a 600 kg-os modellek x° alapteriiletii, h
magassagi, négyzetes hasab alaki, V = hx? térfogatii tankjdban mennyi iizemanyag
talalhato, ahol 0 < h < x. Bizonyitsuk be, hogy az dtlagos tapadasi surlodasi erd
pontosan akkor lesz maximdlis a két kitelezé kidallassal tarkitott verseny sordn, ha a
versenyzé a tav egy- és kétharmadandl allt ki a bokszutcaba tankolnil(Figyelem:

minden egyes tankolaskor a szerelok teletoltik a versenyauto tankjat!)

2.3.  Asterix és Obelix az atlétikapalyan

Ebben a fejezetben olyan atlétikai szamokkal talalkozunk, amelyek egy sikban
lejatsz6dd mozdulatsorainak leirasaban és szemléltetésében nagy segitséget nyljt a
Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben valo abrazolas. Ennek kdszonhet6en a
pontszeriinek tekinthetd testek mozgasa jol nyomon kdvethetové valik. A kovetkezd
példak esetében clhanyagolhatd nagysagunak vettem a testeket — stly, ember —
akadalyozo6 surlodasi és kozegellenallasi erdt. Ezen kozelitések jovoltabol minddsszesen
két olyan tényez6 maradt, ami nagyban befolyasolja azt, hogy a két mesefigura milyen
eredményeket ér el a versenyek soran: a sebességiik és az elrugaszkodasnak/eldobasnak
a talajjal bezart szoge. Ezen feltételezések ismertetése utan mar csak annyi dolgunk

maradt, hogy vilagcsucsra fel!

2.3.1. Téavolugras

|\ [ Az alacsony termetii, am meglehetGsen fiirge Asterix iigy dontott, hogy
képviselteti hazdjat az olimpiai jatékok tdavolugré szamdban. Milyen a
szog alatt kell elrugaszkodnia a gall képregényhdsnek ahhoz, hogy egy

adott vy kezddsebesség és T repiilési ido mellett & érjen a lehetd

13. abra legtavolabb foldet?
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1. megoldas:
Asterix az ugrasa sordn egy a hajlasszogl, Vo kezddsebességli ferde hajitas végez,

melyre a derékszogii koordinatarendszerben a kovetkezé egyenletek irhatdak fel:

x =d = vo-cosa-T @
y = vo'sina-T — %-TZ (2)
Fejezziink ki T-t az (1) egyenletbdl, s helyettesitsiik be (2)-be!
- —vosing 9 9.4 o g o
T= V('Ccos = ¥ = Vorsina Vo cosa 2 (V()'COSO( ) - 2 V(Z)'COSZO( +d th(

Miutan  Asterix  elrugaszkoddsdnak  helyét az  egyszeriség kedvéért a
koordinatarendszeriink origdjaba tettiik, ezért a gall mesefigura az ugrast kovetden is az

y = 0 koordinatdban fog landolni.

2
0=- %-d—z-(l +tg?a) + dtga (3)
Vo
Ezzel egy tga-ban masodfoku egyenletet kaptunk, melynek megoldasat a bevett
kozépiskolas modszereknek megfeleléen a diszkriminans vizsgalataval kezdjiik:

2 2
D=d2- & dt=dz(1-5-d) >0
Vo Vo

Miutan d? > 0 mindig teljesiil, ezért a zardjeles kifejezésnek is nemnegativnak kell

[\S}

lennie. Azaz: - E.d2>0

Vo
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Az eredményiil kapott a a szogek nyelvén annyit jelent szdmunkra, hogy Asterixnek
45°-0s szog alatt kell elrugaszkodnia a maximalis hossziusdgu ugras elérésének

érdekében.

2. megoldas:
A differencidlasnak koOszonhetden ellendrizhetjiik a szogre kapott eredményiink
helyességét. Ehhez vissza kell menni a kiindulési (1) és (2) egyenletekhez, melyek

koziil y = 0 ismeretében most (2)-bol a T repiilési idére kapunk egy masodfoku

egyenletet! 0 = vo'sina-T — %-TZ
vo-sinat /V(z)-sinztx+2-g
Ti2= "

Mivel a gyokjel el6tti kivonas esetén T értékére negativ szamot kapnank, igy csak egy

megoldas fog T-re adddni, amit nyomban vissza is irhatunk (1)-be.

d(a) = 2222 (vp - sina + 4/vZ - sinZa)

g
V(*COS &

8

d(a) = * (Vg * sina + |vq - sina|)

A |v, - sina| kifejezésben az abszolutérték jel elhagyhatd, mivel a sebesség nagysaga az
ugras soran mindig pozitiv, a szinuszfiiggvény 0° < a < 90° kdzott mindig nemnegativ

Vo cosa v(z)-sin 2a

értékeket vesz fel. d(a) =

* 2+ v r sina =

2
d'(a)=0=%°-2-c052a :>c052a=0:>2a=g<=>a=%

Most mar csak azt kell ellendrizni, hogy az eredményiil kapott % ténylegesen
e Aotk n v} . n v§
sz€ls6értéke-e d'(a)-nak: d-( Z) == 4-sin(2- Z) =-4-—<0

g

Mivel a masodik derivalt a % helyen minden vo # 0 nagysagu sebesség mellett — a

probléma felvetésének Vo = O esetben nincs értelme — negativ értéket ad, ezért d(a)

figgvénynek a % helyen maximuma van.

20



2.
A kordbbi, d = & S;nza Osszefliggés ismeretében pillanatok alatt kielemezhetjiik azt,
hogy a Mike Powell altal 1991-ben felallitott 8,95 méteres vilagesucshoz kiilonb6z6 o
szogek esetén milyen sebességet kellett elérnie a nekifutdshoz biztositott 40 méteres tav

o . clr r , O Iy m .
végén. Amennyiben a graviticios gyorsulds értékét g =~ 10 — —nak vessziik, akkor a
S

vo(a) = /d—ia = /%Sa képletre a kivetkez, 14. abrat kapjuk.

87.9

> yi=

sin(2 x) ;

plot(v, view= lD solly B B0 1)

v = 9.460443964 | —

/ sm(2x)
v (m/s) R
N
1
| |
30
‘ \
11
i‘ |
20 1 \ "
10 e
X (rad
0 T T T
0 1 2 3
14. abra

Amennyiben most az elugrasi sebességet rogzitjiik le, akkor az ugras hosszanak
szOgfliggésére nyerhetiink tantibizonysagot. A nekifutashoz biztositott 40 méteres tav

végére elért sebesség alapjaul Usain Bolt 100 méteres sikfutas soran elért 9,69

, . , o 100

masodperces vilagesicsanak atlagsebességét vettem. A <v> = 96;: ~ 10,32 ?
, <v>2-sin2a .. . , . , . P 1t .

eredményt a d(a) = — Osszefiiggésbe visszairva a kovetkezo, 15. abrat kapjuk:
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T 5
d(m) d 10.65 sin(2 x)

13

10

5]

x (rad)
0 T - :
0 1 2 3

15. abra

2.3.2. Harmasugras

Asterix a , tokéletesre” fejlesztett tdavolugros technika elsajdtitasat kévetéen arra
hatarozta el magat, hogy hdarmasugrasban is a rajtvonalhoz all. A szamottevo
kiilonbséget a két miifaj kozott az jelenti, hogy utobbindl az elugro-gerendardl valo
elrugaszkodast kéovetéen csak a harmadik ,, lépésre” ugrik el valojaban a versenyzo.
Amennyiben az elugro-gerenda és a leérkezo-hely kozelebbi vége kozti tavolsagot L
hosszusagura rogzitjiik, akkor keressiik meg a szakaszt a két kozbiilso lépés dltal

keletkezett 3 rész szorzatinak maximumat, majd dltalanositsuk ezt n részre!

Megoldés:
Az abran lathatd L hossziisagl szakaszt ugy szeretnénk harom részre osztani, hogy a
Hlépések” kozti részhosszlisdgok szorzata maximalis legyen. A rajz jeloléseinek é€s

x ¥ L-(x+y) matematikai apparatusunk

felhasznalasaval ez  annyit

jelent, hogy keressiik a

————— — —
- — —

z = xy-(L-(x+y)) fiiggvény

L (abszolit)  maximumat a
16. abra

kovetkez6 feltételek

teljesiilése mellett: x > 0,y > 0 és x+y < L.
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Miutan a fenti fliggvényben szerepld szorzétényezok hosszakat jeldlnek, igy pozitiv
létikbol  kifolyolag alkalmazhatjuk rajuk a mértani és szamtani kozép kozti

egyenlOtlenséget.

L— L
Vxy L= y)) s Sl b

Ezzel azt kaptuk, hogy a hdrom hosszusag mértani kozepe egy konstans szamtani
kozéppel, = hosszal becsiilhetd felilrél. A szamtani-mértani kozepek kozti
egyenldtlenségben szerepld egyenldség relacid pontosan akkor fog teljesiilni, ha:

x =y = L— (x+y), azaz mindhérom rész hossza % nagysagu.

Most mar ratérhetiink a probléma altalanositasara is, ahol n > 2 természetes
szdm. Az L hosszusagu szakasz felosztasaval nyert szakaszokat Xi, Xy, ..., xp-nel jeldlve
szeretnénk megtalalni az x1 * X2 *.... Xn (= [[{'x;) szorzat maximumat a kovetkezd
feltételek mellett: x1 > 0, x2 > 0,.., Xn > 0 és X1 + X2 +...4+ xn = L (= 2] X;)

Mivel a fenti fliggvényben szereplé szorzotényezék mindegyike pozitiv, igy
alkalmazzuk ujfent a mértani és szamtani kozepek kozti egyenlétlenséget, ezattal n
tagra!

X0t L o2 1
XamXe e = ahol n > 2 rogzitett!

VX1 Xp "ot Xy <
Ezzel azt kaptuk, hogy az Xi, X, ..., xn hosszusagok mértani kozepét E konstanssal
becsiiltiik feliilrdl. Az egyenldség, mint relacid pontosan akkor fog teljesiilni a két oldal

kozott, ha X1 = X2 = ... = Xn, azaz mindegyik rész hossza — nagysagu.
n

2.3.3. Sulydobas

Mikozben Asterix az ugroszamokban Sorra nyerte az aranyérmeket
Gallia szamara, addig Obelix sem szeretett volna lemaradni dle, igy
termetébol és erejébol adodoan a sulydobds sportagaban probalta ki

magat. Milyen a szég alatt kell elléknie a vardzselixirben

., megfiirdott” Obelixnek a sulygolyot ahhoz, hogy az egy adott vo

17. abra

kezdosebesség és T repiilési ido mellett a leheto legtavolabb érkezzen

foldet?
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1. megoldas:
Ismét egy ferde hajitassal kell szembenézniink, azonban a 2.3.1. példaban taglaltakkal
ellentétben egy Iényeges eltérésrél nem szabad elfeledkezniink. Most a foldfelszintdl
mért kezdeti magassag — azaz hy — mar nem lesz egyenld O-val, hiszen a sulyloko
minden erejét beleadva kézbél 16ki ki a sulyt a dobokorbél. Igy a tavolugrasnal felirt
egyenletek a kovetkezokre modosulnak:

x =d = vo-cosa-T @

y = vo-sina-T — %-TZ + ho (2)

Fejezziink ki ismét T-t az (1) egyenletbdl, s helyettesitsiik be (2)-be!

T= =>y = vo-sina— _g_( d )2+h =—5-d—2+d-t a+h
Vp-cosa y 0 V(-cosa 2 “vgrcosa 0 2 V%'COSZ(X g 0
dZ
0=-— %-%-(1+tg2a)+d-tga+ho (3)

Ezzel egy tga-ban masodfoku egyenletet kaptunk, melynek megoldasat a bevett

kozépiskolas modszereknek megfelelden a diszkriminans vizsgélataval kezdjiik:

2 ‘ho- ‘ho- 2
D=dz— & .d¢+ 2208 2= g2, (14 28 _E.42)>0
Vo \% Vo Vo

0

Miutan d? > 0 mindig teljesiil, ezért a zarojeles kifejezésnek is nemnegativnak Kell

. 2hge 2
lennie. Azaz: 1+ =8 E.d2>0
0

v
dmax :E' 1+—=

A kapott eredményt helyettesitsiik vissza (3) egyenletbe!

2 2
vo . Vo
_.(_+2.h0) 2 - -
0=-8.2 ¢ —(1+tg?a) + 2 tga- f1+2hgg+h0
2 Vo g Vo

vh 2 v6 2'ho'g
0=- £+ho)-(1+tg a)+;-tga- 1+-——+ho
0
2 4 2 2 2 2
vo 2hog vg , Zhovg VGy._ Y0 Vo 2hog
-0, 142098 4 200 ) 420 (-0 -0, 142298 4+ 0
g * v _j<g_2—+ 8 ) ( Zg)( 2g 0) g * v £V
tgai2 = = 7
+2ho “042h,
g
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2. megoldas:
A differencidldsnak koOszonhetden ellendrizhetjiik a szogre kapott eredményiink
helyességét. Ehhez vissza kell menni a kiindulési (1) és (2) egyenletekhez, melyek
koziil y = 0 ismeretében most (2)-bol a T repiilési idére kapunk egy masodfoku
egyenletet!

0 = vorsina'T — %-T2+ho

vo-sina+ /V%-sin 2a+2-g'hg
Ti2=

8

Mivel /v -sin2a+2-g-hy > v, -sina, igy a szamlaléban talélhato kifejezések
elvégzését kovetden T értékére negativ szamot is kaphatnank, ami fizikailag értelmetlen

megoldast szolgaltatna. Emiatt T-re pontosan egy megoldas fog adddni, amit irjunk is

vissza (1)-be! d(a) = m (Vo - sina + /v2 - sina + 2 - g - hp)
v 2 2-.g:hg
d(a) = r (sinarcosa + cosa -+ [sin“a + V_Z)
0
2
d(@)=0= ;0 (cos2a - sina - sin? _2sinaccosa

h
sin (x+ 2g: O

Tudjuk, hogy egy szorzat pontosan akkor lesz 0, ha a szorzétényezok valamelyike O,
2
ezért vizsgaljuk meg ezt a feltételt a kiilonbozd tényezdkre! A ‘2?0 tényez0 minden

iddpillanatban pozitiv értéket vesz fel, igy a masik tényezdnek kell 0-val egyenldnek

. 2 sina-cos a
lennie. 0 = cos2a - sina - /smza
2.g-hg
ZE70

sin 2a+
Vo

1
tga=——= ctga=— |1
}1+—2'h8'g
Vo

Ebbdl a sulydobas maximalis tavolsagara dmax =

o |Su

. 2ghy . .
- /smza + % adodik.
0
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3. megoldas:

Most jeloljiik vi-gyel a kezdOsebességet! A két mechanikus megoldast kovetden most
egy szebbet,
dinamikusabbat is
szeretnénk mutatni. A
most kovet-kezd

kifejezésekben a

felkovér betlitipus az

adott kifejezés vektori

létére  utal. Newton

18. abra
masodik, az er6t definialdé torvényének alkalmazéasaval irjuk fel az eldobott stly

mozgasegyenletét! Mivel a sulyra csak a gravitacios tér fejt ki erdt, igy a kovetkezd

differencidlegyenletet kapjuk: m - g =m-g

Mechanikai alapismeretink alapjan a Vi kezd6é- és Vv, végsebességre a kovetkezd
egyenleteket irhatjuk fel:
Lv=gt+wn
ILvo=gT+wvi(>g=

v2— Vi
T )

Mivel a sebességet definicio szerint az elmozdulas idéderivaltjaként értelmezziik, — azaz

% =V —, igy a fenti egyenletek tovabb alakithatdak:

L. r=§-t2+V1-t+r1

11. r2=§-T2+V1-T+r1

Az abran szerepl6 s elmozdulasvektort a 11.-bél kifejezve az alabbira jutunk:

V22— V1 v+ vy

s=rz—r1=§-T2+v1-T=T-T+v1-T= T

y iranyban egy egyenletesen gyorsuld mozgasrol 1évén szo:

v+ vy

S=<v>"Tav>= .

= Vitlag

Vegyiik észre a g x s = vz x v1 vektorialis szorzatokrdl sz6lo egyenldséget! Eldszor
bontsuk fel a kezd6- és végsebességet a vizszintes illetve a fliggdleges tengellyel

parhuzamos komponensekre, majd végezziik el a vektorialis szorzast!
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V2 X V1= (V;ijgg- + v%/izsz.) X (v{ijgg. + Vi’izsz')

Az egy iranyba mutatd — azaz parhuzamos — vektorok vektorialis szorzata 0, igy csak a
kiilonboz6 iranyba mutatdkat kell 6sszeszoroznunk.

V2 X V1= (V;U'lgg- X Vin’zsz.) + (v%/izsz. X viﬁgg-)

A vizszintes iranyt sebesség a mozgas soran allando iranyu és nagysagu, emiatt minden

id6pillanatban teljesiil a V% = v3%% egyenléség. Tovabba hasznaljuk fel a vektoridlis
szorzasra tanult (a x b) = — (b x @) azonossagot!

f figg. i figg. i figg. , _ fiigg.
V2XVi=— (v\lnzsz. X vzugg) +(Vinzsz. X vlugg ): v\1/1zsz. X (_ vzugg +v1ugg) -

= VS x (g T) = (W% T) x (-g) =g X5

Most vizsgaljuk meg a g X S = Vv, X V; vektoridlis szorzatokrol szolo egyenlOség
tényezdinek nagysagat!

| gxs|=gssinf=gd=|vzxvi|=v2visind

Az 4ltalunk keresett d akkor veszi fel a maximalis értékét ha, § = 90°. Szemléletesen ez
annyit jelent szamunkra, hogy az abrankon szereplé vi és Vo vektorok merélegesek
lesznek egymasra. Vizsgaljuk meg, hogy milyen koordinatakkal irhat6 fel vy és V!

vi = (v-cosa, v-sina)

Az energia-megmaradas elvét alkalmazva minden t idGpillanatra teljesiilni fog:

V2 = (v:cosa, —/vZ - sinfa+2-g-hy)

Miutan v; és Vv, vektorok merdlegesek egymasra, ezért a skaldris szorzatuk nullat ad

eredményiil. frjuk fel a sebességek koordinatainak felhasznalasaval ezt az egyenléséget!

v2:cos?a — visinary/v2 - sinZa + 2 g-hy =0

\%

sina = ————
\ 2‘V2+2'g'h0

1 . V1—cos 2a . v
tgo = - —— & sina = - —— = sind = ——
’1+2-h0-g 142hog V2vZ+2-ghg
v v
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o 2 . 2:ghy .. C . .
A korabbi, d ., = V; - |sina + 52 X $sszefiiggés ismeretében pillanatok alatt

kielemezhetjiik azt, hogy a Randy Barnes altal 1990-ben felallitott 23,12 méteres
vildgcsucshoz kiilonbozo a szogek esetén milyen sebességgel kellett elhajitania a sulyt.
Amennyiben a gravitacids gyorsulas értékét g =~ 10 ;n—z —nak, valamint egy atlagember

esetén a hg = 2 méternek vessziik, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:

_ sin“a 2'1’1() 2 2
0=——vt+—"v* —djax
g
_Zhoy —2—4.h(2)+4'd2 gn e 2 64 sin 2«
2, ~_ 8 74s gt —giJm+4'534»5344' 100 _ —20+,/1600+53453 44 -sin 2a
v (a) - sin 2a - sin 2a - in 2
2. > - sSin“a
g 50

Mivel a sebesség nagysaga egy nemnegativ szam, ezért a v(a)-ra kaphatdé négy

megoldas koziil csak a pozitiv(ak)nak lesz fizikai valdsagtartalma.

v2(a) = —20+/1600 +53453 44-sin 2a

sin 2a

1600 +53453,44-sin 2a—20
:>V(O() _ J sin“a

sin 2a

Erre a képletre a kovetkezd, 19. abrat kapjuk:

[ J 1600 + 53453.44 sin(x)2 — 20
[ 2
v (HL/S) vV smnl(x)
200 4

150

1004 |

509\

19. 4bra
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Amennyiben az eldobasi sebességet rogzitjiikk le vi= 20 %, ugy a dobés hosszanak

szogfiiggésére nyerhetiink tantibizonyséagot.

2
v . 2-g-h . 1
dmax(a)=;- /sm2a+%=40m- fsm2a+E

Erre a képletre a kovetkezd, 20. abrat kapjuk:

2 h 4
> d= 40 (smn{x)) + —;
/ 40

14
plot|d, view=|0..—, -10..60||;

2

d =2/ 400 sin(x)* + 10
6D-dmzx (n])
50
o ——
30
20
104
X (rad)

0 T T T

0,5 1 1,5

20. abra

3. Kitiizheto feladat: Magasugras

Az olimpia utolso atlétika versenyén Asterix egy ujabb aranyéremmel korondzta meg
sajat és Gallia addigi produkciojat. Milyen o szég alatt rugaszkodott el a mesehds, ha
egy adott vy kezdbsebesség és T repiilési idé mellett a versenyzdk koziil & emelkedett a

legmagasabbra?

2.4.  Triikkok a futballpalyarol

Az utolso epizddban a vilag egyik legnépszeriibb sportagaban, a labdaragasban olykor a
mérkozések végkimenetelét eldontd, technikailag jol kivitelezett pontrugasokat veszem
kozelebbrdl szemiigyre. Ebben a leirasban a legfontosabb egyszertisitésnek a labda

pontszerlisége szamit, mivel a kiilonb6z6 ragasi technikaknak koszonhetden eltérd

29



mozgasokat — példaul csavarast - hozhatunk létre. A feladataimban ismertetett harom
rogzitett jatékhelyzet két kiilonb6zo mozgas segitségével irhatd le, esetiikben fontos
kihangsulyoznunk a kozegellenallasi eré nagysaganak elhanyagolasat ¢és a
mozdulatsorok egy sikban valo lejatszodasanak kritériumat. Az elragasok sebességeinek
szamolasakor erdsen tdmaszkodom arra a feltételezésre, hogy a labfej és a labda kozti
itkozések tokéletes rugalmasak. Ezen kikotés utdn mar semmi és senki nem akadalyoz

meg minket abban, hogy elvégezziink egy szabad- és egy kirugast.

2.4.1. A méretis Iényeg L.

A futballklubok a Nemzetkézi Labdarugo Szévetség (FIFA) altal meghatarozott
paraméterekkel rendelkezé palyakon — 90-120 méter hosszu, 45-90 méter széles —

rendezhetik meg bajnoki mérkozéseiket. Amennyiben szamunkra adott ennek a palydanak
a T teriilete, akkor szamoljuk ki, hogy legalabb mennyi ideig tartana egy 30 kTm dllandé

sebességgel megtett sprint az atlos szogletzdszIok kozott?

1. megoldas:
A T teriiletli, téglalap alaku futballpalya atlos cstcsai kozotti tdvolsdg minimalis

nagysagara iranyuld feladat kérdését a matematika nyelvére a kovetkezoképpen

fogalmazhatjuk at: keressiik azon g tertileti derékszogli haromszog(ek)et, amely

g atfogodjanak a hossza minimalis. Az abra
jeloléseit, a  haromszog teriiletére
: vonatkoz6 ~ Osszefliggéseket és a
Pitagorasz-tételt hasznalva a kovetkezo

egyenleteket kapjuk:

A
a
21. abra
T _ (alap)-(alaphoz tartozé6 magassig ) ah (1)
2 2 T2

c2=a%+ b2 (2)

Az atfogalmazott problémank célja az, hogy c értékét minimalizaljuk. Miutan a, b, ¢

oldalhosszak pozitiv 1étébdl kifolyolag a (2) egyenletbdl ekvivalens atalakitassal kapott
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c = Va? + b? kifejezés a négyzetgyok-fliggvény szigori monotonitisa miatt pontosan

ott lesz minimalis, ahol (2) teljesiil. A kovetkezd 1épésben hasznéljuk fel (1)-et, s irjuk

2
be (2)-be! =az+D=(a-DesoT

A c? kifejezésre kapott parabola a fliggvény-transzforméciok ismeretében pontosan
akkor lesz minimalis, amikor a = -, azaz a2 = T = b2. Szemléletesen ez azt jelenti

szamunkra, hogy az atfogd hossza akkor lesz a legrovidebb, amikor az atfogalmazaskor
kapott derékszogli haromszog egyenlé szaru. Ez az atloira szimmetrikus, T teriiletl
futballpalya méreteinek ismeretében egy 90-90 m?-es, négyzet alaki gyepszonyeget
eredményez.

crer

L 1 s s V2T V2-:8100m?
egyenletes mozgasbol v = S tmin = - = - = =

C
tmin v v v 833~

~ 15,27

masodpercnek adodik.

2. megoldas:
Hasznéaljuk fel most is a feladatnak az el6z6 megoldasban mar ismertetett
atfogalmazasat és abrajat. Ezuattal a derékszogli haromszdg befogodit az atfogoja és a
szogfiiggvények segitségével a kovetkezOképpen irhatjuk fel:

a = csina b = ccosa

Vizsgaljuk meg ezek ismeretében a haromszog teriiletét!

T _ (alap)-(alaphoz tartoz6 magassig ) _ab _ c2-sin a-cos a =2 = T 2T
2 2 T2 -

2 sin a-cos a sin 2«

Ez a hanyados pontosan akkor lesz minimalis, ha sin2a = 1 (a szdmlalé konstans!),

ahol0 < a< g Az adott intervallumban sin2a = 1 pontosan akkor igaz, ha:

T TC
20=—=>a=-
2 4

A Keresett derékszogli haromszog esetében ez azt jelenti, hogy egyenld szart lesz és az
atfogdja ¢ = V2'T hosszlisagi. Ez az atloira szimmetrikus, T teriiletii futballpalya
méreteinek ismeretében egy 90-90 m?-es, négyzet alaku gyepszényeget eredményez.

crer

1 s s V2T V2:8100m?2
egyenletes mozgasbol v = = thwin = - = = =

C
tinin v v v 8,33 ?

~ 15,27

masodpercnek adodik.
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Végezetiil nem art megjegyezni, hogy az eredményiil kapott négyzet alaku futballpélya
idedja nem lehet valosagos, mivel a FIFA altal meghatarozott szabalykonyvben a
gyepszOnyeg ,,a” hosszlsaga és ,,b” szélessége kozott az alabbi aranyossag all fenn:

1,333 < % < 1,467. Ebben az esetben a ¢ 4tmér6 minimalis hosszara, s vele egyiitt a

sprint minimalis idejére a kovetkez6 adodik:

c2=a?+ (1,333-2)2=2,7689-a2

a2
tmin =~ == =22 = 0,19968014-2

90 m < a < 120 m hosszsagu palyak esetén a sprint 17,97 s < tmin < 23,9616 s ideig
tarthat.

2.4.2. A méretis lényeg II.

A mérkozések megkezdése elott a jatékvezeto és asszisztensei
feladatkorébe tartozik az, hogy szemrevételezzék a jatékhoz
sziikséges eszkozok megfelelé dllapotat, tébbek kozott a
labda mindségét is. Utobbi vizsgadlatan azt kell érteni, hogy
eqy ugynevezett 5-6s méretii, 400 gramm tomegii jatékszer hg

magassagbol torténd ejtéseét kovetden milyen magasra pattan

vissza a foldrél. A VisSzapattands sebessége k-szorosa a

22, abra
becsapodasinak, s ennek a 0 < k < 1 iitkozési szamnak a FIFA szabalyzata alapjan 0,7

és 0,8 kozé kell esnie. Szamold ki, hogy 1, 2 majd n darab pattandst kévetéen legaldibb

és legfeljebb milyen magassagra pattanhat vissza a labdal

Megoldas:

Bontsuk két részre ezt a mozgésfolyamatot az abran lathaté modon! Minden paratlan,
becsapodas elbtti szakaszon a test egy h, magassagbol torténd szabadesést végez,
ugyanis aktualis palyajanak legmagasabb pontjan sebességének nagysaga 0. Minden

paros, visszapattanast kovetd szakaszon egy
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b

Vit # 0 kezddsebességii

fiiggdleges hajitast

fedezhetiink fel a test g ho .

mozgasaban. A feladat

szovege alapjan az n-edik b4

becsapodasi  (v,)  és i -I I -I-I. S A

visszapattanasi (Vfer) \ " A HI.\/ Ly

sebesség kozotti v| v

Osszefligges: [ i Al S e il e a

Vit =K vie (1) Nl } s

A mechanikai probléméak 23. 4dbra

tobbségében nagy segitséget

nytjté munkatétel — képlettel felirva: W = AEmozgssi — felhasznalasaval vizsgéaljuk meg a
23. 4bran L. jelolt elsd becsapodast! Jelen esetben a munkatétel bal oldaldn szerepld
munkavégzésnek a gravitacios tér test ellenében végzett munkajaval egyezik meg. Igy a

kovetkezd Gsszefiiggésre jutunk:

m-g-hozé-m-vé—%-m-oz (2)

Az ekvivalens atalakitasok elvégzését kovetéen vo = ,/2-g-hy, melyet a (1)

egyenletbe beirva a visszapattanas sebességére vi = k- /2 - g - hy adodik. Alkalmazzuk

a II., visszapattanasi szakaszon bekovetkezd fiiggdleges hajitasndl az emelkedés

- . : . i _k¥2gh
nagysagara vonatkoz6 h = % (3) képletet! hy =22 =280 _ 2.,

2'g 2-g

A masodik visszapattands minimalis/maximalis nagysdganak meghatarozasa érdekében

irjuk fel a munkatételt a III. szakaszra!

m.g.hlzi-m-v%ii.m-ozz‘/l: [2-g.h1

Az (1) egyenletbe valo behelyettesitést kovetden a masodik visszapattanas sebességére

a kovetkezé adodik: v, =k-v;=k-2-g-hy=k-/2-g-k-hy=k?-,/2-g-h,

;. e .. r V% k4'2'g'h0 4
Alkalmazzuk ujfent a (3) 6sszefiiggést! hy = e 25 - k* - hy
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Terjessziik ki a fent ismertetett algoritmust az n-edik esetre!
m-g-hnzg-m-vﬁ— %-m-O2 Svn=42-g"h,
vy =k'vy_4=k-/2:g-h,_y=k"1-/2-g-k-hy=k"/2-g-h,

v kzn-Z-g-ho
hy =20 = K280 _2n ) 4
e N0

A visszapattanasok magassaganak nagysagara vonatkozd (4) képletben szerepld k
itk6zési szam mindig paros kitevén fog szerepelni, s igy h,(K) folytonos fliggvény a

ke[0, 1] szakaszon szigoruan monoton ndvekedik. A Weierstrass tételének a FIFA

szabalyzataban szereplé KeE[ kritérium mellett torténd alkalmazasakor az

7
o 10)

intervallum végpontjaiban talaljuk h,(k) abszoltit minimumat/maximumat.

A valosagban egy hy = 2 méter magassagbdl torténd ejtés esetén ez a kdvetkezot jelenti:

n = 1 pattanas esetén h1min(0,7) = (0,7)%2-2=10,98 m
h1,max(0,8) = (0,8)?-2=1,28 m
n = 2 pattanas esetén h2min(0,7) = (0,7)* -2 =0,4802 m

h2max(0,8) = (0,8)*-2=0,8192 m

2.4.3 Szabadriigas a 16-os vonalarol

A Nemzetkézi Labdarugo Szovetség (FIFA) jovoltabol minden esztendo végén sort
keritenek az ugynevezett Mesterlovészek Versenyére, amelyen a résztvevoknek
kiilonbozo tavolsagokbdl kell egy kapus altal orzétt haloba talalniuk. Ezuttal valasszuk
ki egy 90 méter széles futballpalya alapvonalaival pdarhuzamos, az egyik kaputol 16
méter tavolsagban levo, oldalvonaltol oldalvonalig tarto egyenesét. Ezen az egyenesen
haladva hol talaljuk az(oka)t a ponto(ka)t, ahonnan egy , zsinoron huzott” l6vésbol a
legkonnyebben talalhatunk az 7,23 méter széles kapuba?(Segitségiil: 1.legkénnyebben
akkor taldalhatunk a kapuba, ha azt a leheté legnagyobb szog alatt latjuk; 2.zsinoron
huzott l6ves alatt egy egyenes palyan halado labdat értiink)
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Megoldas:

A megoldashoz vezetd ut kulcsfontossagu 1épésének szamit az, hogy a derékszogi
koordinatarendszerben
mit valasztunk

origbnak, valamint X

és y tengelynek. Az
abran lathatd modon

szimmetriai okok miatt

> valasszuk a p = 7,23

e

méter széles kapu

felezopontjat a

24. abra

kezddpontnak, a palya
szélességét az X, hosszusagat pedig az y tengelynek.
Koordinatageometriai ismereteink segitségével adjuk meg P, Q, R pontokat, majd
altalanositjuk az x tengellyel parhuzamos egyenesen futdé P koordinatait! A
kifejezésekben szerepld szamok méteregységekben értenddek.
Q=(-3,615,0) R=(3,615,0)
P =(0; 16) altalanosan megadva: P = (x, 16) ahol 0 < x < 45
Minden alkalommal egy PQR haromszoget fogunk kapni, melynek P csucsanal
talalhatd o szogére a haromszog p, ¢, r oldalainak ismeretében felirhatjuk a
koszinusztételt.

p = |QR| = 7,23 = 4llandé = p? = 52,2729

r(x) = |PQ| =/(=3,615 — x)2 + (0 — 16)% =r(x)2 = x2+7,23x+269,068225

q(x) = |PR| = /(3,615 — x)2 + (0 — 16)2 = q(x)? = x2- 7,23x+269,068225
p? =r(x)?+q(x)?- 2'r(x)-q(x)-cosa 1)
A példaban keresett legnagyobb szog pontosan a koszinusztételben is szerepld o szog,

2 2_,2
amelyre a kdvetkezo kifejezést kaptuk: cos[a(x)] = % 2

cos[a(x)] = 2-x%—485,86355
2:(x*+590,40935x%+72397,7097)

2-x%—485,86355 ) 3)
2:(x*+590,40935x2+72397,7097)

a(x) = arccos(
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A Weierstrass-tétel értelmében a [-1, 1] intervallumon értelmezett arccos fliggvény
folytonossadga miatt mindig lesz abszoliit maximum- és minimumhelye. Mivel az arccos
figgvény [-1, 1]-en még a szigortan monoton csdkkenés tulajdonsagaval is
rendelkezik, ezért az abszolut szélséértékhelyei a [-1, 1] intervallum végpontjaiban
talalhatoak. A 0 < x < 45 feltétel értelmében (3) képletben szerepl6 kifejezés x = 0-ban

veszi fel a maximumat, amelynek értéke:

—485,86355

(X(O) - arCCOS(144-795,4194-

) =90,192°

A probléma tovabb altaldnosithatd, ha nem kotjiik ki, hogy a jatékos a kaputol hany
méterre fogja elvégezni a szabadrugast.
Q=(-3,615,0) R =(3,615,0)
P=(x,h)ahol 0<x<45¢és0<h<90

Minden alkalommal egy PQR haromszoget fogunk kapni, melynek P csucsanal
talalhatd o szogére a hdromszog p, g, r oldalainak ismeretében felirhatjuk a

koszinusztételt.

p = |QR| = 7,23 = 4lland6 = p2 = 52,2729

r(xh) = |PQ| = /(—3,615 — x)2 + (0 — h)? = r(xh)? = x2+7,23x+13,068225+h?

q(xh) = |PR| = /(3,615 — x)2 + (0 — h)2 = q(x,h)2 = x? - 7,23x+13,068225+ h?
p? =r(x,h)2+q(x,h)? - 2:r(x,h)'q(x,h) cosa

A példaban keresett legnagyobb szdg pontosan a koszinusztételben is szerepld o szog,

amelyre a kovetkezd kifejezést kaptuk:

r(xh)?+q(xh)?-p? _ 2:x2-26,13645 +2+h2
2T(xh)q(xh) 2 [x*+ (2:h2—26,13645)x2+(170,7785+26,13645 -h2+h*]

cos[a(x, h)] =

2-x2-26,13645+2-h? )
x4+ (2-h2-26,13645)x2+(170,7785 +26,13645 -h2+h*]

a(x, h) = arccos(z_[

fgy egy tobbvaltozos fiiggvényt kaptunk eredményiil, melynek a szélsdértékeit a
valtozokra vonatkozo feltételek teljesiilése mellett —most: 0 < x<45¢és0<h <90 -
talalhatjuk meg. Mivel munkdkban csak egyvaltozos esetek szélsdértek keresése
szerepel, igy a tobbvaltozos eset kiszdmitasatdol most eltekintetnénk. Ugyanakkor

konkrét paraméterek esetén kitlinden alkalmazhato a a(x, h) fiiggvényre kapott képlet.
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Amennyiben az x értékét lerdgzitjiik, akkor az altalunk vizsgalt a szOog nagysaga és az
alapvonaltol mért h tavolsag kozott forditottan aranyossagot fedezhetiink fel. Mivel a
blintetdteriileten beliil elkovetett szabalytalansagért vagy tizenegyes, vagy kozvetett
szabadrugas jar — utdbbi esetben nem lehet kozvetleniil kapura ragni a lasztit —, igy a
kommentatorok nem véletleniil hangoztatjak a kdzvetitésekben azt, hogy egy, a kaputol
16 méterre elkovetett fault hatalmas golszerzési lehetéséggel kecsegtet a tamado csapat
szamara. Itt jegyezziik meg, hogy szamitasunk helyességét egy latokoriv szerkesztéssel

konnyedén ellendrizhet;jiik.

2.4.4. Kapusgol

A mai futballban mar nem szamit olyan meglepo jelenségnek az, ha egy haloor biinteto-
vagy szabadrugasbol szerez golt sajat csapata szamara. Szamitsuk ki, hogy egy
szabadlyosan, o = 45%o0s szog alatt elvégzett kapuskirugas soran mekkora Vo
kezdosebességgel kellene belerugnia a labddba ahhoz, hogy az a kozegellenallastol
eltekintve éppen, illetve még a mdsik csapat kapujaban — a kapu magassdga 2,44 méter
— kosson ki! (Segitségiil: egy kapuskirugas akkor tekintheto szabadlyosnak, ha a kapus az
ugynevezett 5 és feles téglalap sarkarol — azaz az alapvonallal parhuzamos, attol 5,5

méterre lévé vonalrdl - hozza jatékba a labdat)

Megoldas:
A labda mozgasat az azt akadalyozé eréhatasok elhanyagolhatdsaganak koszonhetden

egy ferde hajitassal irhatjuk le:

x =d = vo-cosa-T 1)
y = vo'sina-T — %-TZ + ho (@)
Fejezziink ki T-t az (1) egyenletbdl, s helyettesitsiik be (2)-be!
= = va-Sino: _ 8. d 2 _ 8.4 .
T= Vo cos a = ¥y = vorsina vV cos a 2 (V()'COSO( ) +ho = 2 V(Z)'COSZO( +d tga +ho

Miutan a labda elrigdsanak helyét az egyszerliség kedvéért a koordinatarendszeriink

origdjaba tettiik, ezért az a kiragast kovetden is az y = 0 koordinataban fog landolni.

| Q.

2

0=-

(1 + tg?a) + d-tga + ho (3)

N |0
oN

A%
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Ezzel egy tga-ban masodfokil egyenletet kaptunk, melynek megoldasat a bevett

kozépiskolds modszereknek megfelelden a diszkrimindns vizsgélatdval kezdiink:

2 ho- hy- 2
D=d2_g_4_d4+2h_gg_d2=d2_(1+2h_gg_g_4_d2)20
Vo Vo Vo Vo

Miutan d? > 0 mindig teljesiil, ezért a zéarojeles kifejezésnek is nemnegativnak kell

lennie. Azaz:

\S]
=x
=)
o
[N)

1+ —=-

-d2=>0

<
on
< |UQ
o

=

dz< Y0 4 Zhovs
g g

|<
N o
N

d2 — ﬁ_l_ 2hovg
max — o2 e

2
_ Vo 2-hg-g
dmax—;' ’1+—V%

Amennyiben a labda éppen az ellenfél kapujanak golvonalan ér foldet, akkor a d,,q,
értéke 120 - 5,5 = 114,5 méternek adddik, mivel a kapus nem az alapvonalrdl, hanem
az attol 5,5 méterre huzott, az 6 védelmét biztositd téglalap sarkarél hozza jatékba a

labdat. Ag= 10 :n—z -es gravitacios gyorsuldssal szadmolva:
V(% =dnax' 8

Vo=+/dpax " = J(120 m—55m)- 10 5~ 33,838~ =121,816 kTm

¥ Sebességkomponensek:
(m) v, =239 mis (vizszintes)
W, =2,79mis  (fuggdleges)

Sehesség hagysag:
241 mis

100 Hajlasszog: 6,65°

: \%= Ve
(m)
25. abra
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5 2ho-g .. L . , , .
Ady., = ‘;—0 + |1+ =3 Gsszefliggés abban az esetben is hasznilhato, amikor a labda a
0

felsd lécet érinti. Most azonban nem tudjuk kozvetlen iton megmondani d,,,, értékét.
Ezért elébb azt kell meghataroznunk, hogy egy 2,44 méteres emelkedés mekkora X
A koordinatavaltozassal jar. Ennek érdekében

hasznaljuk (3) egyenletet, melyben d szerepét

ezuttal X veszi at.

2
y=-— £. X—z-(1+tg2a) + x-tga
2 VO

o = 45%kal és g = 10 522 -es gravitacios

> gyorsulassal szamolva:

1032
0=— —2x2+x-2,44m

2
26. 4bra Vo

Tudjuk, hogy egy ferdén elhajitott test a parabolapalydn mozogva ugyanannyi ideig
emelkedik, mint ameddig esik. igy egy magassaghoz — sét: egy sebességnagysaghoz -
két kiilonbozo X hely is tartozik.

105 1035
i _ i
—1+ [1-4244m —5=  1F [1-42,44m —3
v v
X1,2= m = m
w05 205
v v

Ennek a masodfoku egyenletnek x, = 114,5 méter az egyik — nagyobbik — gyoke.

Szamitsuk ki a hozza tartozd sebesség nagysagat!

g

1+ |1—4-2,44m-"

2

5 131102,5 m

X2 = =>vi(x2) = =

2 207 0(x2) 112,06 2
v§

Mivel a sebességnagysag kizarolag nemnegativ értékeket vehet fel, igy nyomban

kovetkezik az, hogy v3(x1) = vZ(x2). Ennek ismeretében mar meghatarozhaté x; értéke:

10
1- [1-42,44m-—3
Vo

~ 2,493 m

20

VHB

X1 =

sk
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2 .
Vg = dmax g

Vo=1/dpay * €= J(120 m—55m+ 2,493 m)- 10 S% ~ 34,204 ? = 123,135 “T‘“

¥ Sebességkomponensek:
(m) v, =242mis (vizszintes)
v, = 13.3mis  (fiiggdleges)
Sebesséy nagysay:
27,6 mis
1004+ Hajlasszog: 289°
50+
; e et
50 100 150 200 X
27. abra

Osszegezve a szamitasainkat arra az eredményre jutottunk, hogy egy szabalyosan, 45°

fokos szog alatt elvégzett kapuskirtigas esetén a jatékosnak
121,816 kTm < Vokapus < 123,135 kTm sebességgel kell ,,meglenditenie” a labat ahhoz,

hogy pattanas nélkiil a masik kapuba taldljon. Ezeket a sebességnagysdgokat még a
képzett jatékosoknak is oridsi feladatot jelentene elérni, azonban az iddjarasi tényezok

kedvezé Osszejatszasa esetén — példaul hatszélben — megvaldsithatova valhat.

4. Kitlizhet6 feladat: Gol biintetébol

A futball vilagaban gyakran szoktdk azt hangoztatni, hogy a biintetot csak rosszul lehet
rugni. Szamold ki, hogy a kaputol 11 méterre lehelyezett, Vo kezdosebességgel a szog
alatt panenkdsan meglétt, a 2,44 méter magas keresztlécrél bepattand labddra
legfeljebb mennyi ideje lehet a kapusnak reagadlni, ha a labda palyaja a gyepre
merdleges, fiiggdleges sikban egy ferde hajitas segitségével irhato le!(Segitségiil:
panenkas rugas alatt azt értjiik, ha a jatékos a labfejével alalobbél a labdanak)
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3. Osszegzés

Szakdolgozatomban a matematika sokszinii modszereinek és a mozgasfajtak
fizikai mechanizmusanak kiilonb6z6 sportagakban torténd Osszekapcsolodasat
vizsgaltam. Munkdm sordn a szamomra még ismeretlen Osszefliggések felderitése
helyett a problémak realisztikus megkozelitésére, értelmezésére és szemléltetésére
helyeztem a hangsulyt.

Matematika-fizika szakos tanarjel6ltként a két tudomanyag oktatisa mellett
fontos, érdekes kihivasnak érzem azt, hogy ezeket a tantargyakat mennyire sikertil
megkedveltetni a didkokkal. Miutan a fiatalok tobbsége még mindig szeret mozogni —
sOt szervezetiik igényli is ezt a kikapcsolodast —, ezért a figyelemfelkeltésiik érdekében
a legkiilonfélébb sportagakat hivtam segitségiil. Meglatasom szerint bonyolult
pedagogiai feladatnak szamit az, hogy a sportagak kivalasztasakor mindenkinek
sikeriiljon a kedvére tenni. Miutan a palyakrdl kiragadott szituaciok kézott olykor tobb
hasonlosag is felfedezhetd, ezért az oktatd €berségén, szemfiilességén is mulhat a
kedvcsinalas sikeressége.

Dolgozatomban igyekeztem az egyes témakoroket minél alaposabban
korbejarni, azonban a dinamikusan fejlédé miifajok mindegyikének feldolgozéasa
lehetetlen kiildetésnek igérkezett. A feladatok készitése soran nagyon iigyeltem arra,
hogy a felvezet6kben ismertetett modellezési kritériumoknak megfeleljenek. Ez mind
nagy odafigyelést igényelt. Ugyanakkor ugy gondolom, hogy megérte a faradtsagot,
mert érdekes témaval foglalkoztam, melyekbdl hasznos és meglepé matematikai
megallapitasok sziilettek. Kiilonésen jonak talaltam, hogy a matematika
legkiilonbozobb targykorei bukkantak fel egy-egy feladat megoldasa soran.

Szemléletmodomra is nagyban ranyomta a bélyegét ez a vizsgalodas, hiszen a
sportolok teljesitményét most mar ,,matematikai szemiivegen” keresztiil is értékelni
tudom. Bizom benne, hogy ezzel az olvasméannyal iddsebbeket ¢és fiatalabbakat egyarant
sikerlil motivdlnom abban, hogy a karosszék és a szamitogép helyett tovabbra is a

rendszeres mozgas mellett tegyék le voksukat.
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