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Bevezetes

A kozépiskolai matematika megtanuldsaban fontos szerepet toltenek be a
begyakorlott gondolati miiveletek. A szabalyozott megoldasok, és e jartassdgok
alkalmazdsa is rengeteg lehetdséget kindl. A tanulé egy-egy problémaval
szembekeriilve gyakran akaratlanul is hasonl6 modon megoldhat6 feladatok utan kutat
az emlékezetében, de a matematika nem ragad meg ezen a szinten. Sokkal gazdagabb
annal, minthogy ismételhetd gondolkodasi sémakba foglaljuk
Ma a matematika tanitdsa igen fontos feladat. Ezt a targyat sokan nem szeretik,
ellenségesen kozelitenek hozza, mert nem ismerik igazan. Pedig érdekes és hasznos a
matematika. Ugy gondolom, ha megfelel alapokkal latjuk el a diakokat, és
megszerettetjiik velilk a matematikat, sokkal tobben fognak kozeliteni felé ugy, mint
egy érdekes, tanulhatd, kihivasokat jelentd feladathoz. Bizalommal és lelkesedéssel
vetik bele magukat a feladat tanulméanyozédsdba, megoldasdba. Ezzel
megakadalyozhatjuk, hogy ugy gondoljanak a targyra, mint egy mumussal vald
talalkozasra, amin jobb tul lenni gyorsan, akarmilyen teljesitménnyel. Bar nehéz az élet
kiilonbozd teriiletein szerzett tudast 6sszekapcsolni, meg kell probalni.

A didkok gyakran felteszik a kérdést: "Mi értelme van ennek az egésznek? Soha nem
fogom hasznalni.” Sajnos ez az elterjedt felfogas, az emberek nagy része igy gondolja.
Tobbféle lehetdség adott arra, hogy a gyerekek érdeklddését felkeltsiik a tantargy irant.
Sok iskoldban alternativ modszereket hasznalnak, masok latvanyos szines feladatokra
eskiisznek.

Tény, hogy faraszté minden 6rdra érdeklddést felkeltd feladatokat talalni, eldkésziteni,
de ugy gondolom, aki a tanari palyat valasztja, tudja, ezt kell tennie, ha eredményeket
akar latni a didkjaival és munkajaval kapcsolatban. A Iényeg, hogy a didkok 6romiiket
leljék a feladatok megoldasaban, hétkoznapi kovetkeztetéseket is le tudjanak vonni
beldle, ne csak a felesleges tanulast lassdk benne. A matematika lényege ugyanis nem

(csak) a helyes valasz produkalasa, hanem a kreativ gondolkodas is.



Azért valasztottam ezt a szakdolgozati témat, mert a matematika tanitasdban
fontos a jo tapasztalatok szerzése, sikerek elérése. Feltételezésem szerint, ha jatékosan,
sok oldalrol tobb modszerrel kozelitjiikk meg a targyat, sokkal konnyedebbé lehet tenni a
matematikat. Elérhetjiik, hogy a didkok 6rommel vegyék keziikbe a matematikaval
kapcsolatos konyveket, racafolva arra, hogy az egy olyan dolog, amit nem lehet
megérteni, megtanulni. Ennek érdekében a nekiink, tanaroknak kell megtenni az elsd
1épést, és az évek folyaman nem szabad elveszitenilink a lelkesedést diakjaink és sajat
mentéalis egyensulyunk megtartisa érdekében. Ennek feltétele a feladatok
valtozatossaga, szinessége, ami jO hatdssal van a didkokra, a taniroknak, pedig napi
sikerélményt nyuqjt. Ezt kiilonbozé modon elérhetjiik el. A szakdolgozatomban e
modszerekbe, foglalkoztatdsi formakba probalok egy betekintést nyljtani a teljesség
igénye nélkiil. A modszerek egyrészt a valtozatos tanitasi lehetdéségeket mutatja be,
masrészt a jatékossag fontossagara hivjak fel a figyelmet, hiszen jatszani mindenki
szeret. Sajat magamon tapasztalom, ha egy feladat érdekesen, szellemesen van
megfogalmazva, sokkal nagyobb érdeklddést tantsitok a megoldasa érdekében, mintha
egy unalmasan megirt feladatrol lenne sz6. Ezen téma attekintése fontos a személyes
fejlddésem tekintetében, segitséget nyljthat a kés6bbi tandri palyamon. Fejlddésre és
fejlesztésre is latok lehetdséget, hiszen a valtozatos modszerekhez tartozo példatar még
hidnyzik az oktatasi palettarol. A feladatok pontos, egyértelmii megfogalmazasa, jo
feladatok valasztasa elengedhetetlen. Ha el akarom érni azokat a célokat, amiket
kitliztem, fontos, hogy a didkok kreativitdsat, hozzaallasat fejlesszem, kiilonb6zo
interaktiv és érdekes feladatokkal. Ennek elengedhetetlen moddja a lelkesedés
megtartasa, felkésziiltség, €s jo kapcsolatok kiépitése a didkokkal.

Ezekkel a kiilonb6zé modszerekkel eldszor a ,,Digitalis tananyagok az
oktatasban” cimii kurzuson taldlkoztam rendszerezve, és mar akkor nagyon megtetszett.
Némelyik szokatlannak, vagy megvaldsithatatlannak tiinik a tandra keretein beliil, de
ugy gondolom, hogy e bukkandk lekiizdése csak a fejlddésemet segitheti eld. A
megismert ¢és azota felkutatott modszereket most bemutatom és elemzem, néhany

példan keresztiil, pedig bemutatom az alkalmazasi lehetdségeiket.



Hogy fogadtassuk el a matematikat?

Kozépiskolas didkok koziil sokan panaszkodtak nekem, hogy nem értik a
szamitasokat, de akar magat a feladatot sem. Amikor egy-egy elméleti dologba
belekérdeztem, nem tudtak a valaszt. Erthetetlen szamomra, hogy mig biologiabol,
kémiabol természetesnek veszik, hogy az elméleti tudas nélkiil nem tudjak elvégezni a
szdmitasokat, matematika tanuldsa kozben, hidnyzik ez a felismerés. Hiszen hogy akar
az ember megoldani egy feladatot, ha nem ismeri az ahhoz sziikséges elméletet? Ugy
gondolom, sokan elsiklanak a felett, hogy az elmélet megértése legalabb annyira fontos,
mint a szdmolds, vagy akdr fontosabb is. Ilyenkor mutathatunk ra az eljarasok
alkalmazasaira, mind a matematika teriiletén, mind a val6 életben.

Rengeteg modszer van az 6vodakban, iskoldkban, hogy jatékos formdban,
fejlessziik a didkokat és felkeltsiik érdeklddésiiket a matematika irant. Az épitdkockak a
térbeli latast fejlesztik, a szines radkészlet a tortszamok bevezetésénél hasznos. A
logikai készlet, ami az alakzatok kirakdsaban, jellemzésében segit, mar minden elsds
iskolai csomagjaban alapkdvetelmény. A szemléltetd eszkozok igen fontosak. A
geometriai €pitOkészlet, altalanos és kozépiskolaban is hasznos lehet. Megtanulhatdak
veliik a testek elnevezései, geometriai alaptulajdonsagai (élvaz, atlo, felszin) tapasztalati
uton. Nem csak matematikabol, hanem akéar kémiabol, is fel tudjuk haszndlni, egyes
molekuldk térbeli szemléltetésének celjabol. A gyerekek jatszanak vele, és nem
gondolnak arra, hogy ez tanulds. Mikdzben élvezettel épitik a kiillonbozd sikbeli és
térbeli formakat, meg is jegyzik azokat.

A kiilonb6z6 geometriai testek térfogatdnak Gsszehasonlitasanal is sokkal jobb,
ha demonstralni tudjuk, mire gondolunk, €s igy a latvany, a didkokban is jobban
megmarad. Kozépiskoldban felhasznalhatjuk a parabola, ellipszis, hiperbola tanitdsanal
a kifejezetten ezt a célt szolgald kup modell készlet metszéssikokkal.

Nem csak a geometria teriiletén talalhatunk szorakoztatd segitséget. A szamolas
gyakorlésara is rengeteg jatékos lehetéség van. Mindenki ismeri a blivés négyzetet. Ez a
fajta jaték, az altalanos iskolatdol egészen érettségiig segitségiinkre lehet. A
legegyszeriibb, amikor Osszegeket kereslink, és a sorokban, oszlopokban, atlokban
ugyanannak a szdmnak kell kijonni. Nehezithetjiik nagyobb négyzet megadasaval, vagy

szorzat keresésével.



Amelyik osztalyban szeretik a rejtvényeket, vagy a versenyeket, ott egyfajta gyakorlo
feladat a szdmkeresO, ami a szokeresd jatékhoz hasonlit. Itt olyan eredményeket kell
megkeresni, egy szamokkal teli négyzetben, amihez szamolasok altal juthatunk hozza.
Gyakoroltathatjuk vele az alapmiiveleteket, fejszamolast, zargjelfelbontasokat,
egyenletrendszereket, de akar a logaritmusokat is. Szellemessé tehetjiik a feladatot, ha a
kiszinezett szamok egy 4brat adnak ki, amit roviden jellemezni kell. Igy

ismétlokérdéseket is feltehetilink, az el6z6, mar megtanult témakorokkel kapcsolatban.

Feladat 1: A kovetkezd feladatban meg kell keresni azokat a szamokat, amelyek az
alabbi kérdésekre megoldasok. A szamok lehetnek egyenesen, fentrdl lefelé, lentrdl
felfelé, jobbrol balra vagy balrdl jobbra, illetve atlosan fontrdl lefelé, vagy lentrdl

felfelé. Milyen alakzatot kapunk? Jellemezziik!

2 508 3 5 7 1, Két szam osszege 97. A nagyobbik 3/l4ede egyenlé a
3 58 3 0 8 9 Kkisebb5/9ével. Mi az értéke a nagyobb szamnak?

9 I 6 9 1 I 4 2, Gondoltam egy szamra. Ha megszorzom a negyedével ¢és
I 8 7 4 9 1 I hozzaadom a hoénapok szamat, majd levonok beldle 4364-t,
8 B 2 1 5 B 8 akkorazeredeti szam kétszeresét kapom. Melyik ez a szam?

6 7 @ 6 | 4 5 3,Haegyszam harmadat, hatodat és tizedét osszeadjuk, 261-et
9 5 4 I 3 7 6 kapunk. Melyik ez a szdm?

4, Péter pénzének negyedét mozira, 6todét ebédre, hetedét,
pedig tanszerre koltotte. Maradt 1482 forintja. Mennyi volt eredetileg?
Alakzat neve: Rombusz
Jellemzés: A rombusz egy olyan négyszog, aminek minden oldala egyenld hosszi. Atloi

egymasra merdlegesek, és felezik egymast.

Megjegyzés: Ilyen példat szinte barmelyik témakdrben haszndlhatunk gyakorlasra, mert
minden témabol tudunk olyan feladatot valasztani, aminek kikeresheté eredménye lesz a
szamnégyzeten. Ez sikerélményt nyujt a didkoknak, hiszen nem csak a feladatot
oldottdk meg helyesen, hanem a sok szdm koziil is megtalaltdk a helyes eredményt.

Akar nehezebb feladatokkal, tudasszintnek megfelelden is készithetiink szamkeresot.



Elozetes tuddsszint felmérése

Eldszor az alapokra szeretnék kitérni. Ha 1j osztalyt kapunk - példaul
kilencedikben - mindenki mas tuddsanyaggal jon. Sok témat érintélegesen vettek mar
altalanos iskolaban, de a tudasszint eltér6. Ezt azért fontos felmérniink, mert amikor
kiilonb6zé mddszereket hasznalunk, figyelembe kell venni a didkok képzettségét, mind
a feladatsorok, mind a parok, csoportok alakitdsaban. A kérdés az, hogyan mérhetjiik fel
a tényleges tudast, hogyan gy6zddhetiink meg a fogalmak meglétérdl, tisztasagarol?
Megismerhetjiik a tudasszintet, ha egy adott elem kivéalasztasara kérjiik a didkot egy
adott felsorolasbol, sajat példat kériink, vagy egyszerli szadmitasi vagy szerkesztési

feladatokat adunk nekik.

Feladat 2: Valaszd ki a helyes megoldasokat!
Egy haromszog egyértelmiien megszerkeszthetd ha:

A, meg van adva harom oldala (és az oldalakra fenn all a haromszog
egyenlOtlenség)

B, meg van adva mind a harom szdge

C, meg van adva egy oldala, és a rajta fekvd két szog

D, meg van adva két oldal ¢és a kisebbikkel szemkozti szog

Itt a didkoknak meg kell gondolniuk az altalanos iskoldban tanult definiciot, felidézni a
lehetdségeket. Konnyiteni lehet a feladatot, ha csak egy valasz, neheziteni, ha tobb
helyes megoldas van a felsoroltak kozott.

A hidnyos szoveg kiegészitése is remek lehetdség. Ekkor lehetdségiink van
konnyiteni a feladatot azzal, hogy megadjuk a beirand6 szavak halmazat segitségiil. A
nehezebb az, amikor nem adjuk meg a lehetséges valaszokat, azt, a didknak a sajat
szavaival kell megfogalmaznia. A csoportositas is lehet egy ilyen felmérd feladat.
Egyszeribb a didknak, ha mi adjuk meg a csoportositds halmazat, illetve nehezebb,
amikor a tanulonak kell kitalalnia azt.

Az egy témakorben el6forduld, mar ismert, vagy tanult, de nem értett fogalmakat, tobb
szempontbol, tobb szituacioban vizsgaljuk. Ezeket tisztazzuk, utana, pedig elkezdhetjiik
boviteni. A konkrét példak vilagitjdk meg legjobban a fogalmak kozotti kiillonbséget,

vagy hasonldésagot.



Kiilonbozo modszerek bemutatasa

Matematikat tobbnyire frontalisan oktatjak. Sok tanar ugy véli, idé hidnyaban ez
a leghatékonyabb modszer. Ezesetben az 6ra nem interaktiv, a tanar leadja az anyagot, a
diakok, pedig egyediil probaljak megoldani a hozzéa tarozé feladatokat, akar az oran,
akar hazi feladatként. Ilyenkor azonban a tanulok figyelme gyakran elkalandozhat.

A kovetkezd modszereket azért ismertetem a szakdolgozatomban, mert
mindegyik kiilonbdzik a megszokott frontalis oktatastol, s bar nem eléad6 kdzpontuak,
mégis teret engednek a pedagogus egyéniségének, valamint lekotik és bevonjak a

munkdba a kiilonbozé képességekkel rendelkezd diakokat.

Csoportmunka

Véleményem szerint a mai didkok, mar nem annyira fegyelmezettek, mint mi
voltunk régen. Ez furcsdn hangozhat egy 22 éves ugyancsak tanuld szajabol, de sajnos
ez az igazsag. Az iskolai gyakorlatomon azt vettem észre, hogy gyakran nem figyelnek
a tanarra, koncentracios képességiik nagyon gyorsan csdkken, inkdbb egymassal vannak
elfoglalva. Oran élénk a kommunikacié a diakok kozott. Ezt a kapcsolatot szeretnénk
hasznalni a csoportmunka sordn. Ugy gondolom, a diadkokat érdekeli a matematika,
szeretnék érteni, megoldani a feladatot. Ha mégsem sikertil elkedvtelenednek, és a sok
kudarc utan, elvesztik a lelkesedésiiket, pedig diaktarsaik nagyon szivesen magyarazzak
el sajat megoldasi javaslataikat. A csoportmunka éppen erre a természetes kivancsisagra
épiil, és arra az alap ambicidra, hogy a nebuldk elmagyardzhassak tarsaiknak a
,»megoldast” — azaz, egy kis 1dore a csapat figyelmének kozéppontjaba keriiljenek.

Gyakorl6 orakra érdemes ezt a mddszert valasztanunk, amikor mar van néhany
kozosen megoldott és ellendrzott feladat a flizetben, ahova vissza tudnak lapozni a
gyerekek. A kisérleteket is érdekesebb csoportmunkaban végezni, példaul a
valosziniiségi, vagy kombinatorikus feladatokat illetve a szerkesztési problémakat. A
csoportalakitas torténhet onként, vagy tanari iranyitassal. Lehetnek homogének, amikor
azonos tudasszinti tanulok keriilnek egy csoportba és 0sztonzdéleg hatnak egymadsra,
vagy heterogének, amikor tobb tudasszintli didk keriil 6ssze, és a jobb tanuldk segitenek
a gyengébbeknek a felzarkdzasban. El kell gondolkodnunk azon, hogy ugyanazokat a
példakat akarjuk-e minden csoporttal megoldatni, vagy csoportonként kiilonbozot. A
Iényeg, hogy a jol megszervezett csoportmunkat gyorsan megszeretik a gyerekek. (Nem

az olyanokat, ahol 6tbdl egy dolgozik, a maradék meg megbeszéli az aktudlis



mozimisort.) Olyan feladatokr6l kell gondoskodnunk, amik részekre bonthatok, és
eloszthatok, mert akkor a csoport minden tagjanak jut feladat, és valoban egyiittesen,
munkamegosztassal fognak dolgozni. Hatranya a mddszernek, hogy nem mindig tudjuk
ellendrizni, hogy tényleg elmondtdk-e egymasnak a feladat megoldasait, vagy csak
elfogadtak az 4ltaluk legokosabbnak itélt didk modszerét. Fontos észben tartanunk,
hogy a didkok meglehetdsen jol ki tudjak jatszani a tandraikat, tehat ha hallotavolsagon
beliilre ériink, maris a matematikarol, az adott feladatrol kezdenek el beszélgetni. Ennek
kikiiszobolésére, a feladat végén szurdprobaszeriien kivalaszthatunk két vagy harom
embert, akik, elmondjak az egész megoldast az osztaly eldtt.

A kovetkezd feladatot a Véges matematika cimii kurzus egyik gyakorlati feladatsorarol

vettem, €s szerintem jol példadzza a csoportmunkdra adhato példak egyik fajtajat:

Feladat 3: Egy 52 lapos francia kartyacsomagot kiosztunk 4 jatékosnak.
a) Hany leosztas van?
b) Hany olyan leosztds van, melyben mindenkinek jut 4sz?
¢) Hany olyan leosztas van, melyben minden asz egy kézbe kertiil?
d) Hany olyan leosztas van, melyben minden figura két egymassal szemben {il6
jatékoshoz kertiilt?

e) Hany olyan leosztas van, melyben minden jatékosnak jut legalabb egy kor?

Megoldas:
a) Az elsOnek Gi] féleképpen tudjuk kiosztani a kartyat. A masodiknak mar csak

(52 — 13

(39 cira s . 26y . . .
13 ) = (13) féleképp, a harmadiknak (13) képpen, és az utolso, pedig

(13) képpen kaphatja meg a kartydkat. Ha ezeket 0Osszeszorozzuk:

13
(ié) ig)(ig) E) lesz az eredmény.

Ezt mas modon is ki szadmolhatjuk. Ismétléses permutdcidval is ugyanezt az

eredményt kapjuk, hiszen, mindegy, hogy a 13 megkapott lapot milyen
2!

sorrendben kapja meg az illetd, tehat ———— .
13113113113!



b)

d)

Ha mindenkinek jut egy asz, azt az elején kiosztjuk, amit 4! féleképp tehetiink
meg. Maradt 48 lapunk, amibdl mind a négy jatékosnak 12 lap jar, igy a leosztas

lehetdségeinek szamat az el6z6 mddszerrel tudjunk kiszamolni. Tehat:
48\ 36\ 24\ (12
4 (12) (1) () (1)

A 4 ember koziil ki kell valasztani, ki kapja a 4 &szt. Ezt 4 féleképpen tehetjiik
meg. Akit kivalasztottunk, mar csak 9 lapot kaphat. A maradék leosztast az ,,a”

feladatban  hasznalt modszer segitségével szamolhatjuk ki. Tehat:
(A8 (39 26\ /13
+(9)(53) (1) (53)

Itt fontos megbeszélni, hogy melyik megoldédsra gondolunk, mert két lehetdség
is van. Az elsé esetben ki kell térni arra, hogy felbontva akarjuk-e megoldani a
feladatot, tehat kiilon kiszamolni, hogy a 16 figuras lapbol hany darab kertil az
egyes, ¢s hany darab a harmas, szembeiild jatékoshoz. A masodik esetben, pedig
figyelmen kiviil hagyjuk, azt, hogy hany darabot kapnak, csak az a fontos, hogy
legyen figuras lap a keziikben.

Az els6 esetben 11 esetet kell végigvenniink.

Az els6, amikor a 16 lapbol 3 keriil az egyeshez, és 13 a harmas jatékoshoz.

Ekkor a lehetdségek széma:(l;) ig)(ﬁ) 2[:5)62) E)

Hasonl6 modon kell felirni a megoldast abban az esetben is, ha ez elséhoz 4

figuras lap kertil a harmadikhoz meg 12. Ekkor:
16% ¢36% (12 27y F264 713

()G GG

A tobbi esetben ugyanigy kell eljarni, ezek eredményeit, dsszeadni, és akkor

megkapjuk az eredményt.

A masik esetben van 16 figurds lap, és 36 nem figurds. A kettes és

négyes jatékosnak abbdl a paklibol osztunk, amiben nincs figuras lap. Ezt

Gg] [:ig]féleképpen tehetjik meg. A maradék 10 kartyat hozzarakjuk a

figuras lapokhoz, ebbdl osztunk az egyes és harmas jatékosnak. Ezt G@G;)

képpen tehetjiik meg. Ezeket Osszeszorozzuk, ¢és megkapunk egy masodik

eredményt, ami nem egyezik az el6zdvel.
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e) A feladat megoldasa jo példa a szita formula alkalmazéséara. Azt tudjuk, hogy az

Osszes leosztasi lehetdség {ié) Gg) Gg) (E)

Az rossz lehetdség, ha valakinek nem jut kdr. A, jelenti azt, hogy az egyes, A,,
hogy a kettes, Az, hogy harmas, és végiil A4, hogy a négyes jatékos nem kap
kort.
. . " 39% 739y F265 (13
Az aleosztas, h lak kap kort: |Aj| =
z a leosztas, hogy egy valaki nem kap kort: |Aj| (13 (13)[13 (13)

Ekkor 4 féleképp valaszthatjuk ki azt az embert, aki nem kap kort.

Ha 2 ember nem kap kort, akkor a leosztasok szdma
_ 39y r26Y r26y (13
AFIAl= (13j (13) (13j (13)
Természetesen 4 emberbdl G) féleképpen lehet kivalasztani melyik 2 ember, ne

kapjon szivecskés lapot.

Abban az esetben, ha 3 ember nem kap kort, tehat mindegyik egy jatékos kezébe

keriil, az |Ai[ 1 Ajl 1 Ayl = sz @g) ng (12) féleképpen torténhet meg, és az

emberek kivalasztasa (i) féleképp torténhet.

A szitaformula a kovetkezd:

IH\(AUALUAGLUIAY)| = [H| - |A4] - |Ag] - |As] - [Ag] + |ANA] + |ANAS] +
IAIMAL + |AA;] + |AM Ayl + A3 A - JAINANAS] - [ANTALA] -
IA1MASMA,| - |AXMNASMAY|

Ezt leegyszerisithettiik, tehat a megoldas:

H - 4A o+ @|AﬂAj| ; (:)|AiﬂAjﬂAk| =
EEE -1 EEN QI EDC-
GIGE)E)]
Megjegyzés: Mivel a részfeladatokat kiilon osztandm ki, minden megoldasban le
kellene vezetnem a leosztasok lehetOségeinek az okat, azaz nem hivatkozhatnék ,,a”

feladatra. Ettdl most eltekintek, hiszen egybe latjuk az egész megoldést, nem pedig

részfeladatonként.
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Ez a feladat tipikus péld4ja a csoportmunkanak. Konnyebb és nehezebb részei is
vannak, alkalmazkodva a didkok tudasszintjéhez. Jatékosabba tehetjiik szemléltetéssel,
egy csomag kartyaval, amivel segithetjiik ravezetni a tanuldkat a helyes megoldasra, ha
maguktol nem jonnek ra. Természetesen nem az 0sszes variacid kirakdsara gondoltam,
hanem példaul arra, amikor egy kézben van a négy 4sz, vagy mindenkinél kell lennie
asznak, tehat egy-egy leosztas demonstralasara.

A csoportmunka soran kideriilnek a didkok erdsségei, hidnyossagai, illetve a tananyag a
hianyossagai is, mert kirajzolodnak azok a teriiletek, ami a csoportoknak nem
egyértelmi.

A feladat kiegészitéseként, kérhetjiik a didkokat, hogy a témakdrrel kapcsolatban
talaljanak ki kérdéseket, amit majd feltesznek a csoport tobbi tagjdnak és megbeszélik
azokat. Ezzel biztatjuk a tanuldkat arra, hogy merjenek kérdéseket feltenni az osztaly

elétt is. Ilyen kérdések lehetnek példaul:

Feladat 4:
a ) Hanyféleképpen lehet kivalasztani 13 lapot a paklibol, hogy legyen legalabb 9

egyszin(i?

A megoldas:

13\ 39 13\ /39 13439 13y (39 13\ /39
(5))+ () (5) + () (5)+ () (V) + (5) (%)

Elészor a 13 egysziniib6l kell kivalasztani, hogy melyik darabokat szeretnénk a
felsorolasban latni. Utdna a maradék paklibol kivalasztjuk a plusz lapokat, hogy

Osszesen 13 lap legyen az asztalon. A legalabb 9 lap megfogalmazas miatt meg kell

nézni az eshetdségeket 9, 10, 11, 12 és 13 egyszinii lap esetére.

b) Hany olyan leosztas van, melyben maximum 3 treft keriil az egyes jatékoshoz?

(DGHGEE  + @G -

(5) DG )G () G () G G3)]
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Elészor a treff nélkiili esetet nézziik, amikor csak a maradék paklibol kaphat kartyat az
egyes jatékos. Utana mar kapott egy kartyat a treffes paklibol és 12-t a masikbol. A
tobbi esetet hasonloképpen irhatjuk fel.

A kovetkezd feladat megoldasa egyéni feladat, de kapcsolddik a csoportmunkahoz. Ha
mindenki megoldotta a feladatot, utdna Osszeiiltetjiik a didkokat. Megkérjiik dket, hogy
magyardazzak el egymasnak a megoldasaikat. Arra tigyelniink kell, hogy minden
csoportba keriiljon legalabb két vagy harom fajta megoldéas. Ezutan, maris csoportként

miikddve tanitjak egymast.

Feladat 5: Egy harom ismeretlenes egyenletrendszer megoldasainak megkeresés:

3x+y-—-2z=-1
x—4y+3z=35
2x +3y+2=18

Megoldas 1: Behelyettesitd modszer. Ennél a megoldasnal az egyik egyenletbdl
kifejezziik valamelyik ismeretlent, és a kapott alakot behelyettesitjik a tobbi
egyenletbe. Ekkor, a mi esetiinkben kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, tehat az

ismeretleneket folyamatosan csokkentjiik.

I,3x+ty—2z=-1
2,x—-4y+3z=5 -> amasodik egyenletbdl kifejezve x =5 + 4y- 3z
3,2x + 3y +2z=18

A masik két egyenletbdl, a visszahelyettesités utan a kovetkezd egyenletrendszert
kapjuk:
(1), 13y-11z=-16

(g-11y)

(3), 11ly—5z=38 2>z= , ezt behelyettesitem az els6be

Ekkor azt kapom, hogy (-56y) =(-168) tehat y = 3.
A kifejezett értékekbe visszahelyettesitve megkapom az x=2, y=3, z=5, eredményt.
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Megoldas 2: Az ismeretlenek fokozatos kikiiszobolése. Az alapgondolat az, hogy
valamelyik egyenlet mindkét oldalat arra alkalmas szdmmal megszorozzuk ¢és a tobbi
egyenlethez adjuk, kiejtve ezzel ismeretleneket. Ezt a mddszert Gauss eliminacionak is
nevezziik.

1,3x+y—-2z=-1 -> adjuk az els6 egyenlet haromszorosahoz a masodik 2-szeresét
2,x—-4y+3z=5 - adjuk a masodik egyenlethez a harmadik (-3)-szorosat

3,2x +3y+z=18

Ekkor a kapott egyenletek:
1, 11x - 5y =7
2,-5x - 13y =-49

Ha az els6 6tszorosét 6sszeadjuk, a masodik tizenegyszeresével, megkapjuk, hogy
-168y = -504, tehat y = 3. Ezt visszahelyettesitve megkapjuk a masik 2 ismeretlen
megoldasat. (x =2,z=15)

Megoldas 3: Egyenl6 egyiitthatok modszere. Ezt a megoldast kozépiskoldban a tanoran
leginkabb kétismeretlenes egyenletek megoldasara szoktak hasznalni.

A mobdszer lényege, hogy az egyenleteket megfeleléen valasztott szammal
megszorozva elérhetjiilk, hogy a két egyenletben az egyik ismeretlen egyiitthatoja
egymasnak ellentettje legyen. Az egy harom ismeretlenes egyenletrendszer esetében
nehéz, ugyhogy itt a Cramer szabdlyt fogom alkalmazni, amely a determindnsok
segitségével ad megoldast. A kovetkezd modszert, mivel bonyolult, legfeljebb egy

matematika szakkor keretein beliil tudom elképzelni:

(Tétel <Cramer szabaly>: Ha A & T™" és D = det A 72 0, akkor az Ax = b
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van. A megoldasban x; = Di/D, ahol D;
determinanst gy kapjuk, hogy a D-ben a j-edik oszlop helyére a jobb oldali

konstansokat (azaz a b vektor komponenseit) irjuk.) '

Az eredeti matrixok:
3 1 —2 -1
D=(1 —4 3),b=(5)
2 3 1 18

! Freud, 2006
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A D matrix kifejtve:

3 _1 ol B 31, o ool =4 aw g ] _
; 34 i 3‘ ‘ 1| 1‘+( 2)‘2 3‘ 3*(13) — (-5) + (-2)*11
56
A D1, D2, D3 matrixok kifejtve:
R -1 1 -2 . B
D 5 —4 =(-1 =112
S P ( )‘3 ‘ ‘15 1‘+[ Ej‘ ‘
031 5 3|35 Y-cnft Yreal) g
2 18 1
5 3 1 -1 ~ ]
D;2|1 -4 5|=3 - = 280
3 5 3 1g ‘3 ‘ 1‘2 1B‘+( 13‘ ‘

Visszahelyettesitve az értékeket, a kovetkezd megoldast kapom:

-112 —168 -280
X = =2,y= =3,z= =35
-56 -56 -5&

Ellendrzés: Visszahelyettesitem az eredeti egyenletrendszerbe:
1,3*2+3-2*5="-1

2,2-4*¥3+3*¥5=5

3,2%2 +3*3 +5=18

Tehat helyes megoldasokat kaptunk.

Megjegyzés: Hogy pontosan egy megoldast kapjunk D matrix determindnsa nem lehet
egyenld 0-val. Ha a determindns 0, akkor, vagy nincs megoldas, vagy végtelen szamu

megoldas van.

Feladat 6: Itt is egy egyenletrendszerrdl lesz szd, de ez masodfoku egyenletekbdl all.

(y +x-6)(x-y)=0
x> +y*-6x -10y =-18

Megoldas1. Algebrai Giton, behelyettesitéssel.
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Az els egyenletbdl kifejezziik x-et. Két lehetdség van arra, hogy az elsé egyenletben
teljesiiljon az egyenldség, x =y illetve x = 6-y esetén. Ekkor ezeket visszahelyettesitjiik

a masodik egyenletbe:

1) (6-y)’+y*-6*(6-y)-10y= (-18)
2) (y-3)* + (y-5)* = 16

Ha a két egyenletet kibontjuk, mind a kettdnek a végeredménye a kovetkezo:
2y*- 16y + 18 = 0, amit egyszeriisités utan masodfoku egyenletként megoldunk.

Ekkor a megoldas a kovetkezd:

yi o= STy 26,645 R26,6

y2 A% 1,354 ~2 1,35

y) visszahelyettesitése esetén: y, visszahelyettesitése esetén:
x;=6-y=-0,65 X3= 6-y =4,65
X, =y =6,65 x4=y=135

Tehat 4 megoldas van: (-0,65 ; 6,65 ), ( 6,65 ; 6,65), (1,35;4,65), (1,35; 1,35)

Megoldas 2: Ez is algebrai modszer.

Ha felbontjuk a zardjeleket az elsé egyenletben, akkor azt kapjuk, hogy: x* + y* — 6x +
6y=0

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol az eredmény: 2y -16y + 18 =0

Ezt a méasodfokl egyenletet megoldva megkapjuk y; = 6,65-6t €s y, = 1.35-6t. Az elsd

egyenletbe visszahelyettesitve megkapjuk, a hozzajuk tartozo6 x —eket:

x* = (6,65)% -6x — 6%6,65=0 > x,=-0,65 X = 6,65
x*—(1,35)% -6x — 6*¥1,35=0 > x3=4,65 x4 =135

Megoldas 3: Geometriai Otletelés, amihez a GeoGebra programot fogom hasznalni.
A masodik egyenlet kort allit eld: (x - 3)*+ (y - 5)* = 16
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Az elsd egyenlet alakja mutatja, hogy azt, az y = x, valamint az y = -x + 6 egyenes
pontjai elégitik ki. Az 1. abran lathatd kor és két egyenes metszéspontjai lesznek az

egyenletrendszer megoldésai.

10
c:(x-3)2+(y-52=16
(-0.65, 6.65) = (6.65, 6.65)
A=@9)
=(1.35, 1.35) (4.65, 1.35)
0
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
b:-x+y=0
1.abra

Megjegyzés: A kiilonboz6 megoldasokat természetesen mindenki maga vélasztja ki. En
legjobban a 1. megoldast szeretem hasznalni. A geometriai ,,megoldas™ latszolag a
legrovidebb és legegyszeriibb, hisz a didknak nem kell ismernie a szamolasok menetét,
csak a GeoGebra programot, de természetesen ez sem ad tokéletes megoldast, példaul
kerekitve adja meg a szdmokat. A matematika és szamitégép kapcsolatat a

késdbbiekben targyalom még.

Mindenki masképp latja a matematikat, ezért hasznos, ha tobbféle megoldas
sziiletik. Ha valaki megakad, egy gyors ravezetéssel konnyedén tovabb lehet lenditeni a
nehézségeken. Ha valaki nem ért valamit, magyarazat kézben, jobban odafigyel tarsara,
mint egy rossz tanarra, €s nem egy, hanem akar 2-3 fajta megoldast is hallhat a végén.
Abban a didkban is jobban megmarad a feladat, aki elmondja. Ez az tigynevezett tanitva
tanulads. Hasznos, hiszen mindenki r4jon a megoldasra, van, aki magatdl, van, aki
segitséggel. Magyarazat kozben bevésédik a megoldasi mechanizmus, ¢€s a
késobbiekben konnyebben fog megoldani hasonlé tipusu feladatokat. Itt is gondolnunk
kell arra, hogy az iranyitds a keziinkben maradjon, ténylegesen beszéljék meg a

feladatot a didkok. Ennek kikiiszobolésére, a csoport megbeszélés utan
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szuroprobaszeriien kivalaszthatunk két, harom didkot és megkérjiik, mondjanak el egy,
az 6véktol kiilonbozo, megoldast. Ekkor ra vannak kényszeritve arra, hogy ténylegesen

atbeszeljek a kiadott feladatot.

A geometriai Otletelés hasznossagat olyan feladattal szemléltetem, amit egyik
tanaromtol hallottam. Mivel ez a feladat is nehéz, ezért csak szakkoron, vagy

matematikat emelt szinten tanul6 osztalyban tudom elképzelni.

Feladat 7: Az ,a” ¢értékétdl fiiggben, hadny megolddsa van a kovetkezd

egyenletrendszernek?

1, x| =yl
2,(x-a) >+ (y)*=1

Megoldés 1: Algebrai médon

Az abszolut értekek miatt 2 részre kell osztani a feladatot.

1) x =y azaz, amikor azonos eldjelii x és y.

Ha visszahelyettesitiink x-et a méasodik egyenletbe, azt kapjuk, hogy:
X’ - 2ax +a’+ x> = 1 Tovabb alakitva: 2x*- 2ax + (a’-1) =0

Ez x-re nézve masodfoku egyenlet tehat a megoldasa:

Za+,[(2a)* —4:2+(a®—1]]

4

X12 =

Ennek a diszkriminadnsat kell vizsgalnunk, hiszen ha D < 0, akkor nincs megoldasa, ha

D = 0 akkor egy megoldasa lesz, ha pedig D > 0, akkor, pedig tobb megoldast kapunk.

Nézziik az els§ esetet, amikor D < 0. Ha visszahelyettesitiink a 2x*- 2ax + (a*-1) = 0
egyenletbe akkor megkapjuk a kovetkezé egyenletet: (2a)* — 4*2*(a> — 1) <0

Ha ezt egyszeriisitjiik: 2 < a” —t kapunk.

Ha ,,a” pozitiv leoszthatunk vele, és akkor azt kapjuk, hogy V2 < a . Ha negativ a
relaciojel megfordul, és az lesz az eredmény, hogy -V2 > a.

Tehat nem lesz megoldasa, ha V2 < a és ha V2 > a.
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Masodik esetben a D = 0. Ha megoldjuk a (2a )* — 4*2*(a’-1) = 0 egyenletet azt kapjuk,

hogy a® = 2, tehat ennek a megoldésai az a; = \2 és a; = - V2.

Harmadik esetben D > 0 feltevésekor, az a’ <2 lesz az eredmény. Ha ,,a” pozitiv, akkor
leosztunk a-val, és azt kapjuk, hogy a < \2 . Ha ,a” negativ, akkor a relacidjel

megfordul, és azt az eredményt kapjuk, hogy a > - 2.

Tehat nem lesz megoldasa, ha V2 < a és ha -2 > a, | megoldasa lesz ha a; = V2 és

a =- \/2, illetve tobb megoldésa lesz, ha a < \/2, ésa>-\2.

2) —x =Yy, azaz amikor x és y ellenkez6 eldjeli.
Ezt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe ismerds egyenletet kapunk:

2x%- 2ax + (a%-1)=0

Ha megvizsgaljuk a determinanst, ugyanazt kapjuk, mint az el6zében. Tehat nem lesz
megoldasa, ha V2 < a és ha -V2 > a, | megoldasa lesz ha a; = V2 és

a =- \/2, illetve tobb megoldésa lesz, ha a < \/2, ésa>-\2.

Azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a masodik egyenletnek ugyanott lesz kozos

pontja az elsdvel, mint az el6z0 esetben.

A fentiek alapjan kijelenthetjitk, hogy az ,,a”-nak a [ -V2 ; \2] intervallumon kell

mozognia ahhoz, hogy legyen megoldasa az egyenletrendszernek.

Ellendrzés:

1, nincs megoldasa az egyenletrendszeriinknek a = 2 esetén:

2x*- 2ax + (a’-1)=0 egyenletbe fogom visszahelyettesiteni, mert az alalakitisokat,
leirtam a feladatba. 2x* — 4x +3 = 0 Ennek az egyenletnek nincs megoldésa, mert a felirt
megoldo képletben a diszkriminans negativ.

2, pontosan egy megoldasa van a = 2 esetén:

2= 22x + (2)’ - 1)=0 Ennck megoldasa x =2, y =

Ba el
| [

3, tobb megoldas van a = 0,5 esetén:

2x%- x + ((0,5)*-1)=0 > x1 /2 0,89 ; y1~20,89; x2720,03; y270,03;
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Geometriai Otletelés:

A masodik egyenlet egy (a ; 0 ) kdzépponti egységsugaru kor egyenlete, tehat az
origdja az x tengelyen mozog. Ha megnézziikk az abrat, latszik, hogy a lehetséges
metszéspontok szama 0, 2, 3, vagy 4. Al kozépponta kor esetében nincs metszéspont.

Pontosan 2 darab metszéspont akkor van, amikor az |x| = |y| egyenesek lesznek az

érintdk.(2. abra)

2. dbra

Ennek a kornek a kdzéppontjat ki tudjuk szamolni. Mivel a koriink egység sugart, ha
A2 kozéppontot 0sszekdtom M2-vel, ennek a szakasznak a hossza egy lesz, hiszen
sugar. Mivel az érintési pontba hlizott sugar merdleges az érintdre, ezért egy derékszogi
haromszoget kapunk. M2 tavolsaga az origotol is egy, mivel OM2 az x = -y egyenesen
fekszik, ezért x és y tengellyel 45° fokot zar be. Tehat M20OA2 szdg 45°-0s. A
haromszog belsd szogeinek Osszegének tulajdonsagabol OA2M?2 szog is 45°-os. Tehat
az OA2M2 egy egyenlészara derékszogli haromszog, aminek az alapjat kell
kiszamolnunk, és megkapjuk, hogy A20 = 1°+1% = 2 (3.4bra)
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origc’;-AZhossza:\E=12+1Z

0.4 0.6 08

sugar
hossza: 1

3.4bra

Ha tiikrozziik az 4abrankat y tengelyre, akkor ugyanilyen médon, a -V2 is kijon
intervallum végnek.

Akkor 3 metszéspont van, ha a kor kozéppontja (1, 0), illetve (-1, 0). Hiszen akkor egy-
egy metszéspontja van a két egyenessel, és az origdn keresztiil van a harmadik.

4 megoldasa akkor van, ha amikor a kor ugy helyezkedik el, hogy az egyenesekkel két-
két metszéspontja van.

Tehat ezzel az otleteléssel is kijott az el6z6 feladatban kihozott [-V2; V2] intervallum,
csak sokkal gyorsabban kevesebb szamolassal. Magat az é&brakat, csak vazlatnak

hasznaltuk fel, mégis, megkaptuk a helyes eredményt.

Mozaik modszer

Ebben az esetben is, a didkok csoportokat alkotnak. Mindenki kap egy kifejtést,
egyszerti tételt bizonyitassal a témakoron beliil. Atolvassik, kijegyzetelik, és egyszerii
feladatokat oldanak meg bel6le. Ezek utan jon a tanitas. A didkok bemutatjak tarsaiknak
a kapott témakort, tigy, hogy a tobbi tanuld jegyzeteli azt, amit hall. Utana feladjak a
mar megoldott feladataikat, hogy oldjak meg a tobbiek is, utana ellendrzik azokat. Az
eldadas befejezésekor irathatunk egy csoporttesztet, hogy felmérjiik, ki mennyire értette

meg a tarsat. A kovetkezd oran atbeszé€ljik azt a témat, amivel a probléma volt. A
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jutalmazas sem maradhat el, mondjuk a tesztet hibatlanul megoldé csoport mindegyik
tagja kisotost kap. Folyatatasa is lehet ennek a feladatnak, az, amikor az azonos
témakoroket kidolgoz6 diakokat tltetjiik egy asztalhoz, €s mindenkinek még egyszer,

de ebben az esetben mar egy ,,szakértd” zsiri elott, kell elmondani a sajat témakorét.

Feladat 9: Téma: A korre vonatkozé fontos ismeretek.
A) A kozponti szog és a hozza tartozé koriv és korcikk
B) Kertileti szogek, kdzépponti és keriileti szogek tétele
C) Keriileti szogek tétele, latoszogkoriv

D) A korhoz huzott érintd és szeloszakaszok tétele

Feladatlap A:

Azokat a szogeket nevezziik a kor keriileti szogének, amelynek a csticsa a kor
kertiletén van és a két szara, vagy két hur, vagy egy huar és egy érintd. Egy korben,
vagy azonos sugaru korokben az azonos ivhosszhoz tartozé keriileti és kdzépponti
szogek kozott egy Osszefliggés all fenn. Ezt a kdvetkezd tételen keresztiil szeretném

bemutatni.

Tétel: Egy korben az azonos hosszusagu ivekhez tartozd kozépponti és kertiileti

szOgek ardnya 2: 1.

Bizonyitas: 4 észre bontjuk a bizonyitést.
a) a kozépponti ¢€s keriileti szog egyik szara egy egyenesre esik.
b) a kéz€épponti sz0g csucsa a kertileti szog tartomanyaba esik.
c) a kozépponti szog csucsa nem esik a keriileti szog tartomanyaba

d) a kertileti sz0g egyik szara érintd

4. abra
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a) eset: A 4-es abréan lathato OAC haromszdg egyenldszaru, ezért az ACOL =q.

A COB4L = B ami az ACO haromszog kiils6 szoge, ezért B = 2a

b) eset: Az 5-0s abran az OA egyenes 2 részre vagja a BOC és BAC szogeket is. Az OA
egyenes mindkét oldalan fennall az a) esetben bizonyitott arany. Természetesen az
Osszegre 1s igaz, ezért f = 2a

c) eset: A 6-os abran a BAC és BOC szogek az OA berajzoldsa utan, kiilonbségként
felirhato.

BOCA =BODA — CODA

BACA =BADL - CADL

BOD A és BADA, illetve CODA és CADA egy ivhez tartoz6 kozépponti és kertileti
szogek, amelyeknek az esetét mar targyaltuk, tehat az ardnyuk 2:1, és a kiilonbségiik
aranya is ennyi lesz, ezért § = 2a.

d) eset: ezt is kiilonbontva fogjuk megtargyalni

a <90° a=90° a>90°

B

7.4bra 8.abra 9.4bra
1,a <90° Az érintési pontba htuizott sugar 90°-ot zar be az érintdvel. Tehat y =90°-a . A
haromszog egy egyenldszari haromszog, tehat a B = 180°- 2*#(90°-a) = 2a (7.4bra)
2,0 = 90° Ha az ¢érint0 szaru, keriileti sz0g 90° akkor a kozépponti szog 180° (8.4bra)
3,0 > 90°Az els6 esetbdl kiindulva: y = a - 90°. Mivel AOB haromszdg egyenldszart,
ezért az O-nal 1évo kiilsé szog: B =2*(a - 90°) = 2a (9.4bra)

Ezzel megtargyaltuk az dsszes eshetOséget.

Bizonytés 2:
Mivel a keriileti szogek tobbféle helyzetiiek lehetnek, ezért ez a bizonyitds is tobb
1épésben torténik. A kovetkezd gondolatmenet Bolyai Farkas (1755-1856) magyar

matematikustol szarmazik:
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10. abra 11.4bra 12.4bra

1, A keriileti szogek szara érintd és a < 90°. Az OAB egyenldszari haromszog, AB
oldalhoz tartotd6 magassag OD, ami felezi a B kozépponti szoget. Tehat BODA és
AOD A szogek egyenldk B/2-vel. Mivel o és BOD £ merdleges szara hegyesszogek,
ezért egyenlok, tehat B = 2a. (10.4bra)

2, Tekintsiik a hegyesszogének a y mellékszogét, ami tompaszdg. Ez is keriileti szog,
ennek megfelelden a hozzatartozo kozépponti szog legyen 8. Az dbra mutatja, hogy

vy =180 —a, 8 = 360- 20 = 2 (180- o) = 2y (10.4bra)

3, Ha az érint6 szaru keriileti szog 90°, akkor a hozza tartozo kozépponti szo
g Pp g

180°.(11.4bra)

4, A keriileti szog mindkét szara hur. Huzzuk meg a szog csucsahoz tartozd érintot.
Ekkor al és o2 érintd szart keriileti szogek keletkeznek. Ezekre igaz al + o + a2 =
180°. A hozzajuk tartozd kozépponti szogek Osszege 360°. al-re és o2 mar
bizonyitottuk, hogy a hozzajuk tartozd kdzépponti szog, nekik a kétszeresiik, igy az o-
hoz tartozo kézépponti szognek 2a-nak kell lenni.(12.4bra)

Ezzel minden esetre bebizonyitottuk, hogy a kdzépponti szog a hozza tartozé keriileti

sz0g kétszerese.

Feladatl: Egy azonos ivhez tartozo keriileti és kdzponti sz0g 0sszege 237. Szamold ki a
keriileti és kdzépponti sz0g nagysagat!
Feladat2: Egy ABC haromszdg csucspontjai a koré irt korta: b:c=5:7 : 8 ardnyl

ivekre bontja. Mekkorak a haromszog szogei?
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Megoldasok:

1, Ha a a keriileti szog és o a kdzépponti szog, akkor a + @ = 237, és azt tudjuk, hogy
o= 2a-val, tehat 3a= 237° > Ebbd6l megkapjuk, hogy a = 79°, és a hozzatartozo
kozépponti szog pedig o =158°

2, Az abra jelolései szerint AB iv =c, BCiv=a, CAiv=b.

Feltételek szerint a : b : ¢ =5 : 7 : 8. Ezekhez az ivekhez tartoz6 kozépponti szogek
aranya is ugyanennyi, azaz ol : @2 : @3 =5:7: 8.

360:(5+7+8) =18 2 01 =5*18 =90, ©2 =7*18 = 126, ®3= 8*18 = 144

Tehat az ABC haromszog szogei a kertileti és kozépponti szogek tétele alapjan:

0=1/2=45°, P=0,/2=63°, y=w3/2=72°.

A bizonyitasok koziil, csak az egyiket kell elmondani 6rdn, a masodik atnézését, hazi
feladatnak adndm. A megolddsokat, csak késObb osztandm ki, amikor mar tobben
készen vannak mar a feladattal. A tobbi témakor feladatlapjat is hasonld6 modon kell
elkésziteni.

Természetesen a modszert tobb témakornél is fel lehet hasznélni, akar algebrarol, vagy

analizisrol van sz0.

Kocka jaték

Ennél a modszernél 4 {6s csoportokat alkotnak a didkok. Mindenkinek lesz egy
szerepe. Az els6 didk kérdések szamatol fiiggden egy vagy két dobokockaval dob, hogy
hanyas kérdést rakja fel a kérdezd (maésodik diak). A vdlaszold (harmadik diak)
valaszol. A negyedik, pedig ellendriz. Ha lement egy kor a szerepek tovabbadddnak. A
tanarnak el6 kell készitenie a kérdéseket, boritékba rakni, dobdkockakat elrakni.

Természetesen ,,tartdsitani” is lehet a papirokat, példaul laminalassal.
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Paros ellenorzés

A didkok a feladat megoldadsara 6sszpontositanak, és segitik, ellendrzik egymast.
A csoportok péarokra oszlanak. A parok egy feladatlapon dolgoznak. Az egyik didk
kidolgozza az els6 feladat megoldasat, amig a masik figyeli, és ha sziikséges, segit. Ha
nem ¢értenek egyet, megkérdezik a masik part. Ha a csoport nem tud megegyezni,
megkérdezik a tanart. Majd a parok szerepet cserélnek. A megoldott feladatokat
Osszehasonlitjdk a csoport masik parosaval, ha nem azonosak, kozdsen keresik meg a

megoldast.

Tanitva tanulas

Aki masoknak magyardz, maga is tanul. Tehat, ha egy didk megold egy
feladatot, és el is tudja magyarazni, akkor értette meg igazan. A tudas az, ha
megértettiik és meg is tanultuk az anyagot! Gyakran megkérem a tanitvanyaimat is,
hogy egy- egy elmagyarazott feladat utdn egy hasonlét, vagy akar ugyanazt
magyarazzak el nekem. Természetesen kozben kérdéseket teszek fel nekik a feladattal
kapcsolatban, és ha tudjak a valaszokat, csak akkor mehetiink tovabb. Ha nem értették
meg kell6képp, akkor Ujra elmagyardzom a feladatot. Természetesen a modszereket is

lehet 6sszevonni, keverni. Most, a fenti kettdt 6sszevonva fogom targyalni.

Feladat 10: A kovetkezd feladatot a 2005. majus 10-ei emeltszintli érettségibol

valasztottam ki. Nem a teljes feladatot kozlom.

a) Dontse el, hogy az alabbi négy allitas koziil melyik igaz és melyik hamis! Valaszat
irja a tablazatba!

A: Egy 6 pontot tartalmazo teljes grafnak 15 éle van.

B: Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szdma is paros.

C: Ha egy 51 pontt grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.

D: Nincs olyan 6 pontt graf, amelyben a fokszamok osszege 11.

A B C D
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b) Ha valaki sohasem hallott a grafokrol, és mégis kitolti a fenti tablazatot, akkor
mekkora valdsziniiséggel lesz helyes mind a négy valasza?

¢) Fogalmazzon meg egy olyan szoveges feladatot, amelynek a megoldésa igy

., , .. f17
szamithato ki: ( 5 ) .

Megoldas:
a)

A, Igaz, hiszen n szogpontu teljes graf éleinek szama

nx{m—1) G5

-
=

15

, tehat

-
=

B, Hamis, mert egy 5 pontt teljes graf éleinek szdma 10. (E16z6 képletbdl)
C, Igaz, hiszen ha egy n szogpontu grafnak legalabb n éle van, akkor tartalmaz kort.
D, Igaz, hiszen minden grafban a fokszdmok Osszege egyenld, az élek szamanak

kétszeresével.

b) Annak a valoszinlisége, hogy az elsét eltaldlja 2. Ennyi az esélye a masodiknak, a
harmadiknak, és a negyediknek is. Szoval a megoldas ('2)*. Nem ezt a megoldasi modot

kozli, az érettségi utmutato. Ott ugy oldja meg a feladatot, hogy, 6sszesen 2°*-en kitoltés

kedvezd

létezik és ezek koziil csak egy a jo. Szoval a elvet hasznalja. Az eredmény

természetesen itt is % =0,0625.

¢) Ennek a feladatnak végtelen sok megoldasa van, hiszen rengeteg 6tlet sziilethet. ime
néhany:

- Hany féle modon vehetiink el 17 siitibdl 2-t?

- 17 feladatbol hanyféleképpen valaszthatunk ki kett6t, amiket meg szeretnénk oldani?

- Egy 17 {8s osztalybdl 2 palyazhat kiilfoldi 6sztondijra. Hanyféleképp valaszthatjuk ki
a két szerencsés tanulot?

- Az érettségi utmutatd a kdvetkezot irja: Hany egyenest hataroz meg a sik 17 pontja, ha

nincs kozottiik harom egy egyenesre illeszkedd?
Megjegyzés: A feladat sokféle részre bonthaté. Mindegyiknek egyszerii magyarazata

van. Ez el6segiti a gondolkodast, de mélyiti az elméleti tudast is. Itt is jelentésége van

az elmélet megtanulasanak, hiszen ha érettségin, elkezdiink grafokat rajzolgatni,
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kicstszhatunk az idébdl. Elénye, hogy konnyli magyardzni a megoldast és a feladattal

gyorsan lehet haladni. Hasznos feladat, ha lendiiletes 6rat szeretnénk tartani.

Parmunka

Parmunka alatt két, hasonld képességli tanuld egyiittmikodod tevékenységét
értjiik. Ebben az esetben homogén paralakitas torténik.
A tanulopar is két ember egyiittmiikodésén alapszik, bar ebben az esetben két ellentétes
tudasu (heterogén paralakitas) tanulot kérlink meg arra, hogy dolgozzanak egyiitt.
Ebben az esetben a jobb képességili gyermek a tandr szerepében is tevékenykedhet
(tanitva tanulas). Ha paros munkardl van szo, akkor egy idOben, egyszerre, az osztaly

fele beszél. Az 1d6 aktivabban telik, a gyerekek figyelnek egymasra.

Feladatkiildés

Ebben az esetben a parok feladatot készitenek egy adott témakorben, majd a
feladatokat kicserélik egymas kozott, és megoldjak. Ilyenkor fejlédik a kommunikacids
készség, és a kreativ gondolkodas is. Ezek az egyik esetben ismétld kérdések, amikor
célszerli megkérniink a kitalalokat, hogy a papir hatlapjara irjak fel a megoldast, hogy
elkeriiljiik, hogy olyan kérdéseket tegyenek fel tarsaiknak, amit még 6k maguk sem
tudnak megvalaszolni. Ha tobb idonk van, lehetséges a témakorbdl konkrét feladatok
kitalalasa is. Ha a par megkapta a feladatot, megprobaljadk megvalaszolni, de ha
hianyosnak talaljak a megoldast, ki is egészithetik. A kartya tovabbkiildhetd, hogy az
egész osztaly talalkozzon ugyanazokkal a feladatokkal. Erdekesebbé tehetjiik az ilyen
feladatot, ha megemlitjiilk, hogy a dolgozatban a kérdések koziil egy vagy kettd
szerepelni fog. Ezzel ravehetéek, hogy érdemben foglalkozzanak a kérdésekkel,

feladatokkal. Ilyen kitalalt példa lehet, az integralds témakdorébdl, a kovetkezd:

Feladat 11: Adottak a kovetkezé fiiggvények: f: x € [-1, 6,5], f(x) = 6x-x> és
g: x €[-2, 8], g(x) =0,5x
a) Abréazoljuk kozos koordinatarendszerben az f és g fiiggvényt.

b) Szamitsuk ki az f(x) és g(x) gorbe altal bezart sikidom tertiletét.
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Megoldas:

|

T 1 T T 1

y = 6x-x"2
y = 0.5x

b) A tertiletet integraldssal fogom kiszamolni, ugy, hogy f(x) alatti teriiletbdl kivonom
g(x) alatti teriiletet. Az intervallumot, most a metszéspontok hatarozzak meg.

6x - x°=0.5x > x; =0 és xo = 5,5. Tehat az integral hatarok: 0 és 5,5.

-

A sikidom teriilete: [**(6x—x%) - [770,5x= [3x? —=x°]3* - Ex o ~2 27,73

Egy masik moddszerrel is kiszdmolhatjuk az eredményt. A két zérushelye, mint
integralhatérok, kozott integraljuk fx)-et. [ (62-x") =[3x2 —Zx3]§ = 36

Ekkor a ,felesleges” teriiletet felosztjuk 2 részre. Az egyik egy haromszog, aminek a

teriilete konnyen meghatarozhat6. A masik részt integralnunk kell.

S=, 2 z 1 _ B.5=Z, i i
T =220 [f ex—x’= [3x — 27]E= 22 4 (3567 %6)) — (3%5,5- 1*5,5))
28,27
Tehat a keresett tertlet: 36 — 8,27 = 27,73. J6l szamoltunk, hiszen az el6z6 szamolasbol

is ezt az eredményt kaptuk.

Fiillentos

Ezt a modszert azért tartom fontosnak itt megemliteni, mert ez a feladatkiildés
egyszerlsitett verzigjanak gondolom. Megkérjiik a didkokat, irjanak fel, igaz és hamis
allitasokat az adott témakorben. Az, hogy mennyi legyen az 0sszes kérdés, id6fliggd. Az
igaz és hamis allitasok aranyat a tanar szabja meg, lehetdleg parra lebontva, (pl.
mindenki hiiz egy boritékot), hogy ne lehessen kikovetkeztetni a feladatok igaz, vagy

hamis voltat. Ez lehet elméleti kérdés, illetve gyakorlati feladat is. Természetesen nem
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bonyolult szamolasokra kell gondolni, hanem konnyen, egy kis gondolkodéssal
megoldhato feladatokra. Ezek utdn minden pér felolvassa az osztaly eldtt az allitasait, és
minden parnak, megbesz¢lés utan, fel kell irnia a helyesnek gondolt vélaszat. Ha
mindenki végzett, ellendrizziik, és megbeszEljiikk a feladatok logikai megoldasanak
menetét. Ebben az esetben, nem mindig tudja irdnyitani a folyamatokat a tanar, a

varatlan helyzetekre is fel kell késziilni.

Feladat 11: Igaz vagy hamis?

1, Létezik olyan téglalap, ami trapéz.

2, Minden paralelogramma téglalap.

3, Egy négyszdgnek lehet 180°-nal nagyobb szoge.

4, Van olyan haromszog, aminek a stlypontja és magassagpontja egybe esik.
Mas témakorbol:

5, Ha egy szam oszthat6 8-cal és 10-zel akkor biztosan oszthat6 80-nal is.

6, Ha egy szam oszthat6 6-tal és 7-tel akkor oszthat6 42-vel.

7, 2 primszam szorzata mindig paratlan.

8, Tudunk gy valasztani 7 szomszédos egész szamot, hogy az 6sszegiik 0 legyen.
Villamkartya

Ezt a modszert, tobbféle o6ran el tudom képzelni. Egyrészrél a bevezetd
szakaszban, mert segitheti a memorizalast, illetve a gyakorld 6rakon is. Lehet fogalmat
parositani, kifejtéseket memorizalni, abrakat magyardzni és egyszerlibb elméleti
anyagot gyakoroltatni. Fejleszti a hosszii tavu és a rovid tdvu memoriat is, az
ugynevezett mélymemoriabol veszi ki az adatokat. A fiillentds mddszerrel ellentétben itt
a tanar eldre dolgozva késziti el a kartyakat, és osztja szét a didkok kozott. Ajanlatos
Htartositani” ezeket a kartyakat, hogy az évek folyaméan tobbszor fel tudjuk hasznalni
Oket. A laminalas erre tokéletes, de azt is el tudom képzelni, hogy minden osztalynak
,»0sztalyra szabottan” készitjlik el a kartyakat, bar ezt til iddigényesnek gondolom. A
tanar tudja feligyelni a folyamatokat, az elérelathatd kérdésekre fel tud késziilni.
Tobbféleképpen is alkalmazhatjuk ezt a modszert.

Az els6 az, amikor 2 fajta kartyat csindlunk. A kartyak felét ugy készitjiik el,

hogy a megoldas a hétlapjan legyen. Ezek az elsd, bevezetd oran hasznalhatoak. A
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masodik felét a paklinak ugy készitjiik el, hogy ugyanazokat a kérdéseket tessziik fel, de
megoldasok nélkiil. Ezt az 6sszefoglaldskor hasznélhatjuk.

Ezek utan kettébontjuk az osztalyt és 2 koncentrikus kort alakitunk, szembedllitjuk a
didkokat, és az egyik kor kérdez a masik valaszol. Ez a koralakitas Iehet tudatos, amikor
példaul a gyengébbeket allitjuk a kérdezd szerepébe. Ezzel a gyakorlattal segithetlink a
gyengébbek oOnbizalom-ndvelésében is, hiszen sikeresek tudnak lenni ebben a
szituacioban. A masik alakitasi mod véletlenszeri. Ha valaki nem tudja a vélaszt, a
kérdezé diak megmondja neki. Ha végeztek, a kiils0 kor egyel jobbra lép, ezutan
minden kezdddik elérol.

A masodik lehetdsége ennek a modszernek, amikor 2 kiilonboz6 kartyara irjuk a
kérdést/ fogalmat és egy masikra a megoldast. Ekkor egy adott idon beliil mindenkinek
meg kell keresni a parjat. Eldnyei ennek a modszernek, hogy igazdn motivalo hatésu,
tobb a didkokra jutd aktiv tanulési id6, és tobbféle készséget is fejleszt. Mint minden
moddszernek ennek is vannak hatrdnyai, hiszen iddigényes, kevesebb anyag dolgozhato
fel, de mélyebben. Sajnos ebben az esetben az egyes didkok munkdja kevésbé

kontrollalhaté.

Példa: A kovetkezo tablazatot elére felvagva osztjuk ki, és a feladat az, hogy mindenki

megtalalja a parjat.

(a+b)a-b) a’-b’

a’+b’ (a+b)(a’-ab+b?)
(a+b+c)a+b-c) a“+2ab+b’-¢”
(a-b)’ a’-3a’b+3ab’-b’
A’b (a-b)(a’+ab +b”)

A szamitogép és a matematika kapcsolata

Ezt a témat azért emlitem meg, mert az els6 feladatokban a GeoGebra programot
hasznaltam illusztracids célokra. A mai vildgban a didkok mar nagyon fiiggenek a
szamitogépektdl. Mindennapi résziikké valt, ezért a tanaroknak el kell gondolkodni
azon, hogy miként hasznalhatjak fel a szamitogépet a matematikatanitas soran. Tobbféle
olyan programmal taldlkozhatunk, amik segitségiinkre lehetnek a kiilonb6z6 témakorok

tanitasaban, szemléltetésében. Példaul a mar emlitett GeoGebra, ami a
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koordinatageometrias feladatok, egyenletrendszerek grafikus megoldaséban, tételek
abrazolasdban lehet segitségiinkre. A  Winplotot az analizis teriiletén tudjunk
abrazolasara. A Maple derivaldsi, integralasi, geometriai abrak rajzolasaban
szamelméleti és az algebrai témakorokben is segitségiinkre lehet. A szamitogép a
feladatok illusztralasban, eljardsok felfedezésében segit nekiink, a megoldasokhoz ad
oOtletet, illetve az ellendrzést segiti. Nem helyettesiti a gondolkodast, hanem segiti azt.
Mivel nem altalanos, hogy szamitogépekkel felszerelt teremben tartsanak matematika
orat, ezért az ilyen abrazolo programmal készitett dbra igen ritka a didkok korében. Ha
mégis egyik didkunk felfedezte, és ezzel készitette el a feladatat otthon, akkor oriilniink
kell, hisz érdeklddik a targy irant és kutat a kiillonbozd lehetdségek kozott. Az ilyen
programok nevelnek a logikus gondolkodésra, az 6nallé problémamegoldésra, és a
grafikus szemléletét is fejleszti a didkoknak. Ezek azért is jok, mert otthonrol
elérhetdek, gyakorlasra is tokéletesen alkalmasak.

Ha mégis lehetdségiink van arra, hogy szamitogépekkel felszerelt termekben oktassunk,
fontos, hogy csak akkor érdemes kihasznalni ezt a lehetdséget, ha célszerlibb a tobbi
eszkozzel szemben, mint példaul az irdsvetitd, vagy a tabla. Elénydsebb, amikor

pontosan akarunk &brazolni, mozgd képeket akarunk bemutatni.

Feladat 8: Abrazoljuk az y = sin (2x)+0. 5 fiiggvényt, és ennek a derivaltjat.
y = sin(2x)+0.5 T
derl{y = sin(2x)+0.5}

A masik eldnye a szamitogépeknek az internet hasznalat. Rengeteg matematikatorténeti

dolgot olvashatunk, sok matematikus élettdrténete, munkdssaga talalhatd meg rajta.
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Természetesen nincs idé arra, hogy minden oran foglalkozzunk ilyenekkel, de az
érdeklédd didkoknak ajanlhatjuk, hogy készitsenek kiseldadast, és ha jonak talaljuk,

eldadhatja az osztaly eldtt egy kisotosért.

Foglalkoztatasi formak

Szinte mindegyik témakornél sziikség van a frontalis oktatédsra is, illetve meg
kell tanitanunk a didkokat az ©6nallo feladatmegoldasra. A legjobbnak a csoportos
feladatmegoldas és a frontalis Oravezetés egyiittes alkalmazésat tartom, amikor jelen
van a valtozatos Oravezetés, illetve a jatékos modszer is. Természetesen minden
moddszernek megvan a maga hatranya is. El6relatéan bele kell kalkulalni a csoport, vagy
paralakitasi id6t, vagy az esetleges terematrendezést. Sajnos, sok iskolaban nincs
lehetdség a modszerek kivitelezésére, mert nincs lehetdség a terem atrendezésére, mert
Ossze vannak csavarozva a padok, vagy tal kicsi a terem. Fontos figyelni a didkok
reakcidit is, hogy egy - egy modszer mennyire tetszik nekik, vagy mennyire nem, és
ennek alapjan folytatni, vagy elvetni azt.

A csoport vagy parmunkdk alkalmazasénal kivitelezhetetlen, hogy mindenki
egyszerre fejezze be a munkat. A tanarok tartanak az ilyenkor kialakult {iresjaratoktol.
Fel kell késziilni ennek kikiiszobolésére, kiilonb6zo szintii feladatokkal. Nem csak
ilyenkor alakulhatnak ki hasonl6 helyzetek, hanem akkor is, amikor a gyerekek tobbféle
feladatsoron dolgoznak. Tobb helyen alkalmazzak, hogy a kiilonboz6 képességili diakok
masfajta feladatsort oldanak meg, szintjiikknek megfeleldt. Ezzel képességfejlesztést,
vagy felzarkoztatast és tehetséggondozast is elérhetiink. Plusz feladatok készitésével,
elkertiilhetjiik az ilyen helyzeteket. A foglalkoztato feladatoknak tobb fajtaja van. Az
egyik az Uj anyaghoz kapcsolddd érdekes feladatok, a madasodik a gyakoroltato,
felzarkoztatd feladatok, a harmadik az egyszer(i, rovid feladatok az adott tananyag
feldolgozasara. A feladatoknak vannak jellemzdi, kritériumai is. Rovidnek kell lennie,
hogy ne legyen tul idéigényes, kiilonb6z6 nehézségiiecknek kell lenni, hogy minden
didknak tudjon sikerélményt nyujtani. Jatékosnak és érdekesnek kell lennie, hiszen
ezzel tudjuk a legjobban felkelteni a didk motivaltsagat. Nem elég, ha kiirunk egy
konyvbdl 10 feladatot, és azokat adjuk oda a didkoknak. A tanitast, a didkokat ismerve
gondosan eld kell késziteni. Otthon, elére értelmezniink kell a példat, elkeriilve az
esetleges buktatokat, kizarva a kétértelmuségeket. A legfontosabbnak azt tartom, hogy

ha a feladatot elolvasva egy tanar és egy didk, ,,ugyanazt” a kérdést lassa és értelmezze,

33



hiszen mind a kettdnek az a célja, hogy a masik is megértse milyen gondolatmenettel
jutott el a megoldasig. Sajnos sok feladat nem egyértelmii, és a tanulonak nehézséget
okoz az, hogy vajon mit kell tennie egy adott példadval. Természetesen a sikeres
egylittmiikodésnek fontos alapja, hogy tisztdban legyiink a gyerek elméleti tudasaval,
hiszen ha a feladatban, vagy a megoldasban mindent megmagyardznanak, elveszne
benne az a matematika, amelynek gyakorldsdra tényleg hivatott a példa. Fontos
torekedniink az érthetd, egyszerli megfogalmazasra, és erre kell nevelni didkjainkat is.
Olyan valaszadasra kell megtanitani Oket, ami ténylegesen a feltett kérdésre valaszol,
amit természetesen nem csak a matematikai feladatok megoldasaban hasznosithatnak,
hanem az élet egyéb teriiletein is. Ezen aprosagokra vald odafigyeléssel, elkeriilhetdk a

kellemetlen helyzetek.

A jutalmazas

A jutalom megvalasztasa, koriiltekintést igényel. Nem lehet feleldtleniil banni
vele, mert akkor elveszitheti az értékét. Ugy gondolom, az érai teljesitményiik alapjan,
targyi jutalmat nem szokds adni a didkoknak. Ez aldl kivétel a jutalom kartya, aminek
Osszegyljtésével Otost szerezhet a diak. A szdbeli jutalmazas (mosoly, dicséret) is
eredményes modszer, de csak akkor hatdsos, ha a didk, szamara tisztelt személytdl
kapja. Az altalanos tapasztalat az, ha a didkok elére tudjak, hogy ha helyesen oldanak
meg egy feladatot, jutalmat kapnak, akkor a koncentraciosképességiik megnd, tobbet
probéalkoznak a probléma megoldasaval, tobb segédabrat készitenek, kitartoak, és a
kudarc utan is nekitilnek, megprobalkoznak a feladattal. Fontos azt szem el6tt tartani,
hogy nem a jutalom a cél, hanem a motivacid. A visszacsatolds, megerdsités is fontos a
didkok szamara. Ez egyfajta visszajelzése a tanulmanyokban, feladatok megoldasaban
valo elérehaladnak. Megerdsiti a helyes megoldast, vagy 6sztondz a gyengébb teriiletek
fejlesztésére. Személyesebbé tehetd, ha példaul névre szol.

A jutalmazasban teret kell engedni a didkok véleményének is. Egy- egy
csoportmunka utdn, amikor minden csoport hallotta, konstatalta a tobbi csoport
munkajat, lehetdéség legyen szavazni, a legszebb, legegyszeribb, vagy akar a
legbrilidnsabb megoldéasra. Ilyenkor mindenki lehetdséget kap a véleménye
kinyilvanitasara, a legrosszabb tanul6tol a legjobbig. Ez motivaltta teszi a gyerekeket,

tehat figyelni fognak az 6ran, hogy késébb véleményt tudjanak alkotni.
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Osszegzés

Szakdolgozatom zarasaként, 6sszegezném tapasztalataimat, és élményeimet.
Oriildk, hogy ezt a témat, valasztottam, mert az altalam ismert tanitdsi modszereket, gy
érzem, sikeriilt bovitenem. Igazan élveztem az 1dot, amit a modszerek felkutatdsaval,
atnézésével toltdttem. Sok, uj dolgot olvastam, nagyon jo Otleteket szerezve a késObbi
tanitashoz. Leendd tandrként, ugy gondolom, haladnom kell a korral, és fejleszteni a
tanitds miivészetét. Szerencsésnek tartom azt, hogy a modszereket rengeteg témakornél
fel lehet hasznalni, igazodva a didkok igényeihez. Amikor az iskolai gyakorlatomat
toltottem, és Orat tartottam, a masodik Ordn csoportmunkdaval készitettik el a
feladatokat. A didkok sokkal lelkesebbek voltak, tobb feladatot oldottunk meg, mint az
elsén. A gyakorlatom végén a didkokkal kitoltettem egy kérddivet, megkérve Oket, irjak
le az ordkkal kapcsolatos élményeiket. Nagyon sok kérddiven pozitiv élményként
tiintették fel, hogy nem ,,szokasos” 6rat tartottam. Szerencsés dolog, hogy a frontalis
oktatasban hasznalt feladatok atiiltethetk, akdr a csoportmunka, akar a paros munka
moddszerébe. Az is pozitiv, hogy a modszereket varidlva a didkok lathatjak a tandrok
munkdjanak alapjait, hiszen részt vesznek benne, a feladat létrehozastol kezdve egészen
a megoldasig. (Feladatkiildés). A késébbiekben remélem lesz lehetdségem a modszerek
kiprébalasara, akar egy 4ltalanos tantervli, vagy matematikat emelt szinten tanuld
osztalyban. Biztos vagyok benne, hogy egyik pillanatrdl a masikra lehetetlen egy jol
szervezett, tanulni szeretd osztalyt kialakitani de bizom abban, hogy a felmeriild

problémak ellen sikeresen fogok fellépni.
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