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Bevezetés

Tanér szakosként a BSc képzés utolséd félévéhez kozeledve egyre jobban elfo-
gott az a félelem, hogy a tanulméanyaimbol hamarosan eltiinnek az egyetemi
szinti matematikaval foglalkozé kurzusok, és bezarulnak el6ttem a mate-
matika tovabbi teriileteinek kapui. Ezért tgy dontottem, hogy a mésik sza-
komat, a németet a matematikaval kombindalva a tanari MSc el6tt kitekin-
tésképpen elvégzek Németorszdgban egy mesterképzést, amely soran csak a
matematikdnak szentelhetem magam.

Erre valo felkésziilésképpen olyan témat kerestem a szakdolgozatomhoz, amely
tialmutat az eddigi tanulmanyainkon és lehet&séget biztosit a késébbiekben a
tovabbi vizsgalodasra.

A nemasszociativ algebrakkal valo ismerkedés soran szamos 1j fogalommal
talalkoztam, amelyek feldolgozasa sokszor nehézséget jelentett, mégis nagy
orom volt az Algebra I-111. kurzusokon felépitett ismeretrendszerbe beilleszteni
Gket.

A témakor tal nagy ahhoz, hogy a teljesség igényével mutathassam be. A
szakdolgozatom soran néhany alapfogalom altalanos bevezetése utédn a ne-
masszociativ algebrak kovetkezd harom csoportjara fokuszaltam: Az alternalo
algebrakra, kiilonds hangsulyt fektetve a Cayley-algebrékra, ahol a Cayley-
Dickson eljarassal konkrét példat talalunk nemasszociativ algebrakra. Tovab-
béa a Jordan-algebrakra, amelyek neviiket Pascual Jordan fizikusr6l kaptak,
aki az 1930-as években kvantummechanikai vizsgalodasai sordn definidlta
Gket. Végiil a Lie-algebrakra, amely a nemasszociativ algebrak legjobban is-
mert és legszélesebb korben felhasznalt csoportja. Remélem a németorszagi
mesterképzés soran lehetGségem lesz a téma tovabbi feldolgozésara, és a diplo-

mamunka keretében részletesebb kifejtésére.
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Itt szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Fialowski Alice tanarnd-
nek, aki nagy tiirelemmel kisérte végig a témaval valé ismerkedésemet, szé-
mos tanaccsal latott el mind a szakdolgozat felépitését, mind a matematikai
nyelvezet helyes hasznalatat illetGen. Kiilénosen halas vagyok, hogy szorgal-
mazta a TEX program hasznalatat. Sok segitséget kaptam ezzel kapcsolat-

ban hallgatotarsaimtol is, nekik is koszonom tiirelmiiket és segit&készségiiket.



1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Definiciék és alapvetd oOsszefiiggések

1.1. Definicié. Legyen X véges dimenzids vektortér a T test felett. X-et eqy
rajta értelmezett bilinedris leképezéssel egyiitt ALGEBRANAK neveziink. A bi-

linedris leképezést szorzdsnak hivjuk.

A szorzasra altalaban nem teljesiil sem a kommutativitas, sem az asszocia-
tivitas. Adott U algebraban rogzitett u esetén a v — wv ill. v — vu linearis

transzformaciokat L(u)-val ill. R(u)-val jeloljik, vagyis
L(u)v =wv ill. R(u)v = vu.

L(u)-t az u € U balreguldris, R(u)-t jobbreguldris reprezentdcidjinak nevez-
ziik. Egy U algebrat kommutativnak ill. asszociativnak neveziink, ha a szorzas
teljesiti a megfelel§ tulajdonsagot.

Az L algebra egy e (vagy f) elemét az algebra bal (vagy jobb) oldali egység-
elemének nevezziik, ha eu = u (vagy uf = u) minden u € il esetén. Ha 4
tartalmaz egy e baloldali és f jobboldali egységelemet, akkor e = f(= ef)
kétoldali egységelem, jeldlése 1.

B, € esetén BCE-t a be b € B, ¢ € € szorzatok altal alkotott vektortérrel
definialjuk.

1.2. Definicio. Legyenek U és W' algebrdk ugyanazon T test felett. Fgy o :
U — W T-linedris leképezést, HOMOMORFIZMUSNAK neveziink, ha

3
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a([X,Y]) = [(X),a(Y)] VX,V €L

Ha a bijektiv, o 1IZOMORFIZMUS. Egy U-bol 6nmagdba képezd izomorfizmust
AUTOMORFIZMUSNAK nevezink.

1.3. Definici6. Egy U algebra B részhalmazdt RESZALGEBRANAK hivjuk,
ha ugyanolyan szerkezettel bir, mint 3 az algebrar miveletek B -re valo megszo-
ritdsdt tekintve.

Eqgy € részhalmazt U (kétoldali) IDEALJANAK nevezzik, ha
1. € altere U-nak,

2. cuel€ és ucecl Vee € és u el

Egy 4-bol UW'-ba képezd homomorfizmus magja 4U-beli ideal.

Az U algebra egy € idealjahoz definidlhatunk egy ekvivalenciarelaciot LU-n:
Kongruensnek neveziink két u, v €  vektort és ezt u = v (mod €) - vel
jeloljiik, ha u — v € €. Az idedl tulajdonsagai miatt a kongruenciareliciéra

értelmezhetjiik az -n definialt Osszeadast és szorzast, vagyis
urtuy = vitve  (mod €), wuy =vve (mod €), ha u; =v; (mod €).

Minden u € $-ra definialjuk az @ (mod €) maradékosztalyt, amely az Gsszes
u-val kongruens i-beli vektor halmaza. A maradékosztalyok halmazat 4l/¢€-

vel jeloljiik. t4/€-ben az Gsszeadast és a szorzast a kovetkez6képpen definialjuk:

U+70:=u-+wv, UV :=uv.

Ko6nnyen lathatjuk, hogy az igy definialt /€ is T feletti algebra. Ezt az i
algebra € szerinti faktoralgebrdjinak nevezziik.

A 7(u) := w-vel megadott 7 : L — LU/€ természetes leképezés U-bol L/E-ba
képez6 homomorfizmus, magja €. Vagyis egy € részhalmaz pontosan akkor

ideélja $-nak, ha € fellép valamilyen ${ — 4 homomorfizmus magjaként.

1.1. Tétel. (i) Ha B, és B, az U algebra idedljai és B, C B,,
akkor (M/B,)/(9B,/B,) és U/B, izomorfak.
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(11) Ha B az U egy idedlja és & az U részalgebrdja, akkor B NS idedlja
S-nek, és (B + &)/B izomorf §/(B N &)-val.

Tegyiik fel, hogy B és € idealjai egy il algebranak és i, mint vektortér
B és € direkt dsszege (U =B + €, B NC = o0). Ekkor U-t B és €, mint alge-
brak U =B & € direkt dsszegének nevezziik . A vektortér tulajdonsigok biz-
tositjak, hogy egy 4 = B @ € direkt tsszegben a = b+c (b € B, ¢ € €) esetén
b, c egyértelmiien meghatarozottak, és az Osszeadas, skalarral valo szorzas
komponensenként térténik. Ha B és € idealok az iU =B & €-ben, akkor a

szorzas is tagonként torténik:
(bl + Cl)(bQ + CQ) = (ble + 0102), b; € %, ¢ € €.

Ha adott két tetszéleges B és € algebra egy T test felett, akkor konstrudl-
hatunk 7' felett egy olyan 4 algebrat, hogy U az B’ € idedlok U =B’ d &
direkt Osszege, melyek izomorfak B-vel és €-vel. Az il konstrudlasa hagy-
omanyos modon torténik: U elemei (b, ¢) rendezett parok, ahol b € B, ¢ € €.

Az Osszeadas, skalarral valo szorzas és a szorzas komponensenként torténik:
(br,c1) + (bg,c2) = (b1 + b2, c1 + c2),
a(b,c) = (ab, ac),

(517 Cl)(b27 02) = (51527 0102)-

Ekkor 4l a T test feletti algebra, amelynek elemei az Gsszes (b,0) par B’ hal-
maza, ahol b € B és az Osszes (0,c¢) par € halmaza, ahol ¢ € €, amik az
$-nak B-vel és €-vel izomort idealjai, és LU =B ¢ €, vagyis a B és € alge-

brak direkt Gsszege.

Adott 3 algebrdhoz eqységelemes W' algebra konstrudldsa:

Ha i nem tartalmaz egységelemet, akkor talalhatunk egy olyan i, egységele-
mes algebrat, mely tartalmazza 4-t, mint idealt, és 4, /4 dimenzioja T felett
1. Valasszuk i, -et az (o, u) rendezett parok halmazanak, ahol a« € T, u € 4;
az Osszeadast, skalarral valo szorzast komponensenként definialjuk, a szorzést

pedig a kovetkezSképpen:

(a,u)(B,v) = (af, fu+av+w), «o,B€T, uveil
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Ekkor 4, a T test feletti egységelemes algebra, 1=(1,0). Az Gsszes (0,u),
u € Y par Y halmaza idedl U, -ben és izomorf U -val. Az i, tér, mint
vektortér, az W-nek és az egydimenzios T1 = {alla € T} vektortérnek
direkt Osszege. Azonositsuk -t izomorf képével, {U-val, ekkor egyértelmiien
felirhatjuk i, minden elemét ol + u alakban, ahol a € T, u € 4. Két U-beli

elem szorzasa a kovetkezoképpen torténik:

(al +u)(B1l+v) = (aB)1 + (Bu + av + uv).

Ekkor azt mondjuk, hogy -t LU-bOl egy egységelem adjungdldsdval kaptuk.

Ha 4 asszociativ, akkor az igy kapott L, algebra is asszociativ.

Legyen i algebra a T test feletti X vektortérben. X-et X-bsl a T alaptest
T’-vé valo bovitése altal kapjuk. Ha kivalasztjuk X-nek egy bazisat, az X-
en valo szorzast egyértelmien megadhatjuk X-en is. Az X-en igy definialt
szorzas fiiggetlen a bazis valasztasatol. Az X vektortérben igy keletkezd 1
algebrara azt mondjuk, hogy U-bol a T test 17-vé wvalo bovitésével, vagyis

alaptestbovitéssel kaptuk.

Minden 4 K feletti algebrahoz definidlhatunk a hozzatartoz6 X vektortér-
ben egy 1j u -v szorzast, melyre u -v:= v u. Az igy keletkez§ algebrat az
M-val anti-izomorf algebranak nevezziik.
Legyen U n-dimenzios algebra a 1" test felett és uq, ..., u, az 4 bazisa 1" felett.
Ekkor az $-n értelmezett bilinearis szorzast egyértelmiien meghatarozza az
az n® darab v, szorzasi konstans, amelyet a kovetkezé alakban adhatunk
meg:

n

Uity = Z%‘jkuka Yigk € T.

k=1

Az n? egyenléséget szorzdtdbldnak nevezziik, és néhany esetben hasznos felir-

nunk a kovetkezd tablazat alakjaban:
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(751 e Uy Cee Un
U
Unp,

Egy {4 T test feletti egydimenzios algebra esetén a szorzotablat az u? =

yur (v = 11) egyenlGséggel adjuk meg. Ekkor két eset van: v = 0 (ebbdl
kovetkezik, hogy minden xy € i szorzat 0, ezért U-t nullalgebrdnak nevez-
ziik), és v # 0. Az utobbi esetben e = v~ lu; az U bazisa a T test felett és
igy az Gj szorzotablaban e? = e. Ekkor o ¢+ ae izomorfizmus a T test és az

i egydimenzios algebra kozott.

Lattuk, hogy minden egydimenzids algebra asszociativ. Szamos, az asszo-
ciativ algebraktol kiilonbozé algebra létezik. A legismertebb csoportjuk a
Lie-algebrak. Egy T test feletti £ Lie-algebra olyan algebra T felett, amely-

ben a szorzas antikommutativ, vagyis
=0 (= ay = —ym)
és teljesiil a Jacobi-egyenldség
(zy)z + (yz)r + (zx)y =0 Vz,y,z € £,

Ha 4 tetszéleges asszociativ algebra T felett, definidljuk a kommutdtort a

kovetkez&képpen:
[z,y] = 2y — yz.
Ekkor teljesiil, hogy

[z, 2] =0 és [[z,y], 2] + [ly2], 2] + [[22], 4] = 0.
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Vagyis az igy kapott L~ algebra az i-val azonos vektortérben Lie-algebra
T felett. Tehat {-nak barmely altere, amely zart a kommutatorral definialt
szorzasra, részalgebraja L -nak, ezért Lie-algebra T felett. Példaul, ha &l
az Osszes n X n-es matrix asszociativ algebraja, akkor az sszes ferdeszim-
metrikus matrix £ halmaza in(n — 1) dimenzioja Lie-algebra. A Birkhoff-
Witt tétel kimondja, hogy minden £ Lie-algebra izomorf egy (végtelen di-

menzi6ja) U~ algebra részalgebrajaval, ahol i asszociativ.

A Lie-algebrak egy specidlis csoportja a derivalas algebrék, amelyek sok eset-
ben kapcsolatot biztositanak a Lie-algebrdk és més nemasszociativ algebrak
kozott.

1.4. Definicid. Legyen U tetszdleges algebra T felett. Az 3 derivdldsa alatt

eqy olyan U-n értelmezett D linedris leképezést értiink, amelyre teljestil
(zy)D = (zD)y + z(yD) Vzx,y € il

Ekkor az 6sszes derivalas ©(4) halmaza 4-n altere az -n értelmezett Gsszes
linearis leképezés altal meghatarozott € = E(4) asszociativ algebranak. Mivel
két derivalas [D, D'] kommutatora derivalasa -nak, ©(4) részalgebraja 4~

-nak, vagyis © () Lie algebra, és U derivdlds algebrdjinak nevezziik.

A kommutatorhoz hasonléan definidlhatunk egy szimmetrizald szorzatot is:
TxY =Y+ yx.

Ezaltal egy 4 asszociativ algebrabol kiindulva egy 14j algebrat kapunk a T
test felett, ahol a vektortér miveletek megegyeznek az i-n definidltakkal, a
szorzast pedig az x x y operator adja. Sok esetben taldlkozunk nem 2 karak-
terisztikaju testekre valé megszoritasokkal, ezért modositsuk ezt a szorzasi

szabalyt a kovetkezGképpen:

1
x~y=§(fcy+yfc)

Ha $1 asszociativ, az UT-n definidlt szorzés nemcsak kommutativ, hanem

teljesiti a kovetkez§ egyenlGséget is:

(x-y)- (e 2)=a-ly-(@-a)] Vaoyeir.
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Egy J Jordan-algebra olyan T test feletti algebra, amelyben a szorzas kom-
mutativ, vagyis

Ty = yr Ve, y €3,

és teljesiil a Jordan-egyenl@ség
(zy)z® = x(yz?) Yo,y € 3.

Ha tehat &l asszociativ, akkor It Jordan-algebra. Igy {4t barmely részal-
gebraja, vagyis 4 barmely altere, amelyen a szorzast a fent definialt szim-
metrizalé mivelet jelenti, és amely zart erre a miveletre (példaul az Gsszes
n X n -es szimmetrikus matrix halmaza), Jordan-algebra. Egy T test feletti
J algebrat specidlis Jordan-algebrdnak neveziink, ha J izomorf U* valamely
részalgebrajéval, ahol 4 asszociativ. Latni fogjuk, hogy nem minden Jordan-
algebra specilis.

A nem speciélis Jordan-algebrakkal kapcsolatos vizsgalodasok szorosan 6ssze-
fiiggnek az algebraknak egy altalanosabb csoportjara, az alternélé algebrakra
vonatkozo6 ismeretekkel.

Az alterndld algebrdkra a kovetkezd egyenlGségek teljesiilnek:

v*y = v(vy) Vr,ycu

és
yr? = (yr)z  Va,y € 4.

Ezeket a tulajdonsigokat jobb és bal alterndlo ariomdknak nevezziik. Ter-
meészetesen minden asszociativ algebra alternalo.
Ezek azok az algebrak (Lie-, Jordan- és alternalo algebrak), amelyekrdl a
legtobbet tudunk. A strukturélis tulajdonsidgaik sokszor modelliil szolgél-
nak gyengébb azonossagok altal definialt rendszerek tanulményozasakor. Az
algebraknak szdmos csoportja ismert ezeken kiviil, gymint a hatvdinyasszo-
ciativ algebrdk, ahol teljesiil, hogy

M =" m>1 ésn > 1;

a Leibniz-algebrdk, amelyben teljesiil a Leibniz-egyenldség

Hav b]? C] = [a7 [bv CH + Hau C]? b]§
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a Vinberg-algebrdk, ahol minden x,y, z € V -re teljesiil

r-(y-z)—(xz-y)-z=y-(v-2)=(y-z) 2

tovabba Poisson-algebrdk, kvadratikus algebrdk, gradudlt algebrdk stb.

Ahogy az [z,y] = xy — yr kommutator segitségével a kommutativitast és
annak hianyat mérhetjiik egy 4 algebrédban, gy egy algebra barmely harom
elemére értelmezett

(z,y,2) = (vy)z — 2(y2)

asszocidtorral az asszociativitdst mérhetjiik. Az asszociator linearis minden
argumentumaban.

A kovetkezo azonossag minden L algebraban teljestil:
u(z,y, z) + (u,z,y)z = (ux,y, 2) — (u,xy, 2) + (v, x,yz) Yu,z,y,z € L.

Egy U algebra olyan g elemeinek halmazat, amelyek barmely x,y € Ll parral

asszociativak, vagyis

(g,2,y) = (x,9,y) = (z,y,9) =0 Vzx,y € 4,

az 4 algebra & nukleusdnak nevezziik. A & asszociativ részalgebraja i -nak.
Az 3 olyan ¢ € 4 elemeinek halmazat, amelyek minden elemmel kommutél-
nak és asszociativak, az i algebra € centrumdnak nevezziik. A € centrum
kommutativ és asszociativ részalgebraja 4 -nak.

Egy T test feletti 4l algebrat egyszerinek neveziink, ha nem a trivialis egy-
dimenzids algebra és nincs valodi idedlja.

Egy T feletti 4l algebrat centrdlisan egyszerinek neveziink, ha i, egyszeri 7T-
nek minden K bévitése esetén. Minden centrélisan egyszeri algebra egyszerti.

Egy T feletti U algebrat divizor algebrdnak neveziink, ha i # 0 és az
ar=>b, ya=0b (a#0, be)

egyenletnek egyértelmi x,y € 4 megoldasa van. Minden divizor algebra

egyszerid. Minden i asszociativ divizor algebrdnak van egységeleme. Ha &l
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n > 1 véges dimenziés T felett, U pontosan akkor divizor algebra, ha nul-
losztomentes (x # 0 és y # 0 € U= xy # 0).

A nemasszociativ algebrak tanulmanyozasdhoz el6bb ismerjiink meg néhany
fogalmat az asszociativ algebrékon!

Legyen T tetszéleges test és il véges dimenzids asszociativ algebra T felett.
Az U egy x elemét nilpotensnek nevezziik, ha létezik olyan ¢ € N, hogy
2! = 0. Az U algebranak egyértelmten létezik 91 maximalis nilidealja, vagyis
olyan maximalis ide4lja, amely csak nilpotens elemeket tartalmaz. Ezt az 0
idealt U radikdljanak nevezziik. Tovabba I nilpotens, vagyis létezik olyan
t € N, hogy 91 barmely t elemének 2;25 ... 2; szorzata nulla. Tehat 1 az L
egyetlen maximalis nilpotens idedlja is. Modulo radikal az algebra féligegysz-
erii, vagyis az 4/ faktoralgebra radikalja egyenld nullaval. Tovabb4 minden
féligegyszeri asszociativ algebra egyértelmiien kifejezhets egyszerid kétoldali
idedlok G, & - - - @ G, direkt szorzataként. Wedderburn tétele szerint barmely
G egyszer asszociativ algebra kifejezhets egy T feletti divizor algebra és a
T,, n? dimenzi6s teljes matrixalgebra ©, = ® ® T}, tenzorszorzataként, ahol n
egyértelmi és ® izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatarozott. Igy min-
den T feletti féligegyszeri asszociativ algebra szerkezete ismert.

Egy T test feletti L véges dimenzios algebrat szepardbilisnak neveziink, ha T'
minden K bé&vitése esetén Uy kifejezhetd egyszert idedlok direkt dsszegeként.
Legyen 1/ szeparabilis. Ekkor {-nak létezik 4 = & + N Wedderburn-felbontdsa,
ahol & az 4 algebra 4/M-nel izomorf részalgebraja és & + N egy vektortér
direkt Osszeg. Minden szepardbilis algebran értelmezett D derivalas belsd,
vagyis létezik olyan = € U elem, hogy aD = axr — za Va € 4.

Legyen e egy tetszbleges T' test feletti Ll asszociativ algebra idempotens eleme
(e? = e # 0). Ekkor il felirhato

Ll - 5.111 "‘ﬂlo + Llcn + uoo

vektortér direkt Osszegként, ahol i olyan x;; € U elemeket tartalmaz,
melyekre ex;; = ix;j, xi;e = jx;; (4,5 =0, 1) teljesiil.
Az Sl algebra ezt a felbontasat Peirce-felbontisnak nevezziik. Lie - algebrak-

ban nincs idempotens elem, igy ott nem tudunk ilyen felbontast késziteni.
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1.2. Az 9(Y) asszociativ szorzasalgebra

Legyen u egy T test feletti U algebra tetsz6leges eleme. Az u altal meghataro-

zott R, jobb oldali szorzds
R,:x—zu Vel

linearis operator 4 -n. Az Gsszes L -n értelmezett jobb oldali szorzas R(L)
halmaza altere az 4 -n értelmezett Gsszes linearis operator & asszociativ al-
gebrajanak, mivel u — R, € -be képezs linearis leképezés 4 -n. (Ha LU ass-

zociativ, akkor R(4) részalgebraja € -nek.) Hasonloan,
L,:x—uxr Vrell

jobb oldali szorzds lineéris operator U-n, az u — L, leképezés linearis, és az
Osszes U-n értelmezett bal oldali szorzas L(4) halmaza altere € -nek.
Jeloljiik M (Lh)-val az R(MU)UL(L) feddalgebrdjdt, vagyis E-nek az L-n értelmezett,
jobb és bal oldali szorzasok altal generélt asszociativ részalgebrajat. Az M(LL)
algebra € §sszes R(U)-t és L(L0)-t is tartalmazo részalgebrajanak a metszete.
Elemei ) S;...S, alakban irhatok fel, ahol S; az 4-n értelmezett jobb
vagy bal oldali szorzés. Az M = M(L) asszociativ algebrat LU szorzdsalgeb-
rajdnak nevezziikk. Az i egy tetszGleges B részhalmaza esetén, a B elemei
altal meghatarozott L-n értelmezett jobb és bal oldali szorzasokat lefedd alge-
brat B*-gal jeloljiik. Vagyis az sszes Y 51 ...S, B* halmaza M(U) részal-
gebraja, ahol S; vagy az Y -n értelmezett b; € ‘B altal meghatarozott R,

jobb oldali szorzas, vagy Ly,.

Tetszoleges T feletti U algebra tartalmazza a részalgebriinak egy
UW D U@ D UG D ... derivalt sorozatat , ahol UM = &, UFD) = (D)2 Ag

U algebrat feloldhatonak nevezziik, ha 4 = 0 valamilyen 1 egész esetén.

1.1. Allitas. Ha az Y algebra tartalmaz eqy B feloldhats idedlt, és iU/B
feloldhato, akkor U feloldhato.

1.2. Allitas. Ha B és € feloldhatd idedljai egy 3 algebdnak, akkor B + € is

feloldhato vdedlja 3 -nak. Ezért, ha 3 véges dimenzios, akkor egyértelmien
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létezik M maximadlis feloldhato idedlja. Tovdbbd, az egyetlen feloldhato idedl
/M -ben 0.

Egy i algebrat nilpotensnek neveziink, ha létezik olyan t egész, hogy i ele-
meinek barmely ¢ tagi szorzata 212, ... z;, barhogyan zarojelezve, 0. Minden

nilpotens algebra feloldhato.

1.2. Tétel. Egy i algebra B idedlja pontosan akkor nilpotens, ha az (L)

szorzdsalgebra B* (asszociativ) részalgebrdja nilpotens.

1.3. Nyomformak

1.5. Definicié. Egy tetszdleges Sl algebrdn definidlt szimmetrikus (z,y) bi-
linedris alakot NYOMFORMANAK (asszociativ vagy invaridns szimmetrikus bi-

linedris alaknak) nevezink & -n, ha
(xy,2) = (x,yz) VY x,y,z € 4l

Ha ‘B tetszGleges ideal egy 4 algebraban, amelyen értelmezve van egy ilyen
bilinearis alak, akkor B+ = {y|(z,y) = 0 Vo € B} is idedl 4 -ban, mivel
r€B, y <€ B, ac iesetén xa és ax € B, és

(,ay) = (za,y) =0 & (z,ya) = (ya,z) = (y,az) = 0.

S6t, a nyomforma U+ radikalja is ideal [ -ban.

Egy 4 véges dimenzios algebran értelmezett (x,y) bilinearis alakot nemelfa-
Juldnak neveziink, ha teljesiil, hogy a (z,y) = 0 minden y € 4 feltételbdl
kovetkezik, hogy = = 0.

1.3. Tétel. (Dieudonné) Legyen $\ egy tetszdleges karakterisztikdji T test

feletti véges dimenzids algebra, melyre teljestil
(i) létezik egy nemelfajulo (asszociativ) (x,y) nyomforma h -n, és
(ii) 4 minden B # 0 idedljdra B2 # 0.

Ekkor U egyértelmien kifejezhetd S; egyszeru idedlok 4 = G, @ - -- & & di-

rekt dsszegeként.
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A Lie-algebrak sokszor igen hasznos bilinearis formaja a Killing-forma:
(z,y) =trR,R, [=tr(ad(z))(ad(y))] Vz,y € L.

Egy £ Lie-algebra Killing-forméja nyomforma £-n, és pontosan akkor nemelfa-

julo, ha £ féligegyszert.



2. fejezet

Alternal6 algebrak

2.1. Definici6 és alapvet6 tulajdonsagok

2.1. Definicié. Egy T test feletti 3 algebrdt ALTERNALO ALGEBRANAK

neveziink, ha

Py = alay), ya’ = (yz)r Va,y e L

Az asszociator fogalmét felhasznélva:
(x,z,y) = (y,z,z) =0 Vaz,y € il

2.1. Allitas. Az (w1, 79, 23) asszocidtor "alterndl”, vagyis 1, 2, 3 birmely o

permutdcidja esetén (T, Toy, T3,) = (sgno)(xy, e, T3).
B1zoNYITAs. Elég bizonyitanunk, hogy
(x’y7z>:_(y’x7z):(y7$’z) vx’y7zeu:

= (xay72) + (y,CC,Z) = Oa
tehat (z,y,z) = —(y,z, 2). Hasonlban, (y, z,x) = —(y, z, 2). 0

Egy 4 alternéaléd algebra tetszéleges Uy skalaris bévitése is alternalé. Az as-
szociatorokkal kimondott egyenl&ségekbdl kovetkezik, hogy egy il alterndlo

algebraban

(x,y,x) =0 Vz,y €l vagyis (zy)r=2x(yx) Vz,y e il

17
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Ezeket az egyenlGségeket FLEXIBILITASI AZONOSSAGOKNAK nevezzik, lin-
earizalt alakja
(x,y,2) + (z,y,2) =0 Vx,y,z € il

A Bevezetésben definidlt Lie-, Jordan - algebrak is flexibilisek.
Az alternéld algebrakban teljesiilnek a Moufang-egyenldségek:

(2.1) (zax)y = zla(zy)],
(2.2) y(zrax) = [(yz)alz,
(2.3) (zy)(az) = z(ya)z
Vr,y,a € U .

Az alaptulajdonsagok attekintése utan az alternild algebrak két fontos ti-
pusat vezetem be:

Egy T feletti U algebrat hatvany-asszociativnak neveziink, ha barmely x € U
eleme altal generalt T'[x] részalgebraja asszociativ. Ez ekvivalens azzal, hogy

1 +1

minden z € Y elem hatvanyat rekurziv modon 2! = z, 2™ = za’ -nek

definialjuk, és megkoveteljiik, hogy xiad = 2" Vo, y e U (i,j =1,2,3,...).

2.1. Tétel. (Artin tétele) Eqy 3\ alterndld algebra barmely két eleme dltal

generdlt részalgebrdja asszociativ.

Artin tételébdl kovetkezik, hgy minden alternéalé algebra hatvany-asszociativ,
tovabba R,” = R, L, = L,; Vx € s

Egy i hatvany-asszociativ algebra x elemét nilpotensnek nevezziik, ha létezik
egy olyan r egész, hogy " = 0. Egy csupa nilpotens elemeket tartalmazo

algebrat (idealt) nilalgebrdnak (nilidedlnak) neveziink.

2.2. Tétel. Minden T test feletti véges dimenzios A alterndlo algebra nilpotens.

2.2. Alternal6 algebrak radikalja, féligegyszert

alternalo algebrak

Minden nilpotens algebra feloldhato, és minden feloldhato hatvany-asszocia-

tiv algebra nilalgebra. Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy véges dimenzids al-
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ternalo algebrak esetében a nilpotens algebra, feloldhato algebra, és a nilalgeb-
ra fogalma megegyezik. Igy minden véges dimenzios 4 alternalé algebraban
egyéertelmiien létezik egy D maximéalis nilpotens ideal (=feloldhato ideal =
nilideal), amit radikdlnak neveziink.

Az 3l algebrat féligegyszerinek nevezziik, ha radikalja 0.

Tetszbleges 4 algebra egy e elemét idempotensnek neveztiik, ha e = e # 0.

2.2. Allitas. Minden 8 véges dimenzids hatvdny-asszociativ algebra, amely

nem nilpotens, tartalmaz e(# 0) idempotens elemet.

Egy Ul alternalo algebra egy z eleme valddi nilpotens (4 -ban), ha zu nilpotens
minden v € U-ra. Ez pontosan akkor teljesiil, ha uz is nilpotens minden

Mt = (zu)™z, sth. Ha z valodi

u € Y esetén, mivel Artin tétele miatt (uz)
nilpotens, akkor z nilpotens (mivel 2% is az).

Jeloljiik egy U algebra valodi nilpotens elemeinek halmazat P -vel. Konnyen
lathatjuk, hogy 91 C B, mivel z € N esetén zu is € N minden u € Y-ra,
tehat zu nilpotens minden u € U esetén.

Tetsz6leges il egységelemes algebraban egy x elemnek létezik inverze, ha

L= 2712 = 1. Egy alternal6 algebraban,

talalhato olyan 2! € 4, melyre xa~
ha x -nek van inverze, akkor az egyértelmt, és (z, 27!, y) = 0 teljesiil. Ha egy
i egységelmes, alternalo algebraban minden nemnulla elemnek van inverze,

akkor 4 divizor algebra.

2.1. Lemma. Legyen i a T test feletti véges dimenzids eqységelemes al-
ternalo algebra, és legyen 1 az egyetlen idempotens elem U -ban. Ekkor U
minden z eleme vagy valddi nilpotens vagy van 21 € Y inverze. Az Y valodi

nilpotens elemeinek P halmaza U idedlja.

Egy tetsz6leges U algebra egy e idempotens eleme primitiv, ha nem léteznek
olyan w,v € i (uv = vu = 0) ortogonalis idempotens elemek, melyekre
e=1u-+uv.

Véges dimenzids L algebraban barmely e idempotens elem felirhato paronként
ortogonalis e; primitiv idempotens elemek e = ey + - - - + e; Oszegeként.

Egy T feletti 4 algebra e idempotens eleme elsddleges, ha nem létezik olyan

u € 4 idempotens elem, amely orthogonalis e-re (u®> = u # 0, ue = eu = 0).
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A 2.1 Allitas szerint véges dimenzios 4 alternalé algebraban e pontosan akkor
elsGdleges idempotens eleme, ha az e-re vonatkozo Peirce-felbontasban szere-
plo Uyg részalgebra nilalgebra. Ha e nem elsGdleges, akkor 1étezik egy olyan
u € Uy, idempotens elem, melyre ¢/ = e + u is idempotens, és ,, » (az ¢’-re

vonatkozo U,,) részalgebraja az U, . = 4, -nek. Mivel 1, € 4,,, kovetkezik
€ = zi(e 4+ u) = zy1e + x1u = 214,

és hasonldan e'zy; = x11, vagyis z11 € Uy, Igy . Ciy, . De u €
e, u & Uy, Ezért dimil,,, < dim 4, ». Ez az egymasba skatulyazo
folyamat egyszer véget ér, és igy megkapjuk az elsddleges idempotens el-
emet.

Ha u egy 4 véges dimenzids alterndlo algebra tetszéleges idempotens eleme,
akkor léteznek olyan ey, ... e.,...,e; € U (1 <7 < t) paronként ortogonalis
primitiv idempotens elemek, hogy u = e;+- - -+e,, mig e = e; +- - - +¢; U-nak

els6dleges idempotens eleme.

2.3. Tétel. (Zorn) Tetszdleges 3 véges dimenzids alterndld algebra N radi-

kdlja (=mazimdlis nilidedlja) az 3\ valddi nilpotens elemeinek B halmaza.

2.1. Kovetkezmény. Legyen e egy L véges dimenzids alterndlo algebra idem-
potens eleme és N az U radikdlja. Tekintsik U -nak az e-re vonatkozo Peirce
-felbontdsat. Ekkor 4 radikdlja N Uy (i =0,1).

2.2. Kovetkezmény. Legyen e egy U véges dimenzids allerndlo algebra el-
sddleges idempotens eleme és tekintsik U -nak az e-re vonatkozo Peirce-
felbontdasat. Ekkor az 4 algebra N radikdlja tartalmazza 3., + oy + oo 1.

2.4. Tétel. Minden i # 0 véges dimenzids féligegyszerd alterndlé algebranak
létezik kétoldali eqységeleme, 1.

B1zoNYITAS. Mivel i nem nilalgebra, i tartalmaz e elsGdleges idempotens
elemet. Tekintsiik 4 -nak az e-re vonatkozo6 Peirce-felbontéasat. A 2.2 Kovetkez-
mény miatt L, + Uy, + o TN =0, igy U =4, = elle. Vagyis,e=1. 4

2.3. Kovetkezmény. Minden L véges dimenzids eqyszeri alterndlo algebrd-
nak van 1 egységeleme. Az L algebra € centruma test, és U véges dimenzids

(centrdlisan egyszert, alterndld) algebra € felett.
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2.5. Tétel. (Zorn) Egy 4 # 0 véges dimenzids alterndld algebra pontosan
akkor féligegyszeri, ha U =6, & --- B S, ahol &; egyszerd idedl minden

1=1,...,t-re.

Ha e; egységeleme &; -nek (i = 1,...,t), akkor 1 felirthat6 1 = ey + -+ + ¢
paronként ortogonalis idempotens elemek Gsszegeként, amelyek primitivek az
i algebra € centrumaban. € pedig felirhaté € = €, & - - - @ €, alakban, ahol
¢; az &; centruma (i = 1,...,t). Ha a 2.5 Tételt megszoritjuk 0 karakter-

isztikdju testekre, Dieudonné tételének segitségével konnyen beldthatjuk:

2.3. Allitas. Tetszbleges 0 karakterisztikdji T test feletti 4 véges dimenzids
alterndlo algebra N radikdlja az (z,y) = trR, R, nyomforma st radikdlja.

BIZONYITAS. Az (z,y) nyilvanvaloan bilinearis forma 4 -n. A fejezet elején

belattuk, hogy az alterndlo algebrakban az asszocidtor alternald, vagyis
R.R,— Ryy=1L,, — L,L, = L,R, — R, L,
=L,L,—Ly,=R/,L,—L,R,=Ry, — RRR,
minden z,y € U-ra. Ebb6] kévetkezik, hogy
Ra:sz - RJ:Ryz = [Rxa Ly]Rz + Rac [Rza Ly] = [Ra;sz Ly]a
fgy
(zy,2) — (z,y2) =trRyy R, —trT,R,. =0

minden z,y, z € 4 esetén. Ezért 4+ ideal. Ha létezne e idempotens elem $4+
-ben, akkor

0= (e e) =trR.> =trR, = dim(,, + &) # 0,

ami ellentmondas. Ezért U+ nilidedl C 91. Ha o € 91, akkor 2y nilpotens min-
den y € U-ra. Ekkor tudjuk, hogy R, is nilpotens, mivel R, =R, L, =
L,; minden 2 € {{ esetén. Igy

(z,y) =trR,R, = trR,, + tr[L,, R;] = 0.
Vagyis x € U+, és igy 91 C U+, N = U+, O

Tehat 4 (0 karakterisztikaja) pontosan akkor féligegyszert, ha (z, y) nemelfa-

julé.
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2.3. A Cayley - algebrak

2.2. Definicié. Egy Y algebra INVOLUCIOJA olyan L -n értelmezett v — T
linedris operdtor, melyre
Ty=9yr, x=x Vuxy €l

Tekintsiik azokat az involuciokat, melyekre teljesiil

r+zeTl, zz(=zx)eTl Vzeil

Ekkor

(2.4) 2 —t(x)z +n(@)1 =0, t(z), n(x) €T,
ahol

(2.5) r+z=1tx)l, zzx(=zx)=n(r)l Yo €l

Mivel x — Z linearis, az = elem t(z) nyoma linearis. Az n(z) figgvényt
az x normdjdinak nevezziik. Mivel 1 = 1, minden o € T -re t(al) = 2a
és n(al) = a?. Legyen B egy T feletti, n dimenzios, egységelemes algebra,
melyen értelmezve van egy b — b involicio6 a fent megadott t(z) és n(z) -szel.
Ekkor a Cayley-Dickson eljdrds szerint konstrualunk egy olyan T feletti 2n-
dimenzids U algebrat, mely ugyanezeket a feltételeket teljesiti, és B -t, mint
részalgebrat tartalmazza (1 € B): U tartalmazza az Osszes © = (by, ba), b; €
B rendezett part, ahol az Osszeadast és a skalarral valo szorzast kompo-

nensenként, a szorzast pedig igy definidljuk:
(26) (bl, bQ)(bg, b4) = (blbg -+ /Lb462,61b4 + bgbz) VbZ € %, 12 7£ 0eT.

Ekkor 1 = (1,0) az 4 egységeleme, B’ = {(b,0)|b € B} az U algebra B-vel
izomorf részalgebraja, v = (0,1) olyan eleme f -nak, melyre v? = ul, és U a
az n -dimenzios B’ és vB’ vektorterek U = B’ + vB’ direkt dsszege. Ha B’
-t azonositjuk B -vel, akkor i elemei felirhatok = = b; + vby alakban, ahol
x egyértelmien meghatarozza b; € ‘B -t, és a szorzas Vb; € B és valamely
w# 0 €T esetén

(27) (bl —+ Ubg)(bg -+ Ub4) = (blbg -+ ub462) —+ U(Blb4 -+ bgbg).
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Definialjuk # = b; — vby -t, ekkor Ty = 7z, mivel b — b involtcié B -n, igy
x — T involacio 4 -n. Teljesiil (2.3) és itt

t(z) =t(b1), n(x)=n(b)— pn(bs).

Mikor lesz i alternéldé? Mivel U 6nmaga reciproka, elegendd a bal alternalo

axiomat igazolnunk, amely ekvivalens (z, z,y) = 0 azonossaggal, mivel
(x,Z,y) = (z,t(x)]l — z,y) = —(z,2,y).
2.4. Allitas. Az Y algebra pontosan akkor alterndld, ha B asszociativ.

BI1ZONYITAS. Artin tétele miatt

)y — (bl + Ubg)[(61b3 — ;LbAj)g) + U(blb4 — bgbg)]
)y — [b1(b1bs) — pbi(bada) + 11(b1ba)by — pi(b3ba)be]
— U[Bl (blb4) — 61 (bgbg) -+ (Blbg)bg — ﬂ<b462)bg]
= n(z)y — [n(by) — pn(b2)](bs + vby) — (b, by, ba) — v(by, bs, by)
= —/L<b1, b4, 1_72) — (’U(El, b3, b2>

(z,7,y) = n(z

n
n(x

A Moufang-egyenlGségek segitségével belathato, hogy ha U egységelemes al-
ternalo algebra és B az $-nak olyan részalgebraja, melyben adott egy b — b
involicio és v € $h -ra bv = vb Vb € B és v* = pl (u € T), akkor B + vB
-ben a szorzasra teljesiil a (2.3) egyenlGség.

Legyen a T test feletti 3 olyan 2-dimenziés algebra, melyre vagy 3 =T ® T,
vagy a 3 = T(s) T feletti szeparabilis négyzetes test. Mindkét esetben,
3 =T1+Ts, ahol s> = s+al, 4a+1 # 0. A masodik esetben X2 — X —q irre-
ducibilis T[X]-ben. Ekkor egyértelmtien létezik egy az identitastol kiilonb6zd
involticio 3 -n, mely teljesiti (2.3)-at. Igy B = 3-bél kiindulva ezzel az iteralé
eljarassal T' feletti 2° dimenzioju algebrékat kaphatunk, melyeket kizarolag
a és az egymas utan kovetkezd lépésekben haszndlt ¢ — 1 darab po, ..., 1
nemnulla skalar hatdroz meg.

Az igy kapott 4-dimenzids Q = 3+wvy3 algebrak asszociativ centrélisan egysze-
ri algebrak (kvaternid algebrdk) T felett. Q izomorf az Gsszes T feletti 2 x 2

-es matrix algebrajaval.
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A 8-dimenzits € = Q +v3Q algebrakat a T feletti Cayley-algebrdknak nevez-
ziik. Mivel Q asszociativ, a Cayley- algebrak alternalok. Ugyanakkor, a Cayley-
algebrak nem asszociativak, ugyanis £ nem kommutativ és léteznek olyan

01, G2 € Q, melyekre [q, ¢o] # 0; ezért

(v3,q2,q1) = (V3g2)@1 — v3(q2q1) = Vs[qu, q2] # 0.

Ez abbol kovetkezik, hogy minden a,b € B-re, ahol B az i -nak egy fent

meghatarozott részalgebraja:

gy ez az iteralo eljaras a harmadik lépés utan nem folytathato tovabb. Tet-

sz6leges, nem 2 karakterisztikdju € algebra szorzotablaja:

Uy Ug Us Uy Us Ug Uy us
Uy | U Uz Uus Uy Us Ug uz Ug
Ug | U2  H1UL —Uy —H1Us3 —Ug —H1Us us M1y
U3 | ug Ug M2l H2U2 —ur —Uus —M2Us —H2Ug
Ug | Ug U3 —H2U2  —H1H2UY —usg —H1Ur HalUe K1 foUs
Us | Us Ug Uz Uug M3y HaUz H3Us H3Uy
Ug | Us  H1U5 ug M1z —H3U2  — 13U —H3U4 —pH1p3us
Ur | ur —us H2Us —H2Ug —H3us3 M3ty — 23Uy Mo 32
ug | ug  —H1UT MU  —Hi1MoUs —H3U4 13U —Hof3U2  H b2 U3UT

Egy € Cayley-algebra pontosan akkor divizor algebra, ha n(x) # 0 minden
r#0 € € esetén.

Megjegyzés: Léteznek 1, 2, 4, 8-dimenzios valos alternald divizor algebrak. Ha
T a valos szamok altal alkotott test, z = > ayu; esetén legyen n(z) = > a;2.
Ez teljesiti az el6bb megadott feltételt. Ekkor T'1, 3, 9, € ezzel a normaval
alternalok (valasszuk p;-t minden lépésnél (—1)-nek).

1958 -ban Michel Kervaire és John Milnor bizonyitottak, hogy véges dimen-

zios valos divizor algebra csak 1, 2, 4 vagy 8-dimenzi6ji lehet. Nem igaz
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azonban, hogy csak a fent felsorolt négy csoport tartozik ide, mivel csak a

véges dimenzios valos alternaléd divizor algebrakat soroltuk fel.

A T1 részalgebra egy Cayley-algebra nukleusa és centruma is egyben. Min-
den Cayley-algebra egyszerti (és T felett centralisan egyszerti).

Tetsz6leges T test felett 1étezik olyan Cayley-algebra, amelyben van nulloszto
(valasszuk p = 1 és v? = 1 -t). Ezt a Cayley -algebrét szétvdlo (split) Cayley-

algebranak nevezziik.

2.6. Tétel. (Zorn) Egy T test feletti véges dimenzids centrdlisan egyszeri
alterndlo algebrdk éppen a T feletti 8-dimenzids Cayley-algebrdk és az (mn)Q—
dimenzids ©,, = DT, algebrdk, ahol ® a T feletti m? dimenzids centrdlisan

asszociativ divizor algebra és T, az n? dimenzids teljes mdtrizalgebra.

2.4. Egyszeri alternald algebrak

Feltessziik, hogy il véges dimenzios egyszerid alternalé algebra tetszGleges
T test felett. Ekkor i tartalmaz 1 egységelemet. Ha 1 primitiv idempotens

eleme 4l -nak, akkor a 2.1 Lemma miatt L divizor algebra.

2.2. Lemma. Legyen 3 véges dimenzids egyszerd alterndlo algebra, és e #
1 egy idempotens eleme. Tekintsiik $-nak e-re vonatkozo Peirce-felbontdsdt.

Ekkor elle = U, U, asszociativ.

2.3. Lemma. Legyen Y véges dimenzios eqyszerd alterndlo algebra, és legyen
1 =e + -+ e, ahol e; paronként ortogondlis idempotens elemek (i =
1,...,t). Ha t > 3, akkor Ll asszociativ.

2.4. Lemma. Legyen U tetszdleges T test feletti véges dimenzids eqyszeri

alterndlo algebra, melyre teljesiil:
(i) 1 = ey + es, ahol e; (orthogondlis) primitiv idempotens elemek;
(it) Wi (=elle;) =Te;  (i=1,2);

(iit) & nem asszociativ.
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Ekkor 3 az egyetlen szétvdld Cayley-algebra T felett: 4 = Q + v, ahol Q =

Fy (a T feletti 2 x 2 -es mdtrizok algebrdja), U-n a szorzdst a (2.5) szerint
definidljuk és p = 1.



3. fejezet
Jordan-algebrak

3.1. Definicié. A T test feletti (kommutativ) J JORDAN-ALGEBRA olyan

kommutativ algebra, amelyben teljesil még a Jordan-egyenloséq is:
(3.1) (zy)2® = z(yx®) VY x,y €3

A fejezet soran feltessziik, hogy J nem 2 karakterisztikaja.

Nyilvanval6d, hogy minden kommutativ asszociativ algebra Jordan-algebra.
Ha behelyettesitjiik 2’ := x + Az (A € T)-et az(z,y,2?) = 0 azonossagba,
mésodfokt polinomot kapunk, amely tetszéleges A € T' esetén 0. Ezért ez a
polinom haromnél nagyobb elemszamu testek esetén a nullpolinom, vagyis A

egyiitthatojanak O-nak kell lennie:
(3.2) 2(z,y,22) + (2,9,2°) =0 Va,y,2€J

Helyettesitsiik most (4.2)-be 2" = x4+ Aw (A € F)-et, ekkor (2-vel valo osztés
utan) kapjuk

(3.3) (x,ywz) + (w,y, zx) + (z,y,zw) =0 Y w,z,y,z € J.

Mivel J kommutativ, L, = R,, igy (3.3) ekvivalens a kiovetkezs két egyen-
16séggel: Minden x,y, z € J-re

(3.4) [Ra; Rus] + [Ru Reg] + [Rey Row] =0 Y w,z,2€3
(3.5)  R.Ry — R.RyR, + RyR., — Ry:0) + RyR.y — RyR,R. = 0.

27
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Cseréljiik fel a-et és y-t (3.5)-ben és vonjuk ki (3.5)-bol. Igy kapjuk
(36) [Rza [Rma Ry]] = R(m,z,y) = Rz[Rm,Ry} v T,Y,2 € 3

A (3.6) szerint az [R,, R,] operator derivalas J-n minden x,y, € J esetén,
mivel egy tetszéleges il algebran értelmezett D derivalast definialod feltétel

felirhatd a kovetkezd alakban is:
R.,D]=R.,p V zell

[gazolni szeretnénk, hogy minden Jj Jordan-algebra hatvany-asszociativ. Defi-

nialjuk x hatvanyait 2! = x, 2! = za’-nek, és igazoljuk, hogy
(3.7) 'r) =2 Vo ey

Tetszbleges x € J esetén legyen &, = {R,} U{R,2}. Ekkor az &} fedGalgebra
kommutativ, mivel az R,, R,z generatorok (3.1) szerint kommutalnak.
Ha i > 2, (3.5) -be irjunk y = x, 2z = ' '-et. Ekkor

(3.8) Ryt = Ry Ry — Ry 1R — R Ryt + 2R, Ry
Indukcioval lathatjuk, hogy R,: € &,* minden i = 3,4, ...-re. Igy
RyR, = RyRy Vi, j=1,2,3,....
Tegyiik fel, hogy 'zt = 27+, Ekkor
vy = (22")2? = 2R, Ry = xRy Ry = o g’ = o+
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
{abc} = (ab)c + (bc)a — (ac)b.

Ha $l asszociativ, akkor 4™-ban teljesiil {aba} = 2(b-a)-a —b-a* = aba,
és igy {aba}? = aba’ba = {a{ba’b}a}. Tehat {aba}? = {a{ba’b}a} fennall
minden specidlis Jordan-algebraban. Azonban bizonyitott, hogy barmely két
elem &ltal generdlt szabad Jordan-algebra specialis. Ezért ez a kétvaltozos

azonossag tetszéleges Jordan-algebrara igaz. Az

{{aba}c{aba}} = {a{b{aca}b}a}
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egyenl@ség is teljesiil minden Jordan - algebraban.

A 2.2 Tételhez hasonloan, Jordan-algebrakra a kévetkezd tételt mondhatjuk
ki:
3.1. Tétel. (Albert) Minden véges dimenzids (nem 2 karakterisztikdji) J

Jordan-nilalgebra nilpotens.

Ez azt jelenti, hogy tetszbleges véges dimenzios J Jordan-algebranak egyértel-
miien létezik egy maximalis 9 nilpotens (= feloldhaté = nil) idealja, amelyet
J radikdljanak nevezzik. J -t féligegyszerunek nevezziik, ha 91 = 0. A J/MN
faktoralgebra féligegyszer.

3.1. Allitas. Legyen J eqy nem 2 karakterisztikdji Jordan-algebra, és © egy

nilpotens eleme. Ekkor R, nilpotens.

Legyen e a J Jordan - algebra idempotens eleme. Irjuk fel (3.8)-at i = 2 és
T =e -re:

RS2 —3R2+ R, =0;

vagyis, R. gyoke az f(\) = (A — 1)(2\ — 1)\ polinomnak. Ezért R, min-
imalpolinomja osztja f(A)-t, igy R. lehetséges sajatértékei 1, 1, 0 (1 min-
denképp sajatérték, mivel e az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: eR, =
e? = e # 0). Az R, minimalpolinomjanak egyszeresek a gyokei. Ezért J
felirhato

(39) 3:31 +J%+\~50a
vektortér direkt 0sszegként, ahol
1
31' = {lexle = Z.I'l}, 1, = 1, 5, 0

Vélasszunk J-nek egy a (3.13)-ban definialt Peirce-felbontésnak megfelels
bazist. Ekkor R.-nek ebben a bazisban felirt métrixa a
diag{1,1,...,1,%, 2 ...,20,0,...,0} diagondlis matrix, ahol dimJ;(> 0)

)99 9 ’ 9
darab 1 és dimJ: darab % szerepel. Ezért

= N

1
(3.10) trR, = dimy + 5dimJ;.

Ha T 0 karakterisztikajua, akkor trR. # 0.



FEJEZET 3. JORDAN-ALGEBRAK 30

3.2. Tétel. (Albert) Bdrmely 0 karakterisztikdju T test feletti véges dimen-

zids J Jordan-algebra M radikdlja a nyomforma N+ radikdlja
(3.11) (z,y) =trR,, VY x,y€j.

B1zONYITAS. Tetsz6leges karakterisztikaju T-re (3.6)-bol kovetkezik , hogy

(x,y) nyomforma:
(ry,2) — (2,y2) = trRy . = tr(R., [Rs, Ry]] =0,

mivel minden kommutator nyomformaja 0. Igy J* idealja J-nek. Ha J* nem
lenne nilideél, akkor a 2.1 allitas miatt J* tartalmazna egy e (# 0) idem-
potens elemet és feltéve, hogy T 0 karakterisztikaji, (3.10) miatt (e,e) =
trR, # 0, ami ellentmondéas. Ezért J* nilideal és 3+ C .

Masrészt, ha = € M, akkor 2y € M Vy € J, és a 3.1 Allitas miatt R,y
nilpotens. Igy (z,y) = trR,, =0V y € J; vagyis z € J*-.

Ekkor 9t C 3+, M =3+, O

Ezt a tételt és a Dieudonné-tételt alkalmazva kapjuk:

3.1. Kovetkezmény. Minden T feletti (véges dimenzids) féligegyszerd, nem
2 karakterisztikdju J Jordan-algebra egyértelmien felirhato &, egyszeru idedlok
IJ=6,® -G, direkt dsszegeként.

3.3. Tétel. Minden 0 karakterisztikdaju T test feletti véges dimenzids félige-

gyszerd J # 0 Jordan-algebrdnak van egységeleme.

Primitivnek neveztiik J egy e elemét, ha e nem irhato fel két ortogonalis
idempotens elem 6sszegeként; vagyis e az egyetlen idempotens elem J;-ben.
Az e elemet abszolit primitivnek nevezziik, ha e primitiv J-nek minden Jg
skalaris bévitésében. Egy véges dimenzids centralisan egyszerd J Jordan-
algebrat redukdltnak neveziink, ha 1 = ey + - - - + ¢;, ahol e; J-nek paronként
ortogonalis abszolit idempotens eleme. Ekkor megmutathat6, hogy J Peirce-
felbontasaban a J;; részalgebra (J; = {z|r € J, ze; = z}) egydimenzios
(Jii = Fe;). Ha J véges dimenzios centralisan egyszert algebra T felett,

létezik egy olyan Jx skalaris bévitése, amely redukalt, és megmutathato,
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hogy ha t az e; € Jx paronként ortogondlis abszolut primitiv idempotens
elemek szama, akkor az 1 = ey + - - - + ¢, feliras egyértelmi; t-t a J fokdnak
nevezziik.

Ekkor fel tudjuk sorolni az Gsszes nem 2 karakterisztikaju T feletti (véges di-
menzids) centralisan egyszert ¢ foku J Jordan-algebrat. Ezeket az algebrakat

A, B, C, D vagy E tipusinak nevezziik:

Ap: 3 =2 Ut ahol U tetszbleges centrélisan egyszert asszociativ algebra (sziik-
ségszeruen t*-dimenzioju T felett).

Apr: Legyen U egy tetszGleges T feletti egyszerti asszociativ algebra, ame-
lyen értelmezve van egy masodik tipust involicié (vagyis az i algebra 3
centruma a 7' test négyzetes bovitése és a megadott eljaras szerint az involu-
¢i6 3-n egy nemtrividlis automorfizmust eredményez). Ekkor J = $(4), ahol
H(U) a 2t*-dimenzios Ut-nak 6nadjungalt elemeibél (z = x) 4ll6 t*-dimenzios
részalgebraja. Ha aJ algebra A; vagy Aj; tipusd, és ha K a T test algebrai

lezartja, akkor Jx = K, T, ahol K, az osszes K feletti t x t-es matrix algebraja.

B, C: Legyen U egy T feletti tetsz6leges centralisan egyszert asszociativ al-
gebra, amelyen értelmezve van egy elsg tipusi involicio. Ekkor J = H(4),
ahol $H(Y) az U onadjungalt elemeinek részalgebraja. Két tipust (B és C)-
t kiilénboztethetiink meg. Tekintsiik az Uy teljes matrixalgebrat, ahol K
a T algebrai lezartja. A B tipus esetében az Ug-ra kiterjesztett involicid
(a — d') transzpozicio, vagyis U dimenzidja t* és J dimenzioja T felett
$t(t4+1). A C tipus esetében az Ug-ra kiterjesztett involicié a — g~'a’g, ahol
g= ( 01 tt >7 vagyis U dimenzioja 4t? és J dimenzioja T felett 2t% — ¢.
— 1t

D: Legyen (z,y) tetsz6leges nemelfajulé szimmetrikus bilineéris alak az n > 2
dimenzidju I vektortéren. Ekkor J az F'1 + 9N vektortér direkt Osszeg, és
az (n + 1) -dimenzios J algebraban a szorzast xy = (x,y)1l-nek definialjuk
Vo, y € M esetén. Itt ¢t = 2(dimJ > 3).

E: Az Osszes olyan 3 x 3-as matrix algebraja, melyek elemei a T feletti €
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Cayley-algebrabol valok és értelmezve van rajta az x — Z’(konjugalt tran-

szpondlt) standard involicid. Az énadjungalt elemek 27-dimenzios

& ¢ b
T = c & a |, & €T, abceCd,
b a &
$H(C,) részalgebraja (centralisan egyszeri) ¢ = 3 foku Jordan-algebra, a

szorzast x -y = %(m’y + yx)-nak definialjuk, ahol xy a €,-beli szorzas. Ebben
az esethben J tetszéleges olyan algebra, melynek valamely J 5 skalaris bévitése
Jx = H(E) (= H((€x)s)).

Az A, B, C tipust algebrak definici6juknal fogva specialis Jordan-algebrak.

Nem igaz azonban, hogy minden centralisan egyszeru Jordan-algebra specidlis.

3.4. Tétel. (Albert) Az F tipusi centrdlisan egyszertd Jordan-algebrdk nem

specidlisak.



4. fejezet
Lie-algebrak

Jelolje ebben a fejezetben T' a valos szdmok vagy a komplex szamok testét.

4.1. Definici6 és példak
4.1. Definici6. Egy T test feletti £ algebrdt LIE-ALGEBRANAK nevezink,
ha teljestil

(i) [z,yl = —ly,2] Vzyel

(11) [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2,[x,y]] =0 V x,y,2z € £ (Jacobi-egyenldség).
Az [-,+] operdtort LIE-ZAROJELNEK nevezziik.
4.1 Példa. (i) Minden T feletti 2 asszociativ algebra a

la,b] =a-b—b-a
Lie-zarojellel egyiitt T feletti Lie-algebra.

(i) (i specidlis esete:)Legyen V egy T feletti vektortér és End(V) a V-bdl
V-be képez6 homomorfizmusok tere. Ekkor End(V) az

[A,B]=AoB—BoA

Lie-zarojellel egyiitt Lie-algebra, és gl(V')-vel jeloljiik. Ha a V' vektortér
T™ alakt és End(V)-t a T feletti n x n-es matrixokkal reprezentaljuk,
gl(V') helyett gl(n,T)-t irunk.

33
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Legyen £ egy T feletti Lie-algebra. Az £-nek T feletti B alterét £ részalgeb-
rdjdnak nevezziik, ha
[,y €B Vux,y €B.

Ha ezenkiviil [z,y] € B V z € B, y € £ teljesiil, akkor B idedlja L£-nek.

4.2 Példa. (i) Legyen £ egy T feletti Lie-algebra. Ekkor £ centruma
CL):={zr € L:(Vye L)[r,y] =0}
ideal £-ben.

(ii) Legyen £egy T feletti Lie-algebra és B, € részhalmazai. Jelolje [B, €] a
[b,c|,b € B, ¢ € €alaki elemek halmazat. Ezt az idealt £ kommutdtor-

algebrdjinak nevezziik.

(iii) Egy Lie-algebra minden egydimenzios altere részalgebra, mivel a Lie-

zardjel ferdeszimmetrikus.

(iv) Az n x n-es antiszimmetrikus matrixok O(n,T) = {X € gl(n,T) : X =
—XT} tere részalgebraja gl(n, T)-nek; O(n, T)-t ortogondlis algebrdnak

nevezzik.

(v) Az antibnadjungalt komplex matrixok U(n) = {X € ¢l(n,C) : X =
—X*} tere valos részalgebraja gl(n,T)-nek; U(n)-t unitér algebrdnak

nevezzik.

(vi) SL(n,T) = {X € gl(n,T) : tr(X) = 0} ideal gl(n,T)-ben, SL(n)-t

specidlis linedris algebranak nevezziik.

(vii) Ha n = 2m, az

A B
Sp(m,T)={X € gl(n,T): X = ( o ) VA, B,C, D € gl(m,T),
B=B" C=0" A" = -D}

tér részalgebraja gl(n, T') -nek, Sp(m, T)-t szimplektikus algebrdnak nevez-

zuk.
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(viii) Az
n={X egln,T): (Vi>j)X;; =0}

és az
an = {X S gl(n, T) : (VZ > j)X,L] = 0}

terek részalgebrai gl(n,T)-nek.
(ix) Legyen V egy £ Lie-algebra altere. A V' altér
Ne(V)={Xel: (VWWeV)X,Y]eV}
normalizdtora részalgebrija £ -nek.

Egy T feletti £ Lie-algebran a D:£ — £ T -linearis leképezést derivdldsnak

neveztiink, ha
D(lz,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] Vz,yel
teljesiil. Az Osszes derivalas halmazat Der(£)-val jeloljiik.
4.3 Példa. Legyen £ egy T feletti Lie-algebra és x € £, ekkor az
ad(z) : £ — £ y — [z,y]

T-linearis leképezés derivalas. Az ilyen tipust derivalasokat belsd derivdldsnak

nevezziik. Az ad : £ — gl(£) adjungdlt leképezés. 0
4.1. Allitas. Legyen £ egy T feletti Lie-algebra. Ekkor
(i) der(£) < gl(L).

(it) Azad : £ — Der(£) leképezés homomorfizmus, képe a belsd derivdldsok

algebraja, a magja pedig £ centruma.

A direkt Osszeg mellett definidlhatjuk Lie-algebrak szemidirekt dsszegét is.

4.2. Allitas. Legyenck £, és £, Lie-algebrdk és o : £, — der(£,) egy homo-
morfizmus. Ekkor az £, és £, vektorterek £, ® £, direkt dsszege Lie-algebra,

ahol a Lie-zdrojel

[(z, ), (2",9)] = (a(y)2’ —a(y)z + [z, 2], [y,y]) V2" € £,,y,9 € £,.
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Ezt o Lie-algebrdt az £, és £, a-ra vonatkozd SZEMIDIREKT OSSZEGENEK
nevezziik és £, X £,-vel jelélyik. Ha o = 0, akkor £, x £, éppen az £, és £,
direkt dsszege. Az {(x,0) € £, x £,} altér idedl £, x £,-ben, és mint Lie-
algebra izomorf £,-gyel. Az {(y,0) € £, x £,} altér részalgebrdja £, X £,-nek

és wzomorf £, -vel.

4.4 Példa. Legyen £, = Rz + Rz’ + Re, ahol [z,2'] = e és minden mas
zardjel 0. Ekkor £, Lie-algebra, és Heisenberg-algebrdnak nevezziik. Az £,
algebra izomorf a (4.2)(viii) példa n algebrajaval, ahol n = 3. Legyen most
L, =Ry és a: L, — der(£,)-t definidljuk a kovetkez&képpen:

2
S
—~
N
I
H\
e
&
&
~—
I

—z, a(y)(e) = 0.
Ekkor az £, x £, szemidirekt 6sszeget a kovetkez6 zarojel hatarozza meg:
[z, 2] =€, [y, x] =2/, [y, 2] = —x.

Ezt a Lie-algebrat oszcillator-algebranak nevezziik. 0

4.2. Nilpotens és feloldhat6 Lie-algebrak

A kovetkez6 definicidkat és allitasokat véges dimenzios vektorterekre és Lie-
algebrakra mondjuk ki. Ez azonban nem jelenti azt, hogy ezeket a fogalmakat

csak véges dimenzid esetén tudjuk értelmezni.

4.2. Definicié. Legyen £ eqy T feletti Lie-algebra és £V = &' az £ kommu-

tator-algebrdja.

(i) Ha n > 2, jelélje £ = [£,£"7Y], ekkor (¢")nen-t £ NOVEKVO CEN-
TRALIS SOROZATANAK nevezzik.

(i) Han > 2, jeldlje £ = [£n=D g=D] ekkor (£), cn-t £ DERIVALT
SOROZATANAK nevezzik.

(111) £ NILPOTENS, ha létezik olyan n € N, melyre £" = 0.

(iv) £ FELOLDHATO, ha létezik olyan n € N, melyre £ = 0.
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A Jacobi-egyenldség segitségével indukcioval belathatjuk, hogy £7 és £
ideéljai £ -nak.
4.5 Példa. (i) A Heisenberg-algebra nilpotens.

(ii) Az oszcillator-algebra feloldhato, de nem nilpotens.

(iii) Minden kommutativ Lie-algebra nilpotens. Minden nilpotens Lie-algebra
feloldhato.

(iv) Legyen & az {(a;;)} fels6 haromszogmatrixok részalgebraja, ahol ay; =

A9y =+ = Qpy; O nilpotens.

(v) Tekintsiik az R és C testeket, mint kommutativ valos Lie-algebrakat.
Ekkor a
a:R—=C

t—at
linearis leképezés a : R — Der(C) homomorfizmus. A C x, R Lie-
algebra feloldhat6, de nem nilpotens. Ha £ az oszcillator-algebra, Cx R
izomorf £/&(L)-vel.
4.3. Allitas. Legyen £ egy T feletti Lie-algebra és A < €(L).

(i) Ha £ nilpotens, akkor £ minden részalgebrdja és homomorf képe is

nilpotens.
(i) Ha £/ nilpotens, akkor £ nilpotens.
(ii1) Ha £ # 0 nilpotens, akkor €(£) # {0}.
(iv) Ha £ nilpotens, akkor létezik olyan n € N, melyre ad(z)" =0 Vx € £.
(v) Ha 3L, akkor 3" és 3™ is idedlja £ -nek.

B1zoNYITAS. (i) Legyen $) < £, ekkor [$), 9] C [£, £], és indukcioval H" C
£". Legyen a : £ — £, homomorfizmus, ekkor [o(£), a(£] = o([£, £])
¢s indukcioval a(£)" = a(L"). Tehat ha £" = {0}, akkor H" = {0} és
a(L)" = {0}.
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(ii) Ha £/ nilpotens, akkor létezik olyan n € N, melyre (£/2)" = {2}.
De mivel £/ = 7(£), ahol 7 : £ — £/ homomorfizmus, az 1.1 Tétel
miatt

(L/A) 28" =m(L") = L"/(AN L") = (L7 +A) /2.
Tehat £" C 2, vagyis [, £"] = {0}, igy £ = {0}.

(iii) Ha £ # {0} nilpotens, akkor létezik olyan n € N, melyre £* = {0} és
£r=1 £ {0}. De [, £] = £ = {0}, vagyis £ C €(L).

(iv) Legyen £" = {0} ésy € £ tetszéleges. Ekkor az ad(x)"y = [z, [...[z,y]...]]
eleme £" = {0} -nak, vagyis ad(z)" = 0.

(v) Indukcioval, a Jacobi-egyenlGséget felhasznélva kapjuk:

[27 jn] = [’27 [37 jn_l“
C 3,7+ [3,18,5"7]
CI"+[3,3" =0

J3™_re hasonloan igazolhato az allités.

Lattuk, hogy egy nilpotens Lie-algebraban minden ad(z) x € £ leképezés
nilpotens. Meg szeretnénk mutatni, hogy a forditottja is igaz, vagyis ha egy

£ Lie - algebraban minden ad(z) = € £ nilpotens, akkor £ nilpotens.

4.1. Lemma. (i) Legyen V # {0} egy T feletti vektortér, £ < gl(V) és
X € £. Ha X € gl(V) nilpotens, akkor ad(X) : £ — £ is nilpotens.

(11) Legyen £ egy T feletti Lie-algebra és $ < £. Ekkor az
a:H—gl(L/n)

XY +9=[X,Y]+9)

leképezés homomorfizmus.

4.1. Tétel. LegyenV # {0} egy T feletti vektortér és £ < gl(V'). Ha minden
X € £ nilpotens, akkor létezik eqy nullatol kilonbdzo vg € V' vektor, melyre
X(vg) =0VX € £.
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Erre a tételre alapozva kimondhatjuk a kivant kritériumot Lie-algebrak nilpo-

tencidjara:

4.2. Tétel. (Engel) Legyen £ egy T feletti Lie-algebra és ad(x) nilpotens

minden x € £ esetén. Fkkor £ nilpotens.

BIZONYITAS. Az ad(£) < ¢l(£) Lie-algebra teljesiti a 4.1 Tétel feltételeit,
tehét létezik egy a nullatol kiilonbozé « € £, melyre [£, 2] = {0}. Igy £ cen-
truma nullatol kiilonb6z6. Az £/€(L) Lie-algebra ad-nilpotens elemekbdl all
és dim(£/(€(L)) < dim(£). A dimenzidra folytatott indukcioval belathato,
hogy £/€(£) nilpotens. Tehét a 4.3 Allitas (ii) pontja szerint £ nilpotens. o

4.3. Definici6é. Legyen V a T feletti n-dimenzios vektortér. A 'V altereinek
€qy

sorozatdt KOMPOZICIOLANCNAK nevezzik, ha dimrVy, = k. Egy X € End(V)
leképezés a kompozicidldncot INVARIANSAN hagyja, ha X (Vi) C Vi Vk €

{1,...,n}.

4.1. Kovetkezmény. Legyen V eqy T feletti vektortér és £ < gl(V'), melyre
minden X € £ nilpotens. Ekkor V-ben létezik olyan (Vi) kompozicidline,
ahol X (Vi) C Vi—q minden k € {1,...,n}. A V vektortérnek létezik olyan
bdzisa, melyben minden X € £ elemet egy (ferde) felsd hdromszégmdtrizszal

adhatunk meg. Emiatt £ nilpotens.

Vizsgaljuk meg, teljesiilnek-e ezek az &llitasok feloldhaté Lie-algebrakra is!
4.4. Allitas. Legyen £ egy T feletti Lie-algebra, ekkor teljesiil:

(i) Ha £ feloldhatd, akkor minden részalgebrdja és homomorf képe is felold-
hato.

(1)) Ha J az £ egy olyan idedlja, melyre J és £/7 is feloldhats, akkor £
feloldhato.

(11i)) HaJ és J feloldhato idedljai £-nak, az T+ J idedl is feloldhato.
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BizoNYITAS. (i) Ezt az allitast a 4.3 Allitas (i) pontjahoz hasonléan bi-
zonyitjuk.

(ii) Tekintsiik a 7 : £ — £/7 faktorleképezést, ekkor

Ha (7(£))™ = {0}, akkor £™ C kerr = J. De mivel J feloldhato,
létezik olyan m € N, melyre 3™ = {0}, vagyis

(iii) Tudjuk, hogy J,3J és J/(J NJ) feloldhatok. Ekkor (ii) és az 1.1 Tétel
miatt J + J is feloldhato.

A 4.4 Allitas (iii) pontjanak analogidja kimondhat6 nilpotens Lie-algebrakra.
Ezzel szemben az (ii) pont nem minden nilpotens Lie-algebrara teljesiil (v6.:
4.5 Példa (v)).

A 4.4 Allitas (iii) pontjabol lathatjuk, hogy minden véges dimenziés £ Lie-
algebraban taldlhatd egy legnagyobb ideal. Ezt az idealt az £ radikdljd-
nak nevezzik és rad(£)-vel jeloljik. Ki szeretnénk mondani a 4.1 Tétel
gebrainak létezik a 0 sajatértékhez tartozo kozos sajatvektoruk. Viszont tel-
jestl:

4.3. Tétel. Legyen V egy C feletti vektortér és £ a gl(V') egy feloldhato
részalgebrdja. Ha 'V # 0, akkor létezik olyan v # 0 € V', melyre £(v) C Co.

4.2. Kovetkezmény. (Lie tétele) Legyen V eqy C feletti vektortér és £
a gl(V) egy feloldhatd részalgebrdja. Ekkor a V wvektortérben létezik olyan

kompozicidldne, amelyet £ invarindnsan hagy.

B1ZONYITAS. A 4.3 Tétel szerint létezik olyan v € V v # 0, melyre £(v) C
Cv=V,. Az

a:L— gl(V/V)
X @w+Vi— X)) +W)
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leképezés jol definidlt homomorfizmus és ezért o(£) feloldhato. A dimcV-
re vonatkozo indukcioval lathato, hogy V/Vi-ben létezik egy a(L)-invarians

kompoziciélanc, amely V-beli sképe Vi-gyel egyiitt a keresett kompozicidlanc.

Alkalmazzuk a 4.2 Kovetkezményt V = £-ra és ad(£)-ra, ahol £ feloldhato.
Ekkor £-ban talalhat6 idedloknak egy olyan

{0}=L <1 <---<L,=¢
lanca, ahol dimc£y = k. Egy ilyen lancot Holder-sorozatnak neveziink.

4.3. Kovetkezmény. FEgy T feletti £ Lie-algebra pontosan akkor feloldhata,
ha [£, £] nilpotens.

B1zoNYITAS. Lie-tételét szeretnénk hasznalni, ehhez azonban ellen6rizniink
kell, hogy a feltételek valoban teljesiilnek-e. Vezessiink be ehhez egy 1j fogal-
mat: Legyen V egy R-vektortér. Ekkor a C®gV tenzorszorzatot a V' vektortér
Ve komplexifikdcidjainak nevezziik. A komplexifikicio elemei a z ® v, z € C

és v € V alaku elemek linearis kombinacioi.
4.5. Allitas. Az [Cc, L¢] és az [£, L Lie-algebrdk megegyeznek.

Vagyis egy valos $) Lie-algebra pontosan akkor feloldhaté (nilpotens), ha
$c feloldhato (nilpotens). Legyen tehat £ egy tetszéleges valos Lie-algebra.
Ha [£, £] = £ nilpotens, a definicio szerint £ feloldhato. Megforditva, ha
£ feloldhato, akkor £¢ is feloldhaté. Ekkor Lie-tétele szerint ad(L¢) fels6

haromszogmatrixokbol all. Vagyis
ad([€¢, £c]) = [ad(Lc), ad(Le)] = [Le, Le]/(E(Le) N [Le, L))

ferde felsé haromszogmatrixokbol all, tehat nilpotens. Ekkor 4.3 Allitas sze-
rint [£¢, £c] = [£, £]c nilpotens. 0

A Lie-algebrak feloldhatosidgara szeretnénk az elemei tulajdonsagaival kritéri-
umot adni. Ehhez sziikségiink van egy lemmaéara, melyet bizonyitds nélkiil

mondok ki.
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4.2. Lemma. Legyen V egy T feletti vektortér és E C F a gl(V) alterei.
Tovdbba legyen
XeM={y eq(V):]Y,F] C E}.

Ha tr(XY) =0 minden Y € M-re, akkor X nilpotens.

4.4. Tétel. (Cartan-kritérium) Legyen V egy T feletti vektortér és £ <

gl(V), ekkor a kovetkezd dllitisok ekvivalensek:
(i) £ feloldhato.

(it) tr(XY) =0 minden X € [£,£] és Y € L-re.

BIZONYITAS. (ii) = (i): A 4.3 Kovetkezmény szerint elegendé megmutat-
nunk, hogy [£, £] nilpotens. Ehhez, Engel tételét felhasznalva csak azt kell
belatnunk, hogy minden X € [£, £] nilpotens. Alkalmazzuk a 4.2 Lemmat
E =1L, £] és F = L-re, vagyis legyen

M={Y eg(V):]v,g C g g}

Mivel a nyom lineéris, elég megmutatnunk, hogy tr([X, X']Y) = 0 minden
X, X" € £ésY € M esetén. Ez pedig kovetkezik (ii)-bél, mert tudjuk, hogy
XY C (2, 8], és fey

tr([X, X']Y) = tr(XX'Y — X'XY) = tr(XX'Y - XY X)
= tr(X[X'Y]) = 0.

(1) = (i7): Mivel a nyomleképezés komplex linearis, feltehetjiik, hogy 7" =
C. Ekkor Lie tétele miatt V-nek létezik olyan béazisa, amelyben minden
X € £ fels6 haromszogmatrix, [£, £] elemei ferde felsé haromszégmatrixok.
Ha 0Osszeszorzunk egy fels6 haromszogmatrixot egy ferde fels6 haromszog-

matrixszal, ferde fels6 haromszogmatrixot kapunk, igy a nyoma 0. 0

4.4. Kovetkezmény. Legyen £ eqy T test feletti Lie-algebra. Fkkor a kovet-

kezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) £ feloldhato.
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(it) tr(ad(X)ad(Y)) =0 minden X € [£,£] ésY € L-re.

BIZONYITAS. (i) = (i): A Cartan-kritérium szerint ad(£) feloldhato. Mivel
ad(£) = £/€(£), a 4.4 Allitas (ii) pontja miatt £ feloldhato.
(i) = (i1): Ha £ feloldhato,akkor ad(£) is feloldhato, és ekkor a Cartan-

kritériumbol rogton kovetkezik az allitas. 0

4.3. Féligegyszeri Lie-algebrak

A véges dimenzios féligegyszeri algebrak a Lie-algebrak azon csoportja, amely
szerkezete a legjobban ismert. Ebben a szakaszban a mi vizsgalodasunk is a

véges dimenzids vektorterek feletti féligegyszerii Lie-algebrakra korlatozodik.

4.4. Definicié. Legyen £ eqy T feletti Lie-algebra; £ FELIGEGYSZERU, ha
rad(£) = {0}. Az £ Lie-algebrdl EGYSZERUNEK nevezzik, ha nem kommu-

tativ és nincs valods idedlja.

Mivel a [£, £] kommutétor-algebra ideal £-ben, egyszerti algebrak esetén
megegyezik az egész algebraval. Vagyis £ nem lehet feloldhato. Ezért £
radikalja, egy £-tol kiilonboz6 ideal, 0. Igy minden egyszert Lie-algebra falig-

egyszer.

Az els6 fejezetben mar emlitést tettiink a Killing-formarol: Az £ Lie-algebra
Killing-forméaja az
K ExL—->T

(z,y) = tr(ad(z)ad(y))
bilinearis alak. Megmutathato, hogy féligegyszerii Lie-algebrak esetén nemelfa-

juld, emiatt nagy szerepe van a Lie-algebrak szerkezetének vizsgalata soran.
Kihasznalva, hogy tr(AB) = tr(BA), a Killing-forméara teljesiil:

Ke([z,y), 2) = Ke(a, [y, 2]) Va,y,2 € £.

4.6 Példa. Tekintsiik s/(2,R)
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bazisat. Ekkor ad(H), ad(U), ad(T) reprezentacioja:

0 00 00 -2 0 =20
adH)=1 00 2 |,adU)= 00 0 [|,adT)=]| -2 0
020 20 0 0 0

4.3. Lemma. Legyen J az £ Lie-algebra idedlja és K az £, K5 pedig az J
idedl Killing-formdja. Ekkor K5 = K|3x5.

Ha V egy T feletti vektortér és [ egy rajta értelmezett g : V xV — T

bilinearis alak, akkor egy W altér p-ra vonatkozo
{veV:(NVweW)B(v,w) =0}

ortogonalis terét WLP-vel jeloljiik. Ha B egy Lie-algebra Killing-forméaja,
1, a B helyett csak 1-t frunk. A rad(B) = V# alteret 3 radikdljinak
nevezzikk. A Killing-forma elfajuld, ha rad(8) # {0}. Ezzel a jeloléssel a 4.4
Cartan-kritériumot a kovetkez6képpen irhatjuk fel: Egy T feletti Lie-algebra
pontosan akkor feloldhat6, ha [£, £] C rad(Kyg).

Mint azt mar jeleztiik, a féligegyszertiség is kifejezhets a Killing-forma segit-

ségével:

4.5. Tétel. A T feletti £ # 0 Lie-algebra pontosan akkor féligegyszeri, ha
K¢ nemelfajuld, vagyis rad(Ke) = {0}.

B1zONYITAS. Elészér megallapitjuk, hogy minden J< £ esetén JNJIL C
rad(L). Ugyanis, ha x € J*, y € £ és 2z € J, akkor

Ke([z, 9], 2) = Ke(x, [y, 2]) =0,
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vagyis 3+ és J = J N J* idealok £-ben. Mivel K¢ az J x J ideélon eltinik, 4.3
Lemma miatt rad(K3) = J. Ekkor J a Cartan-kritérium szerint feloldhato.

Tekintsiik rad(Kg) = £ N £+-t, erre teljesiil
rad(Ke) C rad(L).

Vagyis ha, £ féligegyszerd, akkor K¢ nem elfajulo.

Megforditva, tegyiik fel, hogy R = rad(£) # {0}. Ekkor talalhat6 olyan
n € N, melyre R = {0} és § =R""D £ {0}. Legyen = # 0 € H és
y, 2z € £. Ekkor

(ad(x)ad(y))*(z) = [z, [y, [z, [y, 2]]]] = 0,

mivel [y, [z, [y, z]]] € H és H kommutativ. Vagyis ad(x)ad(y) nilpotens, és igy
a nyoma 0. Mivel y-t tetszGlegesen valasztottuk £-bol, z € rad(Ky), tehat
K¢ elfajulo. 0

4.6. Tétel. Legyen £ eqy T feletti féligegyszerd Lie-algebra. Ekkor £-nek

léteznek olyan £, ..., L, idedljai, melyekre
£=£& - L.

Az £ minden idedlja kifejezhetd az £; idedlok Y, &5, I C{1,... k} direkt

osszegekeént.

BIZONYITAS. Legyen J < £. A 4.5 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy 3N J+ C
rad(£) = {0}. Vagyis K5 nemelfajulo és J féligegyszerti. Mivel Ky szim-

metrikus, J-nek talalhato {xq, ..., z,,} ortogonalis bazisa. Mivel minden z €
L-re teljesiil
m
KQ(I’, xl) ~ L
xr — T, €4,
ZZI K2<xi» xz) ’

£ =3 +3J" Tudjuk, hogy [3,3"] € INI*+ = {0}, igy £, mint Lie-algebra,

a J és J+ idealok direkt Osszege. Indukcioval ugyanigy fel tudjuk bontani J-t
és Jt-t egyszerti idealok direkt dsszegére, igy kapjuk az £

£=L£,® - L.
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felbontasat.

Végiil legyen J az £ egy idedlja. Tekintsiik a m, @ £ — £i leképezéseket.
Legalabb egy k-ra teljesiil, hogy 7x(J) # 0. De mivel 7, sziirjektiv, m(7J) is
ideal lesz £-ban, és igy az egész £ is. Vagyis £ = [£x,J] C J. Megmu-
tattuk, hogy J tartalmazza az Gsszes olyan £i-t, melyre m(J) # 0. Ekkor J

pontosan ezen £;-k direkt Osszege. 0

4.5. Kovetkezmény. Legyen £ eqy T test feletti féligeqyszeri Lie-algebra.
Ekkor az alabbi dllitdsok teljesilnek:

(i) £=[¢& 2.

(1)) Az £ minden homomorf képe és idedlja féligegyszeri.
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