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1. fejezet

Bevezetés

A matematika az egyik legrégebbi tantargy. Nincs olyan teriilete az éle-
tliinknek, ahol ne jelenne meg valamilyen mértékben a matematika. Ennek
ellenére taldn nem hamis a kovetkezd allitdsom, miszerint a Magyarorsza-
gon él6k tobbsége nem szereti, vagy inkdbb helyesebben kifejezve nem érzi
magaénak a matematikit. Ez a kijelentésem szerintem épp gy érvényes né-
hany hallgatotarsamra, persze nyilvan az allitisom masodik része. Biztosan
vannak egy paran, akik azért jottek/jonnek matematika szakra, mert ebbdl
voltak a legjobbak az addigi tanulmanyaik soran, és tigy gondoljék, tudnénak
vele boldogulni majd az elkovetkezs életiikben. Majd koziiliikk akad néhany,
akik itt az egyetemen egy olyan vilaggal talalkoznak, ami elkezdi &ket érde-
kelni, és ezutdn mar nem azért jarnak be 6réra, mert be kell, hanem mert
szeretnének minél tobb lehetdséget felhasznalni arra, hogy tjabb és tjabb
dolgokat tudhassanak magukénak. Bevallom, egy vagyok koziiliik. Sajnos
nem adatott meg a lehetdség, hogy olyan iskolaba jarjak, ahol probaljak
érdekessé tenni a matematikat.

Epp ezért valasztottam szakdolgozatom témajaul a motivalast a mate-
matikira és azon beliil is a geometriara, ahogy azt latni is fogjak. A mate-
matikan beliil azért épp a geometriat valasztottam, mivel Ggy veszem észre,
hogy egyre kevesebb helyet kap az oktatasban. Célom, hogy bemutassam,
hogy egy matematika tanarnak milyen eszkdzei vannak egy emelt éraszami,
a matematika irdnt érdekl6dé didkokbol allé csoport motivilasara, és miért

érdemes ezzel foglalkozni. Sajnos jelen koriilmények kozott nincs lehet&sé-



gem altalanos éraszami csoporttal foglalkozni, bar azt hiszem egy-két dolog
néaluk is elmondhaté a dolgozatom tartalmaboél. Ugyanakkor nyilvanvaléan
teljesen méshogy kell megkozeliteni egy emelt éraszamos, érdekl6d6 csopor-
tot, mint egy &altalanos 6raszamit és esetleg még csak nem is érdekl6dét.

A dolgozatom elején szolok par szot a motivaciorol altalaban, de itt is leg-
inkabb a tanitassal kapcsolatos részletekre térek ki és csak réviden. Ez utan
szeretném bemutatni, hogy mivel gondolom, hogy lehetne egy a matematika
irant mér érdekl6dé csoport érdeklGdését tovabb fokozni illetve szinten tar-
tani, majd arra kivanok vélaszt adni, hogy miért tartom fontosnak, hogy a
geometria j6 megtanulasara 6sztonozziik a didkokat. Dolgozatomban nem
kivanok kitérni a kozépiskolas tananyagra, igy csak emlités szintjén fognak
szerepelni az egyes témakorok. A geometriai témakoroket a Sokszinti Mate-
matika, Mozaik kiadé tankonyvsorozat alapjan veszem sorra, az ebben tag-

lalt fogalmakra illetve tételekre és azoknak a bizonyitasaira tdmaszkodom.



2. fejezet

Motivacié a geometria

tanulasara

2.1. A motivaciorol altalaban

A motivdcio egy olyan szd, amit egyre gyakrabban hasznalunk a hétkéznapi
életben, és f6ként a tanarok korében egy igen kihangsilyozott fogalom. Az
oktatas egyre inkabb odafigyel arra, hogy a didkokat 0sztonozzék, motivaljak
a tanulasra és ehhez igyekeznek kiilonféle modszereket kitalalni és bevezetni
a tanari munkaban. De mit is jelent a motivacié? ,,A motivacié legéaltalano-
sabban fogalmazva az ember cselekvéseinek hatterét és mozgatérugoit jelols
gytjtéfogalom.”|[1]

A motivacio fogalmét két szempontbol vizsgalhatjuk. Az egyik szempont
a biologiai hattér, amire dolgozatomban nem térnék ki, illetve a huméanspeci-
fikus motivaciok. Mint, ahogy a hétkéznapi életben is tapasztaljuk, van kiilsg
illetve belsé motivacid, vagyis extrinzik illetve intrinzik motivacid, amelyek a
humaéanspecifikus motivaciok két alaptipusa. [1] Az extrinzik motivéacio talan
a legkdnnyebben tgy fogalmazhaté meg, hogy az ember valamilyen , juta-
lom” eléréséért vagy egy ,biintetés” elkeriilése érdekében cselekszik. Ezzel
ellentétben az intrinzik motivacié soran az egyén a sajat bels6 érzései miatt
tevékenykedik. Ezek a motivacidk olykor keverednek, vagyis ami kezdetben
bels6 motivacié volt, késébb lehet kiils§ és forditva. Az intrinzik motiva-

ci6 tipusai koziil az alabbi hdrom tipust szeretném megemliteni, mivel tgy



gondolom, ezek fontosak a tanari munka szempontjabol. Ez a harom tipus
a kompetencia, az érdeklédés és a teljesitménykésztetés.[1] A kompetencia,
mint ,a tudés elsajatitasara iranyulo torekvés”|1] az egyik legalapvetébb mo-
tivacio. Ez a tipus mar gyermekkortél kezdve kiséri az embert. Az érdeklédés
a tandri munka szempontjabol az egyik legfontosabb belsé motivacio. Az ér-
deklgdésnek is két tipusa van, a szituacios és a személyes érdeklgdés.[1] A
szituacios érdeklgdés, mikor valaki az adott pillanatban érez egy bels6 kész-
tetést, hogy egy adott témakorben vagy téméban jobban elmeriiljon, mig
a személyes soran ez a bels§ késztetés folyamatos, nemcsak egy adott té-
mara terjed ki. Teljesitménymotivacionak azt a belsé 6sztonzést hivjuk, ami
sajat magunkkal szembeni elvaradsokat mozgatja. Ahogy N. Kollar Kata-
lin és Szabo Eva fogalmaz:,Sajatosan emberi jellemzs a jo teljesitményre, a
sikerre valo torekvés.”[1] A tejesitménymotivacioé kapcsan meg kell emlite-
nem az igényszint fogalmét. Az igényszint egy folyamatosan alakulé elvaras
magunkkal szemben. Valtozésa sikereinkbdl és kudarcainkbél ered. FEzek
a humanspecifikus motivaciok, amelyekre tigy gondolom, egy tanarnak oda
kell figyelnie a tanitas soran. Sokszor az oktatokon miilik, hogy egy didknak
hogyan alakul az igényszintje, mekkora érdekl6dést mutat egy-egy téma, té-
makor illetve maga a tantargy felé. Itt beszélhetiink a jutalmazéas-blintetés
rendszerérél, a tanar személyiségérsl, de amire alapjaban véve a dolgozatom
épiil az a szaktargyi tudas, szakmai hitelesség. Ahhoz hogy megfelel6en mo-
tivalhasson egy tanér, otthonosan kell mozognia a szakmajaban, tudnia kell,

hogy a szaktargya milyen lehet&ségeket rejt, amiket sikeresen felhasznalhat.



2.2. Mivel?

Most szeretném bemutatni, hogyan, azaz mivel szeretnék motivalni a kdzép-
iskolai didkok korében. Az els6 részben arrdl a kiegészit$ tartalomrol fogok
szot ejteni, ami szerintem egy emelt 6raszadmu csoportban érdekességként el-
mondhat6 a tananyagon feliil. Felhivnam ra a figyelmet, hogy a kiegészit$
tartalmat nem feltétleniil ebben a sorrendben mondanam el. Ezt a részt ugy
épitettem fel, hogy a kozépiskolai tananyag mely témakoréhez mit lehet kap-
csolni, mivel kapcsolatosan lehet elmondani, ha a megfelel hattértudas mar
a keziikben van. A masodik részben pedig olyan feladatokat taglalok, amik-
nek a segitségével egy geometriai gondolkodéas kialakithato, illetve amelyek

nagyobb érdeklédést kelthetnek fel a geometria irant a didkokban.

2.2.1. Kiegészits tartalom

A 9. osztélyban legel6szor a pontok, egyenesek, sikok és ezek kélcsonos hely-
zetét targyaljak. Itt 9.-ben mar ugy targyaljdk a pont, az egyenes, a sik és az
illeszkedés fogalmat, mint alapfogalom|2]. Talan méar ekkor érdekességként
meg lehet emliteni a didkoknak az axiéma fogalmat, hogy a matematika axi-
omakbol illetve alapfogalmakbol épitkezik. Minden tovabbi fogalom, illetve
tétel ezekbdl van levezetve. Igy példaul Euklidésznél az alapfogalmak kozé
tartozik a pont, egyenes, kor, derékszog és a kovetkezs axidmékat mondta
ki:

e Barmely két pont Gsszekothets egyenessel.

e Barmely egyenes korlatlanul meghosszabbithato.

e Barmely pont koril barmekkora sugérral lehet kort rajzolni.
e Barmely két derékszog egyenld.

o ,Otodik posztulatum™ Ha egy egyenesre illeszkedd két szog Osszege
kisebb, mint az egyenesszog, akkor a nem az egyenesre illeszkedd két

szogszarnak van metszéspontja.

Az utols6 axiomaval kapcsolatban szamos kifogas vetette fel a fejét. Ezek ko-

ziil egy példaul, hogy az elsé négy axiémahoz képest az 6todik ,nehéz”. Tobb



korabeli illetve kés6bbi matematikus abban reménykedett, hogy az 6todik
levezethets az elsé négybdl, és ezért sokan foglalkoztak ezzel a probléméval
évszazadokon at. Vizsgéltak az axidomarendszer ellentmondas-mentességét
illetve az axiomak fliggetlenségét.

(1) Egy axiémarendszer ellentmondésmentes, ha nincs olyan allitas, hogy azt
is és annak a tagadasat is le lehet vezetni az axiomarendszerbdl.

(2) Egy allitas fliggetlen egy axiémarendszertsl, ha nem lehet levezetni be-
16le.

Ebbdl a kovetkez§ észrevételt tették: Tegyiik fel, hogy az A axiémarendszer
ellentmondésmentes. Egy B allitas fiiggetlen az A axiémarendszertél <=
ha az (A 4+ —B) axiomarendszer ellentmondéasmentes. (ez tulajdonképp az
indirekt bizonyitéas elve). Ezzel az észrevétellel dolgoztak azok, akik az 6t6-
dik posztulatum fiiggetlenségét szerették volna bebizonyitani, azaz feltették
a tobbi axiémét és az 6todik posztulatum tagadésat, és ebbdl akartak ellent-
mondasra jutni. Bolyai, Gauss illetve Lobacsevszkij vették észre, hogy itt
valoszintileg nincs is ellentmondés, és kés6bb Klein bizonyitotta be el&szor,
hogy valéban nincs.|7]

Euklidész neve kapcsan még érdemes mesélni az euklideszi szerkesztésekrsl
és igy az euklideszi geometriarol.

Euklideszi szerkesztéssel, azaz csak korzével és vonalzéval megszerkeszthetd
adott sikbeli pontok, egyenesek és korvonalak segitségével valamely pon-
tokbdl, egyenesekbdl és korvonalakbol allo alakzat, ha a kovetkezd 1épések

elvezetnek az eredményre:

e Egy adott vagy mar megszerkesztett ponttal, mint kozépponttal és

tetszdleges sugarral korvonalat hiizunk.
o Két adott vagy megszerkesztett ponton at egyenest htuzunk.

o Két adott vagy mar megszerkesztett egyenes illetve korvonal metszés-

pontjat vessziik.
Igy a kovetkezok szerkesztheték euklideszi szerkesztéssel:
e Ismert szakasz felez6pontja, felezGmerslegese.

e Ismert pontbdl ismert egyenesre merdleges egyenes.



e Ismert [ egyenessel parhuzamos, az ismert A ¢ [ ponton atmend [

egyenes.
e Ismert szakasz osztépontja racionalis ardnyban.

e Korhoz kiilsé pontbél érintészakasz, ahol adott a P pont és a kor annak

koézéppontjaval.
e Bels§ szogfelezs, ahol adott az [ és Iy szogszar és a () csics.
e Szogmasolas, ahol adott egy QP R/ és a P’ kezdSponti [ félegyenes.
e Szakaszok mértani kozepe, ahol adott a két szakasz.

Tovabba megemlithet6 még az euklideszi szerkesztésekkel kapcsolatosan két
lemma és egy tétel, amiknek a bizonyitasat is el lehet mondani, vagy akar
feladni. Ezek a kovetkezsk:

Lemma Tetszoleges a = AB tavolsagra szerkeszthetd:
e ¢ oldalt szabalyos haromszog
e ¢ oldali szabalyos négyzet
e ¢ oldalta szabalyos hatszog

Bizonyités

e Ha C' az A kozépponti, AB sugari kérvonal és a B kozépponti AB

sugaru kérvonal metszete, akkor ABC' szabélyos.

e Szerkessziink D és C pontokat, hogy DA és C'B egyenese mergGleges
AB egyenesére és DA =CB = AB.
Indoklds: Itt [D, A] és [C, B] parhuzamos és egyenls, igy ABCD pa-

ralelogramma, mely minden oldalra egyenlé és V/ = 7.

e A B kozéppontu C; (i = 1..6) szabélyos hatszog, ahol A = C; a ko-
vetkez&képpen szerkesztheté. Ha ¢ = 1..6-ra C;_; méar adott, akkor a
szabalyos haromszog szerkesztése alapjan szerkessziik meg Cj-t, hogy
C; # Cij_9 és C;_1C; B szabalyos haromszog.

Indoklds: VC;i-nél 2{ lesz a sz6g, és minden oldal AB hosszu.



Lemma Ha egy szabalyos tizszog oldala a és koriilirt sugara r, akkor a =

—\/52_17“ ésr= —‘/52“ a.

Bizonyitas Legyen O a koriilirt kor kozéppontja, [A, B] egy oldal. AOB/ = %
tehat OAB/ = OBA/ = %” az AOB haromszogben. Legyen P € [O, B],
hogy [A, P] felezi OAB/-t. PAO/ = § = AOP/ — AP = PO. ABPA-
ben ABP/ = ABO/ és BAP/ = T = BOA/ igy a BAPA ~ BOAA —

a = BA = PA = PO. Hasonlésig miatt % = % - =t==2— r? —ar =

a

a? = a’+ar—r2=0—a= —\/52717“%7“: —@Ha.
Tétel Adott O és O # A pontokra, megszerkeszthets az a szabalyos 6tszog
vagy tizszog, melynek egyik cstucsa A, koriilirt kérének kdzéppontja pedig O.

Bizonyitas
1. O-ban mer6legest éllitok az O A egyenesre, ez az | egyenes.
2. Bel, melyre OB =0A- %
3. Ce€l, hogy O € [C,B] és BC = BA

4. Az O kozéppontt, A-n athaladé K korvonalra szerkessziik az A;(i =
1..10) szabélyos tizszoget, ahol A = Ay és A; A1 = OC = a. Itt

minden masodik cstcsot kivalasztva szabalyos 6tszoget kapunk.

Erdemes megemliteni, hogy ha példaul adott b oldalt szabalyos Gtszoget
szeretnénk szerkeszteni, akkor el6szor egy tetszéleges koriilirt kor sugarhoz
szerkesztlink egy szabélyos Gtszoget, és ezek utan hasonlosagi transzforma-
cioval szerkesztjiikk meg az adott b oldalu szabélyos Otszoget.

Erdekes még az a tény, hogy annak ellenére, hogy tudunk szerkeszteni szaba-
lyos 6tszoget, nem tudunk példaul, szoget harmadolni illetve szabalyos hét-,
kilenc- és tizenegyszoget szerkeszteni, masrészt szabalyos tizenhétszoget mar
lehet szerkeszteni. [6]

A szerkesztések kapcsan még érdekességként mesélhetiink a csak korzo-
vel torténd szerkesztésekrsl. Az itt tanult lemmék koziil csak azt emliteném
meg, amelyik nem foglalkozik az inverzié fogalmaval. Az inverzi6 fogalmét,
mint transzforméacidét meg lehet emliteni érdekességként, de tgy gondolom,
hogy az inverzioval kapcsolatos lemmaék, tételek mar nem az érdekesség ha-

tarat saroljak. Persze a tovabb érdekl6dé didknak lehet emliteni ezeket is.



Csak korzdével torténd szerkesztés esetén egy egyenest akkor tekintiink adott-
nak, ha két pontja adott, illetve kdrvonalat, ha a kozéppontja és egy pontja

adott. Ekkor a lehetséges mitveletek:

e Adott kozépponttal és 2 adott pont tavolsadgaval, mint sugarral korvo-

nalat huzok.

e két metsz6 korvonalnak veszem a metszéspontjait.

Igy a lehetséges szerkesztések:

Lemma Adott A # B, és k > 2 egész. Csak korzével szerkeszthets a C' pont,
ha B € [A,C] és CA=Fk- BA.

Bizonyitas Indukcioval k-ra, tegyiik fel, hogy megvan Cp, Cs, ahol AC, =
(k—1)AB, ACy = (k — 2)AB (példaul k = 2 — Cy = A,C; = B). Meg-
szerkesztem D-t, melyre DCy = DC; = C1Cy = AB. Majd E-t, melyre
ED = EC) = C10s. Végil C-t, melyre CE = CCy; = C1Cs.

Kovetkezmény Ha adottak A, B, C' nem kollineéris pontok, akkor a koriilirt
kor kozéppontja csak korzével megszerkeszthetd.

Utobbit nem bizonyitanam, mivel a bizonyitas erésen az inverzié tulajdon-
sagaira tdmaszkodik, de érdekességként elmondhaté.

Az euklideszi geometria kapcsan megemliteném a Hilbert-féle axioma-
rendszert. Eszerint 6t axidémacsoportra épitkezik az euklideszi geometria, és
ezek az illeszkedési axiémék, a rendezési axiomak, egybevagosagi axiomak,
a folytonossagi axioma illetve a parhuzamossagi axioma. Az illeszkedési axi-
omak kapcsdn megemliteném az alapfogalmakat: a tér, pont, egyenesek és a

sikok; illetve magukat az axiémakat is.

e Barmely egyenesre legalabb két pont illeszkedik.

e Barmely két kiilonb6z6 ponthoz létezik egy és csak egy rajuk illeszkedd

egyenes.
e Barmely siknak létezik harom nem kollinearis pontja.

e Barmely harom nem kollinearis ponthoz létezik pontosan egy rajuk

illeszkedd sik.

e Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egész egyenes

része a siknak.

10



e Ha két siknak van kozos pontja, akkor van legalabb két kézos pontjuk.
o Létezik négy olyan pont, ami nincs egy sikban és nincs egy egyenesen.

Ezekbdl az axiomakbol megmutathaté olyan konnyebb levezetés, mint: ha
két kiilonbozs siknak van kézos pontja, akkor a kozos résziik egyenes.

Elmondhaté tovabba, hogy a rendezési axiomak kapcsén alapfogalom
példaul harom kollinearis pont ko6zott az elvalasztas fogalma, az egybevago-
sagi axiomak kapcsédn a szakaszok illetve szogtartomanyok egybevagdsaga.
Emlithetd, hogy a folytonossagi axioma eredményezi, hogy minden egyenes
azonosithat6 a valés szamegyenessel, és hogy a parhuzamossagi axidéma sze-
rint, ha adott egy e egyenes és a ra nem illeszkedd P pont, akkor (e, P)
sikban legfeljebb egy olyan egyenes létezik P-n at, amely nem metszi e-t.

Mindezek elmondésaval dgy gondolom, kialakithato egy kicsit absztrak-
tabb gondolkodasmoéd, latasmoéd mind a geometriaval, mind a matematikaval
kapcsolatban.

A haromszogekkel kapcsolatosan lehet mesélni az Euler vonalrél, el lehet
mondani annak a bizonyitasat:
Igazoljuk, hogy egy haromszogben a koriilirt kor kdzéppontja, a haromszog

stlypontja és magassagpontja egy egyenesen van!|§]

Bizonyitas Legyen O a koriilirt kor kézéppontja, S a sulypont és M a ma-
gassagpont. A BC oldal felez6pontja legyen A’, mig az AC oldalé B’, ekkor
az A'B’ szakasz az AB oldallal parhuzamos, és annak épp a fele, mivel 6
az ABC haromszog egyik kozépvonala. Az A csticsbol hiuizott magassag

(talppontja T4) és a BC oldal oldalfelezs mer&legese parhuzamosak, igy a

11



TaAAB/ = OA'B’/. Legyen a B cstcsbol hiizott magassag talppontja Ty, és
ekkor ugyanugy kovetkezik, hogy A’B'O/ = TgBA/. Tehat az ABM /A ~
A'B'OA\, és a hasonlésaguk aranya 2 : 1. A sulypontrol tudjuk, hogy harma-
dolja a silyvonalakat. Ekkor észrevehetjiik, hogy M AS/ = OA’S/, mivel
6k valtoszogek, tehat az AMS/A ~ A’OSA, mivel tudjuk két oldalanak ara-
nyat, illetve, hogy az altaluk kozbezart szog megegyezik, ahol az oldalak
aranya, szintén 2 : 1. Eszerint ASM/ = OSA’/, tehat O, M és S valoban
egy egyenesre esnek, és az is kideriilt, hogy g—]@ =1:2.

Maésik érdekes példa, amivel le lehet nytigozni a didkokat, és egyrészt
egy matematikai gondolkodasra felhivni a figyelmiiket, a minden haromszog
egyenl@széari rossz bizonyitas.

Vegyiik az ABC' altalanos haromszoget. Az A csicsnél levs szogfelezd egye-
nes és a BC' oldalfelez6 mer6legese messe egymast a () pontban, a haromszog
belsejében. Ezutan bocséssunk merélegest a Q pontbol az AB illetve a C'A
oldalra, a metszéspontokat ebben a sorrendben jelélje D és E. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy az AD = AE, mert ADQA = AEQ/\, tovabba QB = QC,
mivel @ a BC oldal felezmerdlegesén talalhaté. Ebbgl viszont az kdvetke-
zik, hogy QD = QF, amibdl DB = EC és végil AB = AC. Tehat minden
haromszog egyenlészaru?! Ez nyilvanvaloan nem igaz. A hiba a bizonyi-
tas legelején talalhato, ami szerint kimondtuk, hogy barmely haromszogben
az emlitett szogfelezd és oldalfelez6 merdleges a hdromszog belsejében fogja
metszeni egymast. Méar pedig ha egy allitas hamis, akkor a bel6le levont
kovetkeztetések sem igazak.

Ez a bizonyitas egyrészt felhivhatja a figyelmet arra, hogy geometriai tanul-
maéanyaink sordn, bar a feladatokat rajzok alapjan oldjuk meg, de figyeljiink
oda arra, hogy a meglévs tudésra alapozva hozzunk helyes kovetkeztetése-
ket, és ne a rajzunk alapjan. Maéasrészt arra helyez nagy hangsulyt, hogy
a matematikiban minden egyes részlet szamit, épp ezért legyiink nagyon
precizek.

Az egybevagdsagi és hasonlosagi transzformaciok kapcsan érdemes meg-
emliteni az irdanyitds fogalmat. Itt szerencsések vagyunk, ha a didkoknak
meg tudtuk mar mutatni a matrix fogalmat, és egy determinans kiszamola-
sat. Ha nem, akkor a bettik sorrendjével lehet taldn leginkdbb prezentalni,

hogy egy transzformécié mikor irdnyitastarto illetve -valté. Talan a helye-
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sebb képalkotasért szogezziik le, hogy a sikban egy egyenesre valo tiikrozés
irdnyitasvaltd transzformacié, mig az eltolas illetve a pont koriili forgatés
iranyitastarto. Erdekességként megemlithetSek és a bizonyitasuk is megmu-
tathatoak a témakorrel kapcsolatos lemmaéknak illetve tételeknek, hogy csak
parat emlitsek (én a bizonyitdsokra most nem térnék ki):

Tétel Ha sikban vagy térben adott Aj,As,..., Ay és A}, A5, ..., A} pontok,
melyekre A;A; = A;A;Vl < i < j < k esetén, akkor taldlhato legfeljebb k
darab egyenesre(sikban) illetve sikra(térben) vett titkrozés, melyek szorzata
A;-t Al-be viszi, i = 1..k.

Tétel A sik barmely egybevagosaga legfeljebb 3 egyenesre valo tiikrozés szor-
zata.

Lemma TetszSleges sikbeli/térbeli egybevagosag egy egyenest egyenesbe visz.
Utobbi lemmat azért tartom fontosnak, mert példdul ennek kapcsan meg
lehet emliteni, hogy nem minden transzforméciénal lesz egy egyenes képe
egyenes.

Tétel A sik barmely iranyitastarto leképezése egy eltolas vagy egy pont ko-
riili forgatéas.

Tétel A sik barmely iranyitast valto egybevagosaga egy csusztatva tiikrozés
(ami egy eltolas és egy egyenesre valo tiikkrozés kompozicidja, ahol az eltolas
vektora parhuzamos a tiikrozés egyenesével).

A hasonlésagi transzforméciot érdemes parhuzamba allitani az egybevagosa-
gokkal, persze gy, hogy a kiilonbségekre felhivjuk a figyelmet.

Ezutéan lehet emlitést tenni az affin transzformaciokroél, vagyis hogy a sik
vagy tér transzformécidja affinitas, ha egyenestartd, azaz barmely egyenest
bijektiven és folytonosan képez le valamely egyenesre. Ezen kiviil még el-
mondhatonak tartok két lemmat, hogy azok segitségével egy megfoghatobb
képet kapjanak a didkok. Mégpedig:

Lemma Tetszoleges sikbeli vagy térbeli affinitas injektiv, és tartja az egye-
nesek parhuzamossigét és a paralelogrammakat.

Lemma Tetszbleges sikbeli vagy térbeli affinitas tartja az osztéviszonyt.
Utobbihoz definidljuk az osztoviszonyt, vagyis A,B,C egy egyenesen 1évé
pontok osztéviszonya (ABC) = A, ha @—a@ = \(b — &).

Tovabba megemlithets, hogy példaul a kor affin képe az ellipszis.
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Ha tovabb érdeklédnek a didkok ilyen transzforméaciok utan, akkor ott
van még az inverzio, aminek az alapgondolata felvethetd.
Legyen O egy sikbeli vagy térbeli pont és r > 0, ekkor az O kozepi r sugart
korre (gombre) vett inverzional egy P # O képe az O-bol kiindulo P-n
atmend félegyenesen fekvs P’ pont, melyre OP - OP' = r2.

A korokkel kapcsolatosan felhozhato a hatvany fogalma a geometriaban,
és megmutathatd, hogy mikor beszéliink hatvanyvonalrél illetve hatvany-

pontrol.

12. osztalyban a térgeometria targyalasanal vissza lehet térni az ellip-
szis, hiperbola és parabola vizsgalatahoz, amit 11.-ben a koordinatageomet-
ria kapcsan elkezdtek. Egy kis térgeometriai szemléltetés utan, ki lehet térni
ra, hogy az ellipszist, a hiperbolét illetve a parabolat mért is hivjuk kipsze-
leteknek, és meg lehet mutatni a Dandelin gdmbds bizonyitast.

Adott t egyenes (tengely), O € t, a € (0, %), az « nyilasszogii kettss
korkip, ahol C' az azon e egyenesek unidja, amelyek a szoget zarnak be t-vel
és az O € e. Itt O cstcs, C\O két részre esik szét, amelyek a kip palastjai
és a C-beli O-n atmend egyenesek az alkotok. Ekkor:

Tétel Legyen C egy O csiicsi kettds korkup. Ha 3 egy sik a térben, amely
nem tartalmazza O-t, akkor X N C :

1. ellipszis, ha a ¥ csak egy palastot metsz és nem parhuzamos az alko-
tokkal

2. parabola, ha ¥ parhuzamos egy alkotéval
3. hiperbola, ha metszi mind a két paléstot.

Bizonyitas Legyen t’ a t tengely merdleges vetiilete Y-ra és legyen ¢ és t’ sikja

S, tovabba e és f a két alkoto S N C-ben.

1. Legyen G; és G olyan gombok, melyek érintik a -t és C-t (tehat a
kozéppontjuk a t-n van). Legyen F; = G; € ¥ az érintési pont X-n,
K; = G;NC akorvonal, ahol G; érinti C-t. A t koriili forgasszimmetria
miatt tetszbleges g alkotonak a Ky és Ko kozé es6 szakasza ugyanolyan

hossz1, ez legyen 2a. Legyen P € XN C, legyen g = PO alkot6é C-n,
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gNK; = S; pont. Ekkor PF; és PS; egyarant érint&szakaszok a G;-hez,
ebbdl kovetkezik, hogy PF; = PS;, tehat PFy + PFy, = PS1 + PSy =
2a, hiszen az egyik gémb, példaul Go a ¥ folott”, a masik a G; a X

salatt” van, tehat a P az [S1, S2] szakaszon van.

. Tegyiik fel, hogy ¥ parhuzamos f alkotoval. Legyen G goémb érinté
gémbje C-nek és ¥-nak, és K = GNC korvonal, FF = G N és legyen
L a YN (K sikjaval). Allitom, hogy ¥NC az F fokuszi, L vezéregyenesi
parabola. Ehhez legyen K’ a P-n 4tmend, K-val parhuzamos sik és C
metszete és legyen P’ = fNK'. Ha g a PO alkoto, akkor S = gN K és
S’ = fN K, ebbsl adodik, hogy P'S’ = PS, mert a g és f alkotoknak
a K és K’ kozé es6 szakaszai. Itt P'S’ = P tavolsdgaval az L-t6l, ami
igy = PS.

. G1, G9 gombok érintik a C-t és a -t X NGy = F1, CNG = Ky
korvonal. Tetsz6leges g alkotora g-nek Ki és Ko kozé esG szakasza
egyenld, ez 2a. Tetszéleges P € X NC pontra (tegyiik fel, hogy PKj-et
tartalmazo paldston van) legyen g = OP alkot6 S; = g € K;, PS; és
PF; érint6szakaszok (X érinti G;-t, C' érinti G;-t), tehat PS; = PFj,
vagyis S1 € [P, Sq], amibdl kovetkezik, hogy PFy— PF) = PSy—PS; =
2a.

Az érdeklsds didkoknak még lehet mesélni a Dandelin gémbokral.

A térgeometria kapcsan a gomb targyalasanal ki lehet térni a gémbi geo-

metria egy-két részletére, mint példaul a gombi haromszogben a belsd szogek

Osszege vagy a gombi koszinusz- illetve szinusz-tétel, 6sszehasonlitva a sikban

tanultakkal.

Feladatok

A feladatokat, melyeket kivalasztottam témakorok szerint fogom taglalni,

bar ez olykor igen nehéz, hiszen a matematika egyik szépsége, hogy vannak

feladatok, amiket tobbféleképpen is meg tudunk oldani, és egy feladat tobb

témakorbe is illik egyszerre. Azokat a feladatokat, amelyeket tobbféleképpen

is megoldhatunk, kiilon fogom emliteni és a lehetséges megoldasi modokat
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bemutatni. A feladatok kozott régebbi verseny feladatok, érettségi feladatok
és kozépiskolaban is levezethets egyetemi feladatok szerepelnek.
A sik illetve a sik elemei kozotti kapcesolat bemutatasara az alabbi fel-

adatokat talaltam érdekesebbnek:

e Az ABC haromszog A cstucsabol allitsunk merélegeseket a B és a C
cstcsdhoz tartozo kiilss illetve belsd szogfelezSkre!  Bizonyitsuk be,

hogy a merdlegesek talppontjai egy egyenesen vannak!|[3|

Megoldas:

Tiikrozzilk az A cstcsot a merdlegesek talppontjaira. Az igy kapott
tiikorképek a szogfelez§ szimmetria tulajdonsidga miatt mind a BC
egyenesre fognak esni. Az A képe legyen B kiils§ szogfelezGjére tik-
rozve B, a belsére pedig B; és ugyanigy C' esetében is. Ekkor, ha a
BC egyenesrdl A képei koziil kettSt kivalasztunk, akkor az A-val igy
kapott haromszogben, a képekhez tartoz6é merdleges talppontok a hé-
romszog kozépvonalat fogjak alkotni. Ezek parhuzamosak lesznek a
BC oldallal, és igy egybe esnek. Tehat valoban egy egyenesre illesz-
kednek.

e Vagjunk szét egy négyzetet 3 egyenessel hét részre tigy, hogy a kelet-
kez6 sokszogek kozott egyetlen haromszog legyen! Hany 6tszog kelet-
kezhet ebben az esetben? |3|
Megoldds:

Elgszor is azt kell vizsgalni, hogy 3 egyenessel hany részre oszthatjuk
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a négyzetet. Ehhez vizsgaljuk a 3 egyenes metszéspontjainak szamat.
Ha a 3 egyenes 1 pontban metszi egymast, akkor 6k csak 6 részre tud-
jak osztani a négyzetet, tehit ez az eset nem all fent.

Ha 3 egyenes nem 1 pontban metszi egymast, akkor azt kell vizsgalni,
hogy az egyenesek milyen alldsanal keletkezik csak 1 haromszog.

Ha mindharom metszéspont a négyzeten kiviil esik, akkor t6bb, mint
egy haromszog keletkezik. Ugyanez a helyzet, ha pontosan egy met-
széspont esik a négyzeten beliilre. Tehéat pontosan egy haromszoget ak-
kor kapunk, ha mindharom metszéspont a haromszogon beliilre esik,
és ekkor 1 Otszoget kapunk, vagy, ha pontosan 2 metszéspont esik a
négyzeten beliilre. Utobbi esetben tovabbi két lehet&ség all fent. Az
els6 esetben a harmadik metszéspont a négyzet hatarara esik, mig a
mésikban a négyzeten kiviilre. Az els6 esetnél nem keletkezik 6tszog,

mig a mésiknal pontosan 1.

/

\

-
>< 3
.
. -
o H

Tehéat a megoldasunk: 0 vagy 1 6tszog keletkezhet ebben az esetben.

Talan a legtobb feladatot a kovetkezs témakorbdl sorolhatnam fel. A

haromszogek egy igen sokréti, rengeteg lehetéséget magaval hordozé téma-

Szamos geometriai feladat megoldasanél a haromszogek azonosséigait

hasznaljuk fel, mint egybevigosag, hasonlésig, koriil irt koriik, beirt koriik,

Thalész kor. Ennek ellenére, probaltam itt olyan feladatokat felsorakoztatni,

amik ténylegesen haromszogekrsl szélnak.

e Egy korbe irt ABCD szimmetrikus trapéz nem parhuzamos oldalai
egyenlek az egyik alappal (AD = DC = CB). A kor DD’ atmérGje
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az AB egyenest az E pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az ADE

haromszog egyenlGszara.|3]

Megoldds:

Az AECD trapéz szimmetrikus a DD’ egyenesre, hiszen CD = DA.
De ha egy négyszog két szomszédos oldala egyenls és van szimmetria
tengelye a két oldal kozott, akkor az deltoid, ebbdl kovetkezik, hogy
ECD/ = DAE/. Ugyanakkor a trapéz tulajdonsdga miatt DC ||
AFE, és ebbdl kovetkezik, hogy az AEC/ = CDA/. Ezek szerint 2-
2 paronként parhuzamos oldalunk van, és ezek koziil két szomszédos
egyenl$ is, tehat ez egy rombusz. Igy a DA = AE, tehat az AEDA

valoban egyenl@szar.

Az AB szakasz, mint atmérd folé irt félkoriven jeldljiink ki egy C' és
egy D pontot ugy, hogy az A, B, C', D pontok kiilénbo6z6ek legyenek
és a sorrendjik a koriven A, D, C, B! Az AC és BD szakaszok met-
széspontja legyen M; a D, illetve a C' pontban a kérhoz huzott érinték
metszéspontja pedig N. Bizonyitsuk be, hogy az M és N pontokat

0sszekots egyenes merdleges az AB szakaszra! [3]
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Megoldds:

Ha az AD és BC' szakaszokat meghosszabbitjuk, akkor azoknak met-
szeniiik kell egymaést, hiszen A-nal és B-nél is hegyesszdg van, mivel
mindketts szog egy derékszogi haromszog egyik szoge, Thalész tétele
miatt. Legyen ez a metszéspont P. Mivel D-nél és C-nél derékszog
van, igy az ABP haromszoget tekintve, M ennek a haromszognek a
magassagpontja lesz, tehat a PM egyenes merGleges lesz az AB sza-
kaszra.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy N ezen rajta van.

Tekintstik a PM szakasz Thalész korét. Ezen, a derékszogek miatt, D
és C ugyanigy rajta vannak. Tekintsiik ennek a felezGpontjat F-et. Ha
F és N megegyeznek, akkor készen vagyunk. Ehhez azt kell belatni,
hogy ODF/ = 7. Ehhez elég belatni, hogy az ODB/ = FDP/.

OD = OB az AB szakasz Thalész kore miatt, és ugyanigy DF = FP.
Ugyanakkor a haromszog bels§ szdgeinek Osszege Osszefliggés miatt
FPD/ + PAB/ = 5 és DAB/ + ABD/ = 7, és ebbdl kovetkezik,
hogy FPD/ = OBD/. Tehat az ODF/ = 7, és ebbdl kovetkezik,
hogy N = F, vagyis az N rajta van az AB-re merSleges PM egyene-

SEIl.

A kovetkezd nagyobb témakor az egybevagdsagi transzforméaciok. Az

els6 feladat sikbeli véltozata is érdekességként szokott el6fordulni a didkok

korében altaldban olyan formaban, mint: a folyd érintésével, mi a legrévidebb

at a juhainktol a hazunkig, ha a juhok és a hazunk a foly6é ugyanazon partjan

fekszik. Igy az els6 feladattal csupan annyi a célom, hogy megmutassam, ez
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térben sem megy sokkal masképp.

e Adott egy sik ugyanazon oldalan az A és B pont. Keressiik a sik olyan
P pontjat, amelyre AP + PB a lehetd legkisebb.[5]
Megoldds:
Az AP, PB egy torott vonal két szakasza, és mint tudjuk két pont
kozott a legrovidebb tavolsidg az egyenes.
Otlet: Tiikrozziik az A pontot az adott sikra, és az igy kapott A’
pontot kossiik dssze a B ponttal. Ekkor az A’B egyenes atdofi a sikot
egy pontban, ami a keresett P pontunk lesz, hiszen A’ és B kozott
valoban a legrovidebb tut az A’B egyenes, és az A'P és AP szakaszok
hossza egyenld a tiikrozés tulajdonsagai miatt. Igy a kapott P pontra
az AP + PB valoban a legkisebb lesz.

e Tiikrozziink kort egy a kozéppontjat nem tartalmazoé adott t egyenesre.
Mutassuk meg, hogy a szerkesztés elvégzéséhez nincs sziikségiink vo-
nalzora, csupan korzével is elvégezhetd.|5]

Megoldas:

Az adott egyenes és a kor kozéppontjanak tavolsidganal nagyobbat ve-
sziink korzényilasba, ezzel két helyen elmessiik az adott egyenest, és a
két pontbol ugyanezzel a tavolsaggal az egyenes masik felére metszés-
pontot szerkesztiink, mivel itt a felezGmerdleges szerkesztésének 1épé-
seit alkalmaztuk, igy a kapott pont valéban a kor kdzéppont tiikorképe
lesz. Ezutan korzényilasba vessziik az adott kor sugarat, és ezzel meg
tudjuk rajzolni a tiikrozott kor kézéppontbol a kor tiikkorképét, és va-

l6ban nem kellett vonalzét hasznalnunk hozza.

Az utobbi példat érdekességként lehet felhozni, ha a didkok korében tar-
gyalasra keriilt mar a kiilonb6z8 geometriai szerkesztések lehetdsége, igy az
Euklideszi szerkesztés, illetve a csak korzdvel torténd szerkesztés, ahogy arra
maér a kiegészitd tartalom kapcsén kitértem.

A kor témakore egy elég tag kontextus. Tobb, kiilonbozs tipusa feladat
lehet&ségét nyujtja.

e Legyen az R sugart kor egy félkornél kisebb korcikkébe beirt kor sugara

r, a korcikk hurjanak a hossza 2a. Mutassuk meg, hogy % = % + 5[6]
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Megoldds:

Tudjuk, hogy a korcikkbe beirt koér kézéppontja a korcikk szogfelezd
merdlegesén helyezkedik el, a hdromszogek beirhaté kore miatt. A beirt
kor sugara merdleges a korcikk két szarara, mig a szogfelezé merdleges
a korcikk hurjara. Igy keletkezett két derékszogii, hasonld haromszo-
giink, ahol a kisebbik atfogoja R — r(a korcikk sugara — a beirt kor

sugara). A hasonlosag aranya:

R—r R
r o a
ez atalakitva
R R
Z 1=
r a
ezt le tudjuk osztani R-rel, hiszen R # 0
1 1 1
r R a

itt ha }%—t athozzuk, akkor éppen a kivant egyenléséget kapjuk.

Igazoljuk, hogy minden négyszog szogfelezGi hurnégyszoget zarnak kozre
(ha négy metszéspont keletkezik).[5]
Megoldds:
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A négyszog szogeit elnevezve «, 5, § és vy-val és vizsgélva, hogy a szog-
felez6k haromszogeket hataroznak meg, igy felirhatéak a valtoszogek,
és a bels6 négyszog két szemkozti szogét Gsszeadva a kovetkezdt kapjuk:

a+B+v+90
g )=

hiszen a+(+v+6 = 2n. Ez ugyanigy igazolhat6 a masik két szemkozti

T————4n————-=2r—(

sz0g Osszegére is, tehét valéban hurnégyszoget kaptunk.

A hasonlosagi transzformaciok témakdre nyujtja taldn a legtobb feladat

lehet&ségét és szinte mindegyik masik témakornél lehet emliteni olyan fel-

adatot, amit hasonlosiggal kapcsolatos tételek, definiciok kapcsan tudunk

megoldani.

e Az ABCD paralelogramma AD oldalat n egyenls részre osztjuk és az

A-t0] szamitott elsé osztopontot Osszekotjiik a B cstucesal. Igazoljuk,
hogy ez az Gsszekots szakasz az AC atlo (n + 1)-ed részét vagja le.|7]
Megoldds:
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Eszrevehetjiik, hogy az EAMA ~ BCOMA és ebbdl a megfelels ara-
nyokat felirva (AM =z és MC = AC — x) kapjuk:

AD z

E:AC—I‘

A—D(AC—QJ)::U-AD
n

AD-AC  z-AD
n

AD -AC —xz-AD =n-x-AD

=xz-AD

AC = (n+1)x
Tehat valoban az atlo (n + 1)-ed részét vagja le.

e Az alabbi dbran lathato két négyszog egy-egy oldala parhuzamos. Kos-
siik Ossze a megfeleld cstcsokat. Az egyik ilyen 0sszekotd vonal egy
tetszés szerinti pontjabol induljunk az oldallal parhuzamosan, mig a
legkozelebbi 0sszekotd vonalig nem ériink. Innen a kdvetkezd oldallal
és 1gy tovabb. Bizonyitsuk be, hogy ilyen moédon a kiindulasi ponthoz

jutunk vissza.[5]

Megoldds:

Ez az a példa, amire a didkok el&szeretettel mondhatjak be, de hiszen
latszik. Olykor azt ami nyilvanvalé a legnehezebb bebizonyitani, il-
letve itt kel felhivni a figyelmiiket, a méar szintén a kiegészité anyagban

emlitett példara, miszerint minden haromszog egyenlészaru.
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Tudjuk, ha két azonos allasa szogtartomény egy - egy szara parhuza-
mos, akkor azok a szogtartomanyok egyenlGek, Sket egyallasu szogek-
nek hivjuk. Tovabba ha két sokszog szogei paronként megegyeznek,
akkor az a két sokszog hasonld. Tehét a kiils6 és a bels§ négyszog
hasonlé egyméshoz. Kell, hogy a szaggatott vonallal jelzett négyszog
is hasonl6 a két négyszoghoz, és akkor valéban egy olyan utat kapunk,

amin végig érve a kezdépontba jutunk.

Tekintsiik a belss és kiils6 négyszog egy-egy parhuzamos oldalat és az
ezeken 1év§ cstucsokat Osszekots szakaszokat. Ezek a szakaszok egytitt
trapézt alkotnak, aminek az alapjai a négyszogek egy-egy oldala. Mivel
az ut ezekkel az alapokkal parhuzamos, igy felirhato egy arany az utra
illetve az egyik oldalra. Ezt az eljarast mindegyik oldalon végrehajtva
kapjuk, hogy az ut ,oldalai” és a belsé négyszog oldalai kozott, és igy
a kiils6 négy szog oldalaira is, felirhaté aranyok megegyeznek, amibdl
szintén kovetkezik, hogy az Gt egy hasonlé négyszoget alkot, tehat a

kezds pontba fogunk érkezni az ut végén.

A koordinatageometria az a témakdr, amirdl elmondhaté, hogy igen hossza-
san foglalkoznak vele a kozépiskolaban. Egy igen nagy témakor, ami tulaj-

donképp a méar meglévs geometriai és algebrai tudasra tdmaszkodik.

e Adott a térben egy egész oldalhosszusagu kocka, amelyrdl tudjuk, hogy
az egyik lapjan levé négy csics koordinatai valamennyien egész szé-
mok. Bizonyitando, hogy a masik négy cstcs koordinédtéi is egész szé-
mok! [3]

Megoldds: Az adott lapjan 1év§ irdnyvektorok azonosak az erre a lapra
merdleges lapokon 1év6 normélvektorokkal. Mivel az adott lapon a ko-
ordinaték egész szamok voltak, igy az iranyvektor koordinétéai is egé-
szek, ezaltal a ra4 merdGleges lapokon szereplé normélvektorok is, igy az
egész koordinatakbol ismét egész koordinatékat kapunk. (felhasznél-

tuk: a vektorok koordinatas Osszeadasat)

e Hatarozzuk meg azon pontok halmazat a sikon, amelyekbdl az 22 +
y? =20 —2y+1 =0 és az 22 + y*> — 4z — 10y + 25 = 0 egyenlet

korokhoz huzott érintGszakaszok hossza megegyezik!|4]
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Megoldds:

Alakitsuk 4t az egyenleteket:
(r=1P+ (-1 =1

(0=2+(y—5)7 =4

Ebbdl meg tudjuk hatarozni a két kor kozéppontjat és sugarat. Ki(1,1)
ésr1 =1, mig K9(2,5) és ry = 2.

Legyen egy P(x,y) pontra igaz, hogy a bel6le huzott két érintGsza-
kasz az 1-1 kérhoz azonos hosszisaguak. Ekkor felirhaté a kovetkezd

egyenlGség Pitagorasz-tételt hasznélva:
-2+ (1-y?-1=02-2)+ -y’ -4
Rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy:
T+ 4y =12

Tehét egy egyenes egyenletét kaptuk meg. Errsl az egyenesrdl a ki-
egészit§ anyagbol tudjuk, hogy § a két kor hatvanyvonala. Visszahe-
lyettesitve a hatvanyvonal definici6jiba, vagyis (PK1)? — r2-be és a
(PK3)? — r2-be ugyanazt kell, hogy kapjuk, és nem szabad, hogy meg-
oldasa legyen kiilonben egyetlen pontot kapnéank.

Az els6be helyettesitve x = 12 — 4y-t:
(4y —11)2 + (1 —y)* — 1 = 17y* — 90y + 121
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A masikba helyettesitve:
(4y —10)2 + (5 —y)? —4 = 17y — 90y + 121

Tehat valoban ugyanazt kaptuk. Ez biztositja szdmunkra, hogy az
egyenesnek valéban minden pontjara teljesiil, hogy az érint&szakaszok
hosszai egyenl6k. Az egyenlet akkor nem megoldhatd, ha D < 0, és
itt D = 902 —4-17-121 = —128. Amit kaptunk valéban a két kor

hatvanyvonala.
Egy mésik nagy témakor a térgeometria.

e Milyen tavolsidgra van a pontszerid fényforras a 11,8m sugara gémb
kozéppontjatol, ha a gombfeliilet megvilagitott része 540, 6 m?2.[5]
Megoldds: A feladat nehézsége a térszemléletben lakozik, azaz a dia-
kok el tudjak-e képzelni, hogy az a fényforras, hogyan vilagitja meg a
gdémbot.

A megvilagitott rész egy gombsiiveg lesz, aminek a felszine:
A = 2xRm + 7r?

Ahol jelen esetben R a gdmb sugara, r megvilagitott gdmbsiiveg alap-
korének sugara és m a gdombsiiveg magassaga. A gémb f6korének ko-
zéppontjatol, azaz a gémb koézéppontjatol a gémbsiliveg alapkorének

koézéppontja d tavolsagra van. A készitett sikmetszet alapjan felirhato:
r2 — R2 _ g2
m=R—d

Tehat igy a felszin képlet atirhatd, mint egy egyismeretlenes egyenlet,
amibdl azt kapjuk, hogy d = 7,82 és ebbdl r ~ 8,84 és m ~ 3,98.

Miutéan ezt kiszamitottuk tekintsiik a sikmetszetet.

26



A sikmetszeten legyen a pontszeri fényforras P, a gémb kézéppontja
O, a gbmbsiiveg alapkorének kozéppontja K és a fényforras érintési
pontja a gémbre vonatkozoan ), tovabba a K P szakasz metszéspontja
a gbmbbel legyen S. Ekkor a PQO és a QK P derékszogii haromszogek,
ahol a QK PA C PQOA, tehat alkalmazhatoé a magassag-tétel:

KQ*=OK(KS + SP)

Itt ismerjik K@Q-t, ami r, OK-t, ami d, K.S-t, ami m és az ismeretlen
SP legyen z. Ekkor:
r? =d(m+ z)

amibdl x ~ 6,01, tehat a pontszeri fényforras tavolsiga a gémb ko-

zéppontjatol: ~ 17, 81.

Tekintsiik a kocka két szemkozti csticsat és ezekbe a csticsokba nem
befut6 élek felezépontjait. Bizonyitsuk be, hogy ezek egy szabélyos
hatszog cstucspontjai.[5]

Megoldds:

Ahhoz, hogy belassuk, hogy valéban szabalyos hatszdget kaptunk els-
szor megvizsgaljuk, hogy a keletkezett oldalak egyenls hossziak, min-
den belsd szoge 2?”—os és az oldalak paronként parhuzamosak.

Az oldalak egyenl6sége konnyen latszik, ha Pitagorasz tételt alkalma-
zunk. Mivel az lathato, hogy a hatszég minden oldala, ugyanazzal a
modszerrel szamolhato ki és ugyanazokkal a szdmokkal, igy egyenlé ol-

dalakat fogunk kapni.
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Az oldalak parhuzamossaga adodik a kocka lapjainak parhuzamossé-

gabol.

/

)y B

A bels6 szogek megmutatasara szintén elegendd egy szdget megnézni,
a tobbi ugyanigy szamolhaté. Nézzik az [JK/-et. Az IBK/-r6l
tudjuk, hogy derékszdg igy abbdl kiszamolhat6 az I K hossz. Az I[J =
JK hossz kéonnyen szamolhat6. IJ = %2 + %2 = % Az IB =
\/12 + %2 = é, igy az IK = %—1—% = @. Ezek segitségével ki
tudjuk szadmolni koszinusz-tétellel az IJK /-et.

IK?=1J>+JK?—-2.1J-JK -cosa

6_1,1 ,1
4—2 B B COS «x

1
—— = cos
2
2
a=—
3

Valoban hatszoget kaptunk.

Szeretnék még mutatni a fentieken kiviil par jatékos példat a teriiletsza-

mitasra.

e Szamoljuk ki az aldbbi négyzetben a szinezett rész teriiletét, ahol a

négyzetben negyedkorivek vannak. [9]
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Megoldds: Osszuk fel a négyzetet 4 részre, méghozza gy, hogy hiz-
zuk be az oldalfelez§ merdGlegeseket. Ezéltal a két atlosan elhelyezkedd
kis négyzetekben ugyanazt a teriiletet kell szamolni. Az egyikben a
kis négyzet teriletébdl kell kivonni a negyedkoriv teriiletét, mig a mé-
sikban csak a negyedkoriv teriiletét kell kiszamolni, ahol a negyedkor-
ivek sugara a kis négyzetek oldalhossziusaga, vagyis az eredeti oldalunk

hosszanak a fele. Tehat a szinezett rész teriilete:

a2 a—27T ﬁﬂ' CLQ—ﬁﬂ' ﬁﬂ' CL2
=2 A== 573

Téglalapot daraboljunk fel 5,6,7 illetve 8 téglalapra tgy, hogy koziiliik
semelyik két szomszédos se alkosson egyiitt téglalapot! [9]

Példa megolddsok:

A 2 / 2
3 3
lp = = 4
©
1 3,1[1 f 2 |q
7 5@ g7 [,
©
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Végiil, ahogy azt mar a fejezet elején jeleztem most egy olyan feladatot
mutatnék be, amit tobbféle modszerrel is meg lehet oldani. Ezt a felada-
tot taldn az utolsdé évben érdemes a didkok koérében megmutatni, ezzel is
ramutatva a lehet&ségekre, amit a matematika, jelen esetben a geometria
rejt, miszerint ekkorra a legtobb feladathoz mar nem csak egy eszkéz van a
keziinkben, egy feladatot mar nem csak egyféleképpen tudunk megoldani.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a haromszog oldalfelezd merGlegesei egy

pontban metszik egymast.

Megoldds 1.: Legyenek az ABC haromszog egyes csticsai o, 3 és vy és az
oldalfelezs pontok az A cstuccesal szemben kezdve D, E és F'. Ha Osszekotjiik
ezeket az oldalfelez pontokat, akkor ismét egy haromszoget kapunk, amely-
nek az oldalai az eredeti haromszog kozépvonalai és megmutathato, hogy
az eredeti haromszogiink oldalfelez6 merélegesei az (j haromszégnek épp a
magassagvonalai, amikrél tudjuk, hogy egy pontban metszik egymaést.

Megoldds 2.: Legyenek az ABC' haromszog cstcsainak helyvektorai @, b

és ¢. Megmutathato, hogy az AB oldal oldalfelez6 mer&legesének egyenlete:

Lo d+b
@B -
ahol ¥ a felezd merdleges tetsz6leges pontja. Ugyanigy a BC illetve a C A
oldalra: .
- c+b
(b —&)( — )
L ., a+c
(@—a)( — )

Emellett tudjuk, hogy A, B és C' sikbeli pontok pontosan akkor vannak egy

egyenesen, ha ¢ = ad + [35 teljesiil. Jelen esetben, ha az els6 kettd egyenes
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egyenletét Osszeadjuk, akkor épp a harmadikat kapjuk, tehét valéban egy

ponton mennek At.
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2.3. Miért?

Ahogy azt a cim is sejteti, ebben a részben arra torekszem, hogy megmu-
tassam, miért tartom fontosnak a geometria tanulasara valdé motivalast. Itt
kiilon targyalom, hogy &ltaldnosan mért tartom fontosnak a geometridban
valo jartassagot és egyetemi viszonylatban, azaz ha egy didk a matematika
szak mellett kotelezddik el, akkor neki miért fontos a geometridban otthono-

sabban mozogni.

2.3.1. Altalanosan miért fontos

A geometria egyre kevesebb hangsulyt kap a kozépiskolai oktatasban, holott
a hétkoznapi életben is igen fontos szerepe van.

Egyrészt a geometria az egyik teriilete a matematikanak, ahol mar koréan
el6fordulnak tételek illetve alapfogalmak. A geometridnak ez a fogalom-
épitése a hétkoznapi élet alap konvencidira tanitja az atlag embereket. A
hétkoznapokban is szabalyok szerint éliink és vannak szocialisan &altalanos
érvényd torvények, amiket megtanulunk és alkalmazunk.

Mésrészt a geometriai szemlélet a térbeli tajékozodasban jatszik igen
nagy szerepet. A geometria talan a leginkdbb képes arra, hogy egy térbeli
szemlélet, térbeli tajékozodasi képességet kialakitson. Ugyanakkor esztétikai
fejlédést is hordoz. Sajat magamnél vettem észre ezt a leginkabb. Még alta-
lanos iskola als6 osztalyaiban a testvéremmel felmértiik a kézligyességiinket.
Erre nem is felelhetett meg jobban mas, mint, hogy ki tud szebben egye-
nest rajzolni, vagyis htizni. Testvéremnek mar akkor nagyon jo kéziigyessége
volt és fiatalabb kora ellenére § hiizta a szebb vonalat. Ugyanakkor mara
mar elmondhatom, hogy az akkorihoz képest rengeteget fejlédtem, aminek
nyilvanvaléan mas héttere is van, de Ggy gondolom nagyon sokat jelentett a

rengeteg geometriai szerkesztés, és geometriai rajzok készitése.

2.3.2. Egyetemi viszonylatban

A geometria ugyanakkor az egyik legfontosabb tantargy azok szaméara, akik
a matematika szakot valasztjak tovabbtanulasuk céljaul.

Személy szerint érdekes volt tapasztalnom, hogy annak ellenére, hogy a
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kozépiskolaban mar nem foglalkoznak olyan szamottevGen a geometridval,
itt az egyetemen legkevesebb harom féléven &t tanuljuk, ugyantugy, mint
analizist.

AlapvetGen a kovetkezd témakordkben kell otthonosan mozognia annak,

aki elvégzi a matematika alapképzést:

e Elemi sik- és térgeometria, szerkesztések. Fzen beliill hdromszogek,
specialis négyszogek, sokszogek, poliéderek, konvex alakzatok, gémbi
geometria, geometriai szerkesztés, nevezetes szerkesztési kérdések és az
algebrai vonatkozasok.

E témakorok sikeres elsajatitdsdhoz tigy gondolom elengedhetetlen a
szerkesztési feladatokban valo jartassag. Igy egyrészt maga a szerkesz-
tési folyamat, mésrészt az illeszkedés fogalma. Dolgozatomban a fel-
adatok kozott épp ezért szerepel illeszkedést bizonyitando feladat. Az
illeszkedést bizonyitand6 feladatok nem jellemzGek a kozépiskolaban,

pedig a geometridban valé jartassaghoz létfontossag.

e Geometriai transzformaciok és azon beliil hasonlésig, egybevagosag,
inverzi6, affinitds és projektivités illetve veliikk kapcsolatosan a hiper-
bolikus geometria.

Itt mindenféleképpen jobb esélyekkel indul az a hallgatd, aki nem itt
az egyetemen hall elGszor az affin transzforméaciorol vagy az inverzi-
orol, illetve a projektivitasrol. Sokat jelent, ha ezekrSl mar van egy
alapképe, még ha csak annyi is, hogy ismeri a definicidjukat, és arra
probal tovabb épitkezni itt az egyetemen. Fontosnak tartom tovabba,
hogy a kozépiskolai didk tisztaban legyen vele, hogy mi az, hogy iré-
nyitastarté és irdnyitasvalté transzformaécio, és egyaltalan magéval az

irdnyitas fogalmaval a geometriaban.

e Analitikus geometria, vagyis tisztdban kell lennie a vektorokkal és ko-
ordinatéakkal, vektormitveletekkel, az euklideszi vektortérrel, alakzatok
egyenleteivel, a kor geometridjaval és a kupszeletek elemi, analitikus és
projektiv tulajdonsigaival.

Ez a témakor talan az egyik legkritikusabb kozépiskolai szemmel. A

vektorokkal kozel sem foglalkoznak olyan mélyen a kozépiskolaban,
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hogy uténa a didk felkésziilten fogadja, hogy egy félévi anyagnak mi-
nimalisan a fele itt az egyetemen a vektorokrol illetve a vektorokrél
tanultak alkalmazéasarol szol. Epp ezért, aki nem kapott mélyebb okta-
tast a vektorokrol kicsit elveszhet mér rogton az els6 félévben. Szintén
a szerencsésebbek kozé tartozik az a szakhallgato, aki nem csak a koor-
dinatageometria kapcsan talalkozik a kupszeletekkel a kozépiskolaban

és kicsit bévebb ismeretet szerzett a kupszeletek tulajdonsagairol.

A témakorokhoz flizott megjegyzések, f6leg személyes tapasztalatomon
nyugszanak, de volt szerencsém errél par olyan hallgatétarsammal is elbeszél-
getni, akik bar nem matematika specializéciés osztalyba jartak, de ugyanugy

matematika fakultaciora, mint én.
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3. fejezet
Befejezés

Szakdolgozatomban igyekeztem egy olyan kiegészité anyagot Osszeszedni,
amellyel gy gondolom, érdekesebbé lehet tenni egy-egy geometria o6rat il-
letve egy absztraktabb gondolkodast kialakitani a didkokban, hogy igy si-
kereket érhessenck el a geometriai tanulmanyaik soran. Epp ezért szerepel
vegyesen az érdekesség és az olyan tartalom, amivel inkdbb egy gondolkodas-
modot szeretnék kialakitani. Nem allitom, hogy mindezt, amit leirtam akar
egy érdekl6débb csoportnal is el lehet mondani, de bizonyosan lehet beléle
valogatni a csoporthoz igazodva.

A feladatok feldolgozasa soran igyekeztem a feladatmegoldést elGsegité
abrékat is késziteni a Geogebra illetve a Paint nevi programok segitségével,
hiszen egy geometriai feladat megoldasit altalaban abrak illetve vazlatos
rajzok segitségével vezetiink le a gyakorlatban is. Véleményem szerint f6ként
ez az elGsegitGje a térszemlélet és az esztétikai érzék fejlédésének is.

Ugy gondolom, hogy a matematikaoktatasban ugyanigy nagy hangstlyt
kell fektetni a geometriara, mint az analizisre példaul. Az elméleti anyagnak
ugyanugy teret kell kapnia, mint a feladatmegoldasnak. De ugyanakkor a
feladatmegoldés sorén elényben részesiteném a kicsit elvontabb gondolkodéast
igényls feladatokat, mint az egyszertibb ,szerkessziik meg” tipusiakat.

Az emlitett tartalom segitségével elérhetjiik, hogy a kiils6 motivacio a
matematika tanulasara belsévé valjon, és ezaltal megmutathatunk a didkok-
nak egy olyan vildgot, amibe nekem csak itt az Eotvos Lordnd Tudomény-

egyetemen volt szerencsém betekintést nyerni.
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