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Bevezetd

A természettudomanyok oktatasaban fontos megmutatni az egyes tantargyak kozotti
kapcsolatokat. Matematika és fizika szakos tanarként hasznosnak tartom a matematika
fizikai alkalmazasainak megismertetését. Ezért a szakdolgozat téméja olyan geometriai
témakorok kidolgozasa, melyek igen jol hasznalhatok a fizika egyes teriiletein.

Az elst fejezet a hdromszogekrol sz0l, az itt talalhato ismeretekkel mar a kozépiskola
elején taldlkoznak a didkok. Az Osszefiiggések hasznalhatosagat egy, az 6korban végzett
méréssorozattal szemléltetjiik. A mérés célja néhany alapvets csillagiszati tavolsag
meghatarozasa a Naprendszerben.

A kovetkezd fejezetben a gombi geometridval foglalkozunk, melynek ismereteit a
foldmérésben hasznositjak. Szo lesz arrdl is, hogy kis tavolsagok esetén a Fold felszinét
sikkal kozelitjiik, ebben az esetben ismét az el6z6 fejezet Osszefiiggéseit alkalmazhatjuk.

Az utolso fejezet ismét a Naprendszerbe kalauzol benniinket. Itt a korok és el-
lipszisek tulajdonsagainak ismeretében megismerhetjiik Kepler nevezetes torvényeit a
bolygok keringésérdl.

Mivel a dolgozatban euklédeszi és gombi geometridval is foglalkozunk, a zavar elk-
eriilése érdekében a jeloléseket az adott geometridhz igazitjuk. Szog jelolésére az eu-
klédeszi geometridban a Z jelet, gdmbi geometridban a < jelet hasznaljuk. Két pont
tavolsaganak jelolése az euklédeszi geometridban: d.(A, B), mig a gdmbi geometriaban:
ds(A, B).



1. Tavolsagok a vilagirben -

haromszogelés

Ebben a fejezetban az euklédeszi geometria alapjairol lesz sz6. Célunk a haromszogekkel
kapcsolatos fontosabb ismeretek Gsszegytijtése, a szogfiiggvényekkel foglalkozo Gsszefiig-
gések megértése [HGy]| és [RI] alapjan. Az elmélet megalapozasa utan megismerkediink
egy, mar az Okori Gorogorszaghban hasznalt alkalmazassal: a bolygdk tévolsaganak
meghatarozasaval. Ehhez forrdsunk Simonyi Kdroly ismertet A fizika kultirtérténete

([SK]) c¢imt munkajéban.

1.1. Euklédeszi trigonometria

Az euklédeszi geometriaval foglalkozo fejezetekben a pontot, az egyenest és a sikot
alapfogalmaknak tekintjiik. Tovabbi fogalmak, melyeket itt nem definidlunk t6bbek
kozott a szakasz, a haromszogek kiilsG és belsé szogei, valamint a hasonlésidg. Egyes
tételeknél vektorokat is alkalmazunk, ilyenkor Descartes-féle koordinita-rendszerben

dolgozunk.

1.1.1. Definicié. Vegyiink hdrom pontot a sikon, valamint az ezek dltal meghatdro-
zott hdrom szakaszt. Ekkor a hdrom pont és a hdrom szakasz unidjdt hidromszognek

nevezzuik.

Haromszogek esetén szokasos jelolés az oldalakra: a, b és ¢, melyek rendre az A, B
és C csucsokkal szemkozt helyezkednek el. A szogek jelolésére o az A cstcsndl, § a B
csticsnél és v a C csiicsnél helyezkednek el. Derékszogi haromszogben a két befogod a
és b, az atfogo c.

Egy haromszog elfajuld, ha csticsai egy egyenesre illeszkednek. A héromszogeket

szogeik mértéke szerint harom csoportba bontjuk: vannak hegyesszégl - minden szoge
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hegyesszog -, derékszogl - van egy derékszoge - és tompaszogi - van egy tompaszoge
- hdromszogek. Derékszogii haromszogben a derékszoget bezaro oldalakat befogoknak,
a derékszoggel szemkozti oldalt atfogonak nevezziik. Az elemi geometridban a harom-
szogek épitckoveknek tekinthetsk, ezért néhany tulajdonsaguk igen jelentés. A harom-

sz0g sz0gosszegére vonatkozo allitast alaptényként kezeljiik.
1.1.2. Allitas. A hdromszig belsé szigeinek dsszege 180°.

A kovetkezs tételek a haromszogek oldalai és szogei kozotti Osszefiiggéseket adjak

meg.

1.1.3. Tétel. Eqgy hdromszdg tetszdleges csiucsdhoz tartozo kiilsé szog nagyobb, mint

barmelyik mdsik csiucsbeli belsd szdg.

Bizonyitds. Vegylink egy ABC haromszoget, és tekintsiik a C-nél 1évé kiilsé, és a B-
nél 1év6 belsd szoget. Hosszabbitsuk meg AC oldalt C' ponton til és vegyiik fel rajta
a D pontot, valamint legyen F a BC oldal felez6pontja az 1.1 abran lathaté6 modon.
Tiikrozziik az ABE haromszoget az E pontra, igy kapjuk az FCEA-t. Mivel F'a BCD

1.1. 4bra.

szogtartomanyban van, ezért BCF/ < BCD/Z. A tiikrézés miatt BCF/ = ABC/Z,
igy Osszességében ABC/ < BCD/. O

1.1.4. Tétel. Vegyiink eqy ABC, hdromszéget, melynek az ABCy hdromsziggel van
eqy kizds oldala, és Cy benne van ABC hdromszogben. Ekkor a kozos oldallal szemkizti

sz69 ABCy hdromszogben nagyobb, mint ABC, hdromszigben.



1.2. 4bra.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy Cy a BC) oldalon van. Ekkor AC, B/ kiilsG szdge
az AC1Cy/A-nek, és ezért az 1.1.3 tétel szerint nagyobb AC, B/-nél.

Nézziik azt az esetet, mikor Cy az ABC)/A belsejében van. Hosszabbitsuk meg
az ACy egyenest, legyen D a meghosszabbitasnak és a BC) oldalnak a metszéspontja.
Ekkor az el6bbiek szerint AC1 B/ < ADB/, méasrészt ADB/ < ACy;B/, ezért valbban
AC1BZ < ACyBZ. O

1.1.5. Tétel. Tetszdleges haromsziégben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van.

Bizonyitds. Vegyiink egy ABC' haromszdget, melyben legyen AC > BC'. Vegyiik fel
az AC oldalon azt a D pontot, melyre BC = CD.

C

1.3. 4bra.

Mivel ekkor BCDA egyenlGszara, DBC/ = BDC/Z. Mivel a BD szakasz ket-
téosztja az ABC Z-et, igy ABC'Z > DBCZ. Mivel BDC Z kiils6 szoge az ABD hérom-
szognek, igy az 1.1.4 tétel szerint BDC/Z > BACZ. Az eddigieket Osszegezve adodik,
hogy ABC/Z < BACZ. O

1.1.6. Tétel. Egy hdromszog tetszdleges két oldaldnak az dsszege nagyobb, mint a har-
madik oldal.



Bizonyitds. Vegyiink egy ABC haromszoget, és lassuk be, hogy AC' + CB > AB.
Ehhez hoszabbitsuk meg az AC' oldalt egy BC oldal hosszi szakasszal, ennek végpontja
legyen D. Huzzuk be a BD szakaszt, igy egy egyenld szara haromszoget kapunk (1.4
abra), melyben igy CBD/ = CDBZ. Mivel BC' szakasz az ABD/\ belsejében van,
ABD/ > CBD/, igy ABD/Z > ADB/ és az ABDA oldalaira AD > AB. Ez pedig
AD = AC + CB egyenlgség miatt a fenti egyenlGtlenséget igazolja. O

D)

1.4. 4bra.

Haromszogekkel kapcsolatos feladatok megoldasahoz nagyon jol hasznélhatok a
szogfiiggvények.

1.1.7. Definicio. Vegyiink a Descartes-féle koordindta-rendszer origdja (O) kiril egy
eqy sugaru kort, és annak eqy tetszdleges P pontjdt. Legyen az origobol a P-be mutato
helyvektor €, melynek az x tengellyel bezdrt szdge . Ekkor €-nek a-tdl fiiggd két ko-
ordindtdja kozil az elsét a koszinuszdnak (cosa), a mdsodikat o szinuszdnak (sin )

nevezzuik.

Ha cosa # 0, illetve sina # 0, akkor definidlhatjuk

sin «
tga =

COS (¢

COSs &
ctga = —

sin «

hdnyadosokat, mint o tangensét illetve kotangensét. Amennyiben cosa = 0, gy azt

mondjuk, hogy tg a nincs értelmezve, és hasonldan, ha sina = 0, akkor ctga-t nem

értelmezzik,.



Egy sikbeli v vektor irdnyszige az x tengely és a o/ vektor altal meghatarozott iranyi-
tott sz6g. Legyen a vektor hossza v, irdnyszoge a. Ekkor o koordinatai (v cos «, v sin ),

mert ez a vektor a (cos o, sin a) egységvektor v-szerese.

1.1.8. Tétel. (Szinusztétel) Tetszdleges hdaromszigben az oldalak ardnya megegyezik a

veliik szemkézti szogek szinuszanak ardnydval. Vagyis a szokdsos jelolések mellett:
a:b:c=sina:sinf:siny (1.1)

Bizonyitds. Vegyiink egy ABC haromszoget, és hiuzzuk be az m magassdgot a C

pontbdl az 1.5 abra szerint. Az eddigiek szerint

1.5. abra.

m = asinf = bsin«

melyb6l atrendezéssel megkapjuk a : b = sina : sinf egyenlGséget. Kénnyedén
megkaphatjuk a tételben szerepl§ tobbi egyenlGséget, ha a gondolatmenetet mas

oldalparokkal vezetjiik végig. U
1.1.9. Tétel. (Koszinusztétel) A szokdsos jelolések mellett:
¢ =a®+b® — 2abcosy (1.2)

Bizonyitds. Legyenek a = CB, b= CA és @= AB vektorokat. Ekkor teljesiil ¢ = a—b

(1.6 abra). Az egyenlGséget négyzetre emelve

& =a+b?—2ab



-
[

o]

1.6. abra.

adodik. Ebben az egyenlséghen a vektorokat skalarisan szoroztuk. A szorzatokat kife-

jtve éppen az 1.2-es Osszefiiggést kapjuk. O

A haromszogek halmazan beliil a derékszogi haromszogek igen fontos helyet foglal-
nak el, ezért a kovetkez&kben bebizonyitunk néhany, specidlisan ilyen haromszogekre
kimondott tételt.

1.1.10. Tétel. (Magassdgtétel) Derékszogi hdaromszigben az dtfogéhoz tartozé maga-

ssdg a befogok dtfogdra vett merdleges vetiileteinek mértani kézepe.

|
|
|
|
|
|
|
|
6
T

1.7. abra.

Bizonyitds. Vegylink egy ABC' derékszogii haromszoget, melyben a derékszog a C
csucsnal fekszik. A C' pontbdl a ¢ oldalra bocsassunk merélegest, ennek talppontja
legyen T'. Legyen AT = q és TB = p (1.7 abra). Ekkor a CT szakasz a haromszoget

két hasonlo haromszogre bontja, mivel mindkett6 derékszogt, és van 1-1 koézos szogiik
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az ABC' héromszoggel: CBTA ~ ABCA ~ ACTA. A hasonlésag miatt a megfelel§
oldalak aranyai egyenléek: p : m = m : ¢, amib6l m? = pq kovetkezik, ami éppen a

bizonyitani kivant Gsszefiiggés. 0

1.1.11. Tétel. (Befogotétel) Derékszogid hdaromszigben barmely befogs mértani kizepe

az & dtfogora vett merdleges vetiiletének és az dtfogonak.

Bizonyitds. Vegyiink egy ABC' derékszogli haromszoget, melyben hasznaljuk az 1.1.10
tételben alkalmazott jeloléseket. Amint azt az el6z6 tételben belattuk, a magassagvonal
két, az eredetivel hasonl6 haromszogre bontja ABCA-t. Az oldalak kdzotti aranyt
felirva a : ¢ = p : a adodik, azaz a® = cp, mely éppen a bizonyitani kivant dsszefiiggés.

O

1.1.12. Tétel. (Pythagorasz-tétel) A derékszigi hdaromszig befogdinak négyzetisszege

megeqyezik az dtfogo négyzetével, vagyis a szokdsos jeldlések mellett:
a? +b* = (1.3)

Bizonyitds. Irjuk fel az ABC derékszogt haromszog mindkét befogojara a befogotételt
az 1.7 abran lathato jelolésekkel: a szokasos jelolések mellett: a? = cp és b? = cq. Ezeket
Osszegezve:

a>+ b =cp+ecq=clp+q) =c

1.2. Tavolsagmérés a Naprendszerben

Az égitestek tavolsdgmérésének kezdete az oOkorba nyulik vissza. Szamoszi Arisz-
tarkhosz igen részletesen foglalkozott a két legfeltiinGbb égitest, a Nap és a Hold
méreteivel, Foldtdl valo tavolsdgukkal. Fennmaradt mitivében, az A Nap és Hold alakja
és tdvolsdgd-ban a Fold atmérgjéhez, mint egységhez viszonyitva hatarozta meg a cim-
ben szerepld adatokat. Sajnos Arisztarkhosz mérései nagyon pontatlanok voltak, igy a
szamolt eredmények néhol tobb nagysigrenddel eltérnek a valostol.

A Hold atmérgjét (Dy) egy teljes holdfogyatkozas alkalméval hatarozta meg, még-
pedig agy, hogy megmérte, mennyi ideig tartozkodik a Hold a F&ld hengeresnek



1.8. 4bra.

tekinthetd arnyékaban (1.8 4dbra). Vegyiik az arnyékba valo belépés kezdetétdl a teljes
eltiinésig eltelt idGt, ez a szam jellemzi a Hold atmérgjét. FEzt leosztva azzal az id&vel,
ami a belépés kezdetétsl az djra felbukkanasig eltelik, kapjuk a két atmérs kozotti
aranyszamot, mely Arisztarkhosz méréseivel 0,36-ot adott. A tényleges, ardanyszam
0,27.

A Fold és Hold tavolsaganak (tpp) megméréséhez vette a Hold latoszogét (o)

a Fold egy tetszbleges pontjardl, ahogy az az 1.9 abran lathato. Ez a latoszog

—— (")

tey

1.9. abra.

nem alland6 nagysagi, mivel a Hold palyaja nem egy Fold kézépponta kor, ezért a
kozépérteket vette, ami 30’. A Hold atmérdjének ismeretében a tavolsag ezen szoghsl

meghatarozhato:

Masrészt az 1.1.7 alapjan, mivel ay nagyon kicsi:

sin(ay /2) ~ O‘TH (1.5)



Tgy kapjuk, hogy

(1.6)

1.10. abra.

Arisztarkhosz észrevette, hogy amikor a Holdnak pontosan a felét latjuk
megvilagitva, a Hold-Nap és a Hold-Fold iranya éppen mer6leges. Ezt a helyzetet
az 1.10 abra szemlélteti. Ekkor megmérve a Fold-Hold és a Fold-Nap iranyok altal
bezart ayy = 87° szoget, az eddigi eredmények felhasznalasaval meghatarozhato a

Fo6ld-Nap tavolsag (tpy):
. T
S1n <§ — aHN>tFN = tFH
Mivel ekkor § — amy nagyon kicsi, szinuszit kozelithetjiik a szog értékével:

7r
(§ - OfHN) tFN R tFH,

melyet atrendezve, majd leosztva Dp-el:

trn 1 lru
~ , 1.7
Dr (5 —ann) Dr (1.7)

melyre 180 adodott.
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Ma mar tudjuk, hogy ezek az értékek néhol nagységrendekkel eltérnek a valostol.
Ennek egyik oka lehet, hogy Arisztarkhosz a szogek mérését még a kortarsaiénal joval
nagyobb hibaval végezte el. Hatarozzuk meg, mekkora szdgeket kellett volna mérnie,
hogy a helyes aranyokat kapja!

Feladat: Mérési eredményekbdl tudjuk, hogy tpy = 384000 km, Dp = 12742 km,
Dy = 3476 km, valamint tzy = 150000000 km. Hatérozzuk meg agy-t és agyy-t.

Megoldds: Az 1.6 6sszefiiggést rendezziik o y-ra:
ag ~ 0,009052
adodik. Ez az érték ivmértékben adta meg a szdg nagysagat, atszamolva: ay ~ 0, 52°.
Az agy meghatarozésahoz rendezziik 4t az 1.7-es egyenletet, igy:

lro 1 384000km

™
OéHNzg__— .

- —1,57—0,00256 = 1,56744.
trn 150000000km ’ ’

A szoget fokokba atszamolva agy ~ 89, 85° adodik.
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2. Tavolsagok a Foldon - gombi

geometria

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezet mintdjara vezetjiik le a gémbi haromszogekkel
kapcsolatos tételeket [CsB| és [KA] alapjan. A gyakorlati felhasznalassal foglalkozo
részben megismerkediink a foldmérés alapjaival, melyrél bévebben [KrA] jegyzetben

olvashatunk.

2.1. GOmbi trigonometria

Tekintsiink egy O kozépponti, egység sugari gombot. A kovetkez6kben bevezetjiik a

gbmbi geometria alapfogalmait.

2.1.1. Definicié. Két pont gombi tavolsagan a hozzdjuk tartozo kozépponti szdgget
értjik. Jelilés: d (A, B).

2.1.2. Definicié. Gombi egyeneseknek nevezziik a gomb fékoreit (2.2 dbra). Két nem
datellenes pont az dket 0sszekdtd fokort két ivre bontja, melyek kézil az dtellenes pontpdrt

nem tartalmazot gombi szakasznak (2.1 dbra) nevezziik.

Vegyiink két pontot a gombon: A és B. Ekkor, ha ezek nem atellenes pontok, akkor
az AOB sik altal kimetszett f6kor rovidebb ive lesz a két pontot 6sszekoté gombi sza-
kasz. Amennyiben a két pont a gomb atellenes pontjai, gy végtelen sok 7 hosszusagu

gbmbi szakasz koti Ossze Gket.

2.1.3. Definicié. Két fokor szoge valamely metszéspontjukban vett euklédeszi térbeli
érintdeqyeneseik szége, ami megegyezik a fékoroket a gombfeliletbdl kimetszdé sikok

szogével.
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2.1. 4bra. 2.2. 4bra.

2.1.4. Allitas. Két ponttdl azonos tdvolsdgra levé pontok mértani helye a gombin eqy
olyan gombi egyenes, mely a két pontot dsszekitd gombi szakaszt merdlegesen felezi.

Ezt a gombi egyenest gombi szakaszfelez6 merélegesnek nevezziik.

Bizonyitds. A térben a két ponttol azonos tavol levé pontok halmaza egy sik, amely
természetesen tartalmazza a gomb kozéppontjat. Ennek a siknak a gémbbel vett met-
szete egy fokoriv. Ez a f6koriv mer6leges a gombi szakaszra. Ha az euklédeszi térben
tekintjiik a gébmb pontjait, akkor nyilvanvalo, hogy azok szimmetrikusak a koézéppon-
ton athalado sikra. Tehat az erre a sikra vald tiikrozés a gombi szakasznak a siktol
egyforma euklédeszi tavolsagra 1év6 pontjait felcseréli, szogtartd tulajdonsaga miatt

pedig a sik és a szakasz altal bezart szog csak derékszog lehet. 0

Ha két fél-fkoriv végpontjai egybeesnek, akkor azt mondjuk, hogy az A, B vég-
pontok és az a, b f6korivek kétszoget (77 abra) alkotnak. Az A és B pontokat a kétszog
csucsainak, az a és b koriveket a kétszog oldalainak nevezziik. A kétszog nyilasszoge

megegyezik a két f6kor szogével.

2.1.5. Definicidé. Vegyink hdarom pontot (A, B,C) a gémbon, valamint az ezek dltal
meghatdrozott harom gombi szakaszt. Ekkor a hdrom pont és a hdrom gémbi szakasz

unidjat gombharomszognek (2.3 dbra) nevezziik.

Haromszogek esetén szokasos jelolés az oldalakra: a, b és ¢, melyek rendre az A, B

és C csucsokkal szemkozt helyezkednek el. A szogek jelolésére o az A cstucsndl, f a B
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csucsnél és v a C csicsnél helyezkednek el.
A gdmbi haromszog csicsai az A, B és C' pontok, oldalai az ezen pontok altal
meghatarozott szakaszok, belsé szogei a szakaszok altal bezart szogek. Egy gdmbi

haromszog elfajuld, ha cstcsai ugyanarra a f6korre illeszkednek.

2.3. abra.

2.1.6. Tétel. Egy gombi hdromszogben nagyobb oldallal szemkizt nagyobb, egyenld

oldalakkal szemben eqyenld nagysdgi szégek fekszenek.

Bizonyitds. Vegylink egy ABC' gdmbi héromszoget, melyben a < b. Ekkor a C' pont
az AB oldal szakaszfelez6 merélegesének arra az oldalara esik, mint B. Kovetkezéskép-

pen az AC szakasz metszi a felez6 merdGlegest egy C* pontban. Ekkor a kdvetkezs
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Osszefiiggés 4ll fenn a gombharomszog szogei kozott: a = C*AB< = C*BA<, tehat
C*BA< < CBA<« = 4.

Hasonloan megvizsgalva a = b esetet lathato, hogy ekkor C* = (', amibdl
kovetkezik, hogy o = C*AB< = C*BA< = f5. O

2.1.7. Definici6é. Az olyan gombhdromszdget, melynek két oldala egyenld egyenls

szart gombi haromszognek nevezzik.

2.1.8. Tétel. Nem elfajulo gombi hdaromsziogben két oldal hosszanak osszege nagyobb,

mint a harmadik oldal hossza.

Bizonyitds. Fgység sugari gombben egy oldal hossza legfeljebb 7 lehet, igy az allitas
teljesiil ha a két oldal 6sszege nagyobb, mint 7.

Vegyiink egy ABC' gémbi haromszoget, és tegyiik fel, hogy AC+CB < 7. Hoszab-
bitsuk meg a 2.4 4bran lathaté moédon a AC' f6korivet a C' ponton tilra addig, mig a D
végpontjanak C ponttol valé tavolsaga éppen megegyezik a-val. Ekkor dy(A, D) < 7 és

2.4. abra.

a DC B gombi haromszog egyenl@szari. Ebben a gombi haromszogben a D és a B pont-
nal ugyanaz a § szog talalhato. Az el6bbi allitas szerint 6 < +« miatt AB < AC+CB
kovetkezik. Egyenléség esetén § = § + a miatt o = 0 all fenn. O

2.1.9. Kovetkezmény. Eqy gombi szakaszokbol dllo tordttvonal hossza legaldbb
akkora, mint a végpontok tdvolsdga. Fqyenldséq dll fenn, ha a tordttvonalak egy rétegben

fednek le eqy gombi szakaszt.
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Innen mar lathato, hogy a gémbi tavolsdg egy metrikdt ad a gémbdn, hiszen nem
negativ, pontosan akkor 0, ha két pont egybeesik, és a haromszog-egyenl&tlenség is

teljesiil.

2.1.10. Tétel. (Gombi szinusztétel) A szokdsos jeldlések mellett a kovetkezd teljesiil:
sinb : sinc =sinf : siny (2.1)

Bizonyitds. Vegyilink egy ABC gémbi hadromszoget az egy sugari gémbdn. Legyen A-
nak az O BC' sikra vett vetiilete D, és ennek OB és OC' egyenesekre vett vetiilete rendre
E és F (2.5 abra). Ekkor AF merdleges OB-re és AF mer6leges OC-re. Az AED/ = J3,
mivel 5 az AOB és OCB sikok altal bezart szog, és AE és DE mer6legesek a BO
egyenesre, tehdt AED/ is az ezen sikok altal bezart szog. Hasonléan AFD/ = ~,
ahonnan sin 8 = AD : AE és siny = AD : AF. Innen kovetkezik, hogy sin 3 : siny =
AF : AE. Tudjuk, hogy AOBZ = ¢, ahonnan kovetkezik, hogy AFE = sin ¢, hasonldéan
pedig, hogy AF = sinb. Innen tehat sin 8 : siny = sinb : sinc.

A tétel tobbi része hasonléan bizonyithato. O

2.5. abra.

2.1.11. Tétel. Gombi koszinusztétel az oldalakra:

cosa = cosbcos ¢ + sinbsin ¢ cos « (2.2)
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A bizonyitasban felhasznalunk egy ismert formuldt: ha egy sikban adott két
egymasra merGleges egységvektor, a és v, akkor a-nak v irdnyéba vett elforgatottja
t szoggel:

a' = costa + sin tv

Bizonyitds. Vegylink egy ABC' gémbi haromszoget, és harom vektort - a, l;, és C
-, melyek a gomb kozéppontjabol a haromszog megfelel6 csicsaiba mutatnak a 2.6
abra szerint. Definialjunk egy v, egységvektort, mely a héaromszog AB oldalanak A-
beli érint6 félegyenese iranyaba mutat, valamint egy v, egységvektort, mely AC oldal

A-beli érint6félegyenese irdnyédba mutat.

2.6. abra.

Ekkor b = coscd + sincv, és ¢ = cosbd + sin bu,. Skalarisan oOsszeszorozva a két

egyenletet:

cosa = bc (2.3)
= (coscd + sin cvy) (cos bd + sin buy,)
= cosbcosca? + cos csin bav, + cos bsin cavy, + sin b sin co, v,

= cosbcosc+ sinbsin ccos a,

mivel a2 = 1, dv;, = dv, = 0 és U0, = cos a. gy megkaptuk a keresett Gsszefiiggést. [
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A kovetkez6 tétel bizonyitasahoz be kellene vezetniink a polaris gémbi hdromszog
fogalmat, majd arra alkalmazni a 2.1.11 tételt. Mivel ezt nem tessziik meg, igy a tételt

bizonyitas nélkiil kézoljik.

2.1.12. Tétel. Gdombi koszinusztétel szogekre:
cos av = — cos 3 cosy + sin B siny cos a (2.4)

2.1.13. Kovetkezmény. Az azonos szdgekkel rendelkezd hdromszogek oldalainak

hossza is megegyezik.

2.1.14. Tétel. A C csucsandl derékszdgi gombi hdromszigben érvényesek a
kovetkezdk:
Pythagorasz-tétel:

COS ¢ = COS @ COs b (2.5)

Befogatétel:
tgb = tgccosa (2.6)

Bizonyitds. A Pythagorasz-tételt a 2.1.11 tétel cosy = 0 eset adja.
A Befogotételt megkapjuk, ha a géombharomszoget annak A cstiicsdban a gdmhot
érint6 sikra vetitjiik. Ekkor a kivetitett haromszog derékszogli haromszog, melynek

atfogoja tg c, a mellette levs befogoja pedig tgb lesz, az altaluk bezéart szog a. 0
A kovetkezd tétel a gombi és az euklédeszi geometria kapcsolataval foglalkozik.

2.1.15. Tétel. Legyenek a, b és ¢ nemnegativ valds szimok, melyekre teljestil a
hdromszdg-egyenldtlenség. Vegyiink az r sugari gombon A(r), B(r) és C(r) pontokat,
ahol a, b és ¢ rendre a megfeleld csicsokat az r sugari gombon dsszekdtd fokorivek
thosszai. Ekkor az A(r)B(r)C(r) gdmbi hdromszdig belsd szégei, ha a gomb sugara tart
a végtelenhez, tartanak az a, b és c oldalhoszakkal rendelkezd euklédeszi hdromszig o, B

€s vy szogeihez.

2.2. Tavolsagmérés a Fold felszinén

A Fold felszinén egy adott pont helyzetének meghatarozasaval, a foldfelszint6l vald ma-

gassag és a felszini tavolsagok mérésével a geometriai modszereket alkalmazd geodézia

18



tudomanyég foglalkozik. A geodézia tudomanyos feladata a Fold alakjanak, méretének
és nehézségi eréterének meghatarozasa, valamint a foldfelszin barmely pontjan végre-
hajtand6 helymeghatarozas elméleti megalapozasa. Gyakorlati feladatai a felszini ter-
meészetes és mesterséges alakzatok alakjelz6 pontjainak helymeghatarozasa, valamint
ezeknek mérethelyes abrazolasa (térképezés). Mi most az ehhez sziikséges tavolsig-
méréssel, illetve a helymeghatarozéassal foglalkozunk.

A Fold, mint égitest alakjat kétféleképpen tekintjiik. Létezik az agynevezett fizikai
alak, mely a tengerek és szérazfoldek altal meghatarozott felszint jelenti, és létezik
egy matematikai (elméleti) alak, mely valamelyik tenger meghatarozott kozépszin-
tjének magassagaban helyezkedik el, ezt nevezziik geoidnak. A méréseknél a geoid
alakot egy matematikailag konnyebben leirhat6 alakzattal szoktak helyettesiteni, ezt
az alakzatot nevezziik alapfeliiletnek, mely harom féle lehet. Amennyiben egy 4km sug-
aru koron beliil mériink, a sikot tekintjiik alapfeliiletnek, ennek a kozelitésnek a 2.1.15
tétel az alapja. Ha a munkateriilet egy 13km sugaru korbe foglalhat6, akkor gémbot
hasznalunk alapfeliiletnek, ami elég jol kozeliti a geoid alakot. Ennél nagyobb teriileten
valo méréskor forgdsi ellipszoidot hasznalunk, melynek paraméterit igy vilasztjuk meg,
hogy a lehets legjobban kozelitse a geoidot. Evvel az esettel bonyolultsaga miatt nem
foglalkozunk.

Egy, a Fold felszinén 1év6 pont térbeli helyét mérési eredményekbdl hatarozzuk
meg. Els§ lépésben kivalasztjuk az alapfeliiletet, majd a ponthoz (A) vetitéssel egy
alapfeliileti pontot (A’) rendeliink. Meghatarozzuk az igy kapott pont helyét, majd
A-nak az alapfeliilettd] mért magassdgdt (h) a vetités vonala mentén. Ennek a ma-
gassagnak a meghatirozasihoz példaul optikai szintezémiszer-t, a szogek méréséhez
teodolitot, a tavolsagok meghatirozasdhoz elektronikus tdvmérdket hasznélunk. Nap-
jainkban e két miiszer egybeépitésével 1étrejott a mérGallomas, angolul total station.

A vizszintes helymeghatarozas célja az alapfeliiletre vetitett pontok helyének
meghatarozasa. Ennek egy modszere, hogy meghatirozzuk tobb ismert koordinatajua
ponttol vett alapfeliileti tavolsagat. Tehat a vizszintes helymeghatirozashoz az
alapfeliileten értelmezett szogek és tavolsigok meghatarozésa sziikséges. Vegyiik az
A és B pontokat a terepen. Az A és B pontok tdvolsdga alatt a pontok alapfeliile-
tre vett vetiileteinek feliileti tavolsagat értjiik. A feliileti tavolsag meghatarozasihoz
el6szor vegyiik a két pont ferde tdvolsdgat, mely a végpontokra illeszkedd fiiggSleges

sik és a terep metszésvonalanak a hossza, ami kozelitheté egy olyan torottvonallal,
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melynek toréspontjai a terepen vannak.

A Fold felszinén mért hosszusdgnak az alapfeliiletre torténd atszamitasat két 1épés-
ben végezziik el. Az els§ lépésben ferde tdvolsdgokat (I;) mériink a terepen, ezt
felosztjuk révid szakaszokra, és mindegyiket a neki megfelel§ vizszintes sikra vetitjiik,
igy kapunk tobb [,; tavolsdgot. A geodétdk altal kidolgozott eljarassal ez lényegében
annyit jelent, hogy az egyes [; tavolsagokhoz egy, az [; hosszatol és a két végpontja mag-
assagatol fiiggs tagot adnak hossza. Ez a tag a redukcio. Masodik 1épésben a vizszintes
tavolsagot vetitjiik az alapfeliiletre. Amennyiben az alapfeliilet sik, tgy a két 1épést
egyszerre végezzik el, a ferde tavolsaghol azonnal az alapfeliileti tavolsagot kapjuk.

Attol fliggden, hogy az alapfeliiletiink sik vagy gomb, merdleges vagy kézéppontos
vetitéssel kapjuk az alapfeliileti tavolsagot. Nézziik elGszor a sik esetét. Legyen a mért
torottvonal i-edik darabjanak hossza [;, ennek a darabnak a vizszintessel bezart szoge

o;. Ekkor a szakasz vizszintes vetiiletének hossza
lyi = 1; cos . (2.7)

Amennyiben ismert a végpontok Am,; magassagkiilonbsége, akkor a cosa fliggvény

Taylor-soranak els6 tagjaval kozelithetjiik a vetiileti hosszt: cosa ~ 1 — %2, ahol kicsi

szogek esetén a-t kozelitjiik sina ~ %—Vel. fgy cosa ~ 1 — AQTWQLQ kozelitést kapjuk,
melyet a (2.7) egyenletbe helyettesitve
loi =1+ Dy (2.8)

egyenletet kapjuk, ahol A, ; = —AQ—ZL%. Ha az igy redukalt hosszakat 6sszeadjuk, akkor
jo kozelitéssel a végpontok ¢, = > 1, ; vizszintes tavolsagot kapjuk.

A gombre vetitett alapfeliileti tavolsidg meghatarozasdhoz vegyiink egy R sugart
gombot. Legyen ¢, a keresett alapfeliileti tavolsag, ¢, a vizszintes tavolsag az alapfeliilet-
t61 H magassagban. Ekkor a két tavolsdg aranya:

tg R R+H—-H H H

~1-—

t, R+H R+H = R+H R’

mivel a Foldet kozelité gomb sugarahoz képest a felszini magassag elhanyagolhaté
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t _—lv ZU __1U+£§U7

ahol A, = —%tv a tavolsag alapfeliileti redukcioja. Ez nagysagrendileg annyit jelent,
hogy egy 100 m-es magassagban mért 100 m-es tavolsag alapfeliileti redukcioja —1,6
mm = 0,0016 km.

Feladat: Adottak a kovetkezd adatok: ¢ = 0,025 km ferde tavolsag, Am = 0,003 m
az alapfeliilettsl vett H = 0,2 km-es magassagban. Hatarozzuk meg az alapfeliileti
tavolsagot, ha az alapfeliilet sik, illetve ha gémb. Utobbi esetben szamitsuk ki az
alapfeliileti redukciot, ha ismerjiik a Fold sugarat: R = 6371 km.

Megoldas: ElGszor végezziik el a tavolsag sikra redukakasat a 2.8 oOsszefiiggés
alapjan:

Am? 0,003?

to=t— _ 95— 0 ) 02482k
v o T ghp s M UHAS2Rm

Nézziik azt az esetet, mikor az alapfeliilet gomb.

Az alapfeliileti redukcié: A, = —%tv = —% x 0,02482 = —0,000000779km.

Végiil a gombre vetitéssel kapott tavolsag:
ty =t, + A, = 0,02482 — 0,000000779 = 0,024819km

Az eredményekbdl jol lathato, hogy kis tavolsdgok esetén a gombre és a sikra vetitett

tavolsagok hosszai kozotti kiilonbség valoban elhanyagolhato.
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3. A bolygék mozgasa - Korok,

ellipszisek

A fejezet célja a korok és ellipszisek tulajdonsagainak ismertetése [HGy] és [RI] alapjan.
miutan megismertiik az alakzatok legfontosabb tulajdonsigait, levezetjiik kanonikus
egyenletiiket. Végiil egy rovid attekintést adunk [SK] nyoman arrél, hogy ezen is-
meretek birtokdban hogyan jutott el Kepler a bolygok keringési palyajaval kapcsolatos

torvényeinek felismeréséhez.

3.1. A korok és ellipszisek jellemzése

3.1.1. Definicié. A kor azon pontok mértani helye a sikon, melyek egy megadot O
ponttdl (a kér centruma - kézéppontja) adott (0-tdl kilonbézd) tdvolsdgra (sugar) van-

nak.

Tudjuk, hogy egy kornek és egy egyenesnek 0,1 vagy 2 kozos pontja van, attol
fiigg6en, hogy a kor kdzéppontjanak az egyenestsl vett tavolsdga a sugarnal nagyobb,
azzal megegyezG, vagy kisebb. Ha egy egyenesnek egy korrel két kozos pontja van,
akkor a koron beliilre es6 szakaszat hirnak nevezziik. A kozépponton athalado hur az
atmérs. Ennek két végpontja atellenes pont. Ha a kornek és az egyenesnek egyetlen

koz0s pontja van, akkor az egyenest érintdnek nevezziik.

3.1.2. Tétel. A kirnek minden egyes pontjdban pontosan eqy érintdje hiuzhato, mely

a sugdrra merdleges.

A tételt nem bizonyitjuk.
Hasonléan kimondhatd, hogy a koron kiviil es6 barmely pontbol pontosan két érintG

htzhat6 egy korhoz.
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3.1.3. Tétel. Vegyiink eqy k kirt és eqy P pontot, mely a kirin kivil helyezkedik el.

Ekkor a P-bél k-hoz hizott érintdszakaszok hossza megeqgyezik.

Bizonyitds. Legyenek az érintési pontok A és B a 3.1 abra szerint, tekintsiik a PA
érintGszakasz PO egyenesre vett tiikorképét. Tudjuk, hogy a kor a PO egyenesre sz-
immetrikus, ezért az érintészakasz tiikorképe is P-bdl hazott érinté lesz. Mivel a P
pontbol pontosan két érinté hizhatod k-hoz, ezért ez az érinté PB lesz, mely szim-

metrikus szakaszok egyenld hossziak. 0

3.1. abra.

3.1.4. Tétel. A C(a,b) kizépponti, r sugari kér egyenlete
(. —a)* + (y — b)* = r? (3.1)

Bizonyitds. Az egyenletet a Pythagorasz-tételbdsl vezetjiik le. A 3.2 adbran lathatd

jelolések mellett

Az egyelnetben u-t és v-t helyettesitve a P és a C koordinataival adodik
(z—a)’ +(y—b)"=r?
ami épp a bizonyitandé Osszefiiggés. U

3.1.5. Definicio. Adott két killonbozd pont (Fy és F») az S sikon és egy a >
0,a € R tdvolsdg. FEkkor az Fi,Fy fokuszu, 2a nagytengelyd ellipszis pontjai a
{P €S |d(P,F\)+d(P, F,) = 2a} pontok.
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3.2. 4bra.

A fokuszpontokat Osszekotsé szakasz egyenesét, valamint felez6 merdlegesét
tengelyeknek nevezziik. A tengelyek merélegesen metszik egymast a fokuszpontokat
Osszekotd szakasz felez6pontjaban, ez az ellipszis centruma. A centrumnak egy fokusztol
mért tavolsagat linedris excentricitdsnak (c) nevezziik. Az ellipszis a tengelyek egye-
neseire szimmetrikus. Ennek oka, hogy ezekre az egyenesekre a fokuszpontok szim-
metrikusak, ezért ugyanazoktol a pontoktol ugyanakkora tavolsagdsszegre 1évé pontok

definialjak az ellipszist.

3.3. 4bra.

3.1.6. Allitas. Az ellipszis mindkét tengelyét két-két pontban metszi.
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Bizonyitds. A fokuszokat tartalmazo6 tengelyre az allitas abbol kovetkezik, hogy az
F\ F, szakasz pontjaira r1 +1ry = 2¢ < 2a, valamint a szakaszra illeszked§ egyenes tobbi
pontjara ez az Osszeg az O centrumtol mért tavolsag kétszerese. Tehat az egyenes azon
pontjai tartoznak az ellipszishez, melyeknek a kozépponttol mért tavolsaga a, ilyen
tulajdonségi pontbhdl pedig éppen ketts van, A és B.

A masik tengely pontjai - mivel ezeknek a fokuszoktol mért tavolsaga megegyezd -
akkor tartoznak az ellipszishez, ha a fokuszponttol mért tavolsaguk a. Ez a valamely
fokusz koriil irt a sugart kornek a tengellyel vett metszéspontjaira teljesiil, melyekbsl

¢ < a miatt szintén ketts, C' és D van. U

A tengelyeken elhelyezked§ ellipszispontokat tengelyvégpontoknak, az AB szakaszt
nagytengelynek, a C'D szakaszt kistengelynek nevezziik. A nagytengely hossza az dbran
lathato jelolések mellett 2a, a kistengely hossza 2b.

Ekkor a COF; derékszogii haromszogre a Pythagorasz-tétel szerint:

D2 = g% — 2
Az ellipszis egyik fokusza koriil a nagytengellyel, mint sugarral irt kort vezérkdrnek

nevezziik.Az ellipszisnek két vezérkore van.

3.1.7. Tétel. Az ellipszis az eqyik vezérkort belilrdl érintd és a mdsik fokuszon dthal-

ado kirdk kézéppontjainak mértant helye a sikon.

Bizonyitds. Legyen P az ellipszis egy pontja. Tudjuk, hogy erre a pontra r; + 1, = 2a,
melyb6l kévetkezik, hogy ro = 2a — ry, vagyis a P koriili r; sugara kor beliilr6l érinti
az F koriil irt vezérkort, és athalad Fy fokuszon (3.4 abra).

Masfelsl, ha egy pont koriil irhaté egy olyan kor, mely érinti az Fy kozéppontt, 2a
sugarn kort, valamint athalad F-en, akkor az emlitett vezérkort csak beliilrsl érintheti,
mivel F) fokusz a vezérkor belsejében van, hiszen a fokuszok 2c¢ tavolsagara 2¢ < 2a,
ahol 2a a kor sugara. Mivel az érintkez6 korok sugaraira ro = 2a — r; Osszefiiggés all

fenn, ezért a P pont az ellipszisen van (3.5 abra). O

3.1.8. Tétel. Eqy kért érintd és a kirnek egqy, a kézéppontjdval nem megegyezd belsd

pontjdn dthalado korok kozéppontjarnak mértani helye eqy ellipszis.
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3.4. abra. 3.5. abra.

Bizonyitds. Vegyiink egy kort és annak egy kézéppontjaval nem azonos bels6 pontjat,
melyen athaladnak a tételben szerepld korok. Tekintsiik azt az ellipsztist, melynek
egyik fokuszpontja a kor kozéppontja, masik a megadott pont, nagytengelyének hossza
pedig a kor sugara. Ekkor a kér ennek az ellipszisnek vezérkore lesz, és a 3.1.7 tétel

szerint az ellipszis éppen a tétel altal meghatirozott mértani hely lesz. O

Az ellipszist kupszeletként is szarmaztathatjuk a parabolaval és a hiperbolaval
egylitt. Utobbi kettdvel részletesen nem foglalkozunk, de a szarmaztatasukat megad-
juk. Vesziink egy teljes forkaskupfeliiletet, és vizsgaljuk egy sikmetszetét. Amennyiben
a sik nem halad at a kuap csticsan, és nem merdéleges a kup tengelyére, gy harom eset
lehetséges. Ha a sik és a kiptengely hajlasszoge nagyobb a kup félnyilasszogénél, akkor
a sik csak az egyik félkiipot metszi annak minden alkot6jaban, Gigy a metszet ellipszis
(3.6 abra). Ha a sik és a kaptengely hajlasszoge a kip félnyilasszogénél kisebb, akkor a
sik metszi mindkét félkiapot, és két alkotéval parhuzamos, akkor a metszet hiperbola.
Ha a sik és a kiuptengely hajlasszoge megegyezik a kup félnyilasszogével, akkor a sik

csak egy félkipot metsz és csak egy alkotoval parhuzamos, Ggy a metszet parabola.

3.1.9. Tétel. Ha eqy o félnyildsszogi forgdskupfeliletet eqy annak csicsdn dt nem
mend, a tengellyel B # 5 sziget bezdrd sikkal metsziink, akkor oo < [ esetén ellipszist

kapunk.

Bizonyitds. Vegyiink egy K kupfeliiletet melynek csiicsa C, valamint egy S sikot.

A bizonyitashoz tgynevezett Dandelin-féle gomboket hasznalunk fel: ezek érintik K-
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3.6. abra.

t minden alkotdjaban, valamint a metsz6 S sikot a 3.7 &4bra szerint. Pontosan két

3.7. abra.

ilyen gomb létezik, egy a sik f6lott (G1), egy pedig alatta (Gg). Ezek a gombok K-t
a ki és a ky korokben érintik, az S sikot pedig F) és F, pontokban. Legyen a két kor
tavolsaga egy alkotdé mentén 2a, ekkor azt allitjuk, hogy a metszet az F}, Fy fokuszi,
2a nagytengelyt ellipszis lesz.

Ennek beladtasdhoz vizsgéljuk meg, hogy egy tetszélegesen valasztott P € KNS

P

27



d(P, F») = 2a.

Legyenek A;, A; azok a pontok, melyek a P-n d&tmend alkoté metszéspontjai ki és
ko korokkel. Ekkor d(P, Fy) = d(P, Ay) és d(P, Fy) = d(P, As) a 3.1.3 szerint, mivel ezek
egy-egy kozos pontbdl huzott érintészakaszok G, és Gy gombokhoz. Az egyenlGségeket

Osszeadva:

d(P, Fl) + d(f)7 FQ) = d(P, Al) + d(f)7 AQ) = d(Al,A2> = 2a. U

3.1.10. Tétel. A forgdshenger tengelyével nem pdrhuzamos, rd nem merdleges sik a

hengerfeliiletet ellipszisben metszi (3.8 dbra).

N
N

/

N

3.8. abra.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel mintajara Dandelin-féle gomboket alkalmazunk. Vegyiink
egy hengerfeliiletet és egy S sikot. A G, Gy Dandelin-gémbdket tigy helyezziik el, hogy
a hengerfeliiletet £y és ko korokben, az S sikot F) és F, pontokban érintsék a 3.9 abra
szerint. Legyen a két kor tavolsaga egy alkoté mentén 2a, ekkor a metszetgorbe az
Fy, F; fokuszi, 2a nagytengelyt ellipszis lesz.

Legyen P a metszetgorbe egy tetszéleges pontja, és az ezen athalado alkotonak ky és
ko korokkel vett metszéspontjai A; és A,. P pont az A Ay szakasz belsejében van, mivel
a két Dandelin-gémb az S sik alatt, illetve felett van. Emiatt, mivel a kiils6 pontbdl egy
kérhoz huazott érintdk egyenls hossziak: d (P, Fy) = d (P, Ay) és d (P, Fy) = d(P, A).

Az egyenlGségeket Osszeadva:
d(P,F))+d (P, Fy) =d(P,A) +d(P,Ay) =d (A, Ay) = 2a.
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3.9. abra.

Az ellipszis egyenletét a centrumaba helyezett koordinata-rendszer segitségével
hatarozzuk meg, az ellipszis fokusza az z-tengelyen legyen (3.10 abra). Ez az ellip-

szis kanonikus egyenlete.

Ay

3.10. abra.

3.1.11. Tétel. Ha az ellipszis nagytengelye 2a, kistengelye 2b hosszu, akkor kanonikus
egyenlete:
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2?2

2 + 2 =1 (3.2)
Bizonyitds. Vegytnk egy tetsz6leges P (x,y) pontot a sikon, melynek Fj (—c,0) és
F, (¢, 0) fokuszpontoktol valo tavolsaga i és ro (3.11 abra). Allitjuk, hogy

A
Yy
P(x,y)
r
)
/ -
Fl(-c,O) F2(C,0) X
3.11. abra.

(r1+mry+2a)(ri+19—2a) (ry —re+2a) (—ry + 12+ 2a) =0

egyenlet a > c esetén csak a 2a nagytengelyt ellipszis pontjaira teljesiil. Ehhez elég
meggondolni, hogy a szorzat tényezsi egyenként mikor adnak adnak 0-t. Az elsé tényezd
pozitiv, igy az sosem lesz 0, az utols6 két tényez6 valamelyike pedig éppen akkor 0, ha
|11 — 19| = 2a, és ez |rp — ro| < 2¢ haromszog-egyenlGtlenség miatt nem kovetkezhet
be. A szorzat masodik tényezGje pedig akkor és csak akkor O, ha r; + ry = 2a, ami
éppen teljesiil az ellipszis pontjaira.

Alakitsuk at az egyenletet gy, hogy abban P koordinatii szerepeljenek. Ehhez

szorozzuk Ossze az elsG két tényez6t és az utolsd két tényezét:
[(ri + ry)? — 4a*] [4a® — (r1 — 7’2)2} =0

vagyis
[27“17"2 + (Tf + rg — 4a2)] [27“17"2 — (r% + r% — 4a2)] =0.
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Ujabb szorzassal a

4r2ra — (r% +r3 — 4a2)2 =0
egyenletet kapjuk, melyet atalakitva a
— (r% — r§)2 + 8a? (r% + r%) —16a* =0
egyenlet adodik. A pontok koordinatéi alapjan az ri, ry tavolsdgokra
r? = (:17+c)2—|—y2

r2 = (z—c)® +9?

teljesiil, amivel r? —rZ = 4cx, r? +7r3 = 2 (2? + y* + ¢?) egyenlGségeket kapjuk. Ezeket
behelyettesitve
—16c*2? 4 16a* ($2 + 9+ cz) —16a* =0

egyenletet kapjuk, melyet 16-tal egyszeriisitve, majd rendezve

(a2 — 62) r? + a2y2 =a? (a2 — 02)

adodik, melyet a jobb oldali kifejezéssel valo osztas utan

alakot adja, mely az ellipszisre teljesiils a® — ¢* = b? Osszefiiggés mellett éppen a 3.2-t
adja. l

3.2. Kepler I. és 11. torvénye

Az égbolt vizsgalata a torténelem minden korszakdban nagyon fontos volt. Mig kezdet-
ben csupan megfigyelték és feljegyezték az égi jelenségeket, a gérogok mindenben az
okokat keresték. Az asztrologia megsziiletése utan az elsédleges cél a bolygo jovGbeni
helyének meghatarozasa lett.

Jol ismert, hogy a kezdeti vilagképek a Fdéldet helyezték a kozéppontba, a Hold,
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a Nap és a Naprendszer bolygoi e koriil keringtek. Tobbek kozott Kopernikusz is
rajott arra (XVI. szézad kozepe), hogy a Fold a Nap koriil mozog, eredményét azon-
ban vallasi okokb6l nem tényként, hanem a szamolast megkonnyits szemléletként
hozta nyilvanossagra. Mivel kortarsaihoz hasonléan & is a tokéletességet kereste a
bolygok mozgasaban, ezért korpalyakkal szamolt. Igy azonban csak igen nagy hibaval
lehetett meghatarozni egy-egy égitest helyét, mig végiil kénytelen volt epicikloisokat
is bevezetni. Emellett a Mars palyadjahoz sehogy sem illett a kdrpalya, ezért a Nap
helyett egy fiktiv pontot helyezett a Naprendszer kozéppontjaba, mely koriil a bolygok
keringtek. Ez a pont bonyolult palyan haladt a Nap koriil, ezt a 3.12 4bra szemlélteti.

3.12. 4bra.

Johannes Kepler (XVII. sz. eleje) természetes kiindulasként fogadta el Kopernikusz
rendszerét. Ahhoz, hogy végiil eljutott jol ismert térvényeihez, sok szerencsés véletlen
vezetett. ElGszor is rendelkezésére allt hisz évnyi csillagaszati feljegyzés, mely tébb
bolygd és csillag igen pontosan megmért helyzetét tartalmazta, ezt Tycho de Brahe
készitette az 1600-as években. Masrészt az is megkonnyitette a szamitasait, hogy a
Fold palyajanak nagyon kicsi az excentricitésa, vagyis igen kozel all a korhoz.

Kepler célja az volt, hogy a mérési adatok segitségével meghatarozza a Mars pa-
lyajat. Ehhez meg kellett hatarozni, hogy a bolygd milyen szog alatt latszik, valamint
a Naptol és a Foldtol valo tavolsagat. Mindezt olyan adatok felhasznalasaval, melyek
egy ismeretlen palyan ismeretlen paraméterekkel kering6 helyrél lettek meghatarozva.
Ehhez els6 1épésben meghatarozta a Fold palyajat.

Induljunk ki a 3.13 abran lathaté N F'M helyzetbdl, mikor a Nap, a Fold és a Mars
egy egyenesbe esik. Korabban mar meghataroztak, hogy a Mars keringési ideje 687 nap,
vagyis ennyi id§ elteltével a Mars ugyanezen a helyen lesz. Ugyanekkor a Fold egy F’
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Mars pélydja
(nem ismert)

3.13. abra.

helyzetében lesz, mely megszerkeszthets. Ismeriik ugynis a Nap-Fold irdny, valamint
a Fold-Mars irany szogét (mérésekbél), és ezek metszéspontjaban taldlhato F”. Ujabb
687 nap elteltével ismét megszerkeszthetjiik a Fold akkori helyét, az eljarast folytatva
kirajzolodik a Fold palyaja.

A foldpalya ismeretében a Mars palyaja is meghatarozhat6. Vegyiik a Foldnek két
olyan helyzetét, melyet 687 napnyi id6koz véalaszt el egymastol (3.14 abra). Tudjuk,

3.14. abra.

hogy mindkét idépontban a Mars ugyanazon a helyen lesz, melyet meg tudunk sz-

erkeszteni, mint a Fold-Mars iranyok metszéspontjat. Ujabb két Fold-helyzetet val-
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sztva a Marsnak egy tjabb helyzetét hatarozhatjuk meg, mig végiil elegendd pontot
kapunk a pélya megrajzolasdhoz. Kepler matematikus is volt, sok probalkozas utan

eljutott a felismeréshez, mely végiil els§ torvénye lett.

I. A bolygok a Nap koril ellipszispdlydn keringenek, melynek eqyik fokuszpontjiban a
Nap dll.

Mivel a méréssorozat autéomatikusan az idg fiiggvényében szolgaltatta a megsz-

erkeszthetd pontokat, kdnnyen jott a masodik térvény felfedezése:
II. A bolygok a Nap kézelében gyorsabban mozognak, mint attol tdvol.

Kepler felismerte, hogy ez az ismeretlen erGhatas valamiképpen a Nappal van kapcso-
latban, és a Naptol valo tavolodassal csokken. Eredetileg a hatést F' ~ @-es alakban
adta meg, ahol F' a vonz6 hatas mértéke, M a vonzdécentrum, esetiinkben a Nap, m

pedig a bolygo6 témege, r a kettd tavolsaga. Ma mér ismert, hogy a helyes Gsszefiiggés

Af;”. Kepler szamitasat azzal indokolta, hogy a hatas a bolygo

palyajanak sikjaban terjed szét, ilyenkor pedig csak elsé hatvannyal kell valtoznia.

négyzetes, vagyis F' ~

Csillagasz 1évén, Kepler feladatai kozé tartozott a horoszkopok készitése, bar maga
valoszintleg nem hitt az asztrologidban. Némi irénidval mondogatta is, hogy Isten

minden teremtett 1ény megélhetésérsl gondoskodik: a csillagasznak adja az asztrologiat.
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