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Bevezetés

A szamelmélet a matematikdnak az az aga, amelyik az egész szamok, ezen belil kiemelten
a primszamok aritmetikai tulajdonsagait vizsgalja. Ezen teriilethez tartozik a diofantikus
egyenletek témakore is.

,Diofantikus (vagy diofantoszi) egyenletnek az olyan egész egylitthatds algebrai egyenletet
nevezlink, melynek a megoldasait is az egész (esetenként a raciondlis) szamok kdrében
kereslink. Diophantosz gérog matematikus az i.sz. lll. szazadban élt Alexandridaban, és sokféle
ilyen egyenlettel foglalkozott. (Akkoriban teljesen természetes volt, hogy egész, illetve
racionalis megoldasokat kerestek, hiszen az irracionalis szamok annak ellenére sem nyertek
igazan polgdrjogot, hogy a gorogok bebizonyitottak ezek létezését.) A diofantikus egyenletek
torténete egyébként még ennél is sokkal régebbre nyulik vissza; kozel négyezer éves
kétablak tanusaga szerint mar a babiloniaiak is ismerték az un. pitagoraszi szamharmasok
elGallitasi modjat.

A diofantikus egyenletek megoldasa igen vdltozatos mddszereket igényel, univerzalis
megoldasi mddszer nem létezik (s6t, annak az egyszer(ibb kérdésnek a megvalaszoldsara
sem létezik altaldnos algoritmus, hogy egy tetsz6legesen adott diofantikus egyenletnek
egydltalan van-e megolddsa vagy sem.) Egy-egy konkrét egyenlet esetén is gyakran igen
nehéz eldonteni a megoldhatdsagot, a megoldasszamrdl, illetve az 6sszes megoldas
meghatarozasardl nem is beszélve. Ez a témakor is bévelkedik hires megoldatlan
problémakban.” [1]

Dolgozatom célja néhany megolddsi mdédszer bemutatasa, kezdve az egyszerlien megoldhaté
linedris diofantikus egyenletektél, a magasabb foku egyenletekig. Kiilon fejezetet szentelek a
pitagoraszi szamharmasoknak, a Pell-egyenletnek, a Fermat-sejtésnek és néhany triikkos
megoldasnak.



1. Fejezet

Linearis diofantikus egyenletek

1.1 Kétismeretlenes linearis diofantikus egyenletek

El6sz0r az ax+by=c kétismeretlenes linedris diofantikus egyenlettel foglalkozunk. Itt a,b, c

rogzitett egész szamok,ahol az a=b=0 esetet eleve kizarjuk, és megolddsokon x,y egész

szamokbdl allé szampart értink.

Most megadjuk a megolddsszamot és az 6sszes megoldas leirasat.

Tétel: [1]/280. o.

Legyenek a, b és c rogzitett egész szamok, ahol a és b kozil legaldbb az egyik nem
nulla, és tekintslik az ax+by=c diofantikus egyenletet.

(i)
(i)

(iii)

Az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (a,b)|c.
Megoldhatdsag esetén végtelen sok megoldas van. Ha xo, yo (egy rogzitett)
megoldas, akkor az 6sszes x’, y megoldast az aldbbi képlet szolgaltatja:

b a
7 — ) — t — - + +
X' =X+t @b’ y'=yot D)’ ahol t=0, £1, +2,... (1)

Az egyenlet egy megoldasat az euklideszi algoritmus segitségével kaphatjuk meg.

Bizonyitas:

(i)

ElGszor tegylik fel, hogy létezik xo, yo megoldas. Ekkor (a,b)|a és (a,b)|b alapjan
szikségképpen:

(a,b)]axg+byo=c.

Megforditva tegyik fel, hogy (a,b)|c, vagyis van olyan t egész, amelyre (a,b)t=c.
Segédtétel: Az a és b szdmok legnagyobb k6z0s osztdja alkalmas u és v egészekkel
kifejezhet6 (a,b)=au+bv alakban.

A segédtétel alapjan (a,b)=au+bv teljesil alkalmas u, v egészekkel. Ezt az
egyenlGséget t-vel beszorozva kapjuk, hogy c=a(ut)+b(vt), azaz x=ut, y=vt megoldasa
az ax+by=c diofantikus egyenletek.



(ii) ElGszor azt mutatjuk meg, hogy az (1)-ben megadott x’, y’ szamok valdéban az
egyenlet egy megoldését szolgéltatjék Mivel xo, yo megoldas, azaz axp+bye=c, igy

ax'+by’= a(x0+t(a )+b(yo- t( )

A megforditashoz tegyik fel, hogy X, y’ tetsz6leges megoldas, és belatjuk, hogy x’ és

)=axo+byo=c.

y’ a kivant alaka.
A feltétel szerint axo+byo=c és ax’+by’=c.
A két egyenlGséget egymasbdl kivonva  a(x’-xg)+b(y’-yo) adddik. Rendezés és (a,b)-
vel torténd osztas utdn azt kapjuk, hogy
a b ,
an (X'-Xo)= —— (a' (vO-v ) - (2)

b
Mivel (——=,——=)=1, ezért (2)-b6l —— |x'-xo, azaz alkalmas t egésszel

(a b) (a b) (a,b)

X' =Xg+t

@b) (3)

kovetkezik. A (3)-t (2)-be visszahelyettesitve kapjuk, hogy

y’=y0-t(:b) . Ezzel megmutattuk, hogy x’ és y’ valéban az (1)-ben el6irt alaku.
(iii) Az (i) részben szerepl6 segédtétel bizonyitja.
Példa: (sajat)

Oldjuk meg az 52x+23y=65 diofantikus egyenletet.
A feladatot haromféleképpen is megoldjuk.

1) Kongruencia segitségével

Tudjuk, hogy két egész szam kongruens egymassal modulo m, ha m-mel osztva ugyanazt a
maradékot adjak (m egész). A kovetkez tételt hasznaljuk fel a megoldasnal:

Tétel: Legyenek a, b, c egészek. Ha az ax+by=c egyenldség fennall, akkor ax=c (mod b) és
forditva.

Az egyenletiink tehat 52x+23y=65. A feladat ekvivalens a
52x=65 (mod 23)
megoldasaval.

Mindkét oldalbdl levonjuk a 23 valahdnyszorosat Ugy, hogy a legkisebb abszolut érték(
szamokat kapjuk a kongruencia mindkét oldalan.

6x=-4 (mod 23), osztva 2-vel 3x=-2 (mod 23)
Ha -2-h6z hozzaadunk 23-at, a kongruencia jobb oldaldn 21 fog allni. Osztva 3-mal:

x=7 (mod 23).



Ha x=7, ebbdl y=-13 adddik az x=7 egyenletbe torténd behelyettesitése utan. Kaptunk tehat
egy Xo, Yo megoldast. A tobbi megoldast a tételbdl kapjuk meg az el6z6 megoldasban
leirtakkal azonos modon.

2) A tétel felhasznalasaval

Prébalkozassal keresiink egy xo, Yo szampart, mely kielégiti az egyenletet, majd a tétel
segitségével meghatarozzuk az 6sszes tobbit. Prébalkozasaink soran kiderul, hogy xo=7, yo=-
13 kielégiti az egyenletet. Ebbdl az 6sszes megoldas:

x=7+t*23, y=-13+t*52, ahol t=0, +1, £2,...
3) Egyszer(i kdvetkeztetéssel (kdzépiskoldban is haszndlhatd)

Fejezziik ki az egyenletbdl azt az ismeretlent, amelynek az egyiitthatdja kisebb abszolut
értékd, és a tortbdl valasszunk le olyan részeket, amelyek biztosan egész értékiek:

65—-52x —6x—4
= = - +
y 3 3-2x >3

(A1)

Ekkor az (A1) jobb oldalan allé (-6x-4)/23 tort is egész szam kell, hogy legyen, jeldljiik ezt u-
val. Innen -6x-4=23u. Ez egy hasonld diofantikus egyenlet, mint az eredeti, csak itt az x
egyltthatojanak kisebb az abszolut értéke, mint az eredeti egyenletben az y egyiitthatéjaé
volt.

Ismételjlik most meg az el6z6 eljarast a -6x-4=23u egyenletre, fejezziik ki x-et, és valasszuk
le a garantdltan egész érték( kifejezéseket:

—23u—4 u+2
X= 7 =-4u-1+ T (A2)

Az (A2) jobb oldalan szerepld (u+2)/6 tort egész szam kell, hogy legyen, jeldljik v-vel, ekkor
u+2=6v. Hasonldan tovabb haladva kapjuk, hogy

u=6v-2 . (A3)

Mivel (A3)-ban mar nem szerepel tort, most elindulunk “visszafelé”, és rendre (A2) és (A1)
felhasznaldsaval x és y értékét kifejezziik v paraméter segitségével:

X=-4u-1+v=-4(6v-2)-1+v=-24v+8-1+v=7-23v (B1)
y=3-2x+u=3-2(-23v+7)+6v+2=-13+52v (B2)

A modszerbdl vilagos, hogy (B1)-(B2) képletpar szolgaltatja az 52x+23y=65 diofantikus
egyenlet 6sszes megoldasat, ahol v paraméter tetsz6leges egész szam. Ugyanis egyrészt, ha
az x, y egész szampar megoldas, akkor az (A1)-(A2) Iépéseken végighaladva eljutunk v-hez,
majd ennek segitségével x-re és y-ra a (B2)-(B1) képletpar adddik, masrészt tetsz6leges
egész v-re az igy képzett x és y szamok egészek lesznek és kielégitik az egyenletet.

Legyen példaul v=1, ekkor x=-16, y=29.



1.2 Ketténél tobb ismeretlenes linearis diofantikus egyenletek

Ketténél tobb ismeretlenes linearis diofantikus egyenletre a kétismeretlenes esethez
hasonlé allitasok érvényesek. Ezeket az aldbbi tételben foglaljuk 6ssze.

Tétel: [1]/283. o.

Legyen k=2, ay,...,ax nem csupa 0 egész szamok, c tetszéleges egész, és tekintsik az
aixy+...+ax=c diofantikus egyenletet (azaz megoldason egy egészekbdl alld xj, ..., xx szamk-
ast értlink).

(i) Az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (ay,...,ax) | c.

(ii) Megoldhatdsag esetén végtelen sok megoldds van. Az 6sszes megoldas k-1 egész
paraméter segitségével adhatd meg. A megoldasok meghatarozasa a két ismeretlen
esetén latott mddszer értelemszer( altaldnositasaval torténik.

Példa: [4]/100

Valakinek 3 fajta bora van: az els6bdl 11 36 Ft, a mdasodikbdl 11 24 Ft, a harmadikbdl 11 16 Ft.
Mennyit kell mindegyik fajtabdl vennie, hogy 40I, literenként 20 forintos bort kapjon,
feltéve, hogy egész szamu litereket 6hajt 6sszekeverni?

Az elsé fajtabdl x litert, a masodikbdl y litert, a harmadikbdl pedig z-t vesziink.
Vegyik észre, hogy z kifejezhetd x és y segitségével, z=40-x-y. Tehat ez tulajdonképpen egy
kétismeretlenes linedris diofantikus egyenlet. irjuk fel az egyenletet:

36x+24y+16(40-x-y)=20*40
36x+24y+640-16x-16y=800
20x+8y=160
5x+2y=40

Oldjuk meg ezt a kétismeretlenes egyenletet az egyik fent emlitett mddszerrel.
Ennek egy xo, yo megoldasa példaul 4, 10. Ebbé6l az 6sszes megoldas: x=4+10t, y=10-4t, ahol t
egész szam. z-t kifejezhetjik a 40-x-y képlet segitségével, példaul egy megoldas: xo=4, yo=10,
Zo=26.

Példa: (sajat)
Oldjuk meg a

15x+10y+7z=4
diofantikus egyenletet.

Ez az egyenlet valéban egy hdromismeretlenes egyenlet. Vezessiik be t paramétert:

7z+5(3x+2y)=4, ahol 3x+2y=t.
Vildgos, hogy barmely t esetén létezik x, y megoldds, mert a 3 és 2 relativ primek, tehat a
legnagyobb koz0s osztdjuk barmely t egészet osztja.
Az egyenletlink tehat
7z+5t=4.



Keresslink egy zg, to megoldast és irjuk fel ebbdl az 6sszes z, t megolddst. Példaul a 2, -2
kielégiti a 7z+5t=4 egyenletet, igy ennek 6sszes megoldasa:

z=2-5|
t=-2+71,
ahol | tetsz6leges egész.
Tehat azt kapjuk, hogy
3x+2y=-2+7I.

Mivel 3x=-2+71 (mod 2), igy x=I (mod 2), azaz x=I+2h. Ezt a 3x+2y=-2+7I egyenletbe
visszahelyettesitve y=2I-3h-1.



2. Fejezet

Magasabb foku diofantikus egyenletek megoldasa
elemi modszerek segitségével

Ebben a fejezetben megolddsra keriilnek magasabb foku diofantikus egyenletek elemi uton.
Tovabba bemutatdsra keril szamos szoveges feladat, melyet diofantikus egyenlet
felallitasaval lehet megoldani. Ezek célja, hogy bemutassa, milyen sokféle problémat lehet
megoldani ilyen egyenletek segitségével.

2.1 Néhany elemi megoldasi mddszer

2.1.1 Szorzatta alakitas

Az ilyen tipusu diofantikus egyenleteknél az egyik oldalon egy c20 egész szam , a masik
oldalon egy szorzat all.
Nézziink el6szor egy egyszer(i példat:

Példa: [1]/7.3.13 a
Oldjuk meg az xy+3x+5y=7 diofantikus egyenletet!

Miutdn észrevessziik, hogy a jobb oldalon egy egész szam all, arra toreksziink, hogy a bal
oldalon |év6 ismeretlenek szorzatat is tartalmazo kifejezést szorzatta alakitsuk.
Az elemi |épések a kovetkez6k:

S5y+3x+xy+15=22

(3+y)(5+x)=22

Mivel a 22 2*11, 1*22, (-2)*(-11), és (-1)*(-22) alakban all el6 szorzatként, nyolc esetet
kiilonithetlink el az alapjan, hogy a 5+x-nek és az 3+y-nak valasztjuk ezeket a tényez6ket
értékiil.
. eset: 5+x=22 és 3+y=1. Kifejezve x-et és y-t ebbdl a két egyenletbdl, x=17 és y=-2 adddik.
eset: 5+x=1 és 3+y=22. Ebben az esetben x=-4 és y=19 a megoldas.
eset: 5+x=11 és 3+y=2. Ekkor x=6 és y=-1 tesz eleget.
eset: 5+x=2 és 3+y=11. Az x=-3, az y=8 ebben az esetben.
eset: 5+x=-2 és 3+y=-11. Ekkor x=-7, y=-14.
eset: 5+x=-11 és 3+y=-2. Ebben az esetben x=-16, y=-5.
eset: 5+x=-1és 3+y=-22. Tehat x= -6, y=-25.
eset: 5+x=-22, és 3+y=-1. Ekkor x=-27, y=-4.

PONOLAWN R

Osszefoglalva az egyenletet az aldbbi nyolc x, y szampar elégiti ki: {17,-2}; {-4,19}; {6,-1}; {-
3I8}I {-71-14}1 {-161-5}1 {-6l-25}l {-271-4}



Most kimondunk egy tételt, mely az x*-y’=n alakt egyenletek megoldhatdsaganak feltételét
és megoldasszamat mondja ki, majd ennek segitségével eldontjiik néhany egyenletrél, hogy
megoldhaté-e, és hany megolddsa van.

Tétel: [1]/288. o.
Tekintsiik az x*-y*=n diofantikus egyenletet, ahol n régzitett pozitiv egész.
(i) Az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha n inkongruens 2 (mod 4).
(ii) A megolddsszam 2d(n), ha n paratlan, és 2d(%), ha 4|n (ahol d(k) a k pozitiv osztdinak

a szama).
Itt a csak az el6jelben eltéré megoldasokat is kiilon megoldasoknak tekintjlik.
Példa: (sajat)
Vizsgaljuk meg az x>-y?=36 diofantikus egyenletet.
Mit mondhatunk a 36-rél (mod 4)?
36=0 (mod4), tehat az egyenlet megoldhaté.
Allapitsuk meg a megoldasszamot!

A megoldasszam, mivel 4 | 36, a 36/4 pozitiv osztdinak a szamanak a kétszerese. A 9 pozitiv
osztdinak a szdma 3, tehdat az egyenletnek 6 megoldasa van.

( A megolddasokat nyilvan az el6z6 példanal l1atott mddszer alapjan hatarozhatjuk meg az
egyenlet bal oldalanak (x+y)(x-y) alakra hozasa utan.)

2.1.2. Megoldas kongruenciakkal

Ezzel a mddszerrel bizonyos egyenletekrdl be lehet bizonyitani a megoldhatatlansagot. ,Ha
egy diofantikus egyenlet esetén az egyenlet két oldala valamely alkalmas modulus szerint
sohasem lehet kongruens egymassal, akkor az egyenl&ség biztosan nem teljesiilhet (ez
forditott iranyban nem igaz!).” [1]

Példa: [1]/7.3.13 ¢

Oldjuk meg a kovetkez6 diofantikus egyenletet!

2x%+3y?=72

Az egyenletnek nyilvan megolddasa az x=y=z=0. Megmutatjuk, hogy mas megoldas nincs.

Tegylk fel indirekt, hogy létezik olyan megoldas, ahol x, y, z nem mindegyike 0. Ekkor azt is
feltehetjuk, hogy az x, y és z relativ primek. Ha ugyanis (x,y,z)=d>1, akkor az egyenletet d?-tel
elosztva kapjuk, hogy x/d, y/d, z/d is megoldas, és ez a harom szam mar relativ prim is.
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Mivel 2x%+3y2=z2ezért

2x%+3y*=7z2 (mod3) (1)
is teljesil. A kis Fermat-tétel szerint barmely a egész szamra

a’={1 (mod3), ha3ta; 0(mod3), ha 3ta} (2)

Ha 3tx, akkor (2) alapjan (1) bal oldala 2-vel, jobb oldala viszont 0-val, vagy 1-gyel kongruens
(mod3), ami lehetetlen. A 3tz eset ugyanigy ellentmondasra vezet. Ebbél kdvetkezik, hogy
3 | X, €s 3 | z.

Legyen x=3x" és z=37’,ezt az eredeti egyenletbe beirva
2(3x')%+3y?=(37’)* ,azaz 18x'?+3y?=97?,
ahonnan
3y2=9(z'2—2x’2), azaz y2=3(z'2—2x'2)

adddik. Ennél fogva 3 | y2, és igy a 3 prim volta miatt 3 | y is teljesll. Ez azonban ellentmond
az (x,y,z)=1 feltételnek.

Megjegyzés:

Ez a médszer csak akkor vezethet eredményre, ha a diofantikus egyenletnek nincs
megoldasa. Azonban ekkor sem biztos, hogy kihozhaté a megfelel ellentmondas. Tehat ha
nem taldlunk megfelel6 modulust, attdl még lehet az egyenlet megoldhatatlan.

Példa: [2]/129
Bizonyitsuk be, hogy az x2—2y2+82=3 egyenletnek nem létezik X, y, z egész megoldasa.
Rendezziik az egyenletet a kbvetkezéféleképpen:

x2=3-82+2y2

8-cal valé osztdsi maradékokat fogunk vizsgdlni. Megallapitjuk, hogy t?=0, 1, vagy 4 (mod 8)
(egy teljes maradékrendszert végigprobalva). Két esetet kilonitlink el:

1. eset: y paros, ekkor a jobb oldal 8-cal osztva 3 maradékot ad. A bal oldalon viszont egy
négyzetszam all, ami azonban 8-cal osztva soha nem ad 3 maradékot, tehat ebben az
esetben ellentmonddsra jutottunk.

2. eset: y paratlan, vagyis y=2k+1, ahol k egész szam, akkor
x’= 3-82+2(2k+1)*= 3-8z+8k*+8k+2

ami 8-cal vald osztaskor 5-6t ad maradékul, ami szintén lehetetlen, mivel paratlan szam
négyzetét 8-cal elosztva 1-et kapunk maradékul.
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2.1.3. Szorzat = hatvany maddszer
A kovetkezd moddszer az alabbi elven alapul:

”A szdmelmélet alaptételébdl kovetkezik, hogy ha egy pozitiv k-adik hatvany két pozitiv
relativ prim tényezd szorzata, akkor egységszorzoktdl eltekintve a tényez6k maguk is k-adik
hatvanyok. llyen tipusu megolddsok gyakran akkor is alkalmazhaték, ha a tényez6k nem
feltétlentl relativ primek.” [1]

Példa: [1]/1.6.3 b

Bizonyitsuk be, hogy harom egymast kovets (pozitiv egész) szdm szorzata nem lehet teljes
hatvany (azaz egy egész szam egynél nagyobb kitevGjli hatvanya).

Az egyenletiink tehat (x-1)x(x+1)=z".

A harom tényez6 nem feltétlenil relativ prim egymashoz, viszont a kbzéps6 elem relativ
prim a masik kett6hoz. Tehat (x, x+1)=1 és (x,x-1)=1, ezekbdl (x, x%-1)=1 kovetkezik. Ez
alapjan x=u® és x*-1=v*. Ekkor (u?)*-1=v¥, ami lehetetlen.

Példa: [1]/7.3.13 f
Oldjuk meg a (x-2)(x2+7)=y? diofantikus egyenletet!

A bal oldal értéke | X | >1 esetén mindig pozitiv, tehdt ebben az esetben azy is pozitiv kell,
hogy legyen. Ha x helyére 1-et helyettesitiink, az kobszdmot eredményez, a -8-at, melynél
tehat y=-2, tehat x=1 megoldas. Elég ezutan y-t a pozitiv szamok halmazan keresni, mig egy x
megoldas esetén annak ellentettje is megoldas.

Vizsgdljuk meg az egyenlet bal oldalan allé két tényez6 legnagyobb kdz6s osztdjanak
lehetséges értékeit. Legyen d=((x2-2),(x?>+7)). Ekkor d | (x>+7)-(x2-2)=9, azaz csak a d=1, d=3 és
d=9 j6het szbéba.

Ha d=1, akkor az x2-2 és x*+7 kiilon-kilon is kobszamok, azaz alkalmas u, v pozitiv egészekkel
x2-2=u3 és x2+7=v 3.

A két tényez6 kilonbsége 9, tehat olyan kobszamokat kerestink, melyek kiilonbsége 9. Két
kébszam kilonbsége csak a (-1,8), vagy a (-8,1) szampar esetén lehet 9, azaz u=-1, v=2, vagy
u=-8, v=1 esetén.

Az x*-2=-1 és x*+7=8 az | X | =1 megoldast adja, a masik lehet6ség nem ad egész megoldast x-
re.

Nézziik most a d=3 esetet:
3 | x2-2 és 3 | x*+7. Ebbé| kdvetkezik, hogy 3 | 9 | y3, azaz 3 | y, ahonnan 27 | Vel

Vizsgaljuk meg, hogy a 3 hanyadik hatvanyaval oszthaté az egyenlet jobb oldala, illetve a bal
oldal két tényezdje. A jobb oldalon a 3 kitevGje legalabb 3. A bal oldalon mindkét
tényez6ben a 3 kitevdje legaldbb 1, tehat az egész bal oldalt tekintve a 3 kitevdje legalabb 2.
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Ugyanakkor a kitevé nem lehet 3, mert nem lehetséges, hogy az egyik tényezének osztéja a
9, a masiknak nem, mivel 9 kiilonbségliek. Ebbél kovetkezéen a bal oldal mindkét tényezéje
oszthatd 9-cel, ami a d=3 feltevésnek ellentmond.

A d=9 eset azt jelentené, hogy 9|x>-2, ami ekvivalens azzal, hogy X’=2 (mod 9), ami nem
lehetséges, mert négyzetszam 9-cel osztva nem adhat 2 maradékot.

Az egyenletet tehat az alabbi szamparok elégitik ki: {1,-2}; {-1,-2}.

2.1.4. Egyenlotienségek alkalmazdasa — becslés
Az aldbbi két példa, amit Iatni fogunk, a kdvetkez6 elven alapul:

,Tekintsiink egy f(x)=y* tipust diofantikus egyenletet. Ha van olyan c, hogy minden c-nél
nagyobb abszolut értéki x egész szamra az f(x) két k-adik hatvany kozé esik (az egyenléséget
nem megengedve), akkor vilagos, hogy csak olyan megolddsok johetnek széba, ahol |x|<c.
Az igy megmaradt véges sok x-et végigprobdlva megkaphatjuk az egyenlet dsszes
megoldasat.” [1]

Példa: (sajat)
Az eljérast az x*+14x+1=y” diofantikus egyenleten mutatjuk be.
El&szor az x>1 esetre szoritkozunk:

X <x*+14x+1<(x+1)"

(x*<x*+14x+1<x 4+ +6x°+Ax+1=(x+1)").
Tehat x>1 esetén x*+14x+1 nem lehet negyedik hatvany.
Ha x=1, akkor y4=16, azaz y=%2.
Most megvizsgaljuk az x<-1 esetet:
x*>(x+1)*,
ahonnan:
X > 1Ax+ 15X 43 +6X +4Ax+1 S 0<4x*+6x-106>-2<x< 1.,

Sem x=-1, sem x=-2 esetében nem negyedik hatvanyt kapunk, tehat az egyenletnek nincs
megoldasa a negativ szamok korében.

Természetesen az x=y=0 trivialis megoldas kielégiti az egyenletet. igy tehat 3 szdmpar lehet
megoldas: {0,0}; {1,2}; {1,-2}.
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Példa: [1]/7.3.10

Adjuk meg az 6sszes olyan egész szdmot, amelynek a kobe el6all nyolc szomszédos egész
szam kdbének az 6sszegeként.

Legyen a 8 szam szamtani kdzepe s. Ekkor 2s=t, ahol t paratlan egész, tovabba a nyolc szam
kobének 6sszege

7,3 5,3 3,3 1,3 1,3 3,3 5,3 7\3_o.3 .3
(s-2) +(s-5) +(s-2) +(s-5) +(s+2)" +(s+2)°+ (s+5)7+ (s +)"=85"+1265=t"+63t.

igy a t+63t =v° olyan megoldasait keressiik, ahol v egész és t paratlan egész. Ha (v,t) par
megoldas, akkor a (-v,-t) par is megoldas, ezért elég a t>0 megoldasokat keresniink. Nyilvan
v>t, tovabba (t+5)°>t>+63t=v?, tehat v<t+5. Ennek alapjan (figyelembe véve, hogy v
sziikségképpen paros) csak v=t+1 és v=t+3 lehetséges. Az els6b6l nem kapunk megoldast, a
masodikbdl t=1 és t=3 adddik. A keresett kobszamok ennek megfeleléen 64=4°, 216=6°, -
64=(-4)° és -216=(-6)".

A kovetkez6 példa szintén egyenl6tlenségek megdllapitasaval keriil megoldasra, azonban
eltér az el6z6 kett6tdl tipusat tekintve. Ez egy joval 6sszetettebb, gondolkodtatdbb feladat.

Példa: [2]/125

Zn*

Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, n pedig természetes szam, akkor az x(x+1)= p~ *y(y+1)

egyenletnek x-re és y-ra nincs megolddsa a természetes szdmok korében.
SCHINZEL bizonyitasa.

Legyen p pozitiv primszam, n pedig természetes szam, és tegylik fel, hogy az x ésy
természetes szamok kielégitik az egyenletet. Mivel x és x+1 relativ primek, vagy p*" | x, vagy
p>" [ x+1, tehat mindkét esetben x+1>p>". Viszont egyenletiink ekvivalens a

p’"-1=[p"(2y+1)+(2x+1)][p"(2y+1)-(2x+1)]
egyenlettel, ugyanis ez utébbit alakitva a kovetkezbket kapjuk:
p™"-1=p"(2y+1)*-(2x+1)°
Atrendezés és kiemelés utan azt kapjuk, hogy:
p>"(1-(2y+1)%)=1-(2x+1)°
p>"(-4y*-4y)=-4x>-4x

(-4)-gyel valod osztas, majd kiemelés utan a feladatban szerepl6 eredeti egyenletiinket
kapjuk, tehat tényleg ekvivalens egymassal a két egyenlet. Mivel az eredeti egyenletiinkkel
ekvivalens egyenletnek a bal oldala és a jobb oldalanak els6 tényezGje is pozitiv, ezért a jobb
oldal masodik tényez6jének is pozitiv egésznek kell lennie. Tehat a jobb oldalon all6 szorzat
tényezGi kulon-kalon is kisebbek a bal oldalnal, azaz

p2"-12p"(2y+1)+(2x+1)
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amibdl az kdvetkezik, hogy
p2"-1>2x+1.

(Itt mér nincs megengedve az egyenl@ség, mert p"(2y+1)=0, itt hasznaljuk ki, hogy a
természetes szamok kérében vizsgalddunk.) Azt kapjuk tehat, hogy p?">2(x+1), de a
bizonyitas elején arra jutottunk, hogy x+12p>". Ez azt jelentené, hogy p>">2p>", ami
lehetetlen.

2.2. Ismert tételek alkalmazdasara visszavezethetd feladatok

2.2.1 Pitagoraszi szamharmasok

,Pitagoraszi szamharmasoknak az x*+y’=z> egyenlet pozitiv egész megoldasait nevezziik.
Geometriai megfogalmazasban a pitagoraszi szamharmasok azoknak a derékszogd
haromszogeknek az oldalhosszait jelentik, amelyekben mindhdarom oldal hossza egész szam.
Azonnal latszik, hogy az egyenlet megoldhato (példaul a 3, 4, 5 szdmharmas megoldas), s6t
egy X, Y, z megoldast tetszGleges d pozitiv egésszel beszorozva a kapott dx, dy, dz
szamharmas is nyilvan megoldas. Ezért kilon érdemes azokat a megoldasokat vizsgalni, ahol
(x,y,2)=1, ezeket alapmegoldasoknak vagy primitiv pitagoraszi szamharmasoknak nevezzik.”

[1]

Mar az alapmegoldasbdl is végtelen sok van, s6t el6 tudjuk allitani az 6sszes alapmegoldast
és igy az 6sszes megoldast is alkalmas paraméterek segitségével:

Tétel: [1]/286. o.

(i) Az x*+y*=z% egyenletnek az (x,y,z)=1 feltételt kielégité dsszes pozitiv egész megoldasat
(azaz az alapmegoldasokat) a kovetkez6 képlet szolgaltatja (itt az x ésy
felcserélésébdl adoddé megoldasokat azonosnak tekintjik):
x=2mn, y=m®n? z=m%n?
ahol az m és n paraméterek tetsz6leges olyan pozitiv egészek, amelyekre m és n
kiilénbo6z6 paritdsd, m>n és (m,n)=1.

(i) Az x*+y*=z% egyenlet dsszes pozitiv egész megoldasat (azaz az dsszes pitagoraszi
szamharmast) az alapmegoldasok tobbszoroseiként kapjuk meg, tehat
x=2mnd, y=(m?*-n?)d, z=(m?+n?)d,
ahol d tetsz6leges pozitiv egész, az m és n pozitiv egészekre pedig teljestil, hogy m és
n kialénb6z6 paritasdy, m>n, és (m,n)=1.

Példa: [1]/7.2.3

Adjuk meg az 6sszes olyan derékszogli haromszoget, melyeknek oldalai egész szamok, és a
keriilet és teriilet mér6szama megegyezik.

Legyen a derékszogl haromszog két befogdja x és vy, az atfogdja pedig z. Ekkor:
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X,
x+y+z=7y

A haromszog oldalai a tétel kovetkeztében a kévetkezd alakban irhato fel:
x=d*2mn, y=d(m*n?), z=d(m?+n?), ahol m>n, m és n kilénboz8 paritasd , és (m,n)=1, d pedig
tetsz6leges pozitiv egész. Az eredeti egyenletlink tehat:

2d(2mn+m?*-n*+m?+n?)=2d*’mn(m*n?),
ahonnan
4m(m+n)=2mn(m-n)(m+n)*d.
Mivel 2m(m+n) pozitiv szdm, mindkét oldalt eloszthatjuk vele, ezutan:
2=n(m-n)*d.
d=1 eset: n>-mn+2=0

A masodfoku egyenlet megolddképletét n-re felirva:

m++ym? -8

2

A diszkriminans m%-8, ennek négyzetszamnak kell lennie, tehat m?-8=u’. Melyek a
négyzetszamok 8 kildnbséggel? Nyilvan csak az 1 és a 9 ilyen. Tehat m=3. Behelyettesitve m-
et a képletbe, n-re 1 és 2 adddik, melyek kozil nyilvan csak az n=2 fogadhaté el, mivel m és n
kiilonb6z6 paritasu kell, hogy legyen. Tehat m=3, és n=2. Ezekkel a haromsz6g oldalai:

x=12, y=5, z=13.

d=2 eset: n(m-n)=1, azaz n=1, m-n=1, ahonnan n=1, m=2, x=4, y=6, z=10.
Példa: [1]/7.2.1

Mutassuk meg, hogy ha egy derékszog(i haromszog oldalai egész szamok, akkor az
oldalhosszak szorzata oszthaté 60-nal.

(Elég a d=1 esetre szoritkozni, mivel a tébbi haromszog ehhez hasonld, igy az oldalhosszak
szorzata d*-nal szorzédik a primitiv megoldésokhoz képest.)

Legyen a haromszog két befogdja x és y, atfogdja z. A pitagoraszi szamharmasokrél szé16
tétellink kovetkeztében x, y és z az aldbbi alakban irhaté fel:

x=2mn, y=m>n?, z=m?+n?, ahol m és n kiilénbdz6 paritasu pozitiv egész, m>n és (m,n)=1.
Tehat az oldalhosszak szorzata

2mn(m?-n?)(m?+n?)=2mn(m-n)(m+n)(m?+n?)
Azt allitjuk, hogy ez a kifejezés oszthaté 60-nal. Elég meggondolni, hogy

30| mn(m-n)(m+n)(m®+n?) (*)
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30 primtényezGs alakja: 2'*3'*5", Elég azt belatni, hogy 2, 3 és 5 mindegyike osztja a fenti
kifejezést. Konny( belatni, hogy 2 osztja, hiszen m és n kiilonb6z6 paritasuak, igy mn pdros
kell, hogy legyen.

Lassuk be, hogy 3| mn(m-n)(m+n)(m>+n?).
1. eset: 3|m, vagy 3|n. Ekkor 3| mn, igy az egész kifejezést (azaz (*)-ot).

2. eset: 3tm és 3tn. Ekkor m =3k+1, vagy 3k-1, hasonldképpen n=3I+1, vagy 3I-1, ahol k, |
pozitiv egészek. Amennyiben m=3k+1 és n=3I+1, vagy m=3k-1 és n=3I-1 alakud, ugy m-n=3(k-I)
Azaz: 3|m-n. Ha m=3k+1 és n=3I-1, vagy m=3k-1, és n=31+1, ugy m+n=3(k+l). Azaz 3| m+n.
Mivel m-n és m+n a kifejezés szorzotényez6i, igy 3 osztja a (*) szorzatot.

Utolsd lépésként azt kell beldtnunk, hogy 5 osztja (*)-ot.
1. eset: 5|m, vagy 5|n. Ekkor 5|mn, igy a (*) kifejezést.

2. eset: m és n mindketten 5k+1 alakuak, vagy mindketten 5k+2 alakuak. Ezt az esetet
ugyanugy latjuk be, mint a 3-mal valé oszthatdsag bizonyitdsakor a 2. esetet.

3. eset: m 5k+1 alaku és n 512 alaku, vagy forditva. Elég az egyik esetet belatni, tehat azt,
amikor m 5k+1 alaku és n 51+2 alakua.

m2+n?=(5k+1)%+(51+2)?=25k*+10k+251%+101+5=5(5k*+2k+51°+21+1).

Azaz 5| m%+n? ami a (*) kifejezés szorzétényezdje, tehat 5 osztja a kifejezést. Tehat
barmilyen alakd m és n, 5 is osztja a (*) szorzat valamely tényezGjét.

Mivel 2, 3 és 5 paronként relativ primek, igy szorzatuk is osztja (*)-ot.

2.2.2 Pell-egyenlet
»Pell-egyenletnek egy
xz—my2=1 (1)

alaku diofantikus egyenletet neveziink, ahol az m (rogzitett) pozitiv egész és nem
négyzetszam. Az (1) egyenlet két trividlis megolddsa x=+1, y=0, az ezektdl kilénbo6z6 (azaz
y#0 tipusu) megoldasok a nemtrivialis megoldasok.

Az (1) bal oldalat szorzatta bonthatjuk:
(x+yvm)(x-yvm)=1.

Ebbd| kdvetkezik, hogy ha x, y megoldasa (1)-nek, akkor az a+bv/m alakid szamok kérében
(ahol a és b egészek) az x+yvm és az x-yv/m szamok oszt6i az 1-nek és igy mindketten
egységek. Mivel egy egység tetszbleges (egész kitevss) hatvanya is egység, ezért ha létezik
egy €#+1 egység, akkor az € hatvanyai végtelen sok egységet adnak. Ez a Pell-egyenletre
»Visszafogalmazva” azt jelenti, hogy ha (1)-nek létezik nemtrividlis megoldasa, akkor végtelen

17



sok megoldasa van. A Pell-egyenletnek mindig végtelen sok megolddsa van (az el6bbiek
szerint ehhez elég azt bizonyitani, hogy legalabb egy nemtrividlis megoldas létezik). Es az
Osszes megoldast is meg lehet adni szép formaban.” [1]

Tétel: [1]/333. o.

Legyen m olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszam. Ekkor az (1) diofantikus egyenletnek
végtelen sok megoldasa van.

Legyen m olyan pozitiv egész, amely nem négyzetszam, és X, Yo az (1) diofantikus
egyenletnek az a(z egyértelm(ien meghatarozott) megoldasa, amelyre x>0, yo>0 és Xo+yovVm
minimalis. Ekkor az 6sszes megoldast az

X+yVm =£(xo+yoVm)", n=0, +1, +2,...
képlettel meghatarozott x, y egész szamparok adjak.
Példa: (sajat)
Oldjuk meg az
x*-24y*=1
diofantikus egyenletet.

Elgsz6r megaéllapitjuk, hogy ez egy x*-my°=1 tipust egyenlet, és észrevesszik, hogy az m=24
pozitiv egész, és nem négyzetszam. Olyan xo, Yo pozitiv egész megoldasokat keresiink, melyre

Xo+tYoV24 minimalis. Ez a megoldds nem mas, mint az xo=5, yo=1 lesz. Ebbdl felirhato az
0sszes —végtelen sok- megoldds az utdbbi tétel segitségével:

Azon x, y egészek, melyek: x+yv24= +(5+1,/24)" képlettel felirhatok, ahol n=+1, £2,....
Példaul x4, és y; a kovetkezd értékek lesznek: +(5+1+ 24)2=i(29+10\/ 24), azaz x,=%29,
y1=%10.

2.2.3 A Fermat-sejtés

A 2.1. pontban lattuk, hogy x*+y’=z* pitagoraszi egyenletnek végtelen sok pozitiv egész
megoldasa van (és az 6sszes megoldas leirhaté harom paraméter segitségével). Fermat-nak a
kozelmultban igazolt hires sejtése szerint magasabb hatvanyokra alapvet6en mas a helyzet:

Tétel: [1]/319. o.

Ha k>2 egész szam, akkor az xk+yk=zk egyenlet nem oldhatd meg pozitiv x ekvivalens, nullatol
kiilonb6z6 egészekben.

»A sejtés torténete 1637-ben kezd6dott, amikor Diophantosz konyvének 1621-es kiadasat
olvasgatva, a pitagoraszi szamharmasokroél sz6l6 résznél Fermat a kovetkez6 bejegyzést
tette: ,, Két kobszam 6sszege sohasem lehet kobszam, két negyedik hatvany 6sszege
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sohasem lehet negyedik hatvany stb. Erre egy csodas bizonyitast talaltam, sajnos a margoén
kevés a hely ahhoz, hogy leirhassam.”

Ez a néhdny sor harom és fél évszazadon keresztlil matematikusok és laikusok seregét
tartotta izgalomban.

Kénnyen adodik, hogy ha a sejtés igaz egy adott k kitev8re, akkor a k minden tdébbszordsére
is igaz, ennélfogva elég a k=4 és k=p=prim eseteket tisztazni. Fermat-ndl megtaldlhato a k=4
eset bizonyitasa, majd jo szaz évvel kés6bb Euler a k=3 kitevGvel is boldogult. A 19. szazad
elsé felében tovabbi néhany konkrét k értékre sikeriilt megoldani a problémat, majd a
szazad kozepén lényeges attorést hozott az ,idedlis szamok”, mai szohasznalattal idedlok
bevezetése. Ezt tovabbfejlesztve szamos olyan kritériumot dolgoztak ki, amelynek teljestlése
esetén a Fermat-sejtés az adott k(=prim) kitevére igaz. Ezek a kritériumok (elvileg) barmely
konkrét k értékre numerikusan ellenérizhet6k, és az ellen6rzés szorgalmasan folyt is (az
utdbbi évtizedekben mar szamitogépek segitségével).

Mindezek ellenére a 20. szdzad hetvenes éveiben is csak véges sok prim kitevére nyert
bizonyitast a sejtés.

Oridsi szenzacidt jelentett 1938-ban Gerd Faltings eredménye: a Fermat-egyenletnek
barmely k kitev6 esetén csak véges sok primitiv, (azaz (x,y,z)=1 tipusud) megoldasa lehet.

Az igazi szenzaciot azonban Andrew Wiles okozta 1993-ban, aki sokéves titokban végzett
kutatds utan a probléma végleges megolddsdval rukkolt el6. Wiles azutdn kezdett a tétellel
foglalkozni, hogy a nyolcvanas években Ken Ribet kapcsolatot talalt a nagy Fermat-sejtés és
az elliptikus gorbékkel foglalkozé Taniyama-Shimura-sejtés kozott, és kiderult, hogy ha
valakinek sikeriil bizonyitania a masodikat, akkor automatikusan bebizonyitotta az elsét is.
Wiles tehat ezzel prébélkozott, hétéves munkaval és egy végzetesnek tlin6 hibat kijavitva
végll sikerrel jart. De Wiles szazoldalas levezetését alig paran értik a vilagon, ezért a
kozvéleményt tovabbra is izgatja, mi lehetett Fermat "csodalatos bizonyitasa". (Persze
kérdés, hogy helyes volt-e.) ,, [1]

Példa: (sajat)
Dontslik el a megolddsszamot az
x*- 81y*=16z"
egyenlet esetében.
Az egyenletet a kovetkez6képpen alakitsuk at:
x"+(22)'=(3y)*

A Fermat-sejtés kovetkeztében megallapithatjuk, hogy nincs x, y, z egész megolddsa az
egyenletnek, mivel a baloldalon két negyedik hatvany 6sszege, a jobb oldalon pedig egy
negyedik hatvany all.

Kimondunk még egy tételt és egy lemmat, mely tételbdl kbvetkezik a Fermat-sejtés k=4
kitevGs esete, a lemma pedig a tétel bizonyitasat segiti, de 6nmagdban is érdekes, melyre —
mint azt [atni fogjuk — érdekes szoveges feladatok megolddasat lehet alapozni.
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Tétel: [1]/320. 0

Az x*+y?*=z" egyenletnek nem létezik pozitiv egész megoldasa.

Lemma: [1]/321. o.

Két (nemnulla) négyzetszam Osszege és kilonbsége nem lehet egyszerre négyzetszam.
Példa: [1]/7.7.14 a)

Mutassuk meg, hogy ha egy derékszogl haromszog oldalai egész szamok, akkor a hdromszog
terlilete nem lehet négyzetszam.

Legyen a derékszogl haromszog két befogdja x és y, atfogdja z, x, y, z pozitiv egészek. Ekkor
x*+y’=z%. X, y és z Pitagoraszi szimhdarmas, az errl szol6 tétel alapjan x=c*2mn, y=c(m?-n?),

z=c(m?+n?), ahol m és n természetes szamok, kiilénbdz4 paritasuak, relativ primek és m>n.

Indirekt tegylik fel, hogy a haromszog teriilete négyzetszam, ekkor:

c? * 2mn(m? — n?)
2

= u? ahol u egész.

Kett6vel osztva azt kapjuk, hogy:
c2*mn(m2-n?)=u?.

Mivel m és n relativ primek, m?-n® is relativ prim m-hez, illetve n-hez is, tehat m, n és m2-n?
paronként relativ primek. Ez azt jelenti, hogy m, n és m2-n? kilon-kiilon is négyzetszamok
kell, hogy legyenek. Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

t,°=m, t’=n, ts’=m%n’=(m-n)(m+n)

Ha belatjuk, hogy m+n és m-n mindketten négyzetszdmok, akkor készen vagyunk, hiszen m
és n négyzetszamok és a lemma alapjan ezek 6sszege és kiilonbsége nem lehet egyszerre
négyzetszam. Mivel m és n relativ primek és (m-n,m+n)|(2m,2n)=2(m,n)=2 és m, n paritasa
mas, igy (m-n, m+n)=1, tehat mivel a szorzatuk négyzetszam, kilon-kilon is négyzetszamok
kell, hogy legyenek. Ez ellentmond a lemmanak, igy belattuk, hogy egész oldali haromszog
teriilete nem lehet négyzetszam.

2.2.4 Szamok elGallitasa négyzetosszegként

Ebben a pontban azt vizsgdljuk meg, hogy mely pozitiv egészek allnak el6 két, harom, illetve
négy négyzetszam osszegeként(dsszeadanddként a 0-t is megengedve). Az aldbbi hdrom
tétel segitségével tehat konnyedén el tudjuk majd dénteni némely diofantikus egyenletrdl,
hogy megoldhaté-e, és ha igen, a megolddsszamot is meghatarozhatjuk.

Tétel: (Két- négyzetszam-tétel) [1]/304. o.

Legyen az n pozitiv egész kanonikus alakja
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n=2p:""..p 9,0,

ahol a p, primek 4k+1 alakuak, a q, primek 4k-1 alakuak, és a szerepl6 a, B,, yy kitevék
nemnegativ egészek.
Az

x*4y°=n

diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha minden y, pdros, és ebben az
esetben a megolddsszam

437, (Butl)
Megjegyzés: Itt a csak eléjelben eltérd megolddsokat is kiilén megoldasoknak tekintjiik.
Példa: [1]/305. o.
Legyen n=4050. A 4050 kanonikus alakja 2*3**52. Itt a 3 kitevSje paros, tehat van megoldas,

és a megoldasszam az 5 kitevdjébdl 4(2+1)=12. A megoldasok:

4050=(+45)*+(+45)*=(+9)*+(£63)*=(+63)*+(+9)*.

Tétel: (Harom-négyzetszam-tétel) [1]/306. o.

Az n pozitiv egész akkor és csak akkor nem all el6 harom négyzetszam 6sszegeként, ha
n=4%(8m+7)

alakua.

Példa: (sajat)

Adjunk meg olyan n-et, hogy az x2+y2=n diofantikus egyenletnek ne legyen megoldasa.

A tétel alapjan példdul olyan n-et valasztunk, mely 8-cal osztva 7 maradékot ad. Ekkor a 4
kitevjében szerepld k-t nulldnak valasztjuk. Példaul n=71 ilyen szam, tehat ebben az
esetben az egyenletnek nincs megoldasa.

Tétel: (Négy-négyzetszam-tétel) [1]/307. o.

Minden pozitiv egész felirhatd négy négyzetszam Osszegeként.
Példa: (sajat)

Oldjuk meg az x*+y*+z%+v’=28 egyenletet!

A 28-nal kisebb négyzetszamok: 1, 4, 9, 16, 25. Hogyan tudjuk el&allitani a 28-at ezek
Osszegeként? Az 6sszes megoldas:

28=25+1+1+1=5%+12+1%+12
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28=16+4+4+4=4+2°+27+2’

28=9+9+9+1=3%+3%+3%+12%,

2.3 Egyéb diofantikus egyenletek

Ebben a fejezetben olyan eseteket targyalunk, melyekrél az eddigiekben még nem esett sz,
az el6z6ektdl eltér6 megoldast igényelnek, trilkkés médon oldhatjuk meg Gket, vagy
formajukat , az ismeretlenek helyét tekintve kilonlegesek.

2.3.1 Megoldhatatlansag, vagy végtelen sok megoldas létezésének
bizonyitasa azonossagok segitségével

Ez az alfejezet arra szolgal, hogy egy Uj médszert ismerjlink meg annak bizonyitasdra, hogy
egy adott diofantikus egyenletnek végtelen sok pozitiv megolddsa van, vagy épp nem létezik
pozitiv megoldasa. Itt nem igazan az eddig ismertetett elemi |épések lesznek szlikségesek,
hanem trikkos észrevételek visznek kozelebb a megoldashoz.

Példa: [2]/ 123
Elemi Uton bizonyitsuk be, hogy az
(x-1)%+(x+1)%=y*+1

egyenletnek végtelen sok megoldasa van a természetes szamok kdrében.
Kénnyen belathatd, hogy ha x és y kielégitik az

(x-1)%+(x+1)%=y*+1 (1)
egyenletet, akkor

(2y+3x-1)24+(2y+3x+1)’=(3y+4x)*+1,
hiszen a két egyenlet ekvivalens egymassal.

Tehat az (1) egyenlet barmely x, y pozitiv egész megoldasabdl a nagyobb természetes
szamokbdl all6 2y+3x, 3y+4x megoldasa. Mivel pedig x=2, y=3 kielégitik az egyenletet, ezért
valéban végtelen sok pozitiv egész megoldasa létezik.

Rekurzioval felirva a megoldasok egy olyan (x,, y,) n=0, 1, 2,... végtelen sorozat tagjai, ahol a
sorozat elsé tagja (xo,Yo), a sorozat k-adik tagjat (k=1, 2, 3,...) pedig a kovetkez6képpen
kapjuk meg: (X, Yi)=(2Yk-1+3Xi1; 3Yk-1+4%k-1). Példaul (xo,y0)=(2,3).

Példa: [2]/ 127

Bizonyitsuk be, hogy az
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xz—Dy2=z2

egyenletnek barmely D egész szam esetén végtelen sok x, y, z megoldasa van a természetes
szamok korében.

Valasszuk x-nek, y-nak és z-nek a kdvetkez6 értékeket:

x=m’+Dn’, y=2mn, z=m>-Dn?, ahol n természetes szimhoz olyan m természetes szamot
vélasztunk, amelyre m*>Dn’. Ezeket az értékeket az egyenletiinkbe helyettesitve
azonossagot kapunk:

(m*+Dn%)%-D(2mn)*=(m?-Dn?)*

azaz a kapott egyenletnek barmely a fenti feltételnek megfelel6 m,n szampar megolddsa.
Mivel végtelen sok ilyen tulajdonsagu (m,n) szampdr létezik, ezért az eredeti egyenletiinknek
is végtelen sok x, y, z megolddsa lesz, ahol x=m>+Dn?, y=2mn, és z=m*-Dn?, ahol m, n
természetes szamok gy, hogy m*>Dn”.

Példa: [2]/ 127a
Bizonyitsuk be, hogy az
1+x%4y°=7°
egyenletnek végtelen sok x, y, z pozitiv egész megolddsa van a pozitiv egész szdmok korében.

Az el6z6 feladathoz hasonldan torténik a megoldads, x-nek, y-nak és z-nek a kovetkez6
értékeket valasztjuk:

x=2n, y=2n°, z=2n’+1, ahol n természetes szam. Ekkor a kdvetkezs egyenletet kapjuk az
eredetibdl:

1+(2n)%+(2n%)%=(2n*+1)>.

Ez azonossag, azaz barmely n természetes szam kielégiti. Tehat az eredeti egyenletlinknek is
végtelen sok x, y, z megoldasa van, ahol ahol x=2n, y=2n2, z=(2n2+1).

Példa: [2]/130
Adjuk meg az
yAx(x+1)(x+2)(x+3)=1
egyenletnek az 6sszes x, y pozitiv egész megoldasat.
Legyen x tetsz6leges természetes szam. Kénnyen ellenérizhetd az
X(x+1)(x+2) (x+3)+1=(x*+3x+1)?

helyessége, amelybdl az adott egyenlet alapjan y=x2+3x+1.
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Eddig végtelen sok megoldas létezését bizonyitottuk, a kovetkezd két példaban
megoldhatatlansagot igazolunk szintén azonossagok segitségével.

Példa: [2]/ 124
Bizonyitsuk be, hogy az
X(x+1)=4y(y+1)

egyenletnek nincs megolddsa a természetes szamok kérében, ellenben a pozitiv racionalis
szamok kozott végtelen sok megoldasa van.

Egy olyan, az eredeti egyenletlinkkel ekvivalens egyenletet fogunk keresni, melynek
segitségével megmutatjuk, hogy nincs megoldas a természetes szamok koérében.

Otlet: szorozzuk meg az egyenletiinket 4-gyel, majd adjunk hozza mindkét oldalhoz 3-at. A
zardjelek felbontasa utan a kdvetkez6 alakot kapjuk:

16y°+16y-4x*-4x+3=3
Alakitsuk szorzatta az igy kapott egyenlet bal oldalat. Ezt kétféleképpen is megtehetjik:
3=[2(2y+1)4-(2x+1)=(4y-2x+1) (4y+2x+3)

Ez azt jelenti, hogy 3 a nala nagyobb 4y+2x+3 természetes szammal oszthatd, ez pedig
lehetetlen.

Ellenben — s ez kdnnyen ellendrizhet6 — ha n>1 természetes szam, akkor
x=(3"-3'"-2) /4, y=(3"+3'"-4)/8

kielégiti az x(x+1)=4y(y+1) egyenletet, helyettesitsiik be ugyanis ezt a két értéket az eredeti
egyenletiinkbe. El6sz6r hatarozzuk meg a bal oldalt:

(3"-3'"-2)/4*[(3"-3""-2)/4+1]=(37"-3-2%3"-3+3%2"+2*3'"+4) /16+(4*3"-4*3'"-8) /16=(3°"+3”
2n
-10)/16

Most nézziik a jobb oldalt:

4[(3"+3""-4)/8][( 3"+3""-4)/8+1]=(3°"+3-4*3"+3+3%2"4*31 " 4*3"4*31" 16)/16+(8*3"+8*3 "
".32)/16=(3*"+3%2"-10)/16,

tehat a behelyettesités utan valéban azonossagot kapunk.

. 5 2 . o . "
Példaul, ha n=2, akkor X=2, Y=3. Egyenletlinknek tehat végtelen sok megolddsa van a pozitiv

racionalis szamok korében. (Ez a hanyados nyilvan sosem lesz egész, mert a szamlaléban
paratlan szam all, ami nem oszthaté 4-gyel.)

Példa: [2]/ 132

Bizonyitsuk be Eulernek azt a tételét, mely szerint a
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4xy—x—y=z2

egyenletnek nincs x, y, z pozitiv egész megoldasa, tovabba mutassuk meg, hogy ennek az
egyenletnek a negativ egészek korében végtelen sok megoldasa van.

Ha X, y és z természetes szamok kielégitenék az 4xy-x-y=z” egyenletet, akkor
(4x-1)(4y-1)=(22)*+1

adddna, és a 4x-123 természetes szamnak lenne 4k+3 alaku p primosztéja. Tehét (2z)%=-1
(mod p) lenne, amibél p=4k+3 kovetkeztében a

(22)"=((22)*)** =-1 (mod p)
kongruenciat kapnank, Euler-Fermat tételével ellentétben.

Ellenben jeldljon n tetsz6leges természetes szamot, és legyen x=-1, y=—5n2—2n, z=-5n-1.
Kénnyen ellendrizhetd, hogy az x, y és z szamok kielégitik az 4xy-x-y=z> egyenletet, ugyanis:
4(-1)(-5n%-2n)-(-1)-(-5n>-2n)=25n%+10n+1 a bal oldal értéke, és a jobb oldalra is ugyanezt az
eredményt kapjuk -5n-1 négyzetre emelése utan. Ekkor x, y és z minden n-re negativ, tehat
példdul a negativ szdmok korében az egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

2.3.2. Tovabbi érdekes diofantikus egyenletek

Olyan egyenletek keriilnek bemutatasra, melyek eddig még nem fordultak el6 az el6z6
fejezetekben. Az els6 példaban az ismeretlenek a nevezében fordulnak el6. A tovabbiak
soran az ismeretlen kitev6ben fog szerepelni, majd bemutatdsra keril faktorialist tartalmazé
diofantikus egyenlet is. Ennek az alfejezetnek a célja, hogy Otletet adjon ezen egyenletek
megoldasahoz, mely megoldasa nem bonyolultabb az eddig latottaknal, csupan mas
észrevételeket, otleteket igényel.

Példa: [3]/ 123 a

Oldjuk meg az egész szamok korében az

egyenletet.

111 . . "y / .
Ha Z+§=Z , akkor a tortek eltavolitdsa utan azt kapjuk, hogy

ax+ay=xy, ill. xy—ax—ay+a2=a2
(x-a)(y-a)=a’.

Legyen v az a’ pozitiv osztdinak a szdma, beleértve 1-et és a’et is. Ekkor a legutolsé egyenlet
megoldasainak a szdma az egész szamok korében 2v-1 darab (2v darab megoldasbél lejon az
X-a=-a, y-a=-a eset, melybdl x=0, y=0 adddik, ekkor a feladatban szerepl6 egyenletnek nincs
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értelme).
Tehat az egyenlet 6sszes megolddsa a kovetkezd alakban irhaté fel:

aZ

x-a=d, y-a=—; ésx-a=-d, y-a=— %2, ahol d a*-nek osztdja és dz-a.

Ha a=14, akkor a2=196, ennek osztéi pedig: 1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196.

Ennek megfelel8en egyenletiinkre a kdvetkez6 17 megoldast kapjuk: x;=15, y1=210; x,=16,
Y2=112; X3=18, Y3=63,' X4=21, Y4=42,' X5=28, Y5=28,' X6=42, y6=21; X7=63, y7=18,' X8=112,
Y=16; x9=210, y9=15; X10=13, y10=-182; X11=12, y11=-84; X1,=10, y1o=-35; X13=7, y13=-14;
X14=-14, y14=7; X15=-35, y15=-10; X16=-84, y16=12; x17=-182, y;7;=13.

Példa: [1]/7.3.13 h
Oldjuk meg a kévetkezd diofantikus egyenletet: x'=y".

Feltehet6, hogy y=x. Megmutatjuk, hogy az 6sszes megoldas x=y, valamint x=2, y=4 és x=4,
y=2. Ezek nyilvan megolddsok. igy azt kell igazolni, hogy y>x esetén x=2 és y=4.
Két bizonyitast fogunk bemutatni ennek az allitdsnak az igazoldsara.

1. bizonyitas: y>x eset: Legyen (x,y)=d, ekkor x=da, y=db, ahol (a,b)=1. Ezt az egyenletbe
visszairva, majd d*-nal osztva:

(da)°=(db)?, azaz b>a miatt d**a"=b’ (1)
adddik. Innen kapjuk, hogy a|b®, de ez (a,b)=1 miatt csak a=1 esetén lehetséges. Ekkor (1) a
d*=b @

egyenletet jelenti. Itt b>a=1, és igy d>1 .Ha d>2, akkor barmely b>1-re d®!>b, és d=2 esetén
is csak ugy teljesulhet (2), ha b=2. Innen valéban a kivant

x=da=2*1=2 és y=db=2*2=4
értékeket kapjuk.

2. bizonyitds: Ha y>x>1, akkor az egyenlet ekvivalens az

x Yy
log x_log y

egyenlettel. Mivel az f(z)=z/log z fliggvény az 1<z<e intervallumban szigorian monoton fogy,
és z>e-re szigorian monoton nég, igy két kilonb6z6 egész helyen csak akkor vehet fel azonos
értéket, ha a kisebbik hely a 2. Ez azt jelenti, hogy csak x=2 lehetséges. Ekkor y=4 megfelel,
tovabba az f fliggvény z>e-re szigorian monoton, ezért mas y mar nem lehet jé.

Példa: [3]/115a, b

Oldjuk meg az egész szamok korében az aldbbi egyenleteket:
() 114+21+..+x1=y?;
(b) 11421+...+x!=y".

a) Kozvetlen behelyettesitéssel kapjuk, hogy x<5 esetén egyenletiink megoldasai az x=1,
y=%1 és az x=3, y=+3 szamok lesznek. Megmutatjuk most, hogy x>5 esetén nincs megoldasa
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az egyenletnek. Vegyiik figyelembe ehhez, hogy 1!4+2!+31+41=33 utolsé szamjegye 3, 5!, 6/,
71,... utolsé szamjegye pedig 0. llyen mdédon x>5esetén az 1!+2!+...x! 6sszeg 3-ra végzidik.
Tudjuk azonban, hogy 3-ra végz6d6 négyzetszam nem létezik.

b) Két esetet kiilonboztetliink meg:

1. eset: z=2n pdros szam. Ez az eset kdnnyen visszavezethet6 az a) feladatra, mivel
v =y*"=(y")% llyen moédon péros z-re a kdvetkezé megoldasokat kapjuk:
x=1, y=11, ha z tetsz6leges paros szam , és x=3, y=%3, ha z=2.

2. eset: z paratlan szam. Ha z=1, az egyenl&ség barmilyen x értékre igaz y=1!+21+3!...+x!
valasztassal.

Legyen z>3. A kovetkezdket kell észrevenni: 11+21+...+81=46233 oszthatd 9-cel, de nem
oszthatd 27-tel. n>9 esetén n! szam oszthatd 27-tel. A 9!+...+x! oszthatd 27-tel, minthogy
azonban 1!+2!+...+8! 9-cel oszthatd, de 27-tel nem, az 1!+2!+...+x! Osszeg x=8 esetén
oszthatod 9-cel, de 27-tel nem.

Ahhoz, hogy y* oszthatd legyen 9-cel, sziikséges, hogy y oszthaté legyen 3-mal. Ekkor y*
oszthatd 27-tel (mert z23), kbvetkezésképpen x=8, z>3 esetén az egyenl&ségnek nincs
megoldasa az egész szamok korében.

Meg kell még vizsgadlnunk az x<8 esetet.

1!1=1=1% (z tetsz6leges); 1!+2!=3 (nem egyenld semmiféle egész szam 1-t6l kiilénb6z6
természetes kitevsjl hatvanyaval); 11+21+31=9=32 (2 paros kitevs, ezt az els6 esetben
megoldasul kaptuk); x=4, 5, 6, 7 esetén sem jutunk megoldasra, ez kdnnyen ellenérizhet6.
llyen médon paratlan z esetén a kdvetkez6 megoldasokat kapjuk:

X tetsz6leges természetes szam, y=11+21+...+x!, z=1; és x=1, y=1, z tetsz6leges pdratlan szam.

Osszefoglalva az 6sszes megoldas:

e x=1,y=%1, z paros; x=1, y=1, z egész szam
o X tetsz. természetes szam, y=11421+..x!, z=1
o x=3,y=13,z=2
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3. Fejezet

Kozépiskolai szakkori feladatok

Az utolsé fejezet kdzépiskolai matematikai szakkorok, fakultacids drdk szamara készilt. A
kozépiskolai oktatasban nem szerepelnek diofantikus egyenletek, azonban a matematika
irdnt érdekl6d6 didkok szdmadra szervezett foglalkozdsok keretein belil érint6legesen
foglalkoznak a témadval. A kovetkez6kben olyan feladatok lesznek bemutatva, melyek a
kozépiskolai tanulé szamara kdnnyen megérthetdk, alkalmasak arra, hogy bepillantast
nyerhessenek a diofantikus egyenletek vildgdba. Ezek a feladatok bemutatjdk ennek a
korosztalynak, néhany szoveges feladat milyen egyszertien oldhaté meg ezen egyenletek
felirasaval.

Példa: [3]/110. a

Hatdrozzuk meg azt a négyjegyli szamot, amelyik teljes négyzet és elsé két szamjegye is,
utolsoé két szamjegye is azonos.

Legyen a az els6, b az utolsé szamjegye a keresett N szdmnak. Ekkor
1000a+100a+10b+b=1100a+11b=11(100a+b)=N.

Tehat 11|N, amibdl kdvetkezik, hogy 11 négyzete is osztja N-et, mivel N négyzetszam, 11
pedig felbonthatatlan. Ebbdl kdvetkezik, hogy %=100a+b oszthato 11-gyel. Otlet:

100a+b=99a+(a+b)=11*9a+(a+b).

Kovetkezésképpen a+b is oszthatd 11-gyel. De 1<a+b<18 (a, b szdmjegyek) miatt a+b=11.
Innen

100a+b=11*9a+11=11(9a+1),

N _100a+b

121 11

=9a+1.

Minthogy N teljes négyzet, igy % is teljes négyzet. De a 9a+1 alaku szambdl, ahola 1 és9

kozotti értékeket vehet fel, csupan a 9*7+1=64 teljes négyzet. Kovetkezésképpen
N=121*64=7744=88".

Példa: [3]/121

Hatdrozzuk meg az 6sszes egész szamokbdl allé olyan szampart, amelyekben a két szdm
Osszege egyenld a szorzatdval.

Jeloljik a keresett szamokat x-szel és y-nal, felirhatjuk, hogy
X+y=Xy

melyet tovabb alakitva
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Xy-x-y+1=1,
(x-1)(y-1)=1.

Minthogy azonban 1-et csak kétféleképpen bonthatjuk fel két egész szam szorzatdra,
azonnal adédik, hogy

x-1=1, y-1=1; x=2, y=2,
vagy

x-1=-1, y-1=-1; x=0, y=0.
Példa: (sajat)
Oldjuk meg kétféleképpen a 2x*+xy-7=0 egyenletet.

1. megoldas

Az egyenletet szorzatta alakitjuk, méghozzda oly médon, hogy kiemeliink x-et:
X(2x+y)=7.

A bal oldalon egy szorzatot latunk, a jobb oldalon pedig egy természetes szamot. A 7-et
kétféleképpen tudjuk szorzatként felirni: 7=1*7, és 7=-1*-7. Tehat 4 megoldast kapunk,
melyek a kbvetkez6képpen irhatok fel:

1) x=1, 2x+y=7, amibdl x=1, y=5.
2) x=7, 2x+y=1, melybdl x=7, y=-13
3) x=-1, 2x+y=-7, azaz x=-1, y=-5

4) x=-7, 2x+y=-1, x=-7, y=13

2. megoldas:

Ennél a megoldasndal a masodfokl egyenlet megoldd képletét fogjuk hasznalni, melyet x-re,
mint ismeretlenre irjuk fel:

_—yr/y7e
4

X1,2

Kell, hogy a diszkrimindns négyzetszam legyen, azontul a szamlaléban szerepld kifejezésnek
oszthaténak kell lennie 4-gyel. Keressiik tehat az 6sszes y-t, mely kielégiti ezeket a
feltételeket.

y2+56=22 (z tetszGleges egész szam), tehat négyzetszamokat keresiink 56 kildnbséggel. Rovid
probalkozas utan kiderl, hogy két olyan négyzetszam-par van, melyek kiilonbsége 56, a (25,
81) és a (169, 225)szampar (a keresést egyszerUsithetjik, ha az egyesek helyén allé szamokat
nézzik; tudjuk, hogy négyzetszam 0, 1, 4, 5, 6, 9 végl lehet, tehat a keresett két szam
kisebbikének 0, mig a masiknak 6, vagy a kisebbnek 9, mig a nagyobbnak 5 a vége, hisz igy
lesz 6-ra végz6d6 szam a kilonbségik).
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1) y=V25=5. Behelyettesitve a megoldo képletbe, megkapjuk x mindkét értékét, ebben
az esetben x;=1, x,=-14/4 adddik, amibdl megoldasként tehat x=1, y=5 konyvelhet6
el.

2) y=V25=-5. Ekkor x;=14/4, x,=-1, tehat a masodik megoldas x=-1, y=-5.

3) y=Vv169=13. Ebben az esetben x;=1/2, x,=-7, megoldas ennél az esetnél: x=-7, y=13.

4) y=-13. Ekkor x1=7, Xx,=-1/2, a negyedik megoldds tehat x=7, y=-13.

Lathattuk tehat, hogy a kétféle megoldas pontosan ugyanazokat az eredményeket
szolgaltatta.

Példa: [4]/100

Keressilink olyan kétjegy(i egész szamot, amely egyenlé a tizesek helyén allé szamjegy
kobének és az egyesek helyén all6 szamjegy négyzetének az 6sszegével.

Jeloljuk a tizesek helyén all6 szamjegyet a-val, az egyesek helyén allot pedig b-vel. Ekkor a
feladatot a kovetkezd diofantikus egyenlettel irhatjuk fel:

10a+b=a+b?
b-b+a*-10a=0
Otlet: A masodfoku egyenlet megolddképletének segitségével b-t kifejezziik:

14+/1-4(a3-10a)
b1,2=

2

A gyokjel alatt négyzetszam kell, hogy alljon, tehat 1-4a*+40a=u’ (u valamely természetes
paratlan szam). Ha u pdros lenne, akkor a szdmldléban péaratlan szam allna, ami nem lenne
oszthatd a nevez6ben szerepl§ 2-vel, igy u mindenképp paratlan szam. Tudjuk, hogy a eleme
[1,9]-nek, megvizsgaljuk, a mely értékeire kapunk paratlan négyzetszamot. a=4, 5,..., 9-re
negativ szamot kapunk, ami nem lehet négyzetszam, a<4 esetén csak az a=2 esetben kapunk
paratlan négyzetszamot, 49-et. a=2-t a megoldéképletbe helyettesitve megkapjuk, hogy
b,=4, b,=-3. A keresett kétjegy(i szam tehat 24.

Példa: [3]/ 125

Egy sakkversenyen két hetedik osztalyos és néhany nyolcadik osztalyos tanuld vett részt.
Minden résztvevé mindenkivel egy mérkézést jatszott. A két hetedik osztdlyos egylitt
szerzett 8 pontot, a nyolcadik osztalyosok pedig mindnyajan egyenl6 szdmu pontot szereztek

(a versenyen résztvevék 1 pontot kapnak, ha megnyerik a mérk&zést, és % pontot, ha
dontetlen jatszmat jatszanak). Hany nyolcadik osztalyos vett részt a versenyen?

Legyen n a nyolcadik osztdlyosok szama, m pedig a barmelyikiik altal elért pontok szama.
Ebben az esetben a verseny 6sszes résztvevije altal elért pontok szama mn+8. Ez a szam
egyenld a lejatszott mérkézések szdmaval, mert minden mérkézés alkalmaval pontosan 1
pont szuletik. Minthogy a verseny résztvevGinek a szama n+2, és mindegyik 1-1 mérk6zést
jatszott a tobbi n+1 résztvevbvel, ezért a résztvevik altal lejatszott 6sszes mérkézések szama

30



n+2)(n+1)
2

(az (n+2)(n+1) szorzatban minden mérkd&zés kétszer szerepel). Ily médon azt kapjuk, hogy

mn+8=(n+2)(n+1)

illetve a megfeleld atalakitasok utan
n(n+3-2m)=14.

Itt n egész szam; a a zardjelben [év6 szamok szintén egész szamok (mert m vagy egész, vagy
olyan tort, amelynek a nevezdje 2).

Minthogy n osztdja 14-nek, ezért n a kovetkezd szamok valamelyikével egyenlé: 1, 2, 7, 14.

Az n=1 és n=2 lehet&séget ki kell zarnunk, mivel ebben az esetben a résztvev6k szama nem

lehetne 4-nél tobb, és igy a két hetedik osztdlyos nem szerezhetne egyiitt 8 pontot. Marad

tehat n=7 és n=14.

Ha n=7, akkor 7(7+3-2m)=14; m=4.

Ha n=14, akkor 14(14+3-2m)=14; m=8. Tehat a nyolcadikosok szama 7, vagy 14.

31



Irodalomjegyzék:
1. Freud Rébert-Gyarmati Edit: Szdmelmélet, Nemzeti Tankdnyvkiadd, Budapest, 2000

2. Waclaw Sierpinski: 200 feladat az elemi szamelméletbdl (Kézépiskolai szakkéri fiizetek),
Tankkodnyvkiadd, Budapest, 1968

3. D. O. Skljarszkij - N. N. Csencov - I. M. Jaglom: Vdlogatott feladatok és tételek az elemi
matematika kérébél, Aritmetika és algebra, Tankonyvkiadé, Budapest, 1967

4. Erdekes matematikai gyakorld feladatok Ill. (Kémal 1904-14), Tankdnyvkiadé, Budapest,
1964

32



