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0 Bevezetés:

A matematikai analizis rengeteg matematikai problémanak képezi az alapjat. Minden
természettudomanyi szakon tanitjak, sot a tirsadalomtudoméanyokban is szerepet kap. Egy
egyetemi hallgatonak nem okoz meglepetést, hogy hangsilyozzak a targy fontossdgat, hiszen
gyakorlati alkalmazdsokndl (példaul fizikai, kémiai laboratériumi munkdkndl, matematikai
problémak megolddsanal) igen gyakran eldkeriil. Mit gondolhat réla azonban egy elsés
egyetemista, aki eldszor taldlkozik magdval a targgyal, €s vajon mennyire érzi fontossagat egy
kozépiskolai tanul$?

Ahhoz, hogy matematika tandrként kdzelebb vigyiik a fiatalokat az analizishez, mindenekelGtt
tisztazni kell, mit is takar ez a sz6. Tisztazni kell, hogy mivel foglalkozik, mi a célja, azt
hogyan valdsitja meg, és hasznos egy kis torténelmi attekintés, amibdl megtudhatjdk mi hivta
életre. Mindezekbdl mar belathatjak, hogy nem 1€gbdl kapott dolgokrdl van sz6, hanem
nagyon komolyan megalapozott rendszer ez, egy hasznos és érdekes vildg. Mindezek mellett
még nagyon fontosnak tartom, hogy semmiképp sem az anyag nehézségét kell a didkoknak
hangsilyozni, hanem megértetni lehetéleg mindenkivel, hogy a matematika (€s ezen beliil is
az analizis) egy kiilon nyelv, amin meg kell tanulni beszélni. Meg kell tanulni az alapszavakat
(matematikai jelolésrendszer, alapfogalmak) €s az alapvetd nyelvi szabalyokat (axiémak és a
logika alapjai).

Mind a kozépiskolai, mind az egyetemi tanulmanyoknél fontos, hogy ezekkel tisztdban legyen
az ember. Természetesen kozépiskoldban inkabb a szemléleti oldal a fontos, az alapfogalmak
megalapozésa, tisztdzdsa, ezek begyakorldsa kiillonboz¢ feladatokkal, mig egyetemen az egész
rendszer gondos megalapozasa, majd fokozatos felépitése.

A szakdolgozat célja bemutatni (di6héjban) az els6 éves analizis anyagét, és fejezetenként a
hozza kapcsolddé kozépiskolai anyagot, feladatokat, majd ezek utdn olyan médszert
(szemléletet, feladatokat) taldlni, mely kelloképpen felkésziti a tanuldkat az egyetemi
matematikara. Mindezt természetesen a kell6 motivacié megalapozasaval, hiszen ez
elengedhetetlen feltétele egy j6 hangulati - €s éppen ezért eredményes €s mély - tanulasi
hiszen példdul magyar tagozaton nem biztos, hogy tul j6 6tlet volna ilyen mélységeiben
targyalni a matematikat.

A , kozépiskolai alkalmazasok™ résznél a Sokszinii Matematika tankonyvet veszem alapul, az
abban leirtakhoz igazodva teszem azon kijelentéseket, hogy mely anyagrész melyik

évfolyamhoz tartozik, hol keriil eld.



0.1 Analizis — mint szo

Analizis:

A sz6 gorog eredetll. Jelentése "elemzés, részekre bontds". Olyan eljards, amellyel valamely

egészet (targyat, jelenséget stb.) gondolatban részeire bontunk a megismerés céljabal.

Matematikai analizis:

Az analizis vagy fliggvénytan a matematika egyik részteriilete, amely a fiiggvények

vizsgélatdval (analizisével) foglalkozik.

,, FO teriiletei példdaul a numerikus-, komplex-, és a valos analizis, ezen beliil a
differencidlszamitds, az integrdlszamitds és a differencidlegyenletek elmélete; a metrikus
terek elmélete és dltaldban a topologia bizonyos dgai, az analitikus rendszerelmélet, a

funkciondlanalizis.”
/forras: Wikipédia/
0.2 Az analizis térténete

Analizis:

Az els6, az analizis témakoréhez kapcsolddo kérdések a kutatdk szerint az i. e. V. szdzadban
bukkantak fel. Talan legeldszor a kor
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megkozelitést, szemléletet, mely késobb az analizis alapvetd szemléletévé vilt. Nevezetesen
ahelyett, hogy konkrét véges értékekbdl indult volna ki, azt mondta, hogy kozelitsiik a
teriileteket tetszéleges pontossaggal.

Ezt Arkhimédész egészitette ki azzal, hogy ha alulré és feliilrdl is becsiiliink egy teriiletet egy
,végtelenhez tart6” sorozattal, akkor ha ezen sorozatok 6sszegei ugyanahhoz a szamhoz
tartanak, akkor a teriilet pont ez a szam.

Nagyon sokdig aztdn nem volt eldérelépés eben a témdban, mig a 17. szdzadban eurdpai
matematikusok elkezdték vizsgdlni €s leirni a mozgds és dltaldban a valtozas jelenségeit
matematikai formuldkkal. Ez tjra sziikségessé tette az el0bb emlitett problémék
Ujratargyaldsat. A kor egy nagy eldrelépése volt, hogy altaldnossa valt a derékszogl

koordinatarendszer haszndlata, mely lehetové tette a geometriai problémadk algebrai titon

Loga rtmusszamitasok torténd megoldasat. John Wallis (1616-1703)

végtelen sorok felirdsdnak segitségével mar
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példaul els6 kép). Newton is foglalkozott a

témaval, 6 az n= (-1) esetet vizsgalta (vagyis az

n-1

2.kép X = 1 esetet, ldsd masodik kép).
x

Innentdl kezdve aztan rohamos fejlddésnek indult a matematika ezen dga, és a mai napig az

egyik legmeghatdrozéobb a természettudoméanyok terén.



1. Az els6 éves analizis attekintése:

1.1 Alapfogalmak
(Logikai alapfogalmak, halmazok, valds szamok)

Annak megértéséhez, hogy az analizis targyaldsat miért fontos (vagy miért lenne fontos) a
logikéval kezdeni, vagy hogy miért kell egyaltalan foglalkozni vele, tisztdznunk kell, mivel is
foglalkozik a matematika. Természetesen a matematika kialakuldsakor a természetben
megfigyelt jelenségek leirdsa volt a cél, azonban ma mér sokszor a fizikai jelenségektol
teljesen elszakadt, absztrakt dolgokat vizsgdl. Ma mar azt mondhatjuk, hogy a matematika
egy formadlis nyelv. Egy alapra (axiémarendszerre = dltaldnosan elfogadott igazsdgokra) épiild
vilag, ahol az alapigasdgok segitségével tovabbi igazsdgokat mondunk ki, bizonyitunk be
(ezeket nevezziik tételeknek).

A tételek bizonyitdsa a matematikai logika segitségével torténik.

A logika az érvényes kovetkeztetések és bizonyitdsok... tudomdnya.”

/Wikipédia/

Ezen logika felépitése is alapvetden a tapasztalatokhoz kothetd (vagyis ugy van felépitve,

hogy a leirt tételek minél jobban alkalmazkodjanak a fizikai valésdghoz).

A matematikai logika fogalmai koziil az elsé maga a fogalom. A matematika nyelvén a
fogalmak az alapok, melyeket definidlunk, hogy késébb egy 4tlathato, logikus rendszert
tudjunk épiteni. A kovetkezd fogalom az allitds. Azért fontos tisztazni, mit jelent az allitas,
mert nyelvtanilag, vagy a hétk6znapi nyelven mast értiink alatta. Matematikdban (ezen beliil
is a két értékii logikdban) azon kijelentések, melyekrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz-e
vagy hamis, édllitdsoknak nevezziik.

Példak:

Allitds: A Didna egy ni név.

Nem 4llitas: Holnap esni fog az eso.



Az éllitasok kozott a logikai miiveletek teremthetnek kapcsolatot. Ezek segitségével Gsszetett
allitasokat kaphatunk. Ezen miiveletek a konjukcid, a diszjunkcio, a negacio, az implikacio,
valamint az ekvivalencia.

A tovabbiakban legyen példaként két allitas, amin bemutatjuk a miiveleteket:

A: Esik az eso.

B: Elmegyiink kirdndulni.

A konjukci6 egy olyan 6sszetett llitds, ami akkor igaz, ha mindkét allitas igaz.

Esik az eso és elmegyiink kirdndulni.

Ez az allitas csak akkor igaz, ha mindkét része igaz, vagyis tényleg esik, és ennek ellenére
tényleg elegyiink kirdndulni. Minden mads esetben az allitas hamis, fiiggetleniil attél, hogy

esetleg az egyik része igaz (pl. esik, de nem megyiink el).

Jele: AAB

A diszjunkcidéval képzett allitas akkor igaz ha két allitas koziil legalabb az egyik igaz.
Példankkal élve:

Esik az eso vagy elmegyiink kirandulni.

Itt mér nem elég a nyelvtani tuddsunk és altalanos logikai érzékiink, hiszen ezt az 4llitast tobb
féleképpen is lehet érteni. A diszjunkcid ugynevezett ,,megengedd vagy’-ot jelent, ami azt
jelenti, hogy az éllitas igaz, ha esik, ha kirdndulni megyiink, esetleg mindkettd. Ha nem esik,
de kirdndulni sem megyiink, csak akkor hamis.

A hétkdznapi életben haszndlatos még az igynevezett ,.kiegészitd vagy” és a , kizard vagy’.
Az elso ugy értendd, hogy pontosan az egyiket csindljuk, vagyis vagy esik és nem megyiink
kirandulni, vagy nem esik és megyiink (altaldban ezen példdhoz ezt rendeljiik hozz4), a
,,Kizdrd vagy” esetében pedig maximum az egyik teljesiilhet, vagyis ha esik akkor semmiképp
nem mehetiink kirdndulni, ha pedig kirandulunk akkor semmiképp nem eshet (jé lenne®©).

Jele: AVvB

A negacio a tagadas. Egy A dllitas negacidjan a ,,nem A”, vagyis az ,,A hamis” allitast értjik.
Esetiinkben az esik az eso negécidja egyszerlien az, hogy az esik az eso dllitdas hamis, vagyis

nem esik az eso.



A koznapi nyelv haszndlatdban azonban vannak azonban olyan esetek, amikor a tagaddst
masképp értelmezik. Példaul, ha azt allitom, hogy Siit a nap , akkor ez nem az el6z0 allitas
tagaddsa, még ha feltessziik is, hogy ha siit a nap, akkor nem esik az esdé. Ennek oka, hogy a
Siit a nap tagadésa, a Nem siit a nap, vagyis felhds az ég, de ez nem feltétleniil egyenld azzal,
hogy esik az esd. Az olyan éllitdsokat, amelyek egy A allitds igazsagat kizdrja, cafolatnak
nevezziik. Pontosabban tehat a negécié egy allitds pontos tagaddsat jelenti.

Jele: 0 A

Az implikacié azt jelenti, hogy egy allitasbdl kovetkezik egy masik allitas. Nevezhetjiik ezt a
kapcsolatot ,,ha... akkor” kapcsolatnak is, hiszen pl. a kovetkez6t jelenti:

Ha esik az eso, akkor nem megyiink kirdndulni”

Természetesen ez még nem jelenti azt, hogy ha nem esik, akkor megyiink, hiszen ez az allitas
csak akkor hamis, ha ez els0 fele (Ha esik az eso) igaz, és a masodik (nem megyiink
kirdndulni) hamis. Vagyis ha mar az elsd fele nem teljesiil, akkor abbdl nem kovetkezik
semmi, tehat barmit mondhatok, az 4llitds igaz marad. Ezt végiggondolva kénnyen lathato,
hogy a ,,ha A , akkor B” kapcsolat egyenértékii a ,,nem A, vagy B kapcsolattal, hiszen ha azt
mondom, hogy Nem esik az eso vagy nem megyiink kirdndulni csak akkor hamis, ha mindkét
allits hamis, vagyis, ha esik és mégis kirdndulni megyiink.

Az implikci6 jele: =

A logikai miiveletek koziil méar csak az ekvivalencia hidnyzik.

Az ekvivalencia két allitas egyenértékiiségét fejezi ki, vagyis azt, hogy az egyik allitas
pontosan akkor igaz, ha a mésik is. Szavakban el6z6 példank esetén ugy fogalmazhatjuk meg,
hogy Akkor és csak akkor megyiink kirdndulni, ha nem esik az eso. Ez azt jelenti, hogy vagy
esik €s nem megyiink, vagy nem esik, ekkor azonban mindenkép megyiink. Ha nem ezen
esetek allnak fenn, akkor az allitas hamis.

Az ekvivalencia jele: <

Itt érdemes még megjegyezni (késobb hasznos lesz), hogy a implikécioét és az ekvivalencidt
ugy is kifejezhetjiik, hogy A elégséges feltétele B-nek (A = B), illetve A sziikséges és
elégséges feltétele B-nek (A < B). A tételek megfogalmazdsanal, bizonyitdsanal gyakran

igy fordulnak eld.



Kvantorok

Ugy gondolom, mindenképp fontos szét ejteni a kvantorokrdl, hiszen dltaldban ez okoz
nehézséget egy tjdonsiilt egyetemistdnak. Nem is maga a kvantor fogalom megértése,
megtanuldsa, hanem a kvantorok alkalmazasa és természetessé véldsa. Ez nem is olyan
egyszeri feladat. Ha kozépiskoldban valaki nem taldlkozik ezzel a jelolésrendszerrel, bizony
meglepddik elso analizis 6rdjan, hogy két tablat mar teleirt az oktato, de egy sz6t sem irt még
le. Pedig nem is a jelolés nehézsége, mint inkabb furcsasdga, és szokatlansaga az, amit szokni,
gyakorolni kell. Taldn tényleg szemléletes lehet, ha az ember nyelvként (is) tanitja a
matematikat, mert akkor nem ijednek meg a didkok, hanem megértik, hogy vannak bizonyos
»szavak”, ,irasjelek”, melyeket meg kell tanulni.

A kvantorok sziikségességét talan akkor érezziik a legjobban, mikor altalanositani szeretnénk.
Ha nem csak egy konkrét allitast, hanem egy tigynevezett nyitott mondatot szeretnénk
megfogalmazni.

Megint csak szemléleti oldalrdl érdekes lehet megfigyeltetni a didkokkal, hogy egyre inkdbb
tériink 4t fizikai értelmezésbol valami formalis vildgba, bar még nem rugaszkodtunk el
teljesen. Péld4ul ha bedllitok egy birkanydjat egy sorba, és azt mondom, hogy Az x. birka
fekete, akkor ezen allitds igazsdgtartalma természetesen attdl fiigg, hogy az x helyére milyen
szamot teszek. Persze felvetheti a didk, hogy ennek semmi értelme, hiszen abbdl az allitasbol,
hogy Az x. birka fekete még semmit nem tudunk meg, azonban itt is egyfajta latdsmod ataddsa
a lényeg, aminek késobb igen nagy hasznat veheti.

A tovabbiak megkonnyitése érdekében (ha tanul6krdl van sz6, akkor pedig a jelolésrendszer
szoktatdsa végett) legyen az el6z6 mondat A(x), amiben x a valtoz6. Na most, ha minden
birkank fekete, akkor mondhatom, hogy minden x-re az 4llitas igaz. Jel6lésben: (V x) A(X).
Az ilyen kvantort univerzalis kvantornak nevezziik.

Ha van fekete birkdnk (mindegy mennyi, de legaldbb egy), akkor azt mondjuk, hogy létezik x,
melyre A(x) igaz. Jelolésben: (Ix) A(x). Ez utébbinak neve egzisztencidlis kvantor. A

jelolésben a V - jel a német alles (= minden), mig a 3 a német egzist (= 1étezik) sz6bdl ered.



Kozépiskolai alkalmazasok:

Az analizis elemeinek alapfogalmai 10. osztély elején keriilnek el6. Mindjart meg is
jegyezném, hogy nem most taldlkoznak a tanuldk el6szor analizissel, hiszen méar 9.

osztalyban megismerkednek a fiiggvény és a halmaz fogalméval.

Ezen év elején az implikacio, €s az ekvivalencia keriil bevezetésre. A szavak magyarazatan tul
egy-két példaval szemlélteti a tankOnyv a sziikséges, a sziikséges és elégséges, valamint az
elégséges feltételeket. Késobb - 12. osztdlyban - aztdn djra elOkeriilnek a logika fogalmai és a
logikai miiveletek. Ez eddigi ismereteken til a kijelentés, a konjukcid, a diszjunkcid, a
negécid fogalmai, valamint az implikacio és az ekvivalencia miiveletei keriilnek bevezetésre.

Ugy gondolom, a kényvben taglaltak elég érthetek és jol

atlathatoak , €s ha az ember a késdbbiekben sem hanyagolja el A B A B

ezen fogalmakat, akkor az egyetemi életben sem okoz I i i

kiilonosebb problémat. Aki kozépiskolai évei alatt aktivabban | h

H
foglalkozik matematikdval, mindenhol ezen logikai alapokkal H i H
H

¢s logikai miiveletekkel taldlja magét szemben, éppen csak

tudatositani kell, hogy a szemlélet, a gondolkoddsméd, amit a sok-sok 3.kép
példa megoldasaként elsajatit, azt éppen a fent emlitett fogalomrendszer

irja le.

Tan a legismertebb logikai példak az igazmondok és a hazugok (lovagok €s 16kotdk stb.)
feladatai. Ha az ilyen tipusu feladatok utdn tisztdzzuk azt is (példaul szemléletesen egy
igazsagtablazattal — 3.kép), hogy a feladatban milyen logikai fogalmak és kovetkeztések

szerepelnek, akkor elég gyorsan elsajatithat6 a szemlélet €s a gondolkoddsmdd barki szamdra.

1.2 Bizonyitasi modszerek.

Harom 4ltalanos, és nagyon gyakran alkalmazhaté modszer egy-egy tétel (matematikai
kovetkeztetés) helyességének bizonyitasara. Ezen mdédszerek készség szintli ismerete
elengedhetetleniil sziikséges barmely matematikaval foglalkoz6 ember szamara. Szerencsére
egy kis tiirelemmel, kitartdssal mindenki szdmadra elsajétithat6, hiszen a legtobbszor kaptafa

szerten alkalmazhatok.
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Direkt bizonyitas
Egyszerti levezetés. Helyes kovetkeztetések helyes tételhez vezetnek.

Példaul:

Ha x péros szam, akkor 5x is az.
: Lo OXx x X o ) e e :
Bizonyitas: — =5 XE’ ahol 3 egész szam (a feltevés miatt), igy Otszorose is egész, vagyis

az allitas igaz. Ha végiggondoljuk logikai miiveletekkel is, itt az implikécidt /,.ha..., akkor”

(=) kapcsolatot/ alkalmaztuk.
Indirekt bizonyitas

Az indirekt bizonyitdsndl feltessziik az 4llitds ellenkezdjét, és ebbdl probalunk meg
ellentmonddsra jutni. Ebben az esetben ugyanis az allitas ellenkezdje nem lehet igaz, vagyis
az allitas igaz. Logikai jelekkel: ha — A hamis, akkor A igaz (pont igy definidltuk a
negaciot).

Bizonyitand6 példaul, hogy v 2 irraciondlis.

Ehhez tegyiik fel, hogy /2 racionilis, vagyis felirhat6 5 alakban, ahol a tort mdr nem

egyszertisithetd. Ekkor

vagyis:

2Ip* = 2Ip = 4lp> =2Iq* =2lq.

Tehét p és q is paros, ami ellentmondaés.
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Teljes indukcié (indukcios feltevés, indukcios 1épés)

Teljes indukciordl beszé€liink, ha egy 4dllitds (nyitott mondat) bizonyitdsdhoz a nyitott mondat
egyik (dltaldban legkisebb) elemére (mondjuk A;-re) bemutatjuk, hogy az 4llitds igaz, majd
feltessziik, hogy A,—re is igaz (ez lesz az indukcios feltevésiink), és megmutatjuk, hogy ha
Ay-re igaz, akkor A,y -re is az. Tehdat A, = A,y. Ez azért j6, mert ha A, = Ay igaz és Aj-
re igaz, akkor igaz A,-re, de az implik4cié miatt akkor igaz As-ra és igy tovabb a

végtelenségig. Vagyis ezen modszer segitségével végtelen sok allitds igazsdgat beldthatjuk.

Kozépiskolai alkalmazasok:

Ezen bizonyitdsi médszerek nem mindegyike szerepel kiillon anyagként a kozépiskoldban,
viszont gyakran eldkertil.

A direkt és indirekt bizonyitas (a logikai miiveletekhez hasonl6an) a gyakorlatban keriil
gyakran eld, igy példdkon keresztiil sajatithato el leginkabb. Ezen esetekben maga a mddszer
nem nehéz, konnyen 4tlathatd, az azonban, hogy tudja az ember, mely esetekben hogyan
alljon neki egy-egy bizonyitdsnak, mar gyakorlatot igényel.

A teljes indukcié médszere kicsit mas. Itt elébb meg kell érteni, min alapul a bizonyitds, majd
ezutdn lehet begyakorolni, elsajatitani. Talan ezért is csak a 12. osztdlyos torzsanyagba kertiilt

bele.

1. Feladat (12.0sztaly):

. P " p o n(n+1
Bizonyitsuk be, hogy az elsd n természetes szam Osszege: ( 5 ) .

1. Megoldis:
11+1)

Nézziik meg az éllitdstn =1 - re. =1, vagyis az allitds n = 1 - re igaz. Tegyiik fel,

hogy igaz az allit4s n-re és vizsgdljuk meg ekkorn + 1 -re.

(n)(n+1)

1+2+3+...+n+(n+1)= +(n+1)

/az indukcids felevésbol/

(n)(n+1)

(M)(n+D)+2(n+1) _ (n+D(n+2)

+(n+l) =
(n+1) 5 5
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1.3 Halmazok

Ha a halmazokrdl tesziink emlitést, a legtobb embernek megjelenik valami kép a fejében,
esetleg egy-két konkrét példa, hogy miket és hogyan lehet halmazba rendezni. Ha azonban
megkérdeziink valakit, mit is jelent egészen pontosan a halmaz, nem sok eséllyel ad kielégitd
valaszt. Mindenképpen valamely dolgok 6sszességérol besz€liink, valamiféle csoportositasrol.
Viszont ezen megnevezések tavolrol sem nevezhetok pontos definiciénak. Azt aki ilyesmire
torekszik, csalodas kell érje, mert a halmaz alapfogalom, igy nem tekintjiik definidland6
dolognak. Koriilirni tudjuk, példakat is adhatunk meg, szemléletes médon dbrdzolhatjuk is

Oket példaul mindenféle sikbeli alakzatokkal, azonban pontos definici6t nem adhatunk.

A halmaz a matematika egyik alapfogalma, melyet leginkdbb tigy tudunk koriilirni, mint
bizonyos egymadstol kiilonbozo dolgok ,,osszességét”, de tekintettel arra, hogy alapfogalomrol
van sz0, igy nem tartjuk definidlandonak. A halmazok dltaldnos tulajdonsdgaival a
matematika egyik dga, a halmazelmélet foglalkozik. Annak ellenére, hogy ez a tudomdnydg
csak a 19. szdazadban fejlodott ki, mdra a modern matematika minden dgdnak ez a
tudomdnydg (a matematikai logika mellett) az alapja, mivel minden, a matematika dltal
vizsgdlt objektum végso soron halmaz. A matematikdnak ez a jelenleg is uralkodo
,halmazelméleti” paradigmdja elsésorban a huszadik szdzadban miikodo
matematikustdrsasdg, a Bourbaki-csoport munkdssdgdanak koszonheto. A halmazelméleti

ismeretek az elemi iskolai matematika részét is képezik.

A halmazelmélet eredeti és korai formdja, a naiv halmazelmélet, ellentmonddsosnak
bizonyult. Ezért a matematikusok létrehoztak mds, kiilonféle axiomarendszerekre épiilo, tin.

axiomatikus halmazelméleteket is.”

/Wikipédia/

A halmaz megaddsa utdn azt kell tudnunk, hogy barmely x eleme egy halmaznak, vagy nem.
Ezzel viszont egyértelmlien tudunk halmazokat definidlni. Halmazok jeloléseként
leggyakrabban a kapcsos zardjelen beliili felsoroldst hasznaljuk. Pl.: A = {1,2,3,4,5}, de
megadhatjuk leirdssal is B = {n: n pdros szdmok }. Tehat magukat a halmazokat az ABC nagy
kezddbetliivel jeloljiik, mig az elemeket felsoroljuk, vagy ,,n:” utdn leirjuk, mely n-ekre

gondoltunk. Ha egy x eleme egy halmaznak, azt igy jeloljiik: xe A, ha pedig nem eleme:
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x¢ A. A megadott példdra: 1€ A, de 1 ¢ B. Fontos tudni, hogy attdl, hogy egy elemet
tobbszor felsorolunk, a halmaz nem valtozik, és nem is lesz tobb eleme. Erdemes

megemliteni, hogy halmaznak lehet halmaz is az eleme.

Halmazok ko6zotti muveletek:

Két halmazt egyenldnek mondunk, ha elemei megegyeznek, vagyis ha

A=B o (Vx)(xe A < xe B)

Ertelmezziik halmazok osszeaddsat (uni6jat). Az unié két (vagy tobb) halmaz sszességét
jelenti, vagyis az 0sszes olyan elem halmazat, amelyet barmelyik halmaz tartalmazott.
Jelekkel: AUB = {x: x € A vagyx € B}.

A metszet az a kozos elemek halmaza. A[1B = {x: x € Aésx € B}

A kiilonbség B azon elemek halmazét jelenti, melyek benne vannak A-ban, de B-ben
nincsenek. Vagyis A\B = {x: x € A de x ¢ B}. Azonnal l4thatd, hogy ez ekvivalens az
A\A B kifejezéssel.

Azt a ,teret”, vagyis azt a legbdvebb halmazt, ahol magukat a halmazokat definidljuk, illetve
ahol a muveleteket végezziik, alaphalmaznak, vagy univerzumnak nevezziik, és U-val
jeloljiik. Ezen alaphalmazon értelmezhetjiik a komplementer halmazt.

A komplementer az alaphalmaz azon elemeinek halmaza, melyek az adott halmaznak nem

elemei. Egyszeriibben A komplementere azon elemekbdl all, melyekre x ¢ A. Jele: A = {x:x

¢ A}

Kozépiskolai alkalmazasok:

Kilencedik osztidlyban a kombinatorika rész elején kertil el6szor szoba. Tisztdzottak a halmaz
elemei, elemeinek szdma, az iires halmaz €s a végtelen halmaz (pontosabban itt csak a
megszamlalhatéan végtelen halmaz), halmazok kozotti egyenldség, a részhalmaz és a valédi
részhalmaz fogalmai.

A legtobbszor vagy szdmhalmazokkal, vagy sikbeli ponthalmazokkal foglalkozunk, igy
szemléletes ha Venn-diagrammal, vagy sikbeli alakzatokkal szemléltetiink egy-egy példat. Igy
sokkal atlathatébba valik egy feladat, konnyebben érthetd a halmaz fogalma. Fontos azonban
hangsilyozni, hogy més esetekben is beszélhetiink halmazrél, barmik legyenek is az elemei,

és barmely moddon is legyenek felsorolva.
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2. Feladat (9. osztaly):

Egy osztdlyban 30 tanul6 irt matematika dolgozatot, amelyben harom feladatot kellett
megoldani. Az 1. feladatot 20, a masodikat 16, a harmadikat 10 tanul6 oldotta meg hibatlanul.
Az elsot és a masodikat 11, az elsot €s a harmadikat 7, a masodikat és a harmadikat 5 tanul6
oldotta meg jol. Mindhdrom feladatot minddssze 4 tanuldnak sikeriilt jo1 megoldania. Hinyan

nem tudtdk egyiket sem megoldani?

2/a MCgOldéSZ 1. feladatot jol megolddk 2. feladatot j6 megolddk
'./_—r-'—__'_‘-\_\\
/ \ N
A szdvegben 1év0o sok adat hatdsara konnyen / / 2\
elveszhetiink. Ha azonban dbrizoljuk az adatokat, f 6 \ 4
—_—

sokkal attekinthet6bbé, érthetobbé valik a feladat: \ / ]\
A Venn-diagrammrdl (4.kép) azonnal '\\ / | 4 ) ‘
leolvashatjuk, hogy 6sszesen 27 didknak sikeriilt \ / 3 \></ 1

megoldds:

legaldbb egy feladatot j6l megirnia, vagyis a \(k\——-- S~ ¥7|
\\ /

30-27 = 3.

3. feladatot jol megolddk

2/b Megoldis:

4.kép
Egy mésik lehetdség, ha a — 9. osztdlyban egyébként mar tanitott —

szita formuldt, vagy logikai szitat alkalmazzuk. Ebben az esetben dsszeadjuk azon emberek
szamat, akik az els6, masodik vagy harmadik feladatot j6l oldottdk meg, majd ebbdl kivonjuk
azok szamat, akik pontosan két feladatot oldottak meg (hiszen Oket kétszer szamoltuk), végiil
hozzdadjuk azok szdmat akik, mindhdrmat j6l oldottdk meg (6ket hdromszor szamoltuk az
elején, majd hdromszor ki is vontuk). Ekkor tehat megkapjuk azok szamadt, akik legaldbb az
egyiket megoldottdk és rdadasul jol:

20+16+10)—(11+7+5) + (4) =27.
Vagyis azok szdma, akik egyet sem tudtak jol megoldani:

30-27 = 3.

3. Feladat (9. osztaly):
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Melyek azok a pontok a sikon, melyek egy adott A ponttdl

legaldbb 1 cm, legfeljebb 2 cm tavolsdgra vannak?

3. Megoldés:

Rajzoljuk le az 1 cm-re és a 2 cm-re 1évo pontok halmazat (két

kort). Ebbdl latszik mar, hogy a megoldas a két kor kozotti pontok 5 ké
kép

halmaza (a korokkel egyiitt, 1asd: 5.kép).

1.4 Valos szamok

Néhany szot ejtenék a valds szdmokrol is. Mivel késObb a fiiggvényeknél igen gyakran veliik
dolgozunk, nem 4rt, ha van valami elképzelésiink, hogy kik is 6k, hogyan épiilnek fel, és
miért pont tigy. Taldn a leggyakrabban hallott meghatirozas (nekem is ez jut el6szor
eszembe), hogy a raciondlis és irraciondlis szamok egyiittvéve. Egybdl adédik a kovetkezd
kérdés, hogy mik a raciondlis €s irraciondlis szamok. A raciondlisat konnyebb megfogni taldn,
hiszen azon szamok, melyek felirhatéak két egész szam hanyadosaként. Mi a helyzet az

irraciondlis szdmokkal? Mondhatjuk, hogy 6k a nem szakaszos tizedestortek.

Az axiomatikus megalapozds teljesen mds oldalrél kozeliti meg a kérdést.

Ez a mddszer, mar sokkal inkdbb a formadlis nyelv korébe tartozik, és elsé ranézésre akar
gondolhatnank, hogy a val6sdghoz nem sok koéze van. Természetesen kdzelebbrol
megvizsgilva logikusan oly mdédon lett felépitve, hogy az eddigi ismereteink, és megszokott
szabdlyaink ne vesszenek el.

Axiomatikaus megkozelitésben nem definidljuk a valés szdmokat, hanem (a halmazhoz
hasonl6an) alapfogalomnak tekintjiik, aminek azonban ki kell elégitenie néhany
tulajdonsdgot. Ezen alaptulajdonsdgokat, melyeket bizonyitds nélkiil elfogadunk, axiomaknak
nevezziik. Barki konnyen belathatja, hogy ezen alaptulajdonsagok éppen ugy lettek kitaldlva,
hogy az eddig megszokott szabalyink érvényesek maradjanak.

Az axiomadkat négy csoportba oszthatjuk.

Az elso csoport az vigynevezett Testaxiomdk.
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Elnevezésének oka, hogy szeretnénk, ha szdmaink testet alkotndnak. A test definicidja az
algebra korébe tartozik, nekiink itt elég annyi, hogy szamok és miiveletek olyan csoportjardl
van sz, ahol a testbeli szamokon végzett miiveletek eredményéiil testbeli szamokat kapunk.
Eldszor is sziikségiink lesz egy 0sszeadds miiveletre, ami kommutativ (az életben is
ugyanannyit kell fizetnem, ha eldszor a dragabb pulcsiért fizetek, utdna az olcsébbért, vagy
forditva), és asszociativ is.

Ezutéan kell definidlnom egy nullelemet (hogy értelmezni tudjam azokat a jelenségeket, ahol
elvesztem minden pénzem, ugyanannyi a kiadds mint a bevétel, stb.), majd a kivonds
milveletét (mint negativ szammal vett 6sszeget).

Ha ez is megvan, értelmezem a szorzds miiveletét (nem meglepd, rengeteg példa szolgal
alapjaul az életbdl: 6t darab csoki dra, 6t havi fizetés, 6t ugyanakkora kupac tégla, stb.), majd
a mar emlitett kommutativ és asszociativ tulajdonsdgot biztositom erre is.

Itt természetesen elOkeriil egy egységelem sziikségessége, majd a reciprok definidldsa (mint
egy szam, mellyel az eredetit szorozva az eredmény 1).

Ha mindezzel készen vagyunk, még kapcsolatot kell teremteni a szorzds és dsszeadds
mivelete kozott, amit a disztributivitdssal azonnal meg is tehetiink (megint csak egyszer(
példat taldlni: kapok mondjuk kardcsonyra 6t éven keresztiil sapkat és kesztyfit, batym pedig
Ot éven keresztiil kardcsonyra sapkat, sziiletésnapjara kesztytit kap, akkor — ha nem hagyunk

el semmit kozben — 6t év mulva ugyannyi sapkank és kesztyiink lesz).

A mdsodik csoport a rendezési axiomdk:

Ezen szabdlyok is teljesen egyértelmiinek tinnek, hiszen a mindennapi €életben megszoktuk
Oket, ha viszont nem rogzitenénk le 6ket, akkor nem tudnank egyértelmiien szdmolni, hiszen
nem lennének a szdmaink sorba rendezve. Igy példdul elmondhatndm, hogy van 6t birkdm, a
szomszédnak meg csak kettd, erre azonban joggal kérdezhetné barki, hogy miért 6riilok ennek
annyira, az Ot talan tobb mint a kett0? Erre a kérdésre ebben az esetben csak a fejemet
vakargathatndm, és a vallamat hizogathatnam. Latszik tehat, hogy formélisan sziikség van r4,
még ha fizikailag teljesen egyértelminek tlnik is (persze ha mondjuk mar komplex szamokrdl
beszéliink, nem ilyen egyszertii a helyzet, ott maximum a hosszra tudunk egyértelmi
rendezést).

A kovetkez6 négy axioma tehat szamaink sorba rendezésére hivatottak, €s annak biztositdsara,
hogy miiveleteink elvégzése utan is megmaradjon ez a rendezés.

Felsorolas szinten:
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Va,b,c e R esetén:
a<b,a>b, vagy a =b (trichotémia) ,
a<bésb<cesetén a < c (tranzitivitas),
a<besetétna+c<b+c,

a<beseténa-c<b-c.
A kovetkez6 két csoport egy-egy axioma csupan.
Arkhimédeszi axioma:

Tetszoleges b pozitiv szamhoz taldlhaté b-nél nagyobb n természetes szam.

1 ) . e
Itt ha b helyett — - t frunk, akkor azt kapjuk, hogy ha ¢ tetszéleges pozitiv szdm, akkor 3
E

. , 1
olyan n természetes szdm, melyre —< €.
n

Ennek pedig fontos kovetkezménye, hogy a raciondlis szdmok mindeniitt siirtien

helyezkednek el.
Cantor axioma:

Minden egymadsba skatulydzott I} oI, D I3 O ... zart intervallumsorozatnak van kdzos

eleme, azaz 3 x valds szdm, hogy x € I, V n-re.

Az axiomatikus megalapozds végeztével kimondhatjuk, hogy a valds szamok arkhimédeszien

rendezett testet alkotnak, melyben teljesiil a Cantor-axiéma.

Kozépiskolai alkalmazasok:

Kozépiskola kilencedik osztidlydban mar elvileg ismeretesek a szimhalmazok fogalmai, mar
tanultdk a természetes szamokat, az egész szamokat, a raciondlis és irraciondlis szdmokat és a
valds szamokat. Sajiat emlékeim szerint azonban annak ellenére, hogy mar dolgoztunk vele,
még kordntsem tartottunk ezen fogalmak készségszintli haszndlatdndl, igy taldn érdemes lehet

még egyszer végigfutni rajta. Nagy segitség lehet, ha szdmhalmazokat is Venn-diagrammon
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szemléltetjiik (6.kép). Ez elég szemléletes, és ardnylag konnyen megjegyezhetd. Még egy
szemléletes mddszer az, ha a valds szdmokat a szdmegyenes pontjainak feleltetjilk meg. Ez a
maodszer abban segithet, hogy az ember elképzelje, hogy a raciondlis és irraciondlis szamok
mindenhol ,,stirlin” helyezkednek el. A raciondlis szamok ,,ugyan annyian vannak”mint az
egész szdmok és a természetes szamok, és

ez a k6z0s szdmossag a megszamlalhatéan R

végtelen szamossig. Ezen mddszerek a —Q

konstruktiv megalapozas koreibe
tartoznak.

Célravezetd még a miiveletekkel
parhuzamosan beszélni a
szamhalmazokrol. Hiszen ha vessziik az
egységelemet, akkor dsszeaddssal,
szorzéssal az egész szamokat kapjuk, ha

bevezetjiik az osztést, akkor a tort 4587

szamokkal mar a raciondlis szdmokat
kapjuk, majd a gyokvondssal az 6.kép

irraciondlisat. Negativ szdm gyokeként bejohetnek a komplex

szamok is, ha mér ott tart a csoport. Ha még nem, akkor is esetleg emlités szintjén
beszélhetiink réla. A szdmhalmazok ezen targyaldsi formdjat azért tartom fontosnak és jonak,
mert el0késziti az axiomatikus megalapozast, és egy ahhoz teljesen hasonlé szemléletben

targyalja a témat.

A gyokvonas 10. osztalyban keriil eld, majd 11. osztalyban a ,,hatvany, gyok logaritmus”
fejezetnél még egyszer. Ennyi id6 alatt (ha roviden djra €s Gjratargyaljuk a témat), van ideje a
tanul6knak hozzdszokni a kifejezésekhez, elsajatitani a fogalmakat és a szemléletet. Mind e
kozben a fiiggvényeknél, a polinomoknal is elokeriil, mikor az értékkészletet és az értelmezési
tartomdnyt vizsgdljuk. Tehét a szdmhalmazok témakore is (miutdn az alapokat tisztaztak),

legtobbszor kozvetett formaban jon eld.

4. Feladat (9. osztaly):

Milyen szdmjegy 4ll a P tizedestort alakjdban a tizedesvessz0 utdni 2004. helyen?
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4. Megoldas:

Mivel 7 raciondlis szdm, vagy véges a tizedestort alakja, vagy végtelen hosszi, 4m

szakaszos. Elvégezve az osztést: % =0,4285714..., ahol a masodik 4-essel kezdve a szamok

hatosdval ismétlédnek. Ebbodl konnyen szamithatd, hogy a 2004. szdmjegy a tizedesvesszo

utan az 1-es.

5. Feladat (10. osztaly):

a, Lehet-e két raciondlis szdm szamtani kozepe irraciondlis szdm?
b, Lehet-e kér irraciondlis szdm szdmtani kozepe raciondlis szdm?
c, Lehet-e két raciondlis szam mértani kozepe irraciondlis szdm?

d, Lehet-e két irraciondlis szdm mértani kdzepe raciondlis szam?

5. Megoldas:

a, Minden raciondlis szam felirhat6 két egész szam hanyadosaként, két tort 6sszege is tort, és

ezt elosztva kettOvel is biztosan tortet kapunk.
b, Lehet, példaul a V2 ésaz 1- /2 szamtani kozepe > és 0k maguk pedig irraciondlisak.

c, Ez is lehetséges, hiszen az 1 és a 2 mértani kozepe \/E .

d, Keressiink olyan irraciondlis szdmokat, melyek egymds reciprokai. llyen példdul a 2 - J3

és a2 + /3. Ezek szorzata ugyanis (2 - \/3_)(2 + \/g) = 4—+/32= 1. Tehit lehet két

irraciondlis szdm mértani kozepe raciondlis.
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1.5 Végtelen szamsorozatok

Végtelen szdmsorozatrdl akkor besz€lhetiink, ha valds szdmokbdl valamilyen tton médon,
egy sorozatot készitiink, és ez a sorozat végtelen hosszu, valamint az elemek sorrendje
egyértelmiien meghatarozott. A végtelen sorozat kozépiskolai bevezetésén a didkok tisztaban
vannak mdr - elméletileg - a szamsorozat és a fiiggvény fogalmdval. Igy mondhatjuk, hogy a
végtelen szdmsorozat a pozitiv egész szdmok halmazan értelmezett fiiggvény. Miutdn van
valamilyen képiink a sorozatokrél, adhatunk pér példét, hogyan is lehet megadni Oket.
Sorozatok megadhatdk explicit formaban, rekurzidval, de szdval is, a fontos az, hogy a
megadas egyértelmii legyen.

Néhany példa explicit formara:

1 n+l

dh = — ;aAn = s

S
S

vagy
(an)=(1,234,...,n, ...)

A rekurziv megadas 1ényege, hogy az elsé néhany elemet megadjuk, és a kovetkezd elemeket
mindig az el6z6 néhany segitségével hatdrozzuk meg.
Példa rekurziv megaddsra:

aj=1,a =1, a,=a,; +a,, (in. Fibonacci-sorozat)

Konvergencia, divergencia

1.00 — +
Ahhoz, hogy megértsiik a konvergencia és _
divergencia fogalmét, meg kell érteniink, mit jelent, 0.80
hogy egy bizonyos a, sorozat ,,tart” egy bizonyos ]

060 —

,hatarértékhez”. Ezt szemléletesen taldn gy lehet

tan)

elképzelni, hogy elkezdem gondolatban felirni a

sorozat tagjait, n-nel tartok a végtelenhez (azaz *
egyre tobb és tobb tagot felirok vég nélkiil), és 0.20 | .

figyelem, mi torténik a sorozat tagjaival. Akar 1 Trea,,
+++++++++++++
0.oo0

I ' I '
0.00 10.00 20,00
n

21 7.kép

30,00



abrazolhatom is Oket egy koordindtarendszerben, és figyelem, hogy a tagok hov4 tartanak (7.

kép).

o . . 1 ..
Az 7. kép alapjan is latszik, de meg is gondolhatd, hogy az a, = — sorozat tagjai egyre
n

kisebbek, de soha nem lesznek negativak, igy a sorozat a nulldhoz tart, vagyis a sorozat
hatarértéke 0. Az olyan sorozatokat, melyek egy konkrét szimhoz tartanak, konvergens
sorozatoknak hivjuk.

Konnyen meggondolhat6, hogy az el6z6 dbrazoldssal hogyan is néz ki mondjuk az a, =n
sorozat. Ez ugye feliilr6l nem korlatos, és minden tag nagyobb az el6z6nél, igy azt
mondhatjuk, hogy a sorozat végtelenhez divergdl, és igy divergens. Azonnal hozz4 is tenném,
hogy nem csak a végtelenhez (vagy minusz 4000 —
végtelenhez) divergdld sorozatokat nevezziik .
divergensnek, hiszen vannak olyan sorozatok, 2000 —| +

melyeknek egyaltaldn nincsen hatarértékiik (0k 1 .

(an)

0.00 = T T T T T

az oszcilldlva divergens sorozatok, példaul az
a = (-1)" n; 8 kép) 1 R

Kovetkezik két tétel, a sorozatok hatarértékérol L

és korlatossagarol:

-40.00 —

8.kép

Bolzano-Weierstrass tétel:

Minden korl4tos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Cauchy-kritérium

Az (a,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden € > 0-hoz 3 N, hogy V

n,m = N -re la, - apl < ¢

Kozépiskolai alkalmazasok:
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Emlités szinten a Fibonacci-szdmok elOkeriilnek a 11. osztdly elején, azonban a
szamsorozatok részletes taglaldsa csak 12. osztdlyban kovetkezik. Itt (a tankdnyv szerint) a
kovetkezOképpen definialjak:

,» A szamsorozat olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartoménya a pozitiv egész szamok
halmaza, értékkészlete pedig a valds szdmok egy részhalmaza”.

Ezt természetesen sokkal konnyebb megérteni, ha mindjéart példakkal is szolgdlunk. Mint mar
fentebb is emlitettem, sorozatot igen sok féleképpen definidlhatunk.

Példaul: legyen a sorozat az elsO n pozitiv paratlan szam Osszege.

6. Feladat (12. osztaly):

Irjuk fel masképp (explicit formdban) a példdban megadott sorozatot

6/a Megoldas:

Szamitsuk ki az els6 néhany tagot!
n=1,2,3,4,5 -re:
1=1
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25

A tapasztalatok alapjan megsejthetd, hogy az eredmények sorra az n. négyzetszamok.
Bizonyitsuk sejtésiinket teljes indukcidval:
n =1 - re az 4llitas igaz. Tegyiik fel, hogy n - re is igaz, és nézziik meg n + 1 -re.
Az elsO n + 1 paratlan szam Osszege:
1+3+5+..+C2n+1)=n"+(2n+1)
/az indukcids feltevésbol/

n°+C2n+1)=n’+2n+1=(n+1)>

Tehat a sejtés igaznak bizonyult.
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Igy tehat explicit formdban a sorozat:
2

a,=n

6/b Megoldis: l

Egy masik (szemléletes) megoldds, ha a n-et egy n hosszisagu (n
négyzetbdl 4ll6) szalaggal szemléltetjiik (lasd: 9. kép). Ha két ilyen
szalagot L alakban elhelyeziink tigy, hogy egy-egy négyzetiik fedje l
egymast (9. kép), akkor egy 2n - 1 négyzetbdl all6 alakzatot kapunk,

amelyek pont a paratlan szdmoknak feleltethetok meg.

Na most, ha az egyes szalagokat sorra egymashoz illesztjiik (9.kép),

akkor éppen n oldalhosszisdgu négyzetet kapunk. Ez igazolja, hogy:

1+3+5+..+(2n—1):n2

9.kép

Példa rekurziv sorozatra:

7. Feladat (12. osztaly):

Egy n 1épcsdfokbdl all6 1épcsOn gy mehetiink fel, hogy egyszerre vagy egy, vagy két

1épcsdfokot 1éphetiink. Hany kiilonb6z6 mdédon juthatunk fel a 1épcson?

7. Megoldas:
Vizsgaljuk meg el6szor az n = 1,2,3,4 esetet:
31:1,32:2,33:3
n = 4-nél észre kell venni, hogy a negyedik 1épcsofokra vagy a 3., vagy a masodik
1épcsdfokrdl 1éphetek. Ez tehat azt jelenti, hogy
a4:a3+a2:3+2:5
Hasonldéan meggondolva a tobbi esetet is, azt kapjuk, hogy

Ant2 = Apy1 T+ An
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Vagyis éppen a Fibonacci-sorozatot kaptuk.

Miutén a sorozat alapfogalmai bevezetésre keriiltek, egy-egy specidlis sorozatot is
megemlitenek kozépiskoldban, ez pedig a szamtani és mértani sorozat.

Egy sorozatot szdmtani sorozatnak neveziink, ha (a mdsodik tagtél kezdve) barmelyik tagbdl
kivonva az el6z6t, a kiilonbség dllandd. Ezt az dlland6t a szamtani sorozat differencidjanak
(kiilonbségének) nevezziik és d-vel jeldljiik.

A szamtani sorozatot megadhatjuk rekurziv, de akar explicit formdban is:

a,=ay; +d

a,=a; +(n-1)d

Egy sorozatot mértani sorozatnak neveziink, ha (a masodik tagtdl kezdve) barmelyik tagot
elosztva az el6zdvel, a hanyados allandé. Ezt az dllandét a mértani sorozat kvéciensének
(hdnyadosdnak) nevezziik és g-val jeloljiik.

A mértani sorozatot szintén megadhatjuk rekurziv és explicit formdban is:

dp = 4dn-1°q

n-1
a,=a;1°q

A szamtani és mértani sorozat, illetve a szamtani és mértani kozép kozott kapesolat 4ll fenn.
Nevezetesen a szdmtani sorozat n. tagja épp a kétoldalt mellette 4116 két tag - vagy akdrhany,

csak legyen szimmetrikus - szamtani kozepével egyenlo:

ap = (ap.1 + ane1) /2

Meértani sorozatra €s a tagok abszolut értékére vett mértani kozépre is ilyen Osszefiiggés

érvényes.

Ha mar definidltuk a szdmtani és mértani sorozatokat, és konnyedén szamoljuk az n. tagot,
akkor beszélhetiink ezen sorozat 6sszegképletérdl, amin azt értjiik, hogy az elsd n tagot
0sszeadva mennyi lesz az 0sszeg.

Szamtani sorozatra:
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1
s, =n(aj+a,) * —
(aj+ay) 5

Meértani sorozatra:

sn=ai*(q-1) / (q-1)

Mint hogy a sorozatok egyértelmii hozzarendelések, szemléltethetjiik dket példaul

koordindtarendszerben €és 6sszehasonlithatjuk ket az azonos képletli folytonos

1 1
fliggvényekkel. A mar emlitett és dbrdzolt — sorozat tagjai éppen az — fliggvényre
n X

illeszkednek, ami nem meglepd, hiszen - mint a definiciébdl is kitlinik - a végtelen
sorozatokat kezelhetjiik gy, mint olyan valds fiiggvények, melyek értelmezési tartomanya a
pozitiv egész szdmok halmaza. Fontos mindemellett megemliteni, hogy - bar a gyakorlatban
taldn a példdkban taglalt sorozatokat néziink - a valésdgban barmibdl készithetd sorozat. Igy
adhatunk meg olyat, melyre nem konnyen illeszthetd megfeleld valos fliggvény. Ilyen példdul
a kovetkezo:

an =(1,5,3,3,4,5,6,6,1,3,1,4,5,2,5,3, ...)
Ahol a sorozat tagjai kockadobds eredményei.

Hogy megkonnyitsiik a sorozatok elsajatitasat, még tobbféleképpen mutathatjuk be Oket:

8. feladat (12.0sztaly):

1000 Ft-ot 8%-os kamatra helyeziink el a takarékpénztarba. Mennyi pénziink lesz n év mulva?

8. megoldés:

Ha az els6 néhdny tagot és az n-ediket egy tdbldzatban szemléltetjiik, a megoldds nyilvanvalé:

Ev 1 2 3 4 n
Téke (Ft) 1000-1,08 | 1000-1,08° | 1000-1,08° | 1000-1,08" 1000-1,08"

Valamikor érdemes szdmegyenesen dbrazolni a sorozat tagjait:

26



9. Feladat (12.osztaly):

Szemléltessiik szdmegyenesen az a, = 1/2" sorozat néhany tagjat. Vonjunk le

kovetkeztetéseket! Van-e a sorozatnak legkisebb eleme? Van-e legnagyobb eleme?

9. Megoldas:

Az elsé néhany tag:

o 116 1/8 114 12
.. dy a3 az a1

L

10.kép

Mint a 10. képen is latszik a sorozat tagjai egyre kisebbek, és mivel két pozitiv szam

hanyadosardl beszéliink, a, > 0. Amennyiben végtelen sorozatrdl van sz6, nincsen legkisebb

tag, a legnagyobb tag pedig az % .

Mar ennél a feladatndl el6 is eldkeriilt néhany, a kozépiskolaban is tanitott fogalom, ilyenek a
monotonitds €s a korlatossag.

Mint hogy az egyetemi analizisben is igen fontos szerepet kapnak ezek a definiciok (mind a
szamsorozatok, mind késobb a fliggvények terén), érdemes lehet a kdozépiskoldban is nagy
hangsulyt fektetni rd, hiszen az alapvetd fogalmak (f6leg grafikonon dbrazolva) konnyen
megérthetdk, és innentdl kezdve megint csak a formdlis nyelvvel valé leirdshoz kell
hozzaszokni.

Példdul a szdmegyenesen valé dbrazolaskor jol 14that6, hogy az a, = 1/2" sorozat tagjai a nulla
pont pozitiv kornyezetében ,,bestirlisodnek”, vagyis € sugard kornyezetén kiviil csak véges
sok tag taldlhatd, illetve az egymast kovetd szamok kozotti tdvolsagok csokkennek a nulldhoz
kozeledve (vagyis n>m esetén apy; - a5 < am] - am). EbbO] pedig mér csak egy 1épés a
Cauchy-kritérium.

Meg kell jegyezni, hogy a korldtossag, a monotonités és a hatarérték részletesebb taglalasa,
emelt szintii feladat, emelt szinten azonban mar 11. osztdlyban sz6ba keriilhet.

Néhany érdekes példa sorozatokrdl, monotonitasrol, hatarértékrol, korlatossagrol:
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10. Feladat:

A sakkjaték feltaldl6ja ,,szerény” ajandékul allitélag azt kérte a perzsa kiralytdl, hogy a
sakktabla els6 négyzetére 1 €s a masodik négyzettdl kezdve minden négyzetre kétszer annyi
blizaszemet adjon, mint a megeldzdre. Hany buzaszem lesz az utolsé (64.) mezon? Hany

buzaszemet kért 6sszesen a feltalalo?

10. Megoldis:

Vizsgaljuk meg az elsd néhdny négyzetet:
1. négyzet: 1 blizaszem
2. négyzet: 2 - 1 =2 buzaszem

3. négyzet: 2 - 2 =4 blizaszem

Mint l4that6 egy 64 tagu sorozatrdl (illetve ennek 6sszegérol) van szd, ahol:
Ane1 =2 Ay
Ebbdl:
ags = a; - q" = 1-2%=140737488355328

A megadasbdl latszik, hogy ez egy mértani sorozat, melynek elso tagja 1, a kvéciense pedig
2. A mértani sorozat 6sszegképletébdl (az elsd 64 tagra):
sn=a;-(q -1)/g-1
Vagyis:
sea=1-(2%-1)/2-1=2%-1=281474976710655

Ezek igencsak nagy szdmok, holott csak néhany buzaszem volt az els6é mezokon. Ezzel a
feladattal érzékletesen bemutathaté milyen gyorsan is nd a mértani sorozat, illetve a tagok

osszege.

11. Feladat:

Egy icipici hangya elindul a koordinédtarendszer kozéppontjabdl, és 1 egységnyit halad a
pozitiv irdnyba az x tengely mentén. Ekkor balra fordul, és az el6z0 tavolsag felét teszi meg,

majd ismét balra fordul és az utolsénak megtett tdvolsag felét teszi meg.
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a, Hol lesz ekkor a hangya?
¢, Ha a hangya a fenti szabdly szerint a ,,végtelenségig” mozog, akkor hova, azaz milyen

koordinatajua pontba fog ,.érkezni”?

Y
A

112 + [T——

11. Megoldés:

a, A 11. képrdl is leolvashatd, hogy a

hangya a harmadik utjanak végén a

31
—,— ) pontban lesz.
<42m

3/4 1

b, Végtelen ttra nézve mar nehéz volna
pontos értéket leolvasni az dbrarél. Ahhoz, hogy a végére jarjunk a 11.kép
kérdésnek, érdemes koordinatanként kiilon-kiilon vizsgalni a kérdést:

Az x koordinatara nézve minden pdratlanadik elmozduldsra van valtozds. Csak ezeket nézve
elsore +1, masodikra -—, harmadikra + E , s igy tovéabb. Tehat x koordinatdk szerint

felirhat6 egy sorozat:

an=(-1)™ 174"

Ahol a, az elmozdulas x fiiggvényében. Az x koordinata a sorozat tagjainak Osszege:

Ebbdl:

Ha a kett6t 6sszeadjuk:

Az y koordinatdkra ugyanezen 6sszefiiggések szerint:
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1 5
— =— 8,
2 4
2
Sp = —
5

Vagyis a keresett koordinatdk:

4 2
(X,Y) - (g ’g)
1.6 Valds fiiggvények

Legyen A és B halmaz. Ekkor az A-bdl B-be torténd egyértelmii f leképezést fliggvénynek
nevezziik. Az egyértelmiiség itt azt jelenti, hogy egy a; € A-hoz csak egy b; € B-t rendelek.
Ebben az esetben A a fliggvény értelmezési tartomdanya: D(f), B, vagy annak részhalmaza
pedig a fiiggvény értékkészlete: R(f).

Ha a; #a, =f(a;) = b; #b, =1(ay) feltétel teljesiil V a, € A-ra, akkor a fliggvényt egy-
egyértelmi leképezésnek nevezziik. Ebben az esetben az mondjuk, hogy a fiiggvény injektiv.
Ha egy fiiggvén nem csak injektiv, de R(f) = B is teljesiil, akkor bijektiv fliggvényrol
beszéliink. Szemléletesen az injekcid azt jelenti, hogy minden A-beli elemhez pontosan egy
B-beli elemet rendelek, a bijekcié pedig, hogy nem marad olyan B-beli elem, amit nem
kapunk meg a leképezés soran.

Azért fontos bevezetni az el6z0 két tulajdonsagot, hogy beszélhessiink egy fiiggvény
inverzérol. Akkor beszéliink inverz fiiggvényrol ha ezen f ! fiiggvény minden b = f(a)-hoz a-t
rendeli hozza. De miért kell, hogy f bijektiv legyen? Nagyon kdnnyli meggondolni, hogy ha
nem egy-egy értelmii a leképezés (vagyis f nem injektiv), akkor tobb A-beli elemhez is
hozzéarendeliink egy B-beli elemet. Visszafelé aztan ezt a B-beli elemet tobb A-belihez
kellene rendelni, ami ellent mond a fiiggvény definicigjanak. Tehat az injekcid sziikséges.
Nézziik meg mi torténik, ha R(f) # B! Ekkor 1étezik olyan B-beli elem, mely egyik A-belinek
sem a képe. Ekkor az inverzi6 sordn ehhez az elemhez nem tudunk semmit hozzarendelni.
Tehat tényleg sziikséges, hogy bijektiv fiiggvényrdl legyen szd, ha inverz fiiggvényt
szeretnénk eldallitani. Természetesen az inverz fiiggvény definicigjabol kovetkezik, hogy
egyben ez elégséges feltétel is.

Mint a halmazokndl, a fiiggvények megadasanal is tobbféleképpen jarhatunk el. Egy
lehetséges megaddsi mod, ha megadjuk az értelmezési tartomany és a képhalmazt, majd
képlettel hatarozzuk meg a leképezést. Megadhatjuk barmely mas médon is. A 1ényeg, hogy a

megadds egyértelmi legyen.
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Példak:
Legyen a kovetkezd két példaban az értékkészlet és az értelmezési tartomény is a valds
szdmok halmaza:

f(x)=x2+8

1,ha_x_raciondlis
f(x) =
0,ha _x _irraciondlis

} /an. Dirichlet fiiggvény/

A fiiggvényeket taldn ugy a legkonnyebb elképzelni, hogy ha lehet, dbrazoljuk Oket.
Természetesen csak kozelitd pontossdggal tudjuk ezt megtenni, sét van olyan fiiggvény,

amely le sem rajzolhato, de az esetek tobbségében a tanult fiiggvények abrazolhatok.

Ime két egyszerii példa:

a.00 —

- fx)=x

4.00 —

-8.00 -4.00 0.po 4.00 a.oo

-4.00 —

-3.00 -

12. kép 13. kép

Fiigevények globalis tulajdonsigai:

Egy fiiggvényt parosnak mondunk, ha ¥V x € D(f)-re —x € D(f) és f(x) = f(-x). Itt is érdemes
meggondolni, mit is jelent ez a fliggvény grafikonjara nézve. A definiciébol mindjart 1atszik,
hogy ez az 4brizolast tekintve pontosan azt jelenti, hogy a fliggvény grafikonja szimmetrikus

az y tengelyre. Ilyen példdul az f(x) = x 2 fliggvény.
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Egy fiiggvény paratlan, ha V x € D(f)-re —x € D(f) és f(x) = -f(x). Ugyanigy meggondolhato,
hogy ez éppen a grafikon origdéra vett szimmetridjat jelenti. Példaul az f(x) = X,

Egy tovéabbi tulajdonsdg a periodikussag. Egy fliggvényt akkor neveziink periodikusnak, ha 3
d #0 szdm, melyre V x € D(f) esetén x+d € D(f) és f(x+d) = f(x). Itt megjegyzendd, hogy
ha létezik egy periddus, akkor annak egész szamu tobbszorosei is periddusok, és nem biztos,
hogy 1étezik legkisebb periddus. Erre szemléletes példa a Dirichlet fiiggvény, aminek minden
pozitiv raciondlis szam a periddusa, ezek koziil viszont nincs legkisebb.

Azt mondjuk, hogy egy fiiggvény monoton nov6 az A — R halmazon, ha V x;, x, € A és
X1<X; esetén f(x;) <f(X»). A monoton csokkenést hasonldan értelmezziik csak itt x;>X, esetén
f(x;) <f(x,) teljesiil. A szigord monotonitdsokndl pedig a fiiggvényértékekre az egyenldség
nem megengedett.

Az f fiiggvény feliilrél korlatos az A — R intervallumon, ha 3 egy K szdm, hogy f(x) < K V
x € A-ra. Az alulrdl korlatossdgot hasonldképpen definidljuk. Egy fiiggvény akkor korl4tos
egy intervallumon, ha alulrdl és feliilrdl is korlétos.

Még a konvexitast (konkavitast) kell megemliteni. Egy fiiggvény konvex (konkdv) egy I
intervallumon, ha V a,b € I-re a<x <b esetén f(x) < (=) h,p , ahol h,}, az a és b pontokat

0sszekotd hur egyenlete:

b= LD S @

(v fla)

Kozépiskolai alkalmazasok:

A fiiggvények tanulmanyozdsandl mar kozépiskoldban is elOkeriilnek az eddig leirt fogalmak.
A kiilonbség csupan annyi, hogy nem mindig formai oldalrél, vagyis nem biztos, hogy
,képletekkel” érdemes bevezetni dket. Talan szemléletesebb, ha mindjart 9. osztalyban, a
fliggvények bevezetésénél abraval szemléltetjiik a fogalmakat.

A fiiggvények bevezetésénél igen egyszert ,,szemléltetd eszkozt” taldlni, hiszen dbrazolva
Oket a derékszogl koordindtarendszerben, azonnal képet kapunk a legtobb fiiggvényrol.

9. osztdlyban a linedris fiiggvény, az abszolutértékfiiggvény, a masodfoku fiiggvény, a
négyzetgyok fliggvény, és a linedris tortfiiggvény keriil széba. Ezek alapfiiggvényei taldn nem
is érthetetlenek, az ember néhdny pontban kiszamitja 0ket, majd ebbdl kdvetkeztetéseket von
le, és abrazolja. Van olyan eset azonban, amikor els6 ranézésre nem egyértelmii, hogyan is

lehet dbrdzolni egy-egy fliggvényt.
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12. Feladat (9.0sztaly):

f60=Ix|
Abrézoljuk a kovetkezo fliggvényt a derékszogi f6o=| | x| - 2] -1
koordinatarendszerben:

fx)=I11xlI-21-11

12. Megoldés: fo0=|x|-2

Allitsuk el6 a fiiggvény grafikonjat 1épésenként. f(x) = Ix| képét 14. kép

ismerjiik. Ebbdl Ix| - 2 egy y tengely irdnyu negativ eltolds (par

érték mellett a fiiggvényértékeket kiszdmolva ez az 4llitds igazolhatd). Ezutdn ennek a
fliggvénynek kell venni az abszolutértékét (az x tengely alatti részt x-re titkkrozni). Ekkor | Ix] -
2 | - t kapjuk, végiil még egyszer lefelé tolni és még egyszer tiikrozni. Az elsO két 1épés és a

végeredmény az 14. képen lathato.

Erdemes az el6z6 feladathoz hasonl6 feladatot megfogalmazni a tobbi fiiggvénytipusra is,
hogy a tanul6k ,,rdérezzenek” mikor merre kell tolni a fiiggvényt, mikor kell ,,nydjtani”, vagy
éppen ,,0sszenyomni’.

11. osztalyban aztan tjra eldkeriilnek a fliggvények, nevezetesen az exponencialis, a
logaritmus, a trigonometrikus fliggvények és az inverzfiiggvény formdjdban. A 9. osztalyban

megtanult ,,szabdlyok™ az eltoldssal, nyudjtdssal kapcsolatban azonban itt is érvényesek.

T
A folyadékszint magassdgdnak ndvekedési iiteme az [/ ’ K

Egy jatékos és érdekes példa a kovetkezo:

13. Feladat:

edény keresztmetszetétdl fiigg: minél nagyobb a 9 m

keresztmetszet, annal lassabban emelkedik a l/ / P
folyadékszint. [

Parositsa 0ssze az dbrdkat a grafikonokkal! (15.kép) 15. kép
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Az ilyen, és ehhez hasonl6 feladatok még kézzelfoghatobba teszik a fliggvényeket, hiszen
gyakorlati példat is hozza tudunk rendelni egy-egy grafikonhoz, amit azutdn sokkal kénnyebb

megjegyezni.

1.7 Folytonossag, hataréerték

Az itt targyalt definicidk és az ezekre épiild tételek elsO ranézésre furcsdnak tlinhetnek.
Nagyon is logikusak, és egy kis faradozdssal meg is érthetdek, 4m véleményem szerint
azonnal nem éatldthatéak. Ez

az arésze az analizisnek, Y
amelynek igazi értelme majd e
csak késObb bontakozik ki.

Hogy az alapfogalmak miért

éppen ugy lettek definidlva fla) + &

ahogy, és miért van sziikség /ﬂ:’ai’ _ ZEE:IE“"—-....\___ I .
ezen alapfogalmakra, az } =
igazdn majd csak a / a-8 5 a+h X

differencialszamitasnal

mutatkozik meg. Ott viszont igen hasznosnak, sot

elengedhetetlennek bizonyulnak majd, igy ezen 16. kép

fogalmak elsajatitasa, €s készség szinti alkalmazasa igen fontos szerepet kap az analizis
tanulmanyok sordn.

Ebben a fejezetben csak az alapvetd definicidokrdl és alapvetd, ,,kézzel foghat6”
Osszefiiggésekrol ejtek szot. Ezek talan még eldkeriilhetnek kozépiskolai kornyezetben is,
illetve haladé csoport szamara érthetdek, atgondolhatdak.

Megemlitném még eloljaréban, hogy a késObbiekben tobbszor hivatkozom majd egy
fiiggvény ,,a” pontbeli érintdjére. Ezalatt természetesen a fiiggvénygrafikon érintdjét értem.
Fiiggvény folytonossdga adott pontban: Egy fiiggvény folytonos egy a pontjaban, ha
értelmezve van egy a-t tartalmazé nyilt intervallumban, és minden € >0 —ra 3 6 >0, melyre
If(x)-f(a)l < €, ha Ix-al < 8. Ez szemléletesen annyit tesz, hogy ha a fiiggvény grafikonjat

nézve az y tengelyen f(a)-t ,,beszoritom” egy f(a) + € és f(a) — € sdvba, akkor az x tengelyen a-
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t is be tudom szoritani egy a - §, a + & sdvba ugy, hogy a fiiggvény ezen intervallumhoz
tartoz6 képe ebbe a sdvba esik (Isd.: 16.kép).

Legyen f értelmezve egy a-t tartalmazo nyilt intervallumban (kivéve esetleg a-t). A fiiggvény
hatarértéke a helyen létezik €s b, ha V € >0 —hoz 3 6 > 0, amelyre teljesiil,

hogy If(x)-bl<e,ha0<Ix-al<?é.

Mint l4tjuk, ez nagyon hasonl6 a folytonossag definiciéjahoz. Annyi a kiilonbség, hogy a
hatarérték definiciéjandl f(a) nem egyenld feltétleniil b-vel. Lehet egy masik szam is, és lehet,
hogy a fliggvény nincs is ott értelmezve.

Ertelmeziink még a fiiggvényeken jobb és bal oldali hatarértéket. Ekkor az el6z6 definici6
ugy médosul, hogy a fiiggvényem egy (a,c) — vagy (c,a), attdl fiigg, jobb vagy bal oldali
hatarértékrdl van sz6 — intervallumon kell értelmezett legyen, és ekkor

V &> 0—hoz kell 1étezzen 6 > 0 , amelyre teljesiil,

hogy If(x)-bl<e, y/\
ha 0 < x - a (illetve a - X)< 8. Vagyis a mdsodik

részbdl az abszolut érték tiint el.

A kétoldali hatarértékre azért van sziikség, mert /°

eléfordulhat, hogy egy adott pontban, a kétoldali /_\/’ .

hatarérték nem egyezik meg. (J6l latszik az 17. képen,

hogy a-ban a kétoldali hatarérték nem egyezik meg.)
Sz6t kell még ejteniink a végtelen hatarértékrdl is. Ez (mint a neve is 17 kép

sugallja) csupédn annyit jelent, hogy minél kézelebb kertiliink a-hoz, a

figgvény értéke anndl nagyobb. Formédlisan V P szdmhoz 3 6 >0, hogy V O0<Ix-al<d

esetén f(x) > P. Ekkor a fiiggvény hatarértéke a-ban .

Ezen utébbi definici6 természetesen 1étezik féloldali
hatarértékekre és —oo hatdrértékre is. Egy j6 példa,

melyen egyszerre szemiigyre vehetjiik a féloldali és

végtelen hatarértékeket az f(x) = 1 fiiggvény (18.kép) .
x

Itt a képeken mar eldkeriilt, de sz6t még nem ejtettem
réla, hogy mit is jelent, vagyis hogyan is definidlt a szakadasi pont. 18.kép

Azt mondjuk, egy f fiiggvénynek a helyen szakaddsi pontja van, ha
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a fiiggvény nem folytonos a-ban.
Tovéabba azt mondjuk, hogy f-nek megsziintethetd szakaddsi helye van, ha limy — , f(x) 1étezik

és véges, de a ¢ D(f), vagy f(a) # limy — , f(x).

Kozépiskolai alkalmazasok:

Gimnéziumban a fiiggvények hatarértéke mar csak az emelt szintli anyag részét képezi. Egy
fizikai példan keresztiil bevezethetjiik a hatarérték fogalmat, majd - mondjuk a fentihez
hasonlé6 képek segitségével - megmutathatjuk, hogyan lehet elképzelni egy fliggvény
hatarértékét, és mi a kiilonbség a véges hatarérték és a folytonossig kozott, és milyen a
kapcsolatuk (amennyiben fiiggvény folytonos egy a pontjaban, agy itt hatarértéke is létezik és
véges).

Mint irtam a fejezet bevezetd részében is, ez az a része az analizisnek, ami elsdre talan kicsit
nehéz, és tapasztalatom szerint itt batortalanodnak el a legtobben. Ez taldn azért lehet, mert
konkrétan a hatarértékre, és folytonossdgra nem igen lehet szemléletes, és az életbdl, a
tapasztalatokbol vett példaval szolgdlni. Ennek oka, hogy ez egy mddszer, amely késobb
segiteni fog mas - jéval konnyebben elképzelhetd és a mindennapi életbdl meritett - példak
megolddsédban.

Viszont, hogy a késdbbiekben ne okozzon gondot, be kell gyakorolni a mar leirt definicidkat,

tételeket.

14. Feladat:

Hatdrozzuk meg a kovetkez0 hatarértékeket!

a, limy — 5 (64-x%) / (x-8)

uhmvﬁa4wm%%»/@)

14.Megoldis:

Ezen feladatok megoldasahoz talan leginkdbb gyakorlat €s rutin kell. Az els6 feladatnal

példaul észre kell venni, hogy 64-x> = 8 +x)-(8-x).
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amibol

(64-x%) / (x-8) = (8+X) - (8-x)/(x-8)=-1"(8 +x)

Tehat

limy — g (64-x7) / (x-8) = limy —g (-8 - X) =-16

A b feladatndl felhasznalt - kozépiskolaban is ismeretes - tétel a kovetkezo:

sin(x)

limy —¢
X

limy — (4 - sin’ (%)) / (x) = limy — 0

=1= limx_>0

sin(Y)
=1
4
sin()
X : sm(z)
4

Mivel limyx — ¢ sin(% ) =0, ezért (a hatarértékek kozotti miiveleti szabdlyoknak megfelelden):

A=

1.8 Differencialszamitas

X
-sin(—)=4-0=0
(4)

Szamos fizikai jelenség lefrasa megkoveteli a hatarértékek szamitdsat. Egyik legkézenfekvobb

és legkonnyebben elképzelhetd példa a pillanatnyi sebesség meghatirozasa. Ez azért is lehet

érdekes kérdés (foleg kozépiskolaban), mert tudunk latvanyos példakkal szolgélni.

Megkérdezhetjiik, hogy tudja-e valaki, hogyan
miikodik az auték sebességmérdje, a bicikli
kilométerdraja, vagy esetleg van-e elképzelésiink,
hogyan miikodik a rendOrségi sebességellendrzd
(trafipax).

Mivelhogy pillanatnyi sebességet nem tudunk mérni,
csak bizonyos tthosszakra vett sebességétlagot,

mondhatjuk, hogy a to-beli pillanatnyi sebességet a

limg —s ) LSO(IO) hatdrértékkel értelmezziik,

feltéve persze, hogy ez a hatarérték 1étezik és véges.
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Ha egy fiiggvényt (mondjuk éppen s-et t fliggvényében) abrazoljuk, akkor a fenti hanyados

éppen a fiiggvény (to, s(tp)) pontjdn dtmend érintdjének a meredeksége (1asd 19.kép).

A fenti hatarértéket kiilonbségi hanyadosnak, latin széval differencidlhdnyadosnak nevezziik.

A S®) - f(a) kiilonbségi hdnyados pedig (mint mdr a fliggvényeknél emlitésre keriilt) az
b—a

f(x) fiiggvény (a, f(a)) és (b, f(x)) pontjain a&tmend egyenes meredeksége.

Legyen f(x) fiiggvény értelmezve ,,a” pont egy adott kornyezetében (vagyis létezzen olyan g,

melyre (a-g, a+e € D(f)). Ekkor, ha a lim(x_)a)w hatarérték létezik és véges, azt

xX—a
mondjuk, hogy a fliggvény differencidlhat6 az a pontban. Jelolje a véges hatarértéket c. Ekkor

f(x) - f(a)

X—da

alimy—y = ¢ differencidlhdnyadost f’(a) - val jeloljiik.

Mint mar emlitettem, ez pont az ,,a” pontba hizhat6 érintd meredeksége. Innen az érintd
egyenlete:

e=1(a) - (x-a) + f(a)

Példdnak okaért a konstans fiiggvény derivaltja az érintd meredekségébdl azonnal

megallapithat6, hiszen ez minden pontjaban nulla. Igy f(x) = ¢ esetén f(x) differencialhat6 és

f’(a)=0 V a-ra.

A differencidlhatdsdg és a folytonossag kozott erds kapcsolt dll fenn. Ha ugyanis egy

fliggvény differencidlhaté egy a pontjdban, akkor folytonos is a-ban.

Az 4llitds megforditdsa azonban nem igaz, hiszen példéul az f(x) = IxI fliggvény a nulla

pontban folytonos, de nem differencidlhaté. Ennek bizonyitdsdhoz be kell vezetni a kétoldali

differencidlhdnyadost. Ez teljesen analég mddon torténik a kétoldali hatdrérték bevezetésével,

hiszen a differencidlhdnyados is hatdrérték. Igy tehat egy f(x) fiiggvény jobboldali

differencidlhdnyadosan a limg —s a0y 4 2 =S @D hatarértsket értjiik és £, (a)-val jeloljik. A
xX—a

baloldali differencidlhdnyadost ugyanigy a bal oldali hatarértékkel anal6g médon vezethetjiik

be és f’(a)-val jeloljiik. Ezekbdl persze egybdl adédik, hogy f akkor és csak akkor

differencidlhaté ,,a”-ban, ha a kétoldali differencidlhdnyadosa megegyezik és véges. Ez

azonban nem teljesiil az f(x) = Ix| fliggvényre a 0 pontban.

Mivel nem csak egyes pontokban - hanem intervallumokon, akar a teljes értelmezési

tartomdnyon - értelmezni €s haszndlni szeretnénk a differencidlhatésdg fogalmat, bevezetjiik a

derivaltfiiggvényt. Az f fliggvény derivéltfiiggvényének nevezziik €s f’-vel jeloljiik azt a

38



fliggvényt, mely értelmezve van mindazon helyeken, ahol f differencidlhato, és ott az értéke

f’(x). A differencidlszamitds ezen f’(x) fiiggvények meghatdrozasaval foglalkozik, és a

derivaltak illetve az eredeti fliggvény kapcsolataval. Mint latni fogjuk, a derivalt fiiggvények

igen nagy segitségiinkre lesznek egy-egy fiiggvény jellemzésénél.

Ahhoz, hogy haszndlni tudjuk a derivaltfiiggvényeket, az alapvetd differencidlasi

szabalyokkal és az elemi fiiggvények derivéltjaival jo, ha tisztdban vagyunk. Barmelyik, a

kovetkezOben emlitett szabdly, vagy konkrét fiiggvény derivaltja levezethetd (hol

konnyebben, hol nehezebben) a differencidlhdnyados definicigjabol helyettesitéssel. Az elemi

fliggvények derivaltjait a kovetkez0 tdblazat mutatja (20.kép):

Elemi fiiggvények derivaltjai

Filggvény neve jele derivaltja
konstans c 0
konstans szorzd c-T C
hatwény x° c-q !
exponencidlis (e az Eulerféle szam) e’ e’
. . 1
természetes logaritmus ln T =
X
| | I log,e
logaritrus (& pozitiv és nem 1) lf.)gﬂ xT =
zlna a
Thgonometntus flggvenyek
szinusz sinx COsT
koszinusz CcosxT —sinx
t L Z
tangens jogen v =1 +tg x
i .
kotangens ctgx —— = =]l = ctg
sin- T
Hiperbolitus fliggvények
hipetholikus szinusz shx chzx
hiperbolikus koszinusz chzx sha
1 2
hiperbolikus tangens thzx — = 1 —th*z
ch*z
hiperbolikus kotangens cthx 7= = 1-— Ct-h2$
sh™x

fnverz trigonometrikus Mggvenyek

arkusz szinusz

arkusz koszinusz

arkusz tangens

arkusz kotangens
Inverz hiperboiitus figovények

area hiperbolikus szinusz

area hiperbaolikus koszinusz

area hiperbaolikus tangens

area hiperbalikus kotangens

arcsin x

arccosx

arctgz

arcctgr

arshz

archx

arthx

arcthzr

1
V1 — 2%
-1
V1 — 2%
1

1+ z2
-1
14 a2

20.kép

/forrds: Wikipédia/

Ha egy f(x) és egy g(x) fliggvény differencidlhat6 ,,a”-ban, ¢ pedig konstans, akkor a c - f(x)

azf+g,azf-g,azf g ,ésaz ifﬁggvények is differencidlhatok ,,a”’-ban. Tovdbba ha g
8

differencidlhaté ,,a”-ban és f differencidlhaté g(a)-ban, akkor az f °g - az Osszetett f(g(x))

fliggvény - is differencidlhaté ,,a”-ban.
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A konstanssal val6 szorzdsra, a fliggvények kozotti osszeaddsra, szorzdsra €s osztisra

vonatkozé differencidldsi szabalyok:

(c-f)=c-f’
(fg)y=f"%g’
f-o=f g+ ¢
<§>':(f’ g-fg)g

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya:

(f°2)(a)=1"(ga) - g’(a)
Ezen tétel neve: lancszabdly.
Hogy a tovdbbiakban azon pontjait is kezelni tudjuk egy fiiggvénynek, ahol a fliggvényérték a
végtelenhez tart, bevezetjiik a végtelen hatarérték fogalmat:
Legyen f értelmezve az ,,a” pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy f-nek az ,,a” pontban
a differencidlhdnyadosa végtelen, ha

JfO-fl@_

X—da

lim(x —>a)

Jelolésben f” = oo,

Hasonloképpen értelmezziik, ha f* = -oo.

A fiiggvényvizsgélatoknal az elsd és masodrendll derivaltfiiggvények ismerete igen hasznos.
Ebbdl kovetkeztethetiink ugyanis a fiiggvény monotonitasara €s konvexitasara, sz€lsé
értékeire és inflexios pontjaira. A monotonitdsra és a konvexitasra vonatkozo tételek:
Legyen f folytonos [a,b]-n és differencidlhaté (a,b)-n. f akkor és csak akkor monoton
novekedd (csokkend) [a,b]-n, ha f* > 0 (illetve f* < 0).

Legyen fkétszer differencidlhaté egy I intervallumon. Az f fiiggvény akkor és csak akkor
konvex (konkdv) I-n, ha f” > 0 (illetve f” < 0)

Ha f differencidlhat6 ,,a”-ban, és széls6értéke van ugyanitt, akkor f” = 0.

Ha f kétszer differencidlhat6 ,,a”-ban, és inflexids pontja van ugyanitt, akkor f” = 0.

Az utébbi két tétel megforditdsa nem igaz! Az X fliggvénynek példaul a nulla pontban a
derivéltja nulla, még sincs szélsdértéke itt, csak inflexids pontja. Az x* fliggvénynek pedig

szintén a nulla pontban a masodik derivaltja nulla, de nincs inflexids pontja.
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Kozépiskolai alkalmazasok:

A matematika torténelmében tobben foglalkoztak a fiiggvények érintdjének, és ezzel a
fliggvények szélsdértékeinek meghatirozdsanak kérdésével. A differencidlhdnyados elso
publikalt haszndlata Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716, német matematikus) nevéhez
flizédik, de Newton is (Leibniz-tdl fiiggetleniil) ugyanarra az eredményre jutott a mozgas
sebességének elemzése soran.

A differencidlhdnyados alkalmazdsara is igen sokféle példaval szolgdlhatunk. Egy kénnyen

megvaldsithatd, jatékos példa a kovetkezo:

15. Feladat:
/forrés: http://xml.inf.elte.hu/~mathdid/ - Matematikadidaktikai férum/

Rajzoljunk rajzlapra egy 10 cm
sugarud kort! Ezt vagjuk ki, majd
vigjuk be az egyik AB sugar mentén!

Az igy készitett korlemezbdl

készitsiink kuappaldstot tigy, hogy A

legyen a kup csticsa, és a B pontot a 21.kép
korvonal mentén eltoljuk (21.kép)
Viltoztassuk a kip magassagat, €s probdljuk meg megbecsiilni, mikor a legnagyobb a kuip

térfogata, azutdn szamoljuk is ki, mely m-re lesz V = max.!

15. Megoldés:

A feladat probélgatdsos rész€tdl eltekintenék. Tapasztalatokat szerezhetnek a tanuldk, ha tobb
esetben megmérik a magassagot, €s ebbdl térfogatot szdmolnak, majd a kapott eredményeket
a hozzdjuk tartozé magassdggal egy tabldzatban dbrizoljik.

Ezek utdn mar tudnak valami becslést mondani, majd megkezdddhet a szamitas:

A kup térfogata:

2
V=r"mm

2

2 2
m =a -r

ahol a az alkot6 (jelen esetben 10 cm) r az alapkor sugara, m pedig a magassag.
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Ezekbol:
V=ir @-)"
Ezzel az egyenlettel megadott fliggvénynek keressiik a maximumat r valtozasa mellett. A

szE€lsoérték keresésénél segitségiil hivjuk a derivaltfiiggvényekrdl tanultakat.
V(1) =7 (2r (2% + 1 % (@ -1’y (-2r)
Ennek a kifejezésnek keressiik a zérushelyét, amibdl:
or (@222 = 1 %(az 212 (2p)

Ebbdl egyszeriisités utdn azt kapjuk, (mivel r # 0 ésr # a hogy):

Tehat (ha a = 10 cm-t behelyettesitek):
r= +/66,67 cm =8,16 cm

Tudvan persze, hogy a sugar csak pozitiv értéket vehet fel, igy r = -4/66,67 cm értelmetlen.
Ebbdl pedig:
m = +/33,33 = 5,77 cm

Természetesen abbol, hogy a derivaltfiiggvénynek az adott r helyen zérushelye van, még nem
kovetkezik, hogy itt maximuma is van. Megvizsgalva azonban meglathatjuk, hogy itt a
derivalt eldjelet valtva nulla, hiszen a szamolt r értéktdl balra pozitiv, jobbra pedig negativ a
fliggvényérték.

Az ehhez hasonl6 feladatok azért jok, mert az életben is fontos szerepet kapnak, hiszen

példaul ha viztarozdkat épitenek, egyaltalin nem mindegy, mennyi lesz a tartdly térfogata.
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Osszegzés:

Mint l4thatd, az elsd éves analizisbdl igen sok elOkeriilhet kozépiskoldban (van ahol még az
integralszamitds alapjai is). Ahhoz azonban, hogy ne csak mddszereket adjunk a tanul6k
kezébe, szerintem fontos, hogy szemléletes, jol atlathatd, érthetd példdkkal szemléltessiik a
tanultakat. Ha grafikonokat, és konkrét fizikai jellegii problémat tudnak tarsitani egy-egy
feladathoz, akkor nem csak jobban megjegyzik az oda tartoz6 képleteket, gondolatsort, de

értelmét is 14tjak a matematika tanuldsdnak, és értik a targy hasznossagat.
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