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,Mint a matematika vagy a zene, az etnografia az egyik ritka, valodi hivatas.’

(Claude Lévi-Strauss)

Bevezetés

Azért ezzel az idézettel kezdem a dolgozatomat, mert néprajz minorosként gyakran kellett
szembesiilndm az emberek dobbenetével €s értetlenségével, mikor megtudtak, hogy
matematikat tanulok. Ezek utan nagy 6romet okozott szamomra, hogy korunk egyik

legjelentdsebb etnografusa a fenti gondolatot nyilatkozta a matematikéval kapcsolatban.

Téma valasztasomban jelentds szerepet jatszott, hogy egyetemi tanulmanyaim folyaman
leginkabb az érdekelt, hogy az itt megszerzett tudasanyag mennyiben konnyiti meg, teszi
egyszerlibbé a kozépiskolas feladatok megoldasat. A feladatok megoldasa szamomra segitett
kozelebb keriilni az egyetemi tananyaghoz azaltal, hogy egyszeriibb feladatok megoldasahoz

felhasznaltam, hasznossagukat megtapasztaltam.

Masrészt mindig is érdekelt, hogy milyen feladatok megoldasa altal lehetne az emberekhez, a
tanulokhoz kozelebb vinni, legalabb egy kicsit megkedveltetni a matematikat. Minden tanar
szamara fontos, hogy megtudja kedveltetni az altala oktatott szaktargyat. Ez a matematika
tanitasa soran kiilondsen fontos, mert eddigi tapasztalataim birtokaban a tanulok jelentds

részénél ez a legkevésbé kedvelt tantargy.

Ennek érdekében dolgozatomhoz igyekeztem leginkabb megoldasi modszereket bemutatd
feladatokat Gsszevalogatni, melyek megoldasahoz nincs sziikség unalmas monoton

szamolasokra.

Leendd tanarként is a késébbiekben munkam sordn a dolgozatom megirasakor alkalmazott

alapelveket szeretném alkalmazni.

Koszonet a szakdolgozatom példainak dsszevalogatdsadhoz, megoldasahoz jelentds segitséget

nyujto témavezetd tanaromnak, Kiss Emilnek.
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|. Oszthatosag vizsgalata

l. 1. Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 7-tel oszthat6 haromjegyti szam utolso két szamjegye egyenlo,
akkor szamjegyeinek Osszege szintén oszthato 7-tel?

Megoldas:

Modulo 7 vizsgalataval:

A feladatban szerepld szam felirhato a kdvetkezd alakban:
100a+10b+b=0 (mod 7)

Ez modulo 7-re ekvivalens a kovetkezovel:

2a+4b=0 (mod 7)

Mivel 2 és 7 relativ primek, a kongruencia leoszthat6 2-vel:
a+2b=0 (mod 7)

Ez egyenértékii azzal, hogy a szamjegyek Osszege oszthato 7-tel. A kongruenciak
azonossagainak felhasznalasaval nagyon egyszeriien, gyorsan eljuthatunk a megoldashoz.

1.2.Feladat:

Ha egy négyjegyli (egész) szam két-két szamjegye egyenld, akkor a szam oszthatod vagy 11-
gyel vagy 101-gyel.

Megoldas:

A 11-el oszthatdsagi szabaly (egy szdm pontosan akkor oszthatd 11-el, ha a szamjegyei
valtakozo eldjellel 6sszeadva szintén oszthatéak 11-el) maradékok vizsgalataval konnyen
belathato:

10°=1  (mod 11)
10 =10 (mod 11)

102 =1  (mod 11)



103 =10 (mod 11)

Akarmeddig is folytathato, de a maradékok ugyanigy valtoznak, azaz 11-el oszthatosag
szempontjabol ekvivalens atalakitdsokat végezve:

...103a+10%b+10'c+10°d=10a+b+10c+d=-a+b-c+d (mod 11)

A szamjegyeket a-val illetve c-vel jelolve, négyjegyii szam esetén a kdvetkezd variaciok
lehetnek:

aacc —-at+a-c+c=0—11-gyel oszthatod
acca —-a+c-c+a=0—-11-gyel oszthatd
ccaa —-c+c-a+a=0—-11-gyel oszthatd
caac —-ct+a-a+c=0—11-gyel oszthatd
caca —-C+a-c+a=2a-2c
acac —-a+c-a+c=2c-2a

Az utolso két variacio kivételével, mindegyik oszthato 11-gyel. De erre a kettére konnyen
belathato, hogy oszthatoak 101-gyel.

acac: 1000a+100c+10a+c=1010a+101c=101x(10a+c)

caca: 1000c+100a+10c+a=1010c+101a=101x%(10c+a)

1.3. Feladat:

Legyen a,,=5"+7™ (n pozitiv egész). Hatarozzuk meg a;999-nNek 216-tal valo osztasakor
kapott maradékat.

1.Megoldas:

216=27x8 és (8, 27)=1, ezért vizsgalhatjuk az oszthatésagot szimultan kongruencia rendszer
alkalmazasaval.

5199947199 =x  (mod 8)

(5, 8)=1 és (7,8)=1, igy alkalmazhat6 az Euler-Fermat tétel.

@(8)=23-22=4
54 =1 (mod 8)
74 =1 (mod 8)



Ezt felhasznalva az eredeti egyenlet ekvivalens a kovetkezd kongruenciaval:
53+73 =x (mod 8)

Ezek mar nem nagy szamok, egyszerii hatvanyozassal kiszdmolhato:
125+343=x (mod 8)

4=x (mod 8)

x=8t+4

Ugyanigy ki szamoljuk az egyenlet osztasi maradékat 27-tel osztas esetére:
(27)=33-32=18

518 =1 (mod 27)

718 =1 (mod 27)

51999471999 =x  (mod 27)

5+7=x (mod 27)

12=x (mod 27)

Behelyettesitjiik a mod 8-ra kapott eredményt:

8t+4=12 (mod 27)

8t=8 (mod 27) (8, 27)=1

t=1 (mod 27)
X=8(27k+1)+4=216k+12
x=12 (mod 216)

Azaz 51999+71999-gt 216-tal elosztva maradékul 12-t kapunk.

2. Megoldas:
Binomialis-egyenlet felirasaval.
216=63

51999=(6 — 1)1999=61999-1999x619%+. . -(*9?)x62+1999x6-1



71999=(6 + 1)1979=61997+1999x 61998+ (*7)7) x62+1999x6+1
Mindkét egyenlet az utolsé harom tag kivételével oszthatd 63-el.

51999471999 =)x6x1999=12 (mod 216)

|.4.Feladat:

Legyen A egy legalabb kétjegyti (tizes szamrendszerbeli) egész szam. Tekintsiik azt a B
szamot, amely gy keletkezik, hogy az A szam szamjegyeit forditott sorrendben irjuk le.
Bizonyitsa be, hogy ha A els6 és utolsé szamjegyeinek kiilonbsége paros szam, akkor
|A-B| oszthato 18-cal!

Megoldas:

A ¢és B szamjegyeinek 0sszege egyenld, ezért 3-mal €s 9-cel vald osztassal keletkezd
maradékuk is egyenld. Ezért érdemes a két szamot modulo 9 vizsgalni.

A=B (mod9)

A-B=0 (mod 9)

Azaz A és B kiilonbsége oszthato 9-cel.

Az elsd és utolso szam kiilonbsége paros szam:
A=10"a+10""1b+...+10e+f
B=10"f+10""'e+...+10b+a

|f-a| paros szam, azaz 2-vel oszthato és ez elegend6 ahhoz, hogy |A-B]| is paros szam legyen,
azaz 2-vel oszthato.

Mivel (2,9)=1, igy egy szam 18-cal oszthatosagahoz elegendd 2-vel és 9-cel valod
oszthatosagat kiilon-kiilon bebizonyitani.

Ez a feladat szamolgatassal is egyszerlien megoldhato, de ilyenkor sokkal nagyobb esély van
az elszamolasra, ¢€s egyébként is sokkal elegansabb a fenti megoldas.

Megoldas szamolgatassal:

A=10"a+10™" " 1b+...+10e+f

B=10"f+10""!e+...+10b+a
|A-B|=ax(10™-1)+bx(10™"1-10)+...+ex(10"~L-10)+x(10™-1)=

=ax(...999)+bx(...990)+...+ex(...990)+fx(...999)
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Az a és f utan all6 szamokon kiviil az egyenlet jobb oldalanak minden tagja oszthato 18-cal,
mert mind paros és szamjegyeik csak a 0 és 9, igy 9-cel is oszthatoak.

De a és f azonos paritasu, ezért 6sszegiik minden esetben paros szam lesz.

ax(...999)+f%(...999)=(a+f)(...999) paros szam és 9-cel is oszthatd, azaz oszthat6 18-cal.

1.5.h. Feladat:

Legyen A=n®-5n3+4n+1, ahol n természetes szam. Igazoljuk, hogy barmely n esetén az A
szam ugyanarra a szamjegyre végzodik!

Megoldas:

Arra vagyunk kivancsiak, hogy a kifejezés értéke 10-el osztva mennyit ad maradékul. Mivel
10=2x5 és 2 és 5 relativ primek, ennél a feladatnal is legcélravezetdbb az osztdsi maradékot
kiilon-kiilon ezekre a szdmokra megvizsgalni.

A=n>-5n3+4n+1
Egyszeriien belathato, hogy A értéke paratlan szam lesz, azaz 2-vel osztva maradékul 1-et ad.

n®-5n3 n minden értékére oszthatd 2-vel, mert két paratlan szam és két paros szam
kiilonbsége is paros szam és 4n is oszthato 2-vel.

mod 5:

Kis-Fermat tétel szerint, 5 prim, igy n° =n (mod 5) és 4n=-n (mod 5).
Ezeket felhaszndlva:

n®-5n3+4n+1=1 (mod 5)

Azaz az egyenlet 2-vel és 5-tel osztva is 1-et ad maradékul.

Szimultan kongruencia rendszer hasznalataval kiszamoljuk 10-el osztds maradékat.
x=1 (mod 2)
X=2t+1
x=1 (mod 5)
2t+1=1 (mod 5)

2t=5 (mod 5)



X=2x5+1 (mod 10)
x=1 (mod 10)

Eredményiil azt kaptuk, hogy az egyenlet 10-el osztva 1-et ad maradékul, ezért az A szam
utols6 szamjegye minden esetben 1 lesz.

1.6. Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy 22™ +15n-1 oszthatd 9-cel, barmilyen természetes szam is n.

1. Megoldas:

i b ) ()3, )9, o

Az igy kapott egyenlet minden tagja oszthato 9-cel az utolsé két tag kivételével.
Az eredeti egyenletbe beirva:
22" +15n-1=3n+1+15n-1=18n

Ennek a feladatnak ez a legegyszeriibb megoldasa, bar ehhez sziikség van a binomialis tétel
ismeretére. Ennek ismeretében kdnnyen felismerhetd, hogy4™=(3 + 1)" binomialis
egyenletének a felirasaval szamunkra kedvezd eredményre juthatunk.

2. Megoldas:

Maradékok vizsgalataval.

A tablazatban az egyenletnek 9-cel val6 osztas maradékai lathatoak.

n

47’1

15n

olo| &~
o|lw|l~| N
o|lolr| w
oo~ b~
o|lw|~| o
o|lolr| o
olo| N ~
o|w|~| o

4™+15n+1

4™-nek és 15n-nek a maradékai mod 9-re periddikusan valtoznak, ezért megallapithatjuk,
hogy 22™ +15n-1 kifejezés n minden értékére oszthatd 9-cel.
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3. Megoldas:

Teljes indukcidval.

1.1épés:

n=1-re ellendrizziik igaz-e az allitas:
4+15-1=18 oszthat6 9-cel, az allitas igaz.
2.1épés:

Feltessziik, hogy n-re igaz az allitas, azaz 9|4™+15n-1 és ez alapjan belatjuk, hogy ekkor n+1-
re is igaz.

AT+ L] Sx(n+1)-1=4x 4" +15n+15-1=4x(47+15n-1)-9x(5n-2)

Ez minden n-re oszthato 9-cel, mert a zarojelben 1év6 tagrol feltettiik ezt, a masodik tag esetén
trivialis.

1.7. Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy egy természetes szam négyzetét kovetd szam nem oszthatd sem 3-mal,
sem 7-tel.

1. Megoldas:

Maradékok alapjan:

3: a négyzetszamok 3-mal osztva maradékul 1-et vagy O-t adnak, ehhez 1-et adva nem kapunk
3-mal oszthat6 szamot.

7: négyzetszamok 7-tel osztva maradékul 0-t, 1-et, 2-t vagy 4-et adnak, ezekhez 1-et adva 7-
tel oszthatd szdmot nem kaphatunk.

Az osztasi maradékokat tablazatban elhelyezve, lathat, hogy ezek periddikusan valtoznak.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n?+1 2 5 10 17 26 37 50 65 82
mod 3 2 2 1 2 2 1 2 2 1
mod 7 1 5 3 3 5 2 1 2 5

11




2. Megoldas:

Ha 7|a? + 1, ebben az esetben felirhaté a kdvetkez6 kongruencia:
a’ =1 (mod7)

A kongruencia mindkét oldalat harmadik hatvanyra emelve:

a® =-1 (mod?7)

Mindkét oldalt beszorozzuk a-val:

a’ =-a (mod?7)

De ez nem lehet igaz, mert Kis-Fermat tétel szerint

a’ =a (mod?7)

Ugyanigy fel lehet irni 3-ra.

a’? =-1 (mod 3)

a® =-a (mod 3)

Béarmely 4k+3 alakt primszamra felirva a kongruenciat, ellentmondéshoz jutunk.

Tetszdleges p primszamra n? =-1 (mod p) kongruenciat (p-1)/2-edik hatvanyra emelve, majd
n-nel beszorozva a kovetkez6 kongruenciat kapjuk:

p=4k+1 esetén n? =n (mod p)
p=4k+3 esetén n? =-n (mod p)

Ennek a magyardzata az, hogy 4k+3 esetén (p-1)/2=4k+2/2=4k+1 alakt azaz paratlan szam,
(-1) paratlan hatvanyon (-1).

De 4k+1 esetén (p-1)/2=2k alakt szamot kapunk, (-1) minden paros hatvanya 1.

Tehat a?+1-nek csak 4k+1 alaka primosztoja van.

3. Megoldas:
Gauss-primek segitségével
4k+3 alaku primszdmok egyuttal Gauss-primek is.

A Gauss-egészek korében a®+1=(a+i)(a-i), p prim, ezért csak igy lehet osztoja két egész
szam szorzatanak, ha legalabb az egyik tényezOnek osztoja.

Ezért pla+i vagy pla-i.

12



pla+i:
Legyen a+i=p(b+ci)=pb+pci

Ez az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha a=pb és pc=1. Azaz pla és p|1, 1-nek a természetes
szamok kozott csak 1 az osztoja, de p 4k+3 alaku szam.

Egy valos szam csak abban az esetben lehet osztdja egy komplex szamnak, ha a valos és
képzetes résznek is osztoja.

Ezért p csak abban az esetben lehetne osztdja (a-i)-nek, ha a-nak és (-1)-nek is osztdja lenne.

1.8. Feladat:

Hany olyan 1993-nal kisebb pozitiv n szam van amelyre 1™+2"+3™+4" oszthat6 30-cal?

Megoldas:
30=2x3x5

2, 3 és 5 paronként relativ primek, igy elegend6 az oszthatosagot ezekre kiilon-kiilon
vizsgalni.

mod 2-re:

1"+2"+3"+4" =0 (mod 2)

1+0+1+0=0 (mod 2)

n minden értékére a kKifejezés értéke oszthato 2-vel.

mod 3-ra:

1"+2™+3™+4™ =0 (mod 3)

n paratlan: 1+2+0+1=0 (mod 3) ez nem teljestilhet

n paros: 1+1+0+1=0 (mod 3) minden paros szam jo lesz
mod 5-re:

1"+2™+3™+4™ =0 (mod 5)

3-mal oszthatosag vizsgalatanal mar belattuk, hogy n nem lehet paratlan, ezért csak azokkal a
lehetdségekkel foglalkozunk, ahol n paros.

n=2k: 12k+22k+32k 442k =1k +4¥* 19k 116K

13



k paratlan esetén:

a fenti oszthatdsagi szabaly ismételt hasznalataval

1+9|1%+9% és 4+16|4%+16*, azaz n=4k+2 alakt hatvanyokra a kifejezés értéke oszthaté 5-tel.
k paros esetén:

14m424m 4 3AMygAM =1 M4 ] 6M+81M+256™

Ez nem j6 megoldas, mert ezek a szamok mind 5k+1 alaktiak és az dsszes hatvanyuk szintén
ilyen lesz, azaz az Osszegiik soha nem lesz 5-tel oszthato. Tehat 4-¢l oszthato n-ekre a
kifejezés értéke nem oszthato 5-tel.

Masképp:

1"+2"+3™+4™ =x (mod 5)

Euler-Fermat tétel felhasznalasaval: (a,p)=1 a®® =1 (mod p)

Azaz a* =1 (mod 5), mert ¢(5)=4.

1, 2, 3, 4 szamok mindegyike relativ prim 5-tel, ezért mindegyikre felirhato a tétel.
De 4 minden tobbszordsére is igaz a kongruencia, azaz a*™ =1 (mod m).
14m4p4my34myqdm =y (mod 5)

1+1+1+1=x (mod 5)

4=x (mod 5)

Az eredmény most is ugyanaz, 4-el oszthato n-ek esetén a kifejezés 4-et ad maradékul.
Osszegezve: 1™+2"+3™+4™ akkor pontosan oszthatd 30-cal, n=4k+2 alak szam.

1993-t6l kisebb n pozitiv szamok szama, amelyekre a feltétel teljesiil: 498.

1.9.Feladat:

Az a, b, ¢ és d egészek olyanok, hogy az ac, bc+ad, bd mindegyike oszthaté az n egésszel.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a bet+ad 0sszeg tagjai kiilon-kiilon is oszthatok n-nel, azaz njbc és
njad.
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1. Megoldas:

Ahhoz, hogy nlad elég megmutatni, hogy minden p prim kitevéje legalabb akkora, mint n-
ben.

Legyen p kitevdje a, b, ¢, d, n-ben rendre a,, ap, a., @4, &,.
nlac, ezért a,ta,. = a,

nlbd, ezért ap+a,; = a,

Osszeadva: (ag+ay)+(ap+a.)>2a,

Vagyis (a,+ay) és (apt+a,) koziil az egyik legalabb «a,, .
Tehat p%r|ad vagy p*=|bc.

De ekkor njad+bc miatt a masiknak is.

2.Primszamok vizsgalata

2.1.Feladat:

Melyek azok a p, g pozitiv primszamok, amelyekre 7p+q és pq+11 is prim?

Megoldas:

p csak 2 lehet, mert csak ebben az esetben lesz 7p+q paratlan szam.

Behelyettesitve a két megadott kifejezésbe 14+q és 2q+11 alaku kifejezéseket kapunk.
Mivel mindkét kifejezés nagyobb, mint, ezért 3 egyiknek sem lehet osztoja.

314+q »q#3k+1

3R2q+11 »q#3k+2

3k alaku szamok koziil csak a 3 primszam.

Azaz g=3 és p=2.

Ezeket behelyettesitve mindkét kifejezésbe egyarant 17-et kapunk.
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2.2. Feladat:

Mely p, q és r primszdmokra teljesiil, hogy p?+q?+r2=10235?

Megoldas:

10235 modulo 8 vizsgalva konnyen belathatd, hogy p, q és r koziil egyik sem lehet 2, mert:
10235=3 (mod 8)

2k + 12 =1 (mod 8)

22 =4 (mod 8)

Csak 3 paratlan szam négyzetének 6sszege lesz 3 8-cal osztva.

Valamelyik szamnak 5-nek kell lennie, mert a paratlan szamok négyzetének utolso szamjegye
1,5 és 9 és ezek Osszege csak akkor végzddhet 5-re ha mindegyik egyszer szerepel az
egyenletiinkben vagy mindharom 5-re végzodik. De ez nem lehet, mert 5-re csak az 5-tel

oszthatd szdmok végzddnek, ezek koziil csak az 5 primszam.
r=5: p2+q%=10210

10210 3-mal osztva 1-et ad maradékul, igy p és q koziil az egyiknek 3-mal osztva 0-t kell
adnia maradékul, azaz az egyik szdm 3.

p=3: behelyettesités utan 32+q%+5%=10235

=101
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2.3. Feladat:

Milyen maradékot ad 72-vel osztva a p primszam, ha p=n?+2n+3 alaku, ahol n természetes

szam?
Megoldas:

p=6, mert n>1
p nem oszthat6 sem 3-mal, sem 2-vel.
p=n?+2n+3=(n + 1)%+2
A négyzetszamok 3-mal osztva maradékul 0-t vagy 1-t adnak.
Ha (n+ 1)2 =1 (mod 3)
(n + 1)2+2=0 (mod 3)
Azaz p oszthato 3-mal.
(n+1)2 =0 (mod 3)
Tehat 3|n+1, és igy p 9-cel osztva maradékul 2-t ad.
Mivel p 2-vel sem oszthatd, n paros szam, ezért 8-cal osztva a maradék 3.
72=8x9
Erdemes a feladatot (mod 8)-ra és (mod 9)-re kiilon vizsgalni.
(8,9)=1, ezért a szimultan kongruenciarendszer megoldhato.
n?+2n+3=2 (mod 9)
n2+2n+3=9t+29t+2=3 (mod 8)
t=1 (mod 8)
p=9(8k+1)+2=72k+11
p=11 (mod 72)
Azaz p 72-vel osztva maradékul 11-et ad.

Legkisebb feltételeinknek eleget tevd primszam 83.
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2.4. Feladat:

Jel6ljon p és g két kiillonboz6 paratlan térzsszamot, tovabba jeldljenek a és b olyan pozitiv
egész szamokat, amelyekre

a+b=q.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a?+bP nem lehet egyenlé semmilyen természetes szamnak 1-nél
nagyobb egész kitevdjli hatvanyaval!

Megoldas:

p+#q feltétel sziikséges, mert ellenkezé esetben lehet aP+bP lehet egyenld x™-nel.
Példa: 23+13=32

Legyen p=2k+1, paratlan szam, ezért az egyenlet felirhat6 a kovetkez6 formaban:
a?k+14p2k+1=(qib)(a2*-a2k~1h+a2*~2p- . -ab?k~1+h2k)

Az igy kapott szorzat csak akkor lenne egyenldé x™ — nel, ha a szorzat masodik tagja is
oszthato lenne g-val, mert g primszam, ezért x™ felbontasaban g-nak is szerepelnie kell n-
edik hatvanyon.

A szorzat masodik tagja tovabb alakithato
a2k_a2k—1(q_a)+a2k—2(q _ a)z__'__a(q _ a)2k_1+(q _ a)Zk

(g-a)-k Binomialis egyenletének felirasaval, olyan egyenletekhez jutunk, melyek minden
tagja, az utolso kivételével oszthato g-val. Mivel a g-val oszthatosagot vizsgaljuk, ezért
szamunkra csak az utolso tag érdekes.

Ezek kitevdje megegyezik (q-a) kitevdjével, eldjeliik paros kitevd esetén +, paratlan kitevd
estén -.

a?k-a?k=1( . -a)+a?*"2(.. +a?)....... +a?(...+a?*2)-a(...-a?k 1) +q?k=
=a?k+q?*+q?% | +q?K+q?* 4k =(2k+1)a?*=pxa?k

Ez a szorzat soha nem lesz oszthato g-val, mert

- (p.a)=1 és

-(a?*,0)=1, mert csak abban az esetben lehetne més szam a legnagyobb kdzos oszto, ha a?*
tobbszorose lenne g-nak. (Ebben az esetben Inko=q.) De ez nem lehetséges, mert
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a#q és a<q, ezért a primtényezds felbontisaban nem szerepel q. a?* primtényezés
felbontasaban ugyanazok a primszamok szerepelnek, mint a-ban csak a kitevojiik 2k-val
beszorozva.

Azaz sem p, sem a®* nem oszthato g-val és szorzatuk sem, mert egy primszam csak abban az
esetben lehet osztdja két egész szam szorzatanak, ha legalabb egyiknek osztoja. Masrészt
kovetkezik (c,ab)=1e(c,a)=1 és (c,b)=1 Osszefiiggésbol.

3.Négyzetszamok vizsgalata

3.1. Feladat:

Bizonyitsa be, hogy barmely kozvetleniil egymas utan kdvetkezd 1997 darab pozitiv egész

szam négyzetének dsszege nem lehet négyzetszam!

Megoldas:
1997 szomszédos szam felirasa: n-998, n-997, ...n-1, n, n+1, ...n+997, n+998

Ezek négyzetdsszegének felirasa:

998X999x1997

(n —998)2+(n — 997)2+ . . . +(n + 997)2+(n + 998)2=1997n2+2x (az elsé n

pozitiv egész szam négyzetdsszegének megoldo képlete alapjan)
Ennek az 6sszegnek kellene egyenldnek lennie egy négyzetszammal.
a? =1997(n%+998x333)

1997 primszam, ezért n2+998x333 kifejezésnek is oszthatonak kell lennie 1997-tel ahhoz,

hogy a szorzat értéke négyzetszam lehessen.
n? =-998x333  (mod 1997)

n? =1165 (mod 1997)
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Ez a kongruencia pontosan akkor megoldhat6 a kvadratikus maradékokra vonatkozo tétel

alapjan, ha
1165(1997-1/2 =1 (mod 1997)

Ez ekvivalens a kovetkezd kongruencidval:

1165\ _
(E) =1 (mod 1997)

A Legendre-szimbolum értékének kiszamolasa:
(5557)7(55) (55)

(55)(57)=()=1
GG ) @) =

Azaz:

(ﬂ) =-1 (mod 1997)

1997

Az eredeti kongruencia:n? =1165 (mod 1997) nem megoldhato, igy n2+998x333 nem
oszthato 1997-tel.

3.2. Feladat:

Legyen n természetes szam, s legyen d 0sztdja 2n?-nek. Bizonyitandd, hogy n?+d nem

négyzetszam.

Megoldas:

Legyen 2n?=dk, ahol k egész szam.
Ekkor a?=n? +d=n2+%

k2-tel beszorozva az egyenletet:

20



k2a?=k*n?+2kn?=n?(k?+2k)

Mivel k egész szam, k%+2k-nak is négyzetszamnak kell lennie. Az a?=h?c egyenldéség
természetes szamok esetén csak akkor teljesiil, ha ¢ is négyzetszam.

De k2?+2k nem lehet négyzetszam, mert
k? < k?+2k< (k + 1)?=k?+2k+1
két szomszédos szdm négyzete kozott nem talalhatd négyzetszam.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy n?+d nem lehet négyzetszam.

3.3. Feladat:

Adja meg az 6sszes olyan n természetes szamot, amelyre a 3"+63 kifejezés értéke
négyzetszam!

Megoldas:

n csak paros szam lehet, mert

n=2k+1: 32k*1+63=3+7=2 (mod 8)

Négyzetszam 8-cal osztva nem adhat 2-t maradékul.

Paros szdmok vizsgalata esetén nem jutunk ellentmondéasra mod 8 vizsgalataval.
n=2k: 32+63=1+7=0 (mod 8)

3% 432x7=q2

32x(32k~247)=q?

A zérojelben 1évo kifejezésnek is négyzetszamnak kell lennie (ugyanugy, mint az el6z6
feladatnal).

32k—2 +7= b2

7=p2-32k-2

7=(b-3%"1)(b + 3*71)

7 primszam, szorzatra bontdsa csak a kovetkezd lehet 7=7x1 (egységszeresektdl eltekintve)
7=b+3k~1

1=p-3k-1
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b=4, k=2, n=4 és csak ez egyetlen megoldas van.
Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe:

34+63=81+63=144=122

3.4. Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szamot jelent, akkor 2*+3™ nem lehet négyzetszam!

Megoldas:

n=1 és n=2 esetben egyszeri szdmolassal bebizonyithato, hogy az 6sszegiik nem

négyzetszam.
n=1  24+3'=5 nem négyzetszam
n=2 22+43%=13 nem négyzetszam

n>3 esetén 2 minden hatvanya 8-cal oszthato, azaz 0-t ad maradékul, 3 hatvanyai 8-cal osztva
paratlan kitevo esetén 3, paros kitevo esetén 1. A feltételeinknek csak a paros kitevok

felelnek meg, igy a feladatunk atirhat6 a kovetkezd alakban:

2(2k) 43(2K) =2

(2K)2+(3%)2=q?

Erre az egyenletre tudjuk alkalmazni a pitagoraszi szamharmasok tételét, mert (2,3)=1.
x2+y?=72

x=2mn, y=m?-n?, z=m?+n?

Csak x? lehet egyenld 2k2, mert a masik két tényezd paratlan szam.

m és n relativ primek (m> n), ezért 2¥=2mn csak m=2%~1 &s n=1 esetén teljesiil.

Az igy kapott eredményeket felhasznalva y értéke a kovetkezokkel egyenld.

y:3k:m2-n2:(Zk_l)2-1=(2k_1-1)(2k_1+l)
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A szorzat mindkét tagjanak 3-mal oszthatonak, sét 3 hatvanynak kellene lennie, de a két szam
kiilonbsége 2. Igy a 3-mal oszthatdsag sem teljesiilhet egyszerre mindkét szamra, ezért az
eredeti kifejezés nem lehet négyzetszam.

3.5. Feladat:

Legyenek p és q olyan torzsszamok, melyekre 3<p<q, tovabba p+1 és q+1 egyarant

oszthatéak 4-gyel. Bizonyitsuk be, hogy g%-p? nem lehet négyzetszam.

Megoldas:

ptl és q+1 oszthatd 4-el, ezért mindkettd szdm 4k+3 alaku.

1. Megoldas:

q?-p?=a?
q%-a?=p?

(g-a)(a+a)=p”

Ez az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

3, (9-2)=(q+a)=p

ez csak a=0 €s p=q esetén teljesiilhetne, de ez nem felel meg a feladat feltételeinek
b, (a-a)=1 és (q+a)=p*

de ekkor 2g=p% + 1

Ezt az egyenletet modulo 8 vizsgalva:

g 4k+3 alaku, ennek kétszerese 8k+6 alaku,

p paratlan szam, négyzete 8k+1 alaku

2. Megoldas:

Az egyenlet egyszerii atrendezése utan és mert (q,p)=1 itt is lehet alkalmazni a primitiv
pitagoraszi szamharmasok megtalalasara szolgalo képletet.

a?+p?=q?
a=2mn, mert csak ez az egy szam lehet paros
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p=m?-n?
g=m?2+n?

p=m?-n?=(m+n)(m-n)

Mivel p primszam, ezért p szorzatra bontdsaban, csak ez a primszam ¢€s az egység szerepelhet.
m+n=p

m-n=1 & m=1+n

p=2n+1

g=(1 + n)?+n?=2n%+2n+1
a=2n(n+1)=2n%+2n

De ebben az esetben q nem lehet 4k+3 alaku.
n paros, n=2m: 4m*+4m+1 azaz 4k+1 alaka

n paratlan, n=2m+1: 2x(4m?+4m+1)+2x2m+1)+1=8m?+8m+2+4m+2+1 4k+1 alakt

3. Megoldas:

Gauss-primek segitségével.

q2=a?+p?

q=a’+p*/q

qla®+p?=(a+pi)(a-pi)

q 4k+3 alakt primszam, ezért egyben Gauss-prim is.

Ezért, ha q osztdja (a+pi)(a-pi)-nek, akkor osztdja valamelyik tényezonek.

De g nem osztoja p-nek, mert csak abban az esetben lehetne osztdja p-nek, ha létezne olyan d
egész szam, amelyre p=dq. Mivel az egész szamok korében a primszdmok felbonthatatlanok
IS egyben, d csak egység lehet. Ebben az esetben p és q egymas egységszerese lenne.
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3.6. Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy ha K pozitiv egész szam, akkor k3+2k2+2k+1 nem négyzetszam.
Megoldas:

A feladatban szerepl6 egyenletet a kovetkez6 modon lehet szorzatta alakitani.
k3+2k2+2k+1=(k?+k+1)(k+1)

A szorzat két tagjanak legnagyobb kozds osztdja 1, mert a szorzat elsé tagja atalakithato:
k2 +k+1=(k + 1)%-k

¢és, ha egy n szam osztoja (k+1)-nek, akkor k-nak is osztdjanak kell legyen, de nincs olyan

természetes szam, amely két egymast kdvetd szdmnak is osztdja az 1-en kiviil.

Ebben az esetben (k+1)-nek és (k? +k+1)-nek is négyzetszamnak kell lennie.
k?+k+1 nem lehet négyzetszam, mert pozitiv egész szamok esetén
k? < k?+k+1< (k + 1)?=k?+2k+1

Két szomszédos szam négyzete kozott nem lehet négyzetszam.

3.7. Feladat:

lgaz-e, hogy a kovetkezd alaki, tizes szamrendszerben felirt szamok mind négyzetszamok:

49, 4489, 444889, 444488809, ...?

Megoldas:

A 4-esek szdma legyen n ¢€s igy a 8-asok szama n-1.
4x10%"+4x10%" "1+, +4x10"+8x10™ 1+, +8x10+8+1

A feladat sokkal attekinthetdbben, egyszeriibben kezelhetéen felirhato, ha a feladatunkban
szerepld szamot beszorozzuk 9-cel. Ez a megoldasunkat nem befolyasolja, mert ha egy
négyzetszamot beszorzunk egy négyzetszammal, ismét négyzetszamot kapunk.

25



4x(10%2"-10™)+8x(10™-1)+9=x?
Zarojeleket felbontva a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
4x10%"-4x10"+8x10™-8+9=x2

Egyszerti atrendezve az egyenletet, egy olyan masodfoku egyenlethez jutunk, amibdl kénnyen
leolvashat6 a megoldas.

4x1027+(8-4)x 10" +1=x>
(2x10™+1)x(2x 10" +1)=x2

Azaz, akarmeddig folytatjuk az ujabb 48-asok beirdsat a szam kozepébe mindig
négyzetszamot kapunk.

Ismeretlen a és b szamokra felirva ugyanezt az egyenletet:
ax(10%"-10™)+bx(10™-1)+9=x2
a=1, b=5 valasztasa esetén is elmondhato a kovetkezd:

16 négyzetszam, 1156 négyzetszam €s szam kozepébe 15-6t irva akarmeddig folytatva is
mindig négyzetszamot kapunk.

Ez a feladat elég érdekesnek tiinik ahhoz, hogy megprdobaljam altaldnositani.

Elso eset:

Van-e olyan n jegyi négyzetszam, amelynek szamjegyei azonosak?
Megoldas:

ax10™+ax10" 1+,  +ax10+a=x2

A négyzetszamok utols6 szamjegye csak 0, 1, 4, 5, 6 és 9 lehet, ezekkel behelyettesitve az
egyenletet és az igy kapott egyenleteket modulo 8 megvizsgalva az egyenleteket, azt kapjuk,
a csak 0 és 4 lehet. 0 valasztasa esetén nincs értelme a feladatnak.

111...111x4+# x?, mert 4 négyzetszam ezért 111...111-nek is négyzetszamnak kellene lennie,
de ezt 8-cal osztva maradékul 7-et kapunk maradékul, igy nem lehet négyzetszam.

Mivel 103 oszthato 8-cal, ezért 8-cal oszthatosag szempontjabdl elegendé az utolso 3 tagot
vizsgalni.

Masodik eset:

Van-e olyan 2n jegyli négyzetszam, amelynek az elsé és masodik n szadmjegye is egyenld?
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Megoldas:

ax102" "1 4ax 1022+, +ax10™+bx10™ 1+.. . +bx10+b=x2

Ebben az esetben is kedvez6 szamunkra, ha a megadott szamot beszorozzuk 9-cel.
ax(102™-10™)+bx(10™-1)=x?>

(10™-1)(10™a+b)=x2

Az el6z6 feladatnal belattuk, hogy az utolso szamjegy csak 0 és 4 lehet. Ebben az esetben van
értelme az utolso szamjegyeket 0-nak valasztani.

b=0:
(10™-1)(10™a)=x?>
10™-1 és 10™ egymassal relativ primek.

ax10™x(10™-1)=x? csak abban az esetben teljesiilhetne, ha a 10™ és 10™-1 primtényezds
felbontasaban szerepld sszes primszamot tartalmaznd. De a 0 és 9 koz¢ es6é szam, igy ez nem
teljesiilhet, mert n=1 esetén 10=2x5>9. Tehat b nem lehet egyenld 0-val.

b=4:
(10™-1)(10™a+4)=x2

Ha a szorzat két tagja egymassal relativ prim, akkor a szorzat mindkét tagjanak kiilon-kiilon is
négyzetszamnak kell lennie. 10™-1 8-cal osztva 7-et ad maradékul, igy ez nem lehet
négyzetszam.

Ha nem relativ primek van egy k6z6s osztojuk, d.

Ezzel a k6z6s osztdval leosztva mindkeét kifejezést egymashoz relativ primszdmokat kapunk,
amelyeknek kiilon-kiilon négyzetszamnak kell lennie.

10™-1/d=y?
10™a+4/d=z?

10™-1 csak paratlan szam lehet, de 5-tel nem oszthat6, ezért utolsé szamjegye csak 1, 3, 7
vagy 9 lehet.

Paratlan szamnak csak paratlan szam lehet osztoja, igy d is paratlan szam és szintén nem
oszthat6 5-tel.

d osztoja 10™a+4-nek is, ezt elosztva ismét négyzetszamot kell, hogy kapjunk.
Figyelembe véve, hogy egy négyzetszam milyen szamjegyre végzddhet, azt kapjuk, hogy d
utolsé szamjegye csak 1 vagy 9 lehet.

d| 10™-1 és d|10™a+4, ezért tetszéleges I, S egész szamokra d|r(10™-1)+s(10"a+4)
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Legyen r=-a, s=1

d-a(10™-1)+(10"a+4)=a+4, azaz dja+4.

Mivel a<9, ezért d<13.
d utolso szamjegye 1 és 9 lehet csak, ezért d= 9 vagy d=11 .
d=9:

Nem lehet, mert 10™-1-et 9-cel osztva 111...111 alaka szamot kapunk, és ezt mar tudjuk,
hogy nem lehet négyzetszam.

d=11:

dlat+4 és a<9, ezért d=11 és a=7
(10™-1)(10™7+4)=x>

(10™-1)/11=y?

Csak n=2 esetén van megoldas, mert

n=1: 11-t6l kisebb szdmot kapunk.

n>2: 8-cal osztva maradékul 7-et kapunk.

Eredményiil azt kaptuk, hogy egyetlen olyan 2n jegyli négyzetszam van, amelynek az elsé és
masodik n tagja is ugyanaz a szam. Ez a szam 7744=882.

V. Komplexszamok bevezetésével megoldhato geometriai
feladatok

1VV.1 Feladat:

Jelentsék K, L, M, N valamely rombusz oldalai fol¢ (kifel¢) emelt négyzetek kozéppontjait;
bebizonyitandd, hogy a KLMN négyszdg maga is négyzet.
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Megoldas:

Legegyszeriibb azt bebizonyitani, hogy Wmerc’ileges elforditottja KL, azaz iNK=KL
( 90°-kal elforditas algebrai megfeleldje az i-vel szorzas).

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

AK=a, BL=b, CM=c, DN=d

KB az a vektor 90°-0s elforgatottja, ezért KB=ai.
Ugyanigyﬁzgi, MD=ci, NA=di.

NK=di+a, ennek 90°-os elforditottja iNK=i(di+a)=ai-d
KL=ai+b

Be kellene bizonyitani, hogy b=-d.
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Az ABCD négyszog rombusz, igy oldalai egyenld hosszuak €s a szemben 1évo oldalak

parhuzamosak, ezért BC =-DA.
BC=b+bi=h(1+i)
—DA=—(d+di)= —d(1+i)

Azaz b=-d.

1V.2. Feladat:

A kovetkezd abran ABC és BDE szabalyos haromszogek. Az AE szakasz felez6pontjat
jeloljiik F-fel, a DC szakasz felezOpontjat jeloljiik G-vel. Bizonyitsuk be, hogy a BGF
haromszog is szabalyos haromszog!

Megoldas:

A 60°-os forgatas algebrai megfeleldje (cos 60°+isin60°)=(1/2+iv/3/2)-vel szorzis. Ezt
roviden e-nal jeloljik.

Szamolasi szabalyok:

e3=-1
gh=-¢
g5=-¢2
£=1

Ezeket felhasznalva a feladat nagyon egyszeriien megoldhato, sokkal egyszeriibben, mint
valamely geometriai mddszer alkalmazasaval.
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A feladatban szereplé haromszogek:

A B pontot valasszuk az origonak.

——

BD=1
BE=¢
BC=g2y
DA=-y=¢3y
F=e+y/2
G=1-g2y/2

Konnyen bebizonyithaté, hogy F 60°-os elforditottja G-nek.
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eG=¢g(1-€2y)/2=¢-e3y/2=c+y/2

F és G egyenld hosszusagu és az altaluk bezart szog 60°, igy BGF haromszog szabalyos
haromszog.

V. Polinomokkal kapcsolatos feladatok

V.1.Feladat:

Keressiik meg az dsszes olyan valos egyiitthatos f polinomot, melyre teljesiil, hogy barmely
olyan valés a, b, ¢ szdmokra, melyekre ab+bc+ca=0

igaz, hogy
f(a-b)+f(b-c)+f(c-a)=2f(a+b+c)

Megoldas:

ab+bc+ca=0

Trivialis esetek:

a=b=c=0: f(0)+f(0)+f(0)=2f(0)
3f(0)=21(0)

a=b=0: f(0)+f(-c)+f(c)=2f(c)

f(-c)=f(c)

Azaz f-ban csak paros foku tagok lehetnek.

Ha a, b és c koziil egyik sem egyenl6 0-val.

ab+bc=-ca
bx(at+c)=-ca
——ca
_a+c

Legyen b=12x, a=-3x, c=4X
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f(-15%)+f(8x)+F(7X)=2f(13x)

Ezt behelyettesitve f(x)=ay+a;x+...+a,x™ polinomba, a polinomok azonossagi tétele
kovetkeztében a két oldal egyiitthatordl egyiitthatora megegyezik. Specialisan az x™-es tag
egylitthatdja a bal oldalon: a,((—15)"+8"+7™")

a jobb oldalon: 2a,, 13"
Mivel n nem nulla, ezért (—15)"+8"+7"=13".
De n nem lehet nagyobb 4-nél, mert
(—15x)°=11390625>2x(13x)%=2x4826809=9653618

¢s ez az egyenldtlenség minden 6-nal nagyobb n szamra is fenn all, s6t minél nagyobb az n,
annal nagyobb eltérés.

6-t6l kisebb szamokra ellendrizve az egyenletet kedvezd eredményeket kapunk:
n=2: (—15)%+(8)2+(7)?=2x(13)?

225+64+49=338

n=4: (—15)*+(8)*+(7)*=2x(13)*

50625+4096+2401=2x28561=57122

Ezért az f(x)=a,x*+a,x? polinom a megoldas.

V.2. Feladat:
Létezik-e olyan feZ[x] polinom, melyre f(10)=400, {f(14)=440 és f(18)=520?
Megoldas:

Azaz f(xX)=(x-14)g(x)+440 ahol q is egész egylitthatos polinom. A masik két feltételt
behelyettesitve atrendezéssel g(10)=10 és g(18)=20 adddik. Felhasznalva az

a-blg(a)-g(b) osszefiiggést 10|8 ellentmondas adodik. Ilyen polinom tehat nem létezik.
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V.3. Feladat:

Legyen f(x)=x"+5x""1+3, ahol n>1 egész. Igazoljuk, hogy f irreducibilis Z[x]-ben.
Megoldas:

Legyen f(x)=x"+5x""14+3=g(x)h(x), ahol g, h egész egyiitthatés nem konstans polinom.
Mod 3-ra nézve f(x)=x"+2x""1. Ennek a polinomnak gyoke 0 és -2.

f gyokeit kiadjak g és h gyokei. Tegyiik fol g gyoke -2.

Azaz, g(x)=x*(x+2) és h(x)=x™.

f féegyiitthatdja 1, ami g és h féegyiitthatéjanak szorzata, ezért g foéegyiitthatdja nem lehet
3-mal oszthat6. Ezért g-nek nem csdkken a foka, ha mod 3-ra vessziik.

Ha g és h konstans tagja is 0 lenne, mod 3-ra nézve, akkor az eredeti polinom konstans tagja
is oszthat6 lenne 9-cel. Ezért csak az lehet, hogy g mod 3 elséfokt, h mod 3 n-1-ed foka.
Tehat ekkor az eredeti g is elséfokt. De x™+5x™~1+3-nak nem lehet elséfoku faktora, mert

plL—p=21
q[3—p=+1 vagy p=13
Ezért p/q lehetséges értékei: +1, +3.

Ezeket behelyettesitve nem kapunk megoldast.
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